
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

Ôàêóëüòåò óïðàâëåíèÿ è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À. À. Äîðîäíèöûíà �ÀÍ

Êà�åäðà ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû¿

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷

Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â

çàäà÷àõ âûáîðà ìóëüòèìîäåëåé

010958 � Ïðèêëàäíàÿ èí�îðìàòèêà

Âûïóñêíàÿ êâàëè�èêàöèîííàÿ ðàáîòà ìàãèñòðà

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

ä. �.-ì. í. Ñòðèæîâ Âàäèì Âèêòîðîâè÷

Ìîñêâà

2015



Ñîäåðæàíèå

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 9

1.1 Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è åå ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñêîðèíãîâîé ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Âûáîð îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ 11

2.1 Àëãîðèòì óñòîé÷èâîãî îòáîðà ïðèçíàêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòáîðà îáúåêòîâ è �èëüòðàöèÿ âûáðîñîâ . . . . . 21

3 Ìóëüòèìîäåëüíûé ïîäõîä ê çàäà÷å êëàññè�èêàöèè 23

3.1 Ñìåñü ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 27

4.1 Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà �èëüòðàöèè âûáðîñîâ . . . . . 27

4.2 Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà îòáîðà ïðèçíàêîâ . . . . . . . 37

Çàêëþ÷åíèå 56

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 57

1



Àííîòàöèÿ

Áàíêîâñêèå ñêîðèíãîâûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè äå-

�îëòà çàåìùèêà ïî êðåäèòíîìó îïðîñíèêó. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñêîðèíãîâîé ìîäåëè

íóæíî âûáðàòü íàáîð èí�îðìàòèâíûõ îáúåêòîâ (êëèåíòñêèõ çàïèñåé), êîòî-

ðûé ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íåñìåùåííóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïðåäëàãàåò-

ñÿ àëãîðèòì îòáîðà îáúåêòîâ, îñíîâàííûé íà àíàëèçå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Ââîäèòñÿ ñïåöè�è÷íîñòü îáúåêòà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÿâ-

ëÿåòñÿ ëè îáúåêò âûáðîñîì. Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîõî îïðåäåëåííîé êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû ïðåäëàãàåòñÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ñïåöè�è÷íîñòü. Àëãîðèòì ïðîèëëþñòðè-

ðîâàíà íà ÷åòûðåõ íàáîðàõ äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI: äàííûå ïî íåìåöêèì

ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, äàííûå ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì â Þæíîé À�-

ðèêå, äàííûå ïî êà÷åñòâó âèíà è äàííûå ïî ðàñïîëîæåíèþ áåëêà â êëåòêå. Âû-

÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò ñòàòèñòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííî-

ãî óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà íà òåñòîâîé âûáîðêå äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ íàáîðîâ äàííûõ.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñðàâíèâàåòñÿ ñ òðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóåìûìè ìåòîäàìè

�èëüòðàöèè âûáðîñîâ: îñòàòêè, îñíîâàííûå íà äèñïåðñèè, îñòàòêè Ïèðñîíà è

áàéåñîâû îñòàòêè,�íà ÷åòûðåõ íàáîðàõ äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI, à òàêæå

íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, èìåþùèõ êëàñòåðèçîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå

âûáðîñû. Ìåòîä äåìîíñòðèðóåò ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè äàæå äëÿ

äàííûõ, èìåþùèõ äî 30�40% âûáðîñîâ. Äàííûå çà÷àñòóþ ìîãóò áûòü êëàñòå-

ðèçîâàíû, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèçíàêàìè è âåðîÿòíîñòüþ

äå�îëòà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ êëàñòåðîâ. Äëÿ ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòè

äàííûõ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìóëüòèìîäåëè è ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè.

Äëÿ îòáîðà îáúåêòîâ äëÿ ìóëüòèìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ïðåäëàãà-

åòñÿ îáîáùåíèå ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ñïåöè�è÷íîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

îòáîðà ïðèçíàêîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè âìåñòå

ñ ìåòîäîì Áåëñëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòðåáèòåëüñêèé êðåäèò, êðåäèòíûé ñêîðèíã, âåðîÿòíîñòü äå-

�îëòà, ìóëüòèìîäåëè, ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè, îòáîð îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ, �èëü-

òðàöèÿ âûáðîñîâ.
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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëü-

íîé âìåñòå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì è øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîãî ðîäà êðåäèòîâ,

îñîáåííî ïîòðåáèòåëüñêèõ. Åñëè êðåäèòíûå ðèñêè êðóïíûõ êîìïàíèé îöåíèâàþòñÿ

ìåæäóíàðîäíûìè ðåéòèíãîâûìè àãåíñòâàìè íà îñíîâàíèè ïóáëè÷íîé îò÷åòíîñòè, à

ïîòîìó ðåøåíèå î âûäà÷å êðåäèòà è ïðîöåíòíîé ñòàâêå ïðèíÿòü îòíîñèòåëüíî ëåãêî,

òî íèêàêèõ îáùåïðèçíàííûõ äàííûõ î ¾êðåäèòíîì ðåéòèíãå¿ îòäåëüíîãî çàåìùèêà

íåò. À ïîýòîìó ðåøåíèå î âûäà÷å êðåäèòà è ñòàâêå ïðèíèìàåòñÿ ëèáî ýêñïåðòíûì

ïóòåì, ëèáî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñêîðèíãîâîé ñèñòåìû. Ïîä ñêîðèíãîâîé ñèñòåìîé

ïîäðàçóìåâàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïî ïðåäîñòàâëåííûì çàåì-

ùèêîì äàííûì îöåíèâàåò âåðîÿòíîñòü äå�îëòà ïî êðåäèòó.

Â ïîñëåäíèå ãîäû íàðàñòàþùóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåòàþò ñåðâèñû ðàâíîïðàâ-

íîãî (peer-to-peer) êðåäèòîâàíèÿ. Òàêèå ñåðâèñû ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü çàåìùèêà è êðå-

äèòîðà íàïðÿìóþ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîñðåäíèêà â ëèöå áàíêîâ. Îáîðîòû òàêîãî ðîäà

êðåäèòîâàíèÿ ñóùåñòâåííî âûðîñëè ñ ìîìåíòà ñòàðòà ïåðâûõ ïëàò�îðì è ñîñòàâëÿþò

óæå íåñêîëüêî ìèëëèàðäîâ äîëëàðîâ â ãîä [1℄. Ñåðâèñ ðàâíîïðàâíîãî êðåäèòîâàíèÿ

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïëàò�îðìó, â êîòîðîé ìîæåò çàðåãèñòðèðîâàòüñÿ ëþáîé ïîëü-

çîâàòåëü è ññóäèòü êîìó-ëèáî äåíüãè, ëèáî ïîäàòü çàÿâêó íà çàåì. Îäèí èç íàèáîëåå

ïîïóëÿðíûõ ñåðâèñîâ â Âåëèêîáðèòàíèè, çàíèìàþùèéñÿ ðàâíîïðàâíûì êðåäèòîâà-

íèåì Zopa, îáðàáîòàë çà âðåìÿ ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ çàåìû íà îáùóþ ñóììó áîëåå

ìèëëèàðäà äîëëàðîâ [1℄. Â Âåëèêîáðèòàíèè ñóùåñòâóþò è äðóãèå êðóïíûå ïîäîáíûå

ñåðâèñû: Rates Settler, Funding Cir
le è äðóãèå. Îäíàêî ïîäîáíûå ñåðâèñû ïîïóëÿð-

íû è â äðóãèõ ñòðàíàõ: LendingClub è Prosper â Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ Àìåðèêè,

ÁåçÁàíêà è Ôèí�óðó â �îññèè è äðóãèå. Â òðàäèöèîííîì ïîòðåáèòåëüñêîì êðåäèòî-

âàíèè çàåìùèê ïðåäîñòàâëÿåò áàíêó èí�îðìàöèþ î ñâîåì �èíàíñîâîì ïîëîæåíèè,

à áàíê èñïîëüçóåò ýòó èí�îðìàöèþ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î âûäà÷å êðåäèòà ëèáî

ýêñïåðòíûì ïóòåì, ëèáî ñ ïîìîùüþ ñêîðèíîãîâîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì êëèåíò áàíêà,

èìåþùèé â áàíêå äåïîçèò, íèêàê íå ñâÿçàí ñ êëèåíòîì, ïîäàâøèì çàÿâêó íà êðåäèò,

à ðèñêè íåâîçâðàòà áåðåò íà ñåáÿ áàíê. Ïðè ýòîì ïðîöåíò ïî çàåìó îáû÷íî ìåíÿåòñÿ â

äîñòàòî÷íî óçêèõ ãðàíèöàõ [2℄. Â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì ïîñðåäíèêà â ëèöå áàíêà â ðàâ-

íîïðàâíîì êðåäèòîâàíèè òðåáóåòñÿ îöåíèâàòü ðèñêè êàæäîãî çàåìà â îòäåëüíîñòè è

â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ðèñêàìè îïðåäåëÿòü ïðèåìëåìûé ïðîöåíò ïî çàåìó ñ òàêèì

ðèñêîì. Íåêîòîðûå ïëàò�îðìû ïðåäëàãàþò ñîáñòâåííûå ñêîðèíãîâûå ñèñòåìû äëÿ

îöåíêè ðèñêà êàæäîãî çàåìà (íàïðèìåð, ðîññèéñêàÿ Ôèí�óðó [3℄). Îò êà÷åñòâà ýòèõ

ñêîðèíãîâûõ ñèñòåì âî ìíîãîì ìîæåò çàâèñåòü ïîïóëÿðíîñòü ñåðâèñà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñîçäàíèè ñêîðèíãîâûõ ñèñòåì âîçíèêàåò íåñêîëüêî îñíîâíûõ

ïðîáëåì. Âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ âûäåëèòü èí�îðìàöèþ, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ñêî-

ðèíãîâàÿ ñèñòåìà áóäåò îöåíèâàòü çàÿâêó çàåìùèêà. Ñïèñîê ïîòåíöèàëüíûõ âîïðî-

ñîâ î÷åíü øèðîê. Îäíàêî áîëüøàÿ ÷àñòü ñîáðàííûõ äàííûõ íå êîððåëèðóåò ñ òåêó-

ùåé ïëàòåæåñïîñîáíîñòüþ, äà è ïðàâäèâîñòü îòâåòîâ íà ìíîãèå ñëîæíî ïðîâåðèòü. Â

ñëó÷àå ñ ðàâíîïðàâíûì êðåäèòîâàíèåì ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå èìååò îñîáåííóþ âàæ-

íîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà îòáîðà âàæíûõ äàííûõ � ïðèçíàêîâ,

êîòîðûå ñ îäíîé ñòîðîíû êîððåëèðóþò ñ ïëàòåæåñïîñîáíîñòüþ, à ñ äðóãîé ñòîðî-

íû � ëåãêî ïðîâåðèòü íà ïîäëèííîñòü. Òàê â ñëó÷àå ñ ðàâíîïðàâíûì êðåäèòîâàíèåì

òàêèìè ïðèçíàêàìè ìîæåò ñëóæèòü êðåäèòíàÿ èñòîðèÿ çàåìùèêà â ðàìêàõ ïëàò�îð-

ìû.
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Âòîðîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð èí�îðìàòèâíîãî ìíîæåñòâà êëèåíòîâ. Áàí-

êîâñêèå êëèåíòñêèå áàçû ñîäåðæàò ìèëëèîíû çàïèñåé, ÷àñòü èç êîòîðûõ èìåþò îøèá-

êè. Íåâîçâðàò êðåäèòà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåí íå êàêèìè-òî ïðè÷èíàìè, èìåâøèìè-

ñÿ íà ìîìåíò ïîëó÷åíèÿ êðåäèòà, à ÷åì-òî ïðîèçîøåäøèì ïîñëå, ÷òî áûëî òðóäíî

èëè íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü. Äàííûå òàêèõ êëèåíòîâ íå íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðè

ïîñòðîåíèè ñêîðèíãîâîé ìîäåëè, ïîñêîëüêó îíè óõóäøàò ïðîãíîç [4℄.

Òðåòüåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü äàííûõ. Äëÿ ðåãèîíîâ ñ ðàâíîìåð-

íî âûñîêèìè äîõîäàìè ó íàñåëåíèÿ ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðîâåíü äîõîäà íå

ñòîëü âàæåí äëÿ âîçâðàòà êðåäèòà, êàê â ðåãèîíàõ ñ íèçêèì ñðåäíèì äîõîäîì è âû-

ñîêèì èìóùåñòâåííûì ðàññëîåíèåì. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ îáúåêòîâ

íà îäíîðîäíûå ñîâîêóïíîñòè, îïðåäåëåíèÿ èõ ÷èñëà è ïîñòðîåíèÿ ñâîåé ìîäåëè äëÿ

êàæäîé ñîâîêóïíîñòè. Ó÷åò íåîäíîðîäíîñòè ïîðîæäàåò íîâóþ ïðîáëåìó. Òå îáúåê-

òû, êîòîðûå ñ÷èòàëèñü âûáðîñàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé

ðåãðåññèè, ìîãóò ïåðåñòàòü áûòü òàêîâûìè ïîñëå åå óñëîæíåíèÿ è ðàññìîòðåíèÿ,

íàïðèìåð, ìóëüòèìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé. Òî æå ìîæåò ïðîèçîéòè è ñ

ïðèçíàêàìè: ÷àñòü ïðèçíàêîâ, êîòîðûå áûëè íåðåëåâàíòíû äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè

îáúåêòîâ, ìîãóò áûòü êîððåëèðîâàíû ñ ïëàòåæåñïîñîáíîñòüþ äëÿ íåêîòîðîãî ïîä-

ìíîæåñòâà îáúåêòîâ. Äëÿ ðàâíîïðàâíîãî êðåäèòîâàíèÿ äàííàÿ ïðîáëåìà òàêæå àê-

òóàëüíà. Íàïðèìåð, åñëè ñåðâèñ, êîòîðûé ðàáîòàë â ðàìêàõ îäíîé ñòðàíû, ñòàíîâèò-

ñÿ ìåæäóíàðîäíûì, âîçìîæíî, ÷òî ñêîðèíãîâàÿ ìîäåëü, ðàáîòàâøàÿ â ðàìêàõ îäíîé

ñòðàíû, ìîæåò èìåòü íèçêîå êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ äëÿ êëèåíòîâ èç äðóãîé ñòðàíû.

Àëüòåðíàòèâîé ñêîðèíãîâîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðòîâ äëÿ ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèé ïî êðåäèòàì. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå ñ ðàâíîïðàâíûì êðåäèòîâàíèåì

èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðòîâ çàòðóäíåíî, ïîñêîëüêó èí�îðìàöèÿ î çàåìùèêå ëèìèòèðî-

âàíà, à ëè÷íîé âñòðå÷è ñ íèì íå ïðîèñõîäèò. Â ñëó÷àå ñ áàíêîâñêèìè êðåäèòàìè

ïðèìåíåíèå ýêñïåðòîâ (áàíêîâñêèõ ðàáîòíèêîâ) îïðàâäàíî, îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ

ñëèøêîì çàòðàòíûì. Çà ïåðâûå òðè ìåñÿöà òåêóùåãî ãîäà ïî äàííûì ÖÁ �Ô áûëî

âûäàíî áîëåå òðèëëèîíà ðóáëåé êðåäèòîâ [5℄. Îáùèé íàêîïëåííûé îáúåì êðåäèòîâ

ïðåâûøàåò 10 òðèëëèîíîâ ðóáëåé, à ïðîñðî÷åííàÿ çàäîëæåííîñòü ïðåâûøàåò 750

ìèëëèàðäîâ. Ïîýòîìó óëó÷øåíèå ïîêàçàòåëÿ âîçâðàòà äàæå íà íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ

ïîçâîëèò èçáåæàòü óáûòêîâ íà äåñÿòêè ìèëëèàðäîâ ðóáëåé. Âíåäðåíèå ñêîðèíãîâûõ

ñèñòåì, êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè ïðîâîäÿò îòáîð îáúåêòîâ è èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíà-

êîâ, à òàêæå ñòðîÿò ìîäåëè äàííûõ, â áàíêîâñêîì êðåäèòîâàíèè îïðàâäàíî.

Öåëü ðàáîòû. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ, îïðåäåëÿþùèé òðå-

áóåìîå ÷èñëî ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ è èõ ïàðàìåòðû, à òàêæå ïðîâîäÿùèé

�èëüòðàöèþ âûáðîñîâ è îòáîð èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû îöåí-

êè õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âûáîðêå, ïðîâåðêè ãèïîòåç î âèäå ðàñïðåäåëå-

íèÿ, ìåòîäû îáðàáîòêè êàòåãîðèàëüíûõ ïðèçíàêîâ. Äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè

ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëàñü ñðåäà MATLAB.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

• �àçðàáîòàí àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè îáîñíîâàí-

íîñòè ìîäåëè äëÿ îöåíêè ïîëíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ.
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• �àçðàáîòàí àëãîðèòì îòáîðà âûáðîñîâ äëÿ ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

• �àçðàáîòàíî îáîáùåíèå àëãîðèòìà îòáîðà âûáðîñîâ íà ñëó÷àé ìóëüòèìîäåëåé

è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �àçðàáîòàí ïðîãðàììíûé ìîäóëü, êîòîðûé

• �èëüòðóåò âûáðîñû äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé è ñìå-

ñåé ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé;

• îòáèðàåò ïðèçíàêè â ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè;

• ñòðîèò ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè èëè ñìåñü ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé;

• îïðåäåëÿåò òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé;

• âèçóàëèçèðóåò ðåçóëüòàòû.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• Èòåðàòèâíûé àëãîðèòì îöåíêè ïîëíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ

ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè â ìíîæåñòâå âñåõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ðàçìåðà.

• Àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåííîé ìîäè-

�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè ê îöåíêå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ, ïîëó-

÷åííîé ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè.

• Àëãîðèòì îòáîðà âûáðîñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê

ïàðàìåòðîâ äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé è ñìåñåé ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîä-

òâåðæäåíà ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêîé ïîëó-

÷åííûõ ìåòîäîâ íà ðåàëüíûõ è ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ; ïóáëèêàöèÿìè ðåçóëüòàòîâ èñ-

ñëåäîâàíèÿ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì ÷èñëå ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

�åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîí�åðåí-

öèÿõ:

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �20th Conferen
e of the International Federation

of Operational Resear
h So
ieties�, 2014. Äîêëàä: Multimodelling and Obje
t

Sele
tion for Banking Credit S
oring.

2. 57ÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ÌÔÒÈ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì, 2014 ã. Äîêëàä:

�Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé â çàäà÷àõ áàíêîâñêîãî ñêîðèí-

ãà�.

�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé:

1. 14-07-31264, �îññèéñêèé �îíä �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ ãðàíòà

��àçâèòèå ìåòîäîâ âèçóàëèçàöèè èåðàðõè÷åñêèõ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé�,
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2. 14-07-31205, �îññèéñêèé �îíä �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ ãðàíòà

��àçâèòèå òåîðèè âûáîðà ìóëüòèìîäåëåé â çàäà÷àõ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è êëàññè-

�èêàöèè�

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèïëîìíîé ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå

äèïëîìà èçëîæåíû â ñëåäóþùèõ èçäàíèÿõ:

1. Àäóåíêî À.À. Âûáîð ïðèçíàêîâ è øàãîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ äëÿ çàäà÷è

êðåäèòíîãî ñêîðèíãà // Ìàøèííîå îáó÷åíèå è àíàëèç äàííûõ, 2012. � 3. Ñ.

279�291.

2. Àäóåíêî À.À., Êóçüìèí À.À., Ñòðèæîâ Â.Â. Âûáîð ïðèçíàêîâ è îïòèìèçàöèÿ

ìåòðèêè ïðè êëàñòåðèçàöèè êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ // Èçâåñòèÿ Òóë�Ó, 2012.

� 3. Ñ. 119�131.

3. Àäóåíêî À.À., Ñòðèæîâ Â.Â. Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íàçâàíèé

êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ // Ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ, 2013. � 3. Ñ. 21�25.

4. Èâàíîâà À.Â., Àäóåíêî À.À., Ñòðèæîâ Â.Â. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ

ïðàâèë ïðè ðàçìåòêå òåêñòîâ // Ïðîãðàììíàÿ èíæåíåðèÿ, 2013. � 6. Ñ. 41�45.

5. Àäóåíêî À.À., Ñòðèæîâ Â.Â. Ñîâìåñòíûé âûáîð îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ â çàäà-

÷àõ ìíîãîêëàññîâîé êëàññè�èêàöèè êîëëåêöèè äîêóìåíòîâ // Èí�îêîììóíè-

êàöèîííûå òåõíîëîãèè, 2014. � 1. Ñ. 47�53.

6. À. À. Êóçüìèí, À. À. Àäóåíêî, Â. Â. Ñòðèæîâ Òåìàòè÷åñêàÿ êëàññè�èêàöèÿ

òåçèñîâ êðóïíîé êîí�åðåíöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðòíîé ìîäåëè // Èí�îð-

ìàöèîííûå òåõíîëîãèè, 2014. � 6. Ñ. 22�26.

�åçóëüòàòû êâàëè�èêàöèîííîé ðàáîòû ìàãèñòðà áûëè ïðèìåíåíû äëÿ êëàññè-

�èêàöèè íà äâà êëàññà äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì [6℄ ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, çà-

áîëåâàíèÿì ñåðäöà â Þæíîé À�ðèêå [7℄, äàííûì ïî êà÷åñòâó âèíà [8℄ è äàííûì

ïî ëîêàëèçàöèè áåëêà â êëåòêå [9℄, à òàêæå äëÿ ñãåíåðèðîâàííûõ ñèíòåòè÷åñêèõ äàí-

íûõ, ñîäåðæàùèõ êëàñòåðèçîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû è ñèíòåòè÷åñêèõ

äàííûõ, èìåþùèõ èçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèçíàêàìè.

Îáçîð ëèòåðàòóðû. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áàíêîâñêîãî êðåäèòíîãî ñêîðèíãà.

Ñêîðèíãîâàÿ êàðòà ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåðîÿòíîñòü äå�îëòà çàåìùèêà, îñíîâûâàÿñü

íà îòâåòàõ â êðåäèòíîé àíêåòå. Èìåÿ îöåíêó âåðîÿòíîñòè äå�îëòà, áàíê ðåøàåò, îäîá-

ðèòü ëè çàÿâêó íà êðåäèò. Ñêîðèíãîâûå êàðòû ñîçäàþòñÿ, èñõîäÿ èç êðåäèòíûõ èñ-

òîðèé [10℄. Áàçû êðåäèòíûõ èñòîðèé ñîäåðæàò ìèëëèîíû çàïèñåé, ÷àñòü èç êîòîðûõ

ìîãóò áûòü ïîâðåæäåíû è ñîäåðæàòü íåâåðíûå äàííûå. Ïîýòîìó ÷òîáû ïîñòðîèòü

ñêîðèíãîâóþ êàðòó âûñîêîãî êà÷åñòâà, êîòîðàÿ íå ïîòðåáóåò èçìåíåíèé íà ïðîòÿæå-

íèè íåñêîëüêèõ ëåò, òðåáóåòñÿ âûáðàòü íàáîð êëèåíòñêèõ çàïèñåé èç áàçû êðåäèòíûõ

èñòîðèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ íàñòðîéêè ìîäåëè. Ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèëà

ïîñòðîåííîé ìîäåëè ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ êëèåíòñêèõ

çàïèñåé, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ åå íàñòðîéêè.

Äâå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå �óíêöèè ñâÿçè â ìîäåëÿõ ñ áèíàðíûì îòâå-

òîì åñòü ëîãèò è ïðîáèò �óíêöèè [12℄. Îäíàêî äëÿ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ
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îòêëèêà îäíîìåðíàÿ, ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû îò èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ äâóõ �óíêöèé

íå âûÿâëåíî [12, 13℄. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ëîãèò èëè ñèãìîèäíàÿ �óíêöèÿ ñâÿçè

â âûðàæåíèè äëÿ âåðîÿòíîñòè äå�îëòà çàåìùèêà [14, 15℄. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäå-

ëåé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: áûòü íåñìåùåííûìè è äîëæíû

ïîçâîëÿòü äåëàòü êà÷åñòâåííûå è ñòàáèëüíûå ê íåáîëüøèì èçìåíåíèÿì âûáîðêè ïðî-

ãíîçû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñìåùåíèå îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè çàâèñèò îò íàëè÷èÿ

âûáðîñîâ â íàáîðå êëèåíòñêèõ çàïèñåé, âûáðàííîì äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ïîýòîìó ïåðâîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêà äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à îòáîðà îáúåêòîâ èëè �èëüòðàöèè âûáðîñîâ.

Ñóùåñòâóþò ïðÿìûå è íåïðÿìûå ìåòîäû îáíàðóæåíèÿ âûáðîñîâ [16℄. Ïðÿìûå

ìåòîäû èñïîëüçóþò ïîøàãîâûå add-delete ïðîöåäóðû äëÿ îáíàðóæåíèÿ è �èëüòðà-

öèè âûáðîñîâ.Íåïðÿìûå ìåòîäû èñïîëüçóþò ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå �óíêöèè äëÿ

îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîãî îáúåêòà ìíîæåñòâó âûáðîñîâ.

Ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ìåòîä îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì âòîðîãî êëàññà. Â ñòàòüå [17℄ ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû è ââîäèòñÿ �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ýëåìåíòàìè âûáîðêè. �åçóëüòàò àíàëèçà äåíäðîãðàììû êëàñòåðèçàöèè äàåò ñöåíà-

ðèé �èëüòðàöèè âûáðîñîâ. Â ðàáîòå [18℄ â êà÷åñòâå �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ ïðåäëàãàåò-

ñÿ èñïîëüçîâàòü ðàññòîÿíèå Ìàõàëîíîáèñà. Â ðàáîòå [19℄ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ðàññòîÿíèÿ Ìàõàëîíîáèñà, íî íà óðîâíå êëàñòåðîâ. Filzmoser è äð. [20℄ ðàçðàáîòàëè

ìåòîä îáíàðóæåíèÿ âûáðîñîâ â âûáîðêå, â êîòîðîé îáúåêòû ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî

ïðèçíàêîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ââîäèòñÿ �óíêöèÿ ñïåöè�è÷íîñòè äëÿ êàæäîãî îáúåêòà âûáîð-

êè. Âû÷èñëåíèå �óíêöèè ñïåöè�è÷íîñòè òðåáóåò íàëè÷èÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

ïàðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè [21℄. Â êà÷åñòâå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðà-

ìåòðîâ èñïîëüçóåòñÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîìåðíîãî àïðèîðíîãî ïñåâäîðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðà-

ìåòðû ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè. Èçâåñòíî, ÷òî íàëè÷èå âûáðîñîâ â âûáîðêå ñóùåñòâåí-

íî âëèÿåò íà îöåíêè ðåãðåññèîííûõ ïàðàìåòðîâ [22℄. Êðîìå òîãî, óäàëåíèå îáúåêòà,

êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ âûáðîñîì, îáû÷íî íå èçìåíÿåò ñóùåñòâåííî ïîëó÷åííûå îöåíêè.

Ýòè ñâîéñòâà è ëåæàò â îñíîâå ïîñòðîåííîé �óíêöèè ñïåöè�è÷íîñòè, èñïîëüçóåìîé

äëÿ �èëüòðàöèè âûáðîñîâ. Òàê êàê ñâîéñòâà ìîãóò íå âûïîëíåíû äëÿ âûáîðîâ, ñî-

äåðæàùèõ áîëüøèå êëàñòåðû âûáðîñîâ, ìåòîä ñòîèò èñïîëüçîâàòü ñ îñòîðîæíîñòüþ,

åñëè àïðèîðè íåèçâåñòíî îòñóòñòâèå òàêèõ êëàñòåðîâ. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ÷èñëî îáúåêòîâ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ïðèçíàêîâ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âûðîæäàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî òèïè÷íàÿ êðåäèòíàÿ àíêåòà ñîäåðæèò 10-100 ïîëåé, à áàçû êðåäèòíûõ

èñòîðèè�ìèëëèîíû çàïèñåé. Ïîýòîìó óêàçàííîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî.

Â ðàáîòå ïðèçíàêîâûå îïèñàíèÿ îáúåêòîâ ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è íåñëó÷àéíû-

ìè. Çíà÷åíèÿ îòêëèêîâ äëÿ ðàçíûõ îáúåêòîâ ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñëó÷àé çà-

âèñèìûõ îòêëèêîâ ðàññìîòðåí â [23, 24℄. Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ �óíêöèè ñïåöè�è÷-

íîñòè â êà÷åñòâå íàáîðà êëèåíòñêèõ çàïèñåé, ïî êîòîðûì íàñòðàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû

ìîäåëè, âûáèðàþòñÿ íàèìåíåå ñïåöè�è÷íûå îáúåêòû. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ïîñëå îòáîðà âûáðîñîâ â òåðìèíàõ AUC [25℄ ïîêàçàíà ñ ïîìî-

ùüþ ñýìïëèðîâàíèÿ AUC. Íîðìàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïðîâåðÿëàñü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Øàïèðî-Óèëêà [26℄.

Âòîðîé âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îòáîð èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü ìíî-

æåñòâà ïîëåé àíêåòû, êîòîðûå èìåþò çíà÷èìóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñâÿçü ñ âåðîÿòíî-
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ñòüþ äå�îëòà çàåìùèêà [14, 15℄. Äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íà-

ïðèìåð, ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìûì [27, 28℄, êîòîðûå ïîçâîëÿþò â çíà÷èòåëüíîé ìåðå

ñîêðàòèòü ïåðåáîð âîçìîæíûõ íàáîðîâ ïðèçíàêîâ. Èäåþ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ

ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ îòáîðà îáúåêòîâ èëè ñîâìåñòíîãî îòáîðà îáúåêòîâ è ïðè-

çíàêîâ. Îäíàêî òàê êàê ÷èñëî îáúåêòîâ â çàäà÷å êðåäèòíîãî ñêîðèíãà çíà÷èòåëüíî

ïðåâûøàåò ÷èñëî ïðèçíàêîâ, òàêîå ðàññìîòðåíèå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî äëÿ

âûáîðîê î÷åíü ìàëîãî ðàçìåðà. Ñõîæèì ïîäõîäîì ìîæíî ñ÷èòàòü øàãîâûå àëãîðèò-

ìû îòáîðà ïðèçíàêîâ [23℄. Äðóãèì ïîäõîäîì ê îòáîðó ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà îöåíêå èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíàêîâ [10, 11℄, ïðè êîòîðîì â ìîäåëè

îñòàâëÿþò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à îòáîðà ïðèçíàêîâ ìîæåò ðåøàòüñÿ êàê îòäåëüíî, òàê è

îäíîâðåìåííî ñ çàäà÷åé �èëüòðàöèè âûáðîñîâ. Ïðèìåðîì îòäåëüíîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷è îòáîðà ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ îòáîðà

ïðèçíàêîâ, à çàòåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà êëàññè�èêàöèè ñ îòáîðîì îáúåêòîâ ê ïîëó-

÷åííîé âûáîðêå ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïðèçíàêîâ [29℄. Îäíîâðåìåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

îòáîðà ïðèçíàêîâ è �èëüòðàöèè âûáðîñîâ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî, íàïðèìåð, ïó-

òåì èçìåíåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è òàê, ÷òîáû öåëåâàÿ �óíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ

ó÷èòûâàëè òàêæå òðåáîâàíèå îòáîðà èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ [30�32℄.

Òàê â êà÷åñòâå óêàçàííîãî èçìåíåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè äëÿ îòáîðà èí�îðìàòèâ-

íûõ ïðèçíàêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçàöèþ [33℄. �åãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò

óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ. Íà ïðàêòèêå îäíèì èç ñâèäåòåëüñòâ ïåðåîáó-

÷åíèÿ ñ÷èòàþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ íîðìû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàê-

òåðíûì äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ öåëåâîé ïåðåìåííîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåãóëÿðèçàöèÿ

çà÷àñòóþ ñîñòîèò â ââåäåíèè â öåëåâóþ �óíêöèþ øòðà�à çà íîðìó âåêòîðà ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè [34℄. Äâà ÷àñòî èñïîëüçóþùèõñÿ øòðà�à åñòü êâàäðàòè÷íûé øòðà� [34℄

è l1 íîðìà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè [35℄. Çàìåòèì, ÷òî è l1 øòðà�, è êâàäðàòè÷-

íûé øòðà� ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè, à ïîòîìó åñëè öåëåâàÿ �óíêöèÿ äî ðåãóëÿðèçàöèè

áûëà âûïóêëîé, òî îíà îñòàíåòñÿ òàêîâîé è ïîñëå ðåãóëÿðèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðè-

ìåíÿòü ý��åêòèâíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè [36℄, õîòÿ â ñëó÷àå ñ l1 øòðà�îì òðåáóåòñÿ

ó÷èòûâàòü íåäè��åðåíöèðóåìîñòü â íóëå [37℄. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî l1 øòðà� ÿâ-

ëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîîùðÿþùèì ðàçðåæåííîñòü, òî åñòü óìåíüøàþùèì ÷èñ-

ëî èñïîëüçóåìûõ ïðèçíàêîâ [38, 39℄ ×àñòî èñïîëüçóþò òàêæå íåâûïóêëûå øòðà�û,

ïîñêîëüêó îíè ìîãóò ëó÷øå ïîîùðÿòü ðàçðåæåííîñòü ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ïàðàìåò-

ðîâ [40℄. Â ðàáîòå [33℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå íåïðåðûâíûõ

øòðà�îâ çà ðîñò íîðìû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ è äèñêðåòíûõ, ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëîì ïàðà-

ìåòðîâ è îáúåêòîâ â ìîäåëè. Ñòîèò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèñêðåòíûõ

øòðà�îâ ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè â îïòèìèçàöèè [37℄.

Ïîäõîäîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê ðåãóëÿðèçàöèè (ïðèâîäèò ê òåì æå

öåëåâûì �óíêöèÿì), ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè àïðèîðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè [41,42℄. Òàê ðåãóëÿðèçàöèè ñ ïîìîùüþ êâàäðà-

òè÷íîãî øòðà�à ïðèâîäèò ê òîé æå çàäà÷å îïòèìèçàöèè, ÷òî è ââåäåíèå àïðèîðíîãî

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè, à l1 øòðà� ïðèâîäèò ê òîé æå

çàäà÷å, ÷òî è ââåäåíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà. Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî

ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü íå òîëüêî òî÷å÷íóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè, íî è àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ñ ïîìîùüþ àïîñòå-

ðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî, íàïðèìåð, ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðîâ è óáðàòü èç ìîäåëè òå ïðèçíàêè, âåñà êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ
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íåçíà÷èìî. Îäíàêî, êàê è â ñëó÷àå ñ ðåãóëÿðèçàöèåé, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîë â âûáîðå

êîý��èöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè, òî åñòü õàðàêòåðíîé äèñïåðñèè àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ýòîãî êîý��èöèåíòà çíà÷èìûìè ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ

ðàçíûå íàáîðû ïðèçíàêîâ.

Âûáîð êîý��èöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

êðîññ-âàëèäàöèè [43℄. Äðóãèì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îáîñíîâàííîñòè ìî-

äåëè [14, 44℄. Â ñëó÷àå ñî ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì ìåòîäû äàþò ñõîæèå ðåçóëüòà-

òû [?℄. Îäíàêî îáîñíîâàííîñòü ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è íåïîñðåäñòâåííî äëÿ

îòáîðà ïðèçíàêîâ [14,44,46℄. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðè-

ìåð, èñïîëüçóþò íîðìàëüíîå ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèè, âîîáùå ãîâîðÿ,

ñ ðàçíûìè äèñïåðñèÿìè. Îäíàêî òàêîé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòè

ìåæäó ïðèçíàêàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèâàòü ïîëíóþ êîâà-

ðèàöèîííóþ ìàòðèöó. Ïîëó÷åííóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó èñïîëüçóåì äëÿ îòáîðà

ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè äëÿ ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè [42, 47℄.

Òðåòüåé âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ó÷åòà íåîäíîðîäíîñòè äàííûõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàñòåðèçàöèþ, à çàòåì ñòðîèòü

ìîäåëü äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà â îòäåëüíîñòè [48℄. Òàêæå âìåñòî êëàñòåðèçàöèè ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó âåðîÿòíîñòüþ ïðèíàäëåæíî-

ñòè îáúåêòà ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî ïðèçíàêîâûì îïèñàíèåì. Òàêîé ïîäõîä

èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â ñìåññÿõ ýêñïåðòîâ [14, 49℄. Òàêæå ñóùåñòâóþò ìåòîäû ïî-

ñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé [49,50℄. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè [51,52℄ è ñìåñè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé [14,53℄. Íåîáõîäèìîå

÷èñëî ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ ìîæíî, íàïðèìåð, âûáèðàòü ñ ïîìîùüþ ïî-

øàãîâîãî äîáàâëåíèÿ ìîäåëåé [47℄. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ

ýòîé öåëè ñèììåòðè÷íîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå, ïîîùðÿþùåå ðàçðåæåí-

íîñòü. Âûáîð ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ

êðîññ-âàëèäàöèè [43℄.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäàíà âûáîðêà D = {(xi, yi)}, ýëåìåíòû êîòîðîé èíäåêñèðîâàíû ìíîæåñòâîì I =
{1, . . . , m} ∋ i. Ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû xi â âèäå ìàòðèöû X = [xT1 , . . . , x

T

m]
T ∈ R

m×n
,

ãäåm�÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, n�êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ. Ýëåìåíòû yi ∈ {0, 1} ïðåä-
ñòàâèì â âèäå âåêòîðà îòâåòîâ y = [y1, . . . , ym]

T

. Çäåñü ÷èñëî 0 îçíà÷àåò, ÷òî çàåìùèê

êðåäèò âåðíóë, à 1 � íå âåðíóë, òî åñòü ïðîèçîøåë äå�îëò çàåìùèêà. Äëÿ èíäåêñàöèè

ïðèçíàêîâ ââåäåì îáîçíà÷åíèå J = {1, . . . , n}.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò yi åñòü ðåàëèçàöèÿ áåðíóëëåâñêîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû Yi ∼ Be(pi), {Yi}mi=1 íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Ïðè ýòîì âåðîÿò-

íîñòü íåâîçâðàòà êðåäèòà pi çàåìùèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ëîãèñòè÷å-

ñêîé ðåãðåññèè

pi = f(xi,w) = f(xTi w) =
1

1 + exp
(
−xTi w

)
. (1)

Çäåñü w ∈ W = R
n
âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ŵ âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ w áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ (2).
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ŵ = argmax
w∈Rn

L(y|X, w), (2)

ãäå L(y|X, w) �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ, à ŵ � îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïî-

äîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ X(B, A) è y(B), ñîîòâåòñòâóþùèå óñå÷åííîé ìàòðèöå

îáúåêò-ïðèçíàê X(B, A) = [xij ], i ∈ B ⊆ I, j ∈ A ⊆ J è óñå÷åííîìó âåêòîðó

îòâåòîâ y(B) = [yi], i ∈ B ⊆ I. Òîãäà çàäà÷ó îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

[B, A] = argmax
B∈S,A∈J

L(y(T )|X(T , A), ŵ), (3)

ãäå

ŵ = argmax
w∈R|A|

L(y(B)|X(B, A), w). (4)

1.1 Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è åå ñâîéñòâà

Çàïèøåì �óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ äëÿ îäíîé ìîäåëè è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâ-

ëÿåòñÿ âîãíóòîé, à ïîòîìó èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î

íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíè {Yi}mi=1 äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïî-

äîáèÿ èìååì âûðàæåíèå

L(y(B)|X(B, A), w) =
∏

t∈B

f(xTt (A)w)yt (1− f(xTt (A)w))
1−yt . (5)

�àññìîòðèì �óíêöèþ

l(y(B)|X(B, A), w) = − lnL(w|X(B, A), y(B)). (6)

Äàëåå äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îïóñòèì B è A â âûðàæåíèè (6), ââåäåì îáîçíà÷åíèå

r = |B| è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì B = {1, . . . , r}, òîãäà

l(y|X, w) = −
r∑

t=1

yt ln f(x
T

tw) + (1− yt) ln(1− f(−xTtw)). (7)

Ïðîäè��åðåíöèðóåì (7) ïî w ñ ó÷åòîì f
′
(x) = f(x) · f(−x), ïîëó÷èì

∂l(w)

∂w
= −

r∑

t=1

xt(yt − f(xTtw)) = XT(f − y). (8)

Íàéäåì ãåññèàí l(w|X, y) è ïîêàæåì, ÷òî îí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, îòêóäà è ïî-
ëó÷èì âûïóêëîñòü l(w|X, y), à â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ g(x) = − ln(x),
ïîëó÷èì âîãíóòîñòü L(w|X, y) è åäèíñòâåííîñòü ìàêñèìóìà �óíêöèè ïðàâäîïîäî-

áèÿ.

H =
∂2l(w)

∂w2
=

r∑

t=1

xtf(x
T

tw)f(−xTtw)xTt = XTRX, (9)

ãäå R � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè f(xTtw)f(−xTtw) > 0 íà äèàãîíàëè.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u 6= 0.

uTHu = uTXTRXu = (Xu)TR (Xu) > 0,

îòêóäà H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî åñòü l(w) âûïóêëàÿ, à ïîòîìó èìååò åäèí-
ñòâåííûé ìèíèìóì. Ïåðåéäåì ê àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ ýòîãî ìèíèìóìà.
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1.2 Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñêîðèíãîâîé ìîäåëè

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñóùåñòâóåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè íàèáîëüøåãî

ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ l(w) êâàäðàòè÷íàÿ. Â ñèëó íåëè-

íåéíîñòè ñèãìîèäíîé �óíêöèè ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ŵ íå óäàåòñÿ, íî ìîæ-

íî ïðåäëîæèòü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå Íüþòîíà-�à�ñîíà

äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ ŵ äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ëî-

ãèñòè÷åñêîé ìîäåëè.

Íà íà÷àëüíîì øàãå çàäàåòñÿ âåêòîð ŵ0 îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Íà êàæäîì ñëåäóþ-

ùåì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå ŵi ê îöåíêå íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ŵ ïî �îðìóëå

ŵi = ŵi−1 −H−1∇l(ŵi−1) = ŵi−1 − (XTRX)
−1

XT(f − y). (10)

Âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëå (10) ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå íîðìû âåêòîðà

w íå ïåðåñòàíåò áûòü çíà÷èòåëüíûì.

2 Âûáîð îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ è ïðè-

çíàêîâ

2.1 Àëãîðèòì óñòîé÷èâîãî îòáîðà ïðèçíàêîâ

Äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w íåèçâåñòåí, íî �èêñè-

ðîâàí. Ââåäåì äàëåå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ w. Òîãäà ñîâ-

ìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå ïðèîáðåòàåò âèä

p(y, w|X, A) = p(y|X, w)p(w|A). (11)

Â (11) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü w îò ïðèçíàêîâ, à òàêæå A îáîçíà÷åíû ïà-

ðàìåòðû àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà w. Êîíêðåòíûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ è ñìûñë

ïàðàìåòðîâ áóäåò ïðèâåäåí â äàëüíåéøåì. Òîãäà â êà÷åñòâå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè âûáèðàåì ìîäó àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà w, òî åñòü

ŵ = argmax
w

p(w|X, y, A) = argmax
w

p(y, w|X, A)
∫
p(y, w′|X, A)dw′

= argmax
w

p(y, w|X, A).

(12)

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ ŵ èç (15) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé

ŵ èç (2), åñëè â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî p(w|A) ââåñòè ðàâíîìåðíîå ïñåâäîðàñïðåäåëå-

íèå íà w. �àññìîòðèì ñíà÷àëà òàêîå ðàâíîìåðíîå àïðèîðíîå ïñåâäîðàñïðåäåëåíèå è

ïîëó÷èì îöåíêó êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ â ýòîì ñëó÷àå.

Ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî àïðèîðíîãî ïñåâäîðàñïðåäåëåíèÿ. Â êà÷åñòâå îöåíêè

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû èñïîëüçóåì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó àïîñòåðèîðíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ îöåíêè ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ŵ èìååì ∇l(ŵ) = 0, îòêóäà

ln
p(w|X, y)

p(ŵ|X, y)
≈ −1

2
(w − ŵ)TH(w− ŵ). (13)
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Ïîëüçóÿñü ëîêàëüíî íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ w, ïîëó÷èì, ÷òî w ∼ N(ŵ, H−1). Òàêèì îáðàçîì, îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà H−1
.

Ñëó÷àé íîðìàëüíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé

áîëåå ñîäåðæàòåëüíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàìåòðû w. Â êà÷åñòâå òà-

êîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåäåíèÿ èñïîëüçóåì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

w ∼ N(w|0, A−1).

Ïðè òàêîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè èìååì, ÷òî åñëè ajj = ∞, òî ïðèçíàê ñ íîìåðîì

j èçáûòî÷åí, ïîñêîëüêó àïðèîðè åãî âåñ wj = 0. Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ. Òàêæå âñþ ìàòðèöó A−1
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòáîðà

ïðèçíàêîâ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè, èçëîæåííîé íèæå.

Îäíàêî àïðèîðè ìàòðèöà A íåèçâåñòíà, òàê êàê åå íàëè÷èå àïðèîðè �àêòè÷åñêè

îçíà÷àëî áû çíàíèå ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ. Ïîýòîì ìàòðèöó A, êàê è âåêòîð ïàðàìåòðîâ w òðåáóåòñÿ

îöåíèòü. Ïðÿìûì ñïîñîáîì îöåíêè ìîæíî íàçâàòü ñëåäóþùèé

[ŵ, Â] = argmax
w,A

p(y, w|X, A).

Îäíàêî äàííûé ñïîñîá íå äàåò ñîäåðæàòåëüíîé îöåíêè ìàòðèöû A, òàê êàê, âçÿâ

ajj = ∞ äëÿ âñåõ ïðèçíàêîâ, ïîëó÷èì, ÷òî p(y, w|X, A) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå

∞ ïðè w = 0 è çíà÷åíèå 0 èíà÷å. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ŵ, Â òðèâè-

àëüíû è íå çàâèñÿò îò âûáîðêè, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå

äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè Â ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìàêñèìèçàöèþ îáîñíîâàííî-

ñòè [44℄. Îïèøåì ñîîòâåòâóþùóþ çàäà÷ó.

Â = argmax
A∈M

p(y|X, A) = argmax
A∈M

∫

p(y, w|X, A)dw, (14)

ãäåM � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðàm×
m. Âåëè÷èíà ïðàâäîïîäîáèÿ p(y|X, A) íàçûâàåòñÿ îáîñíîâàííîñòüþ è ïîêàçûâàåò,

íàñêîëüêî â ñðåäíåì ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò äàííûì.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â âûðàæåíèè (14) àíàëèòè÷åñêè íå ñ÷èòàåòñÿ, ïîñêîëüêó

ïðàâäîïîäîáèå p(y|X, w) è àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(w|A) íå ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåí-
íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òàê êàê àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíîå, à ïðàâäîïîäî-

áèå íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì îòíîñèòåëüíî w, îòêóäà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

òàêæå íå áóäåò íîðìàëüíûì. Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê àïïðîêñè-

ìàöèè èíòåãðàëà â âûðàæåíèè (14) è íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû A.

Îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âûðàæåíèè (14) â ñëåäóþùåì âèäå

I(A) =

∫

p(y|X, w)p(w|A)dw =

∫

elogQ(w)dw,

ãäå Q(w) = (p(y|X, w)p(w|A)). Îáîçíà÷èì q(w) = logQ(w). Ïóñòü wMP � íàèáîëåå

âåðîÿòíîå àïîñòåðèîðè çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ w, òî åñòü

wMP = argmax
w

p(w|X, y, A) = argmax
w

p(y|X, w)p(w|A)
∫
p(y|X, w′)p(w′|A)dw′

. (15)
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Òîãäà èç (15) è îïðåäåëåíèÿ Q(w) èìååì

wMP = argmax
w

q(w).

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ wMP âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà äëÿ q(w) â îêðåñò-
íîñòè wMP äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ëèíåéíûé ÷ëåí îòñóòñòâóåò, òàê êàê

wMP åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà q(w).

q(w) ≈ q(wMP )−
1

2
(w −wMP )

TH−1(w −wMP ), ãäå H−1 = −∇2q(w)|w=wMP
. (16)

Èñïîëüçóåì (16) äëÿ ïðèáëèæåíèÿ I(A), ïîëó÷èì

I(A) ≈ Q(wMP )

∫

exp

(

−1

2
(w−wMP )

TH−1(w −wMP )

)

dw = Q(wMP )(2π)
n/2

√
detH,

ãäå ïðè âçÿòèè èíòåãðàëà èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ êîíñòàíòû ìíîãîìåðíîãî íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì wMP è êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöåé H. Ïðè ýòîì H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òàê êàê H−1
åñòü ãåññèàí �óíêöèè

−q(w) â òî÷êå wMP , à �óíêöèÿ −q(w) âûïóêëàÿ êàê ñóììà äâóõ âûïóêëûõ: âû-

ïóêëîãî îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ − log p(y|X, w) è êâàäðàòè÷íîé

�óíêöèè èç − log p(w|A). �àñêðîåì òåïåðü Q(wMP ) è ïîëó÷èì èòîãîâîå âûðàæåíèå

äëÿ log I(A).

q(wMP ) = log p(y|X, wMP )−
n

2
log(2π) +

1

2
log detA− 1

2
wT

MPAwMP , îòêóäà

log I(A) = log p(y|X, wMP ) +
1

2
log detA− 1

2
wT

MPAwMP − 1

2
log detH−1. (17)

Âûïèøåì òåïåðü âûðàæåíèå äëÿ H è ïåðåéäåì çàòåì ê îïèñàíèþ îïòèìèçàöè-

îííîé çàäà÷è è åå ðåøåíèÿ.

H−1 = − ∂2

∂w2
q(w)|w=wMP

= − ∂2

∂w2
(log p(y|X,w)+log p(w|A))|w=wMP

= XTRX+A, ãäå

áûëî èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå (9) äëÿ ãåññèàíà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è íîðìàëü-

íîñòü àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(w|A). Äèàãîíàëüíàÿ âåñîâàÿ ìàòðèöà R òàêæå

îïðåäåëÿåòñÿ â (9). Çäåñü ëèøü îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèé âåñ ïîëó÷àþò îáúåêòû,

áëèçêèå ê ãðàíèöå ìåæäó êëàññàìè â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè êëàñ-

ñàì. Çàìåíÿÿ çíàê â log I(A) äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âìåñòî çàäà÷è

ìàêñèìèçàöèè, èìååì

A = argmin
A∈M

[

− log p(y|X, wMP )−
1

2
log detA+

1

2
wT

MPAwMP +
1

2
log det(XTRX+A)

]

.

(18)

Îòìåòèì, ÷òî â (18) îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðàìåò-

ðîâ wMP çàâèñèò îò ìàòðèöû A, ïðè÷åì ÷åðåç ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, àíàëî-

ãè÷íîé íàõîæäåíèþ îöåíêè ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ íà ïàðàìåòðû (10). Ïîýòîìó

ïîëó÷åíèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî A çàòðóäíåíî. Ïîòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18)

èñïîëüçóåì èòåðàòèâíûé àëãîðèòì ñ ïîî÷åðåäíûì ïåðåñ÷åòîì wMP è A. Ïðè ýòîì â
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êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìàòðèö M, â êîòîðîì èùåì ðåøåíèå äëÿ ìàòðèöû A ðàññìàò-

ðèâàåì äàëåå äâà ìíîæåñòâà: äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû è ìàòðèöû îáùåãî âèäà.

Îïèøåì òåïåðü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (18). Âûáèðàåì íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàòðèöû A. Äàëåå ïî î÷åðåäè âûïîëíÿåì èòåðàöèè ïî wMP

ïðè �èêñèðîâàííîé A ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè è ïî A ïðè �èêñèðîâàííîì wMP ñ

ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.

Èòåðàöèÿ ïî wMP (�èêñèðîâàííàÿ A).

Ïðè �èêñèðîâàííîé ìàòðèöå A çàäà÷à (18) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íà-

õîæäåíèÿ wMP

l̃(w) = − log p(y|X, w) +
1

2
wTAw → min

w

.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà-

�à�ñîíà (10), äîáàâèâ ÷ëåíû îò êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî â ãðàäèåíò è ãåññèàí ìè-

íèìèçèðóåìîé �óíêöèè

∂l̃(w)

∂w
= Aw +XT(f − y),

∂2 l̃(w)

∂w2
= XTRX+A.

Èòåðàöèÿ ïî A (�èêñèðîâàííûé wMP )

Ïðè �èêñèðîâàííîì wMP çàäà÷à (18) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íàõîæ-

äåíèÿ A

l(A) = −1

2
log detA+

1

2
wT

MPAwMP +
1

2
log det(XTRX+A) → min

A∈M
.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàòðèö M: äèàãîíàëüíûå ñ

ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûå ìàòðèöû îáùåãî âèäà.

Ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö M åñòü ìíîæåñòâî äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè ðàçìåðà

n× n.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = diag(α1, . . . , αn). Òîãäà

èìååì

∂l(A)

∂αj
=

1

2αj
− 1

2
w2

j −
1

2
Hjj = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ αj (äîìíîæåíèå íà αj ïðîèçâåäåíî äëÿ óñêîðåíèÿ

ñõîäèìîñòè ê ∞ äëÿ èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ)

αnew
j =

1− αold
j Hold

jj

w2
j

. (19)

Ñëó÷àé, êîãäà M åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n.

∂l(A)

∂A
=

1

2
A−1 − 1

2
wMPw

T

MP − 1

2
(XTRX+A)−1 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè ìàòðèöû A)

Anew =
(
wMPw

T

MP + (XTRX+Aold)−1
)−1

. (20)
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Âàðèàöèîííàÿ îöåíêà ìàòðèöû êîâàðèàöèé �àññìîòðèì âòîðîé ìåòîä íàõîæ-

äåíèÿ îöåíêè ìàòðèöû A, òî åñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14). Ýòîò ìåòîä

îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêè ê �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ [14℄.

Äàëåå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå.

Âàðèàöèîííîé îöåíêîé �óíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ g(x, ξ), òàêàÿ ÷òî:

1. f(x) ≥ g(x, ξ) ∀x, ξ

2. f(ξ) = g(ξ, ξ)

Äëÿ ñèãìîèäû ñóùåñòâóåò âàðèàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà âèäà [14℄

σ(x) ≥ σ(ξ) exp{(x− ξ)/2− λ(ξ)(x2 − ξ2)}, (21)

ãäå

λ(ξ) =
1

2ξ

[

σ(ξ)− 1

2

]

. (22)

Âîñïîëüçóåìñÿ åé äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â (14). Ïðåîáðàçóåì âåêòîð îòâåòîâ, çàìåíèâ

ìåòêè êëàññîâ ñ {0, 1} íà {-1, 1}:










1
0
0
.

.

.

1










−→










1
−1
−1
.

.

.

1










.

Òîãäà

P (yi = ti | X,w) = σ(tiw
Txi), ti ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , n.

Ïðàâäîïîäîáèå p(y|X, w) èìååò âèä

p(y|X, w) =

n∏

i=1

p(yi|xi, w) =

n∏

i=1

σ(yiw
Txi). (23)

Âîñïîëüçóåìñÿ âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêîé (21) äëÿ ñèãìîèäû è ïîëó÷èì âàðèà-

öèîííóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (23)

p(y|X, w) ≥
n∏

i=1

σ(ξi) exp

[
yiw

Txi − ξi
2

− λ(ξi)((w
Txi)

2 − ξ2i )

]

. (24)

Â (24) ââåäåí âåêòîð âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ξ ðàçìåðà n × 1. Ïîëüçóÿñü âàðèà-
öèîííîé íèæíåé îöåíêîé äëÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (24), ïîëó÷èì íèæíþþ îöåíêó (óæå íå

âàðèàöèîííóþ) äëÿ îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè p(y|X, A)

p(y|X, A) =

∫

p(y|X, w)p(w|A)dw ≥
∫ n∏

i=1

σ(ξi) exp

[
yiw

Txi − ξi
2

− λ(ξi)((w
Txi)

2 − ξ2i )

] √
detA

(2π)m/2
exp(−1/2wTAw)dw. (25)
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Âûïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðè�ìà ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ log I(w) â (25)

log I(w) = −1

2
wTAw+

1

2
log detA+

n∑

i=1

log σ(ξi)+

n∑

i=1

yiw
Txi − ξi
2

−λ(ξi)
[
(wTxi)

2 − ξ2i
]
=

− 1

2
(w −w0)

TA′(w −w0) + C.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå v = 1/2
∑n

i=1 yixi, òîãäà èìååì

A′ = A+ 2
n∑

i=1

λ(ξi)xix
T

i , w0 = A′−1v,

C =
1

2
log detA+

n∑

i=1

log σ(ξi)−
1

2

n∑

i=1

ξi +

n∑

i=1

λ(ξi)ξ
2
i +

1

2
vTA′−1v − m

2
log(2π).

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì äëÿ êîíñòàíòû ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

èìååì ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ëîãàðè�ìà îáîñíîâàííîñòè

log p(y|X,A) ≥ 1

2
log detA−1

2
log detA′+

n∑

i=1

log σ(ξi)−
1

2

n∑

i=1

ξi+
n∑

i=1

λ(ξi)ξ
2
i+

1

2
vTA′−1v = b(A, ξ).

(26)

Çàìåíèì òåïåðü çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè (14) çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè

íèæíåé îöåíêè íà åå ëîãàðè�ìà

[A, ξ] = argmax
ξ,A∈M

[

1

2
log detA− 1

2
log detA′ +

n∑

i=1

log σ(ξi)−
1

2

n∑

i=1

ξi +

n∑

i=1

λ(ξi)ξ
2
i +

1

2
vTA′−1v

]

(27)

Îïèøåì òåïåðü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (27). Âûáèðàåì íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìàòðèöû A. Äàëåå ïî î÷åðåäè âûïîëíÿåì èòåðàöèè ïî ξ ïðè

�èêñèðîâàííîé A ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè è ïî A ïðè �èêñèðîâàííîì ξ ñ ïðåäûäó-

ùåé èòåðàöèè.

Èòåðàöèÿ ïî ξ (�èêñèðîâàííàÿ A).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû ïåðåñ÷åòà ξ âûïèøåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî

ïîðÿäêà äëÿ b(A, ξ).

∂b

∂ξi
= −1

2
+ λ′(ξi)ξ

2
i + 2λ(ξi)ξi +

1

2
vT

∂A′−1

∂ξi
v +

σ′(ξi)

σ(ξi)
− λ′(ξi) tr(A

′−1xix
T

i ) = 0.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óñëîâèå è ïîëó÷àåì

− λ′(ξi)x
T

iA
′−1xi + λ′(ξi)ξ

2
i −

1

2
vTA′−1∂A

′

∂ξi
A′−1v +

(

σ(−ξi)−
1

2
+ 2λ(ξi)ξi

)

= 0,

(

σ(−ξi)−
1

2
+ 2λ(ξi)ξi

)

︸ ︷︷ ︸

=0

+λ′(ξi)(ξ
2
i − xTi A

′−1xi − vTA′−1xix
T

i A
′−1v) = 0,

ξ2i = xTi
(
A′−1 + (A′−1v)(A′−1v)T

)

old
xi = xTi

(
A′−1 +w0w

T

0

)

old
xi.
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Èòåðàöèÿ ïî A (�èêñèðîâàííûé ξ)

Ïðè �èêñèðîâàííîì ξ çàäà÷à (27) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

A

b̃(A) =
1

2
log detA− 1

2
log detA′ +

1

2
vTA′−1v → max

A∈M
.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàòðèö M: äèàãîíàëüíûå ñ

ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûå ìàòðèöû îáùåãî âèäà.

Ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö M åñòü ìíîæåñòâî äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè ðàçìåðà

n× n.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = diag(α1, . . . , αn). Òîãäà

èìååì

∂b(A)

∂αj

=
1

2αj

− 1

2
A′−1

jj − 1

2
vTA′−1∂A

′

∂αj

A′−1v = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ αj

αnew
j =

1

(A′−1)oldjj + [(A′−1v)oldj ]2
. (28)

Ñëó÷àé, êîãäà M åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n.

∂b(A)

∂A
=

1

2
A−1 − 1

2
A′−1 +

1

2

∂

∂A
tr(A′−1vvT)

︸ ︷︷ ︸

A′−1vvTA′−1

= 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè ìàòðèöû A)

Anew =
(
I+ vvTA′−1

old

)−1

old

. (29)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A, îïðåäåëåííîé â (29), ñëå-

äóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè A′
íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè è ýêâèâàëåíòíîé

çàïèñè (29) â âèäå

A−1 = A′−1 +A′−1vvTA′−1.

EM-àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (27). Çàìåòèì, ÷òî ðåøèòü çàäà÷ó (27) ìîæ-

íî áûëî òàêæå ñ ïîìîùüþ EM-àëãîðèòìà, ÷òî íåñêîëüêî óïðîñòèëî áû âûêëàäêè,

ïîñêîëüêó íå ïîòðåáîâàëîñü áû áðàòü èíòåãðàë ïî w. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì w â

êà÷åñòâå ñêðûòîé ïåðåìåííîé.

E-øàã.

Íà äàííîì øàãå âû÷èñëÿåì àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð ñêðûòûõ

ïåðåìåííûõ w p(w|X, y). Îòìåòèì, ÷òî ïðàâäîïîäîáèå p(y|X, w) çäåñü óæå çàìå-

íåíî íà ñâîþ íèæíþþ îöåíêó. Òîãäà p(y|X, w) è p(w|A) îêàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåíû

è èìååì àïîñòåðèîðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð w (àíàëîãè÷íî âçÿòèþ

èíòåãðàëà â (25)) âèäà

w ∼ N(w|w0, A
′−1), ãäå
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v = 1/2
∑n

i=1 yixi è

A′ = A+ 2

n∑

i=1

λ(ξi)xix
T

i , w0 = A′−1v.

M-øàã.

Íà äàííîì øàãå ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè.

Eq(w) log p(y, w|X, A) → max
A, ξ

, ãäå (30)

ïîä q(w) ïîíèìàåòñÿ àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà w, ïîëó÷åííîå íà E-øàãå.

Èòåðàöèÿ ïî ξ (�èêñèðîâàííàÿ A).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû ïåðåñ÷åòà ξ âûïèøåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî ξi.

σ(−ξi)−
1

2
− λ′(ξi)[x

T

i EqwwTxi − ξ2i ] + 2λ(ξi)ξi = 0.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå óñëîâèå è ïîëó÷àåì

(ξnewi )2 = xTi (w0w
T

0 +A′−1)
new

xi.

Èòåðàöèÿ ïî A (�èêñèðîâàííûé ξ)

Ïðè �èêñèðîâàííîì ξ çàäà÷à (30) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

A

−1

2
tr(AEqwwT) +

1

2
log detA → max

A∈M
.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà ðàçíûõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìàòðèö M: äèàãîíàëüíûå ñ

ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûå ìàòðèöû îáùåãî âèäà.

Ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö M åñòü ìíîæåñòâî äèà-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè ðàçìåðà

n× n.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà A èìååò âèä A = diag(α1, . . . , αn). Òîãäà

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ αj

αnew
j =

1

(EqwwT)oldjj

=
1

(w0w
T

0 +A′−1)
old

. (31)

Ñëó÷àé, êîãäà M åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n.
Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

−1

2
EqwwT +

1

2
A−1 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì (ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèÿ ñèììåòðè÷íîñòè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè ìàòðèöû A)

Anew = (w0w
T

0 +A′−1)−1
old

. (32)
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Ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Áåëñëè äëÿ çàäà÷è ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ íàéäåííîé îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû A äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ.

Äëÿ ìàòðèöû A âûïîëíèì ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî, ïîëó÷èì

A = ÃTÃ,

ãäå Ã åñòü âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíà-

ëè.

Âûïîëíèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Ã

Ã = UΛVT.

Òîãäà

var(w) = A−1 = (ÃTÃ)−1 = (VΛUTUΛVT)−1 = VΛ−2VT.

Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíàêîâ ïîñòðîèì òàáëèöó, â êîòî-

ðîé êàæäîìó èíäåêñó îáóñëîâëåííîñòè ηj ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ qij � äîëåâûå êî-

ý��èöèåíòû. Ñóììà äîëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïî èíäåêñó j ðàâíà åäèíèöå.

var(wi) =

n∑

j=1

υ2
ij

λ2
j

= (qi1 + qi2 + . . .+ qin)

n∑

j=1

υ2
ij

λ2
j

,

ãäå qij � îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè âåêòîðà var(wi) êî
âñåé ñóììå, à V = (vij).

Òàáëèöà 1: �àçëîæåíèå var(w)

Èíäåêñ var(w1) var(w2) . . . var(wn)
îáóñëîâëåííîñòè

η1 q11 q21 . . . qn1
η2 q12 q22 . . . qn2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ηn q1n q2n . . . qnn

×åì áîëüøå çíà÷åíèå äîëåâîãî êîý��èöèåíòà qij , òåì áîëüøèé âêëàä âíîñèò

j-ûé ïðèçíàê â äèñïåðñèþ i-ãî ðåãðåññèîííîãî êîý��èöèåíòà.
Èç òàáë. 1 îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü: áîëüøèå âåëè÷èíû ηj îçíà÷à-

þò, ÷òî, âîçìîæíî, åñòü çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèçíàêàìè. Åñëè îäèí èç ïðèçíàêîâ

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ, òî ìàòðèöà Ã áóäåò ìàòðèöåé íåïîëíî-

ãî ðàíãà, à ïîòîìó ó ìàòðèöû Λ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áóäåò 0. Â ñëó÷àå

ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíàêîâ ìàòðèöà Λ áóäåò èìåòü áëèçêèå ê íóëþ ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå êîý��èöèåíòû îáóñëîâëåííîñòè. Íà

ýòîì è áóäåò îñíîâàí ìåòîä îòáîðà ïðèçíàêîâ, èçëîæåííûé íèæå.

Àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Áåëñëè. Çàìåòèì, ÷òî

÷åì áîëüøå ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè, òåì òî÷íåå îíà îïèñûâàåò èìåþùèåñÿ äàííûå,

òåì ìåíüøå áóäåò åå ïðèìåíèìîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ, òî åñòü íàáëþäàåòñÿ

ïåðåîáó÷åíèå. Ïîýòîìó åñëè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè ïðèçíàêîâ ó÷èòû-

âàòü òîëüêî âíóòðåííèé êðèòåðèé êà÷åñòâà ìîäåëè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå, òî ÷òîáû
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óìåíüøèòü ïåðåîáó÷åíèå, íóæíî òðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîãî ðîñòà êà÷åñòâà ìîäåëè ïî-

ñëå äîáàâëåíèÿ ïðèçíàêà (�àêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò ââåäåíèå øòðà�à çà ñëîæíîñòü

ìîäåëè). Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä.

Îïèøåì äâà ýòàïà àëãîðèòìà: Add è Del. Íà ïåðâîì ýòàïå (Add) ïîñëåäîâàòåëüíî

äîáàâëÿþòñÿ ïðèçíàêè. Íà âòîðîì ýòàïå (Del) ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîå óäàëåíèå

ïðèçíàêîâ, ñîãëàñíî ìåòîäó Áåëñëè. Ïóñòü ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ìîäåëü

çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ îáúåêòîâ B ⊆ S è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ïðèçíàêîâ

A ⊆ J . Îïèøåì êàê ïîñòðîèòü íîâóþ ìîäåëü, òî åñòü îïðåäåëèòü íîâîå ìíîæåñòâî

èíäåêñîâ ïðèçíàêîâ Ã. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ B ⊆ S, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìî-

äåëè, îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Âûäåëèì èç êîíòðîëüíîé âûáîðêè îáúåêòîâ, çàäàâàåìîé

ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ T , íåêîòîðóþ ïîäâûáîðêó, çàäàâàåìóþ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ

T1 ⊆ T , òî åñòü T = T1⊔T2. Âûäåëåííàÿ âûáîðêà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îòáîðà ïðè-

çíàêîâ, à âûáîðêà, çàäàâàåìàÿ èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì T2 � äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà

ìîäåëè.

Ýòàï Add. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J \ A íàéäåì ŵj ñîãëàñíî (4)

ŵj = argmax
w∈R|A|+1

L(w|X(B, A ∪ {j}), y(B))

è ñîñ÷èòàåì ñîãëàñíî (6)

l(j) = l(ŵj |X(T1, A∪ {j}, y(T1)).

Íàéäåì ïðèçíàê j∗ ∈ J \A, äëÿ êîòîðîãî lj ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Îáî-
çíà÷èì çíà÷åíèå òîé æå �óíêöèè äëÿ ìîäåëè ñ ìíîæåñòâîì ïðèçíàêîâ A êàê l0, òî
åñòü

l0 = l(ŵ0|X(T1, A, y(T1)),

ãäå

ŵ0 = argmax
w∈R|A|

L(w|X(B, A), y(B)).

Åñëè lj∗ − l0 ≤ Z1 < 0, ãäå Z1 ∈ R, òî åñòü ïðîèçîøëî çíà÷èòåëüíîå óëó÷øåíèå

êà÷åñòâà ìîäåëè, ïðèçíàê j∗ äîáàâëÿåòñÿ â ìîäåëü, òî åñòü A → A ∪ {j∗}. Ýòàï
ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèå ïðèçíàêîâ â ìîäåëü.

Ýòàï Del. Ïîñëå òîãî, êàê äîáàâèòü ïðèçíàêè â ìîäåëü íà ýòàïå Add æå íå

ïîëó÷àåòñÿ, ïåðåõîäèì ê ýòàïó Del. Íàõîäèì èíäåêñû îáóñëîâëåííîñòè è äîëåâûå

êîý��èöèåíòû äëÿ òåêóùåãî íàáîðà ïðèçíàêîâ A ñîãëàñíî ìåòîäó Áåëñëè, îïèñàíèå

êîòîðîãî ïðèâåäåíî âûøå. Äàëåå íàõîäèì êîëè÷åñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èíäåêñîâ

îáóñëîâëåííîñòè. Äîñòàòî÷íî áîëüøèìè áóäåì ñ÷èòàòü èíäåêñû, êâàäðàò êîòîðûõ

ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè ηt, ãäå t = |A|, êîëè÷åñòâî ïðè-
çíàêîâ â òåêóùåì íàáîðå A. Êîëè÷åñòâî òàêèõ èíäåêñîâ îáîçíà÷èì

i∗ =

t∑

g=1

[
η2g > ηt

]
. (33)

Çàòåì èùåì â ìàòðèöå äîëåâûõ êîý��èöèåíòîâ var(w) ñòîëáåö j∗ ñ ìàêñèìàëüíîé
ñóììîé ïî ïîñëåäíèì i∗ äîëåâûì êîý��èöèåíòàì

j∗ = argmax
j∈A

t∑

g=t−i∗+1

qjg. (34)
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Êàê è äëÿ ýòàïà Add ñ÷èòàåì ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå ŵ0 è ŵj∗

ŵ0 = argmax
w∈R|A|

L(w|X(B, A), y(B)),

ŵj∗ = argmax
w∈R|A|−1

L(w|X(B, A \ {j∗}), y(B)),

ñ÷èòàåì l0 è lj∗

l0 = l(ŵ0|X(T1, A, y(T1)),

lj∗ = l(ŵj∗|X(T1, A \ {j∗}, y(T1)). (35)

Åñëè lj∗ − l0 ≤ Z2, òî åñòü íå ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîãî óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè,

ïðèçíàê j∗ èñêëþ÷àåòñÿ èç ìîäåëè, òî åñòü A → A \ {j∗}. Ýòàï ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà ïðîèñõîäèò óäàëåíèå ïðèçíàêîâ èç ìîäåëè.

Ïîî÷åðåäíîå ïîâòîðåíèå ýòàïîâ Add è Del îñóùåñòâëÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðî-

èñõîäèò óäàëåíèå èëè äîáàâëåíèå ïðèçíàêîâ. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèåì îñòàíîâêè àë-

ãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ Z1 + Z2 < 0.

2.2 Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòáîðà îáúåêòîâ è �èëüòðàöèÿ âû-

áðîñîâ

Îòáîð îáúåêòîâ íàðÿäó ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ î÷åíü âàæåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ êà÷åñòâåí-

íîé è óñòîé÷èâîé ìîäåëè. Ïîä âûáðîñîì áóäåì ïîíèìàòü îáúåêò, äîáàâëåíèå êîòîðî-

ãî â ìîäåëü çíà÷èìî âëèÿåò íà åå ïàðàìåòðû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âëèÿíèå

îáúåêòà (xi, yi) íà ìîäåëü îïðåäåëèì åãî ñïåöè�è÷íîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Sp(xi) = (∆iw)TH(∆iw), (36)

∆iw = ŵi − ŵ,

H−1
� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ŵ, à ŵi è ŵ îöåíêè ïà-

ðàìåòðîâ ìîäåëè, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî (4) ïî âûáîðêå áåç è ñ îáúåêòîì (xi, yi) ñî-
îòâåòñòâåííî, òî åñòü

ŵ = argmax
w∈R|A|

L(w|X(S, A), y(S)), (37)

ŵi = argmax
w∈R|A|

L(w|X(S \ {i}, A), y(S \ {i})),

ãäå A � íåêîòîðîå ðàíåå îòîáðàííîå ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, à S, êàê è ðàíåå, ìíîæå-
ñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ.

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w ïðåäïîëàãàåì àïðèîðíîå ðàâíîìåðíîå ïñåâ-

äîðàñïðåäåëåíèå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè ŵ ëîêàëüíî íîðìàëüíî, òî åñòü w ∼ N(ŵ, H−1), òî åñòü â óñëîâèÿõ
ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî îáúåêò (xi, yi) íå ÿâëÿåòñÿ âûáðîñîì, ∆iw ∼ N(0, H−1).
Ìàòðèöó H ñ÷èòàåì íåâûðîæäåííîé (õîòÿ, âîçìîæíî, ïëîõî îáóñëîâëåííîé), à ïîòî-

ìó â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò (xi, yi) íå ÿâëÿåòñÿ
âûáðîñîì, ïîëó÷àåì

Sp(xi) = (∆iw)TH(∆iw) ∼ χ2(|A|),

21



ãäå |A| � ÷èñëî ïðèçíàêîâ â ìîäåëè. Çàäàâàÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α, ìîæíî îòáèðàòü
íåêîòîðóþ äîëþ îáúåêòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âûáðîñàìè.

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî àïðèîðíîãî ðàâíîìåðíîãî ïñåâäîðàñïðåäåëåíèÿ íà âñåì

ïðîñòðàíñòâå äëÿ w ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, íîðìàëüíîå. Â òàêîì ñëó÷àå,

êàê îòìå÷åíî â ðàçäåëå 2.1, àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ òàêæå ìîæíî

ïðèáëèçèòü íîðìàëüíûì, íî ñ äðóãîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé (19).

Ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà îòáîðà îáúåêòîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà H ÿâ-

ëÿåòñÿ âûðîæäåííîé ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ rg(H), à íå |A|.
Îäíàêî îïðåäåëåíèå òî÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû çàòðóäíèòåëüíî â ñèëó âû-

÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê. Òî åñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íåêîòîðûé ïîðîã λ0 ≥ 0, ÷òî
ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ ìàòðèöû H ñ÷èòàåòñÿ íóëåâûì, åñëè λ ≤ λ0. Êðîìå òîãî, â

ýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà IRLS, ïîñêîëüêó â íåì òðåáóåòñÿ îá-

ðàùàòü ìàòðèöó H. Äëÿ ñòàáèëüíîñòè àëãîðèòìà IRLS ìîæíî çàìåíèòü ìàòðèöó

H íà ìàòðèöó H + τI, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Ýòî

áóäåò ñîîòâåñòâîâàòü àïðèîðíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïà-

ðàìåòðîâ ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

1
τ
I è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ŵ, òî åñòü

w ∼ N (ŵ, τI). Â òàêîì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà îöåíîê âåñîâ

ìîäåëè áóäåò íîðìàëüíûì ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

w ∼ N
(

ŵ,
(
H+ 1

τ
I
)−1
)

. (38)

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ àïðèîðíûì

íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì èç ãðàäèåíòà, â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ñðåäíåãî èñïîëüçî-

âàíà íåèçâåñòíàÿ àïðèîðè îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ. Åñëè æå èñïîëüçîâàòü

àïðèîðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäëåíèå ñ öåíòðîì â íóëå, òî èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå ŵ,

îäíàêî âûðàæåíèå (38) ïî-ïðåæíåìó áóäåò ñïðàâåäëèâî. Âûïîëíÿÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ çàìåíó ìàòðèöû H íà ìàòðèöó H +
1

τ
I â �îðìóëå (36), ïîëó÷àåì îáíîâëåííîå

îïðåäåëåíèå ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòà.

Sp(xi) = (∆iw)T
(
H+ 1

τ
I
)
(∆iw). (39)

Ïðè τ → ∞ (39) ñîâïàäàåò ñ (36).

Ïðè ââåäåíèè óêàçàííîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü ñ âûáîðîì

τ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü äëÿ

êàæäîãî ïðèçíàêà ñ íîìåðîì j îöåíêó äèñïåðñèè åãî ïàðàìåòðà

Dj =

∑

i∈S (∆iwj)
2

|S| − 1
,

à ñïåöè�è÷íîñòü îïðåäåëèòü êàê

Ŝp(xi) =
∑

j

(∆iwj)
2

Dj
. (40)

Åñëè ïðè ýòîì ñïåöè�è÷íîñòè, îïðåäåëåííûå ïî �îðìóëàì (40) è (36), áóäóò èìåòü

ïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü îò íîìåðà îáúåêòà, òî èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü âòîðóþ, êàê

âû÷èñëèòåëüíî áîëåå ïðîñòóþ è íå òðåáóþùóþ ââåäåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè íà ñëó÷àé

ïëîõî îáóñëîâëåííîé èëè âûðîæäåííîé ìàòðèöû H. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé è ðåàëèçó-

åòñÿ íà ïðàêòèêå, êàê ïîêàçàë âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò (ñì.ðèñ. 2).
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Îòäåëåíèå ìàëî÷èñëåííîé øóìîâîé êîìïîíåíòû îò îñíîâíîé âûáîðêè.

Åñëè â âûáîðêå åñòü øóìîâàÿ êîìïîíåíòà, âëèÿíèå êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-

ëÿþùèì, òî ìîæíî åå âûäåëèòü, ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ.

Äëÿ ýòîãî îòñîðòèðóåì çíà÷åíèÿ ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ ïî óáûâàíèþ è íàðèñóåì

ãðà�èê çàâèñèìîñòè ñïåöè�è÷íîñòè îò íîìåðà îáúåêòà â îòñîðòèðîâàííîì íàáîðå.

Íàéäåì i∗

i∗ = argmax
i

Sp(xi)

Sp(xi+1)
,

òîãäà îáúåêò xi ñ÷èòàåì øóìîâûì îáúåêòîì, åñëè Sp(xi) ≥ Sp(xi∗).

3 Ìóëüòèìîäåëüíûé ïîäõîä ê çàäà÷å êëàññè�èêà-

öèè

3.1 Ñìåñü ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Çà÷àñòóþ äàííûå áûâàþò íåîäíîðîäíû, ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîâîêóïíîñòü íåñêîëü-

êèõ ðàçíûõ, íî ñõîæèõ ìåæäó ñîáîé íàáîðîâ îáúåêòîâ. Ýòà íåîäíîðîäíîñòü ìîæåò

áûòü âûçâàíà ðàçíûìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà âîçâðàò

êðåäèòà ñîñòîÿòåëüíûìè ãðàæäàíàìè âåëè÷èíà èõ äîõîäà âëèÿåò ñëàáåå (òàê êàê îíè

âïîëíå ïëàòåæåñïîñîáíû è èìåþò âîçìîæíîñòü âåðíóòü êðåäèò), ÷åì áîëåå áåäíûìè.

Ýòè è ïîäîáíûå çàìå÷àíèÿ îáóñëàâëèâàþò íåîäíîðîäíîñòü äàííûõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòü, ìîæíî áûëî áû ïðåäëîæèòü ðàçáèåíèå

èñõîäíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ. Â êàæäîì èç ýòèõ ïîä-

ìíîæåñòâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñâîþ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Ïðè ïîÿâëåíèè

î÷åðåäíîãî îáúåêòà íóæíî ðåøèòü, ê êàêîé ñîâîêóïíîñòè îí îòíîñèòñÿ è ïðèìåíÿòü

ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîé ñîâîêóïíîñòè ìîäåëü. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ ðàçäåëå-

íèå îáúåêòîâ ìåæäó ìîäåëÿìè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïðàâèëà

îòíåñåíèÿ îáúåêòà ê òîé èëè èíîé ìîäåëè, à òàêæå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðîáëåìû ñ

êëàññè�èêàöèåé îáúåêòîâ, ¾ëåæàùèõ äàëåêî îò öåíòðîâ¿ âñåõ ñîâîêóïíîñòåé. Îñî-

áåííîñòè òàêèõ (ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé) áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïàðà-

ãðà�å è â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ñ ìÿãêèì ðàçäåëåíèåì ìåæäó ìîäåëÿìè èëè ñìåñü

ìîäåëåé. Ïðè òàêîì ðàçäåëåíèè äëÿ êàæäîé ìîäåëè åñòü âåðîÿòíîñòü πk ∈ [0, 1] òîãî,
÷òî îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ýòîé ìîäåëüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ìîäåëåé K ≥ 1,
êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé âåêòîð âåñîâ ïðèçíàêîâ wk. Òîãäà

p(yi|xi, w1, . . . , wK) =
K∑

k=1

πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi. (41)

Ââåäåì âåêòîð π = [π1 . . . πK ]
T

. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ (5) ïîëó÷èì äëÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

äàííûõ âûðàæåíèå

L(y|X, w1, . . . , wK , π) =
m∏

i=1

(
K∑

k=1

πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi

)

. (42)

Â (42) ó÷òåíî, ÷òî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëó÷àéíîñòè â îïèñàíèè îáúåêòîâ xi, à òàêæå,

÷òî ïîêà àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàìåòðû íå ââîäèëèñü, òî åñòü ñ÷èòàåì ïà-

ðàìåòðû ïîêà íåèçâåñòíûìè, íî íåñëó÷àéíûìè. Ââåäåì áèíàðíóþ ìàòðèöó ñêðûòûõ
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ïåðåìåííûõ Z = ‖zik‖ ðàçìåðîâ m×K, ïðè ýòîì zik îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü xi

ìîäåëè ñ íîìåðîì k. Òîãäà ïîëíàÿ �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò çàïèñàíà â âèäå

L(y, Z|X, w1, . . . , wK , ,π) =

m∏

i=1

K∏

k=1

{πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi}zik . (43)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ìîäåëåé â ñìåñè K äî ñèõ ïîð ïðåäïîëàãàëîñü �èêñèðîâàííûì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî ìîäåëåé áûëî âûáðàíî àâòîìàòè÷åñêè, âûáåðåì K, çàâåäî-

ìî áîëüøèì, ÷åì ÷èñëî ìîäåëåé â ñìåñè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äàííûå. Ââåäåì äàëåå

àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå íà âåðîÿòíîñòè ìîäåëåé π äëÿ ïîîùðåíèÿ ðàçðå-

æåííîñòè ïî êîìïîíåíòàì π (â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè áîëüøàÿ ÷àñòü êîìïîíåíò π

ñòàíåò ðàâíîé íóëþ).

π ∼ Dir(π|α), ãäå α ∈ (0, 1), òî åñòü (44)

p(π|α) =







0, mink πk = 0,
Γ(Kα)

ΓK(α)

∏K
k=1 π

α−1
k , èíà÷å.

Òîãäà ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå èìååò âèä

L(y,Z,π|X,w1, . . . ,wK) =

m∏

i=1

K∏

k=1

{πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi}zik Γ(Kα)

ΓK(α)

K∏

k=1

πα−1
k .

(45)

Äàëåå îïèøåì ïðèìåíÿåìûé EM-àëãîðèòì äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåéw1, . . . , wK

è èõ âåðîÿòíîñòåé π1, . . . , πK . Âûáåðåì íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ

w1, . . . , wK . Íà E-øàãå ñ÷èòàåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êàæäîé èç êîìïîíåíò

ñìåñè äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi (îíè çàäàþò àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêðûòûõ

áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ zik) γik

γik = E[zik] = p(k|xi, w1, . . . , wK , π) =
πkf(xi, wk)

yi(1− f(xi, wk))
1−yi

∑K
j=1 πjf(xi, wj)yi(1− f(xi, wj))1−yi

.

Çàïèøåì îæèäàåìîå çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ïîëíîé �óíêöèè ïðàâäî-

ïîäîáèÿ

l̃(y, π|X, w1, . . . , wK) = EZ[− logL(y, π, Z|X, w1, . . . , wK)] =

= −
m∑

i=1

K∑

k=1

γik{log πk + yi log(f(xi, wk)) + (1− yi) log(1− f(xi, wk))}+
K∑

k=1

(α−1) log πk+const.

(46)

Íà M-øàãå ïðîèñõîäèò ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèè l̃(y,π|X,w1, . . . ,wK) ïîw1, . . . ,wK ,π
ïðè îãðàíè÷åíèè

∑K
k=1 πk = 1. �åøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äëÿ π â ÿâíîì âèäå äàåò

πk =







0,
∑m

i=1 γik + α− 1 < 0,
∑m

i=1 γik + α− 1
∑

l:γil+α−1>0 (
∑m

i=1 γil + α− 1)
, èíà÷å.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðîöåññå èòåðàöèé EM-àëãîðèòìà ÷àñòü êîìïîíåíò ñìåñè

áóäåò èñêëþ÷åíà èç ðàññìîòðåíèÿ, ïðè÷åì ïðè α → 0 áóäóò èñêëþ÷àòüñÿ âñå íî-

âûå êîìïîíåíòû ñìåñè, à ïîòîìó âûáîð ãèïåðïàðàìåòðà α îïðåäåëÿåò òî, ñêîëüêî

êîìïîíåíò áóäåò â ñìåñè. Çíà÷åíèå ãèïåðïàðàìåòðà α ìîæíî âûáèðàòü, íàïðèìåð,

êðîññ-âàëèäàöèåé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ {γik} �óíêöèÿ l̃(y, π|X, w1, . . . , wK) ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå

l̃(y, π|X, w1, . . . , wK) = −
K∑

k=1

{log πk

(
m∑

i=1

γik + α− 1

)

}+
K∑

k=1

l̃k(wk|X, y). (47)

Ïîýòîìó ìèíèìèçàöèÿ êàæäîé èç �óíêöèé l̃k(wk|X, y) îäíîãî èç âåêòîðîâ âåñîâ wk

ïðîèçâîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà IRLS.

Íî èçìåíèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà è ãåññèàíà. Îïóñêàÿ âûêëàäêè, ñîîòâåòñòâó-

þùèå äè��åðåíöèðîâàíèþ, çàïèøåì ðåçóëüòàò.

∂l̃k
∂wk

= XTΓk(f − y), (48)

Hk = XTRkX, (49)

ãäå Γk � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè γik íà äèàãîíàëè, à Rk � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè γikf(x
T

i wk)f(−xTiwk) íà äèàãîíàëè.
Òàê êàê èñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàçáèâàåòñÿ íà K íåçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷,

âîçìîæíî ïðèìåíèå àëãîðèòìà ñîâìåñòíîãî îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ, ïðèâåäåí-

íîãî â ýòîé ðàáîòå äëÿ êàæäîé çàäà÷è â îòäåëüíîñòè.

3.2 Ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîóðîâíåâîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ íàáîð ðåãðåñ-

ñèîííûõ ìîäåëåé fk, k = 1, . . . , K òàêîé, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

îáúåêòîâ I = ⊔K
k=1Ik äëÿ âñåõ îáúåêòîâ èç Ik èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü fk.

Îïèøåì ïðàâèëî âûáîðà ìîäåëè íà îáó÷åíèè. Çàïèøåì ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè

fk

p(fk|xi, yi) =
p(fk,xi, yi)

p(xi, yi)
=

p(yi|fk,xi)p(fk,xi)

p(xi, yi)
.

�àññìîòðèì äâå ìîäåëè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîäåëè f1 è f2 è îïðåäåëèì,

êàêàÿ èç íèõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ îáúåêòà (xi, yi). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îòíîøåíèå

ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëåé

p(f1|xi, yi)

p(f2|xi, yi)
=

p(yi|f1,xi)

p(yi|f2,xi)

p(f1)

p(f2)
.

Ìîäåëü f1 áóäåò ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì f2, åñëè

p(yi|f1,xi)

p(yi|f2,xi)
> 1 (50)

è íàîáîðîò. Â ñëó÷àå K ìîäåëåé èìååì òîãäà ñëåäóþùåå ðåøàþùåå ïðàâèëî îòíåñå-

íèÿ ê ìîäåëè

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
p(yi|fk,xi).
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Îäíàêî òàêîé àëãîðèòì âûáîðà âåäåò ê ïåðåîáó÷åíèþ, à èìåííî óæå ìíîãîóðîâíåâàÿ

ìîäåëü ñ ÷èñëîì ìîäåëåé 2 èäåàëüíî ðàçäåëÿåò ëþáóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó [47℄. Ïî-

ýòîìó, è äëÿ îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ, è äëÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ïðîöåäóðà âûáîðà ìîäåëè.

Ïðîöåäóðà âûáîðà ìîäåëè äëÿ îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ è êîíòðîëÿ. Ïðåäëàãà-

åòñÿ èñïîëüçîâàòü îñòîðîæíûé âûáîð ìîäåëè

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
min

u∈{0,1}
p(u|fk,xi),

êîòîðûé â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ïðèíèìàåò âèä

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
{min(f(xTi wk), f(−xTi wk))}.

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå è ïîëó÷àåì ïðàâèëî îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ê

ìîäåëè

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
f(−|xTiwk|) = arg min

k∈{1..K}
f(|xTiwk|).

Ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ñèãìîèäíîé �óíêöèè ñâÿçè ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðà-

æåíèå äëÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ê ìîäåëÿì

k∗
i = arg min

k∈{1..K}
|xTiwk|. (51)

Ôîðìóëà (51) �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ‖w‖ îáúåêò êîíòðîëÿ îò-

íîñèòñÿ ê òîé ìîäåëè, ðàññòîÿíèå äî ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè êîòîðîé ìåíüøå

(ñì.ðèñ. 1).

|x
T

i
wk

|

‖wk
‖

�èñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ îòíåñåíèÿ îáúåêòà êîíòðîëÿ ê ìîäåëè.

Àëãîðèòì îòáîðà îáúåêòîâ äëÿ ñìåñåé ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìíîãî-

óðîâíåâûõ ìîäåëåé. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè. Â ñëó÷àå ìíî-

ãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ I ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I = ⊔K
k=1Ik, ÷òî äëÿ îáúåêòîâ ñ èíäåêñàìè èç Ik èñïîëüçóåòñÿ

ìîäåëü fk. Äëÿ íîâîãî îáúåêòà x òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ê êàêîé ìîäåëè îí îòíîñèòñÿ

è ïðîâîäèòü êëàññè�èêàöèþ â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè. Èç-çà æåñòêîãî ðàçáèåíèÿ ìíî-

æåñòâà îáúåêòîâ íà ïîäìíîæåñòâà äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé òàêæå ïðèìåíèì
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ìåòîä �èëüòðàöèè âûáðîñîâ, îïèñàííûé ðàíåå äëÿ îäíîé ìîäåëè ëîãèñòè÷åñêîé ðå-

ãðåññèè âíóòðè êàæäîé èç ìîäåëåé ïî îòäåëüíîñòè, òî åñòü äëÿ îáúåêòà xi, êîòîðûé

îòíåñåí ê ìîäåëè ñ íîìåðîì k èìååì

Sp(xi) = (w
′

k −wk)
TH−1

k (w
′

k −wk),

ãäå wk � îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè ñ îáúåêòîì xi, à w
′

k � áåç ýòîãî

îáúåêòà, à Hk � ãåññèàí ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ìîäåëè k.
�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ñìåñè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèé àëãîðèòì ïîäñ÷åòà ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ.

1. Çà�èêñèðóåì γjk ñ ïîñëåäíåé èòåðàöèè EM-àëãîðèòìà.

2. Óäàëèì îáúåêò xi èç âûáîðêè è ïåðåñ÷èòàåì π1, . . . , πK

3. Ïåðåîïòèìèçèðóåì l̃k(wk|X, y) ïî w1, . . . , wK

4. Îïðåäåëèì ÷àñòíóþ ñïåöè�è÷íîñòü îáúåêòà xi Spk(xi) äëÿ êàæäîé ìîäåëè êàê
Spk(xi) = (w

′

k −wk)
TH−1

k (w
′

k −wk)

5. Îïðåäåëèì îáùóþ ñïåöè�è÷íîñòü îáúåêòà xi êàê Sp(xi) =
∑K

k=1 Spk(xi)

Çàìå÷àíèå:

Îòìåòèì, ÷òî èç îïòèìàëüíîñòè óæå íàéäåííûõ îöåíîê íàw1, . . . ,wK ïîñëå óäàëåíèÿ

îáúåêòà xi èç âûáîðêè èìååì ñëåäóþùèå âîçìóùåíèå â íîðìå ãðàäèåíòà îïòèìèçè-

ðóåìîãî ïî wk ÷ëåíà â ïðàâäîïîäîáèè

∇l̃k(wk) =
m∑

j=1, j 6=i

γjkxj(fj − yj) = −γikxi(fi − yi).

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî îáúåêòû, ïëîõî îïèñàííûå ìîäåëüþ (ñ áîëüøîé âåëè÷èíîé

íåâÿçêè fi−yi) è èìåþùèå âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè ìîäåëè k (áîëüøîå
γik) äàþò áîëüøèé âêëàä ê îòêëîíåíèå ãðàäèåíòà îò íóëÿ.

4 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

4.1 Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà �èëüòðàöèè âû-

áðîñîâ

Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå àíàëèçèðîâàëñÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòáîðà îáúåê-

òîâ, îñíîâàííûé íà ââåäåííîì îïðåäåëåíèè ñïåöè�è÷íîñòè. Òàêæå ðàññìàòðèâàëñÿ

ìåòîä îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè âìåñòå

ñ ìåòîäîì Áåëñëè. Äëÿ àíàëèçà ìåòîäà îòáîðà îáúåêòîâ èñïîëüçîâàëèñü ÷åòûðå íà-

áîðà äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ ïî ìàøèííîìó îáó÷åíèþ UCI. Ïåðâûé íàáîð äàííûõ

åñòü äàííûå ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì (1000 îáúåêòîâ, 24 ïðèçíàêà,

2 êëàññà) [6℄. Âòîðîé íàáîð äàííûõ åñòü äàííûå ïî çàáîëåâàíèÿì ñåðäöà â Þæíîé

À�ðèêå (462 îáúåêòà, 11 ïðèçíàêîâ, 2 êëàññà) [7℄. Òðåòèé íàáîð äàííûõ åñòü äàííûå

ïî êà÷åñòâó áåëîãî âèíà, êà÷åñòâî ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 10 [8℄. Çàäà÷à ìíîãîêëàññîâîé
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êëàññè�èêàöèè äëÿ äàííîãî íàáîðà äàííûõ áûëà çàìåíåíà íà äâóõêëàññîâóþ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: çíà÷åíèÿ êà÷åñòâà 0-5 áûëè çàìåíåíû íà àòòðèáóò êëàññà 0, à çíà-

÷åíèÿ êà÷åñòâà 6-10 � íà àòòðèáóò êëàññà 1. Ïîëó÷åííûé íàáîð äàííûõ èìååò 4898

îáúåêòîâ, 11 ïðèçíàêîâ è 2 êëàññà. ×åòâåðòûé íàáîð äàííûõ åñòü äàííûå ïî ëîêà-

ëèçàöèè áåëêîâ â êëåòêå [9℄. Áûëè âûáðàíû äâà êðóïíåéøèõ êëàññà èç ýòîãî íàáîðà

äàííûõ. Ïîëó÷åííûé íàáîð äàííûõ èìååò 892 îáúåêòà, 8 ïðèçíàêîâ è 2 êëàññà. Âñå

ïðèçíàêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ÷èñëîâûå. �åøàåòñÿ çàäà÷à êëàññè�èêàöèè íà äâà êëàñ-

ñà ñ ïîìîùüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, îöåíêà êà÷åñòâà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

�óíêöèîíàëà êà÷åñòâà AUC [25℄. Ïîêàæåì, ÷òî óëó÷øåíèå êà÷åñòâà, îáóñëîâëåííîå

óäàëåíèåì âûáðîñîâ ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì.
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�èñ. 2: Ñðàâíåíèå äâóõ îïðåäåëåíèé ñïåöè�è÷íîñòè Sp(x) è Spw(x).

Ñíà÷àëà ñðàâíèì äâà îïðåäåëåíèÿ ñïåöè�è÷íîñòè, Sp(x, y) (36) è Spw(x, y) (40).
Îòñîðòèðóåì îáúåêòû â âûüîðêå ïî óáûâàíèþ Sp(x, y). �îëóáûå ëèíèè íà ðèñ. 2 åñòü
ãðà�èê íîðìàëèçîâàííîé ñïåöè�è÷íîñòè mSp(x, y) â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà îáúåêòà
â îòñîðòèðîâàííîé âûáîðêå äëÿ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ ðåàëüíûõ äàí-
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íûõ. Îòñîðòèðóåì òåïåðü îáúåêòû ïî óáûâàíèþ Spw(x, y). Êðàñíûå ëèíèè íà ðèñ. 2
åñòü ãðà�èê ýìïèðè÷åñêîé ñïåöè�è÷íîñòè Spw(x, y) â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà îáú-

åêòà â îòñîðòèðîâàííîé âûáîðêå äëÿ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ ðåàëüíûõ

äàííûõ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ íàáîðîâ äàííûõ ðàññìàòðèâàåìûå çàâèñèìîñòè íå

èìåþò ñêà÷êîâ. Êðîìå òîãî, òîëüêî ìàëàÿ äîëÿ îáúåêòîâ èìååò âûñîêîå çíà÷åíèå

ñïåöè�è÷íîñòè Sp(x, y) èëè ýìïèðè÷åñêîé ñïåöè�è÷íîñòè Spw(x, y).
Äàëåå ñîñ÷èòàåì êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è Êåíäàëëà ìåæäó Sp(x) and Spw(x) äëÿ

âñåõ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ äàííûõ (ñì. òàáë. 2). Äëÿ 3 èç 4 íàáîðîâ

äàííûõ îáà êîððåëÿöèîííûõ êîý��èöèåíòà áëèçêè ê 1, òî åñòü ýìïèðè÷åñêàÿ ñïåöè-

�è÷íîñòü Spw(x, y) èìååò ñèëüíóþ ëèíåéíóþ è ìîíîòîííóþ ñâÿçü ñî ñïåöè�è÷íîñòüþ

Sp(x, y). Îòñþäà ïîðÿäîê, ïîðîæäåííûé ýìïèðè÷åñêîé ñïåöè�è÷íîñòüþ Spw(x, y) íà
âûáîðêå ïî÷òè òîò æå, ÷òî è ïîðÿäîê, ïîðîæäåííûé Sp(x, y). Êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà
ìåæäó Sp(x) è Spw(x) äëÿ äàííûõ ïî ëîêàëèçàöèè áåëêà ñðåäíÿÿ. Îäíàêî ïîðÿäîê,

ïîðîæäåííûé ýìïèðè÷åñêîé ñïåöè�è÷íîñòüþ Spw(x, y) íà âûáîðêå, ïî÷òè òàêîé æå,
êàê ïîðîæäåííûé ñïåöè�è÷íîñòüþ Sp(x, y), òàê êàê êîððåëÿöèÿ Êåíäàëëà áëèçêà

ê 1. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ýìïèðè÷åñêàÿ ñïåöè�è÷íîñòü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà

äëÿ îòáîðà îáúåêòîâ, òàê êàê åå ïîäñ÷åò íå òðåáóåò çíàíèÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé

(èëè äàæå âûðîæäåííîé) ìàòðèöû H. Òåïåðü îöåíèâàåì êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè

Òàáëèöà 2: Êîððåëÿöèè ñïåöè�è÷íîñòåé Sp(x, y) (36) è Spw(x, y) (40).

Äàííûå \ Êîððåëÿöèè Ïèðñîí Êåíäàëë

SAHD 0.9736 0.9132

Êðåäèòû 0.9794 0.9377

Âèíî 0.9528 0.9028

Áåëêè 0.5230 0.8597

ñ ïîìîùüþ AUC [25℄. Óáåðåì èç âûáîðêè íåáîëüøóþ äîëþ îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ

íàèáîëüøåé ñïåöè�è÷íîñòüþ Sp(x, y). Òàáëèöà 3 ïîêàçûâàåò óâåëè÷åíèå AUC äëÿ

âñåõ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ ðåàëüíûõ äàííûõ.

Òàáëèöà 3: Èçìåíåíèå AUC ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû îòáîðà îáúåêòîâ.

Äàííûå AUC äî îòáîðà AUC ïîñëå îòáîðà # óäàëåííûõ îáúåêòîâ

SAHD 0.7948 0.8275 15 èç 462

Êðåäèòû 0.8179 0.8779 50 èç 1000

Âèíî 0.7992 0.8105 48 èç 4898

Áåëêè 0.7123 0.7332 18 èç 892

Ïîêàæåì, ÷òî óâåëè÷åíèå AUC ïîñëå îòáîðà îáúåêòîâ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ãèïîòåçû H0 ãèïîòåçó î òîì, ÷òî

óâåëè÷åèå AUC âûçâàíî ëèøü óìåíüøåíèåì ðàçìåðà âûáîðêè. Äàëåå äëÿ âñåõ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ äàííûõ äåëàåì ñëåäóþùåå. Ñëó÷àéíî ãåíåðèðóåì ïîäâûáîðêè

èñõîäíîé âûáîðêè ðàçìåðà 950 äëÿ äàííûõ ïî êðåäèòàì, 447 äëÿ äàííûõ ïî ñåðäå÷-
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�èñ. 3: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC è åãî íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ äàí-

íûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì è äàííûì ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì

â Þæíîé À�ðèêå.
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�èñ. 4: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC è åãî íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ äàí-

íûõ ïî êà÷åñòâó âèíó è ëîêàëèçàöèè áåëêà â êëåòêå.
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íûì çàáîëåâàíèÿì, 4840 äëÿ äàííûõ ïî êà÷åñòâó âèíà è 874 äëÿ äàííûõ ïî ëîêà-

ëèçàöèè áåëêà. Îáîçíà÷èì j � óþ ñãåíåðèðîâàííóþ ïîäâûáîðêó Dj. Èñïîëüçóÿ (2)

ïîëó÷àåì îöåíêè ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ŵj
. Ñîñ÷èòàåì

ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå AUCj
. Ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì AUC ïîëó÷àåì ýìïè-

ðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC. Îáîçíà÷èì äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè p äëÿ

ãèïîòåçû H0. Ïóñòü p åñòü äîëÿ ïîäâûáîðîê, äëÿ êîòîðûõ AUCj
âûøå, ÷åì äîñòèãà-

åìûé íà ïîäâûáîðêå òîãî æå ðàçìåðà, ïîëó÷àåìîé ïîñëå îòáîðà îáúåêòîâ. Òàê êàê

äàæå äëÿ 1000 ñãåíåðèðîâàííûõ ïîäâûáîðîê äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ íàáîðîâ äàííûõ íåò

íè îäíîé, äëÿ êîòîðîé AUCj
âûøå, ÷åì äîñòèãàåìûé íà ïîäâûáîðêå òîãî æå ðàçìåðà,

ïîëó÷àåìîé ïîñëå îòáîðà îáúåêòîâ, òàêîå îïðåäåëåíèå äàåò p = 0.
×òîáû ïîëó÷èòü íåíóëåâîé äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè áåç ãåíåðàöèè

î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà ïîäâûáîðîê èñïîëüçóåì íîðìàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ýìïèðè-

÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ AUC. Äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè èñïîëüçóåì òåñò Øàïèðî-

Óèëêà. �èñ. 3 a), b) è 4 a), b) ïîêàçûâàþò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC ïîñëå

1000 ãåíåðàöèé ïîäâûáîðîê äëÿ ïîëíîé âûáîðêè è íîðìàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ýì-

ïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Òåñòèðóåì ãèïîòåçó H0 äëÿ îáó÷àþùåé è òåñòîâîé âûáîðêè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. �åíåðèðóåì ïîäâûáîðêè èñõîäíîé âûáîðêè 1000 ðàç. Êàæäóþ ñãåíåðèðîâàí-

íóþ ïîäâûáîðêó ñëó÷àéíî äåëèì íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ âûáîðêè 50 ðàç. �àçìåð
îáó÷àþùåé âûáîðêè ñëåäóþùèé: 690 äëÿ äàííûõ ïî êðåäèòàì, 300 äëÿ äàííûõ ïî

ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì, 3000 äëÿ äàííûõ ïî êà÷åñòâó âèíà è 550 äëÿ äàííûõ ïî

ëîêàëèçàöèè áåëêà. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ïîäâûáîðêè íà îáó÷åíèå è òåñò ïàðà-

ìåòðû ìîäåëè îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ (4). Ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ AUC íà îáó÷àþùåé

è òåñòîâîé âûáîðêàõ äëÿ êàæäîé ïîäâûáîîðêè è äëÿ êàæäîãî èç 50 åå ðàçáèåíèé.

Óñðåäíèì ïîëó÷åííûå 50 çíà÷åíèé äëÿ êàæäîé ñãåíåðèðîâàííîé ïîäâûáîðêè. Ïîëó-

÷åííûå óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ äàþò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC íà îáó÷àþùåé

è òåñòîâîé âûáîðêå. �èñ. 3 
)-f) è 4 
)-f) ïîêàçûâàþò ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

AUC íà îáó÷àþùåé è òåñòîâîé âûáîðêàõ âìåñòå ñ íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ

êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ äàííûõ.

Ñâîéñòâà ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ íîðìàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðèâå-

äåíû â òàáë. 4 è òàáë. 5. Âåðõíÿÿ ÷àñòü òàáëèö ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ïðè ñýìïëèðî-

âàíèè äëÿ ïîëíîé âûáîðêå. Äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ äàííûõ äîñòèãàåìûé

óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ ãèïîòåçû H0 ðàâåí íóëþ ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ, à ïîòîìó

ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ. Îòñþäà �èëüòðàöèÿ âûáðîñîâ ïîðîæäàåò ñòàòèñòè÷åñêè

çíà÷èìîå óëó÷øåíèå êà÷åñòâà â òåðìèíàõ AUC.

Ñðåäíÿÿ ÷àñòü òàáë. 4 è òàáë. 5 ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ AUC íà îáó÷àþùåé è òå-

ñòîâîé âûáîðêàõ ïîñëå îòáîðà îáúåêòîâ. Íèæíÿÿ ÷àñòü òàáë. 4 è òàáë. 5 ñîäåðæèò

ðåçóëüòàòû ïðè ñýìïëèðîâàíèè ñ ðàçäåëåíèå íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ âûáîðêè.

Äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ äàííûõ (äàííûå ïî êðåäèòàì, ñåðäå÷íûì çàáî-

ëåâàíèÿì, êà÷åñòâó âèíà, ëîêàëèçàöèè áåëêà) è íà îáó÷àþùåé, è òåñòîâîé âûáîðêàõ

äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè äëÿ ãèïîòåçû H0 íå ïðåâûøàåò 10−3
. Ýòî ñîîòâåò-

ñâóåò áîëåå, ÷åì òðåì ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèÿì îò ñðåäíåãî. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0

îòêëîíÿåòñÿ. Îòñþäà îòáîð îáúåêòîâ ïîðîæäàåò ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîå óâåëè÷åíèå

AUC.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ êëàñòåðè-

çîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåííûé
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Òàáëèöà 4: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC è åãî íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Ñâîéñòâî \ Äàííûå Êðåäèòû SAHD

1. Ñâîéñòâà ïðè ñýìïëèðîâàíèè äëÿ ïîëíîé âûáîðêè

Äîñòèã. p-value â òåñòå Øàïèðî-Óèëêà, pSW 0.0317 0.2035

Îöåíêà ìàò. îæèä. AUC, m̂ 0.8186 0.7951

Îöåíêà äèñïåðñèè AUC, σ̂2
1.17 ·10−5

1.63 ·10−5

Îöåíêà ñòàíä. îòêë. AUC, σ̂ 0.00342 0.00404

Çíà÷åíèå t-ñòàò. äëÿ ãèï. H0, M 17.33 7.39

Äîñòèã. p-value äëÿ ãèï. H0, p0 0 0

2. Çíà÷åíèÿ AUC íà îáó÷åíèè è òåñòå ïîñëå �èëüòðàöèè âûáðîñîâ

AUC íà îáó÷åíèè, AUClearn 0.8819 0.8507

AUC íà òåñòå,AUCtest 0.8308 0.8093

3. Ñâîéñòâà ïðè ñýìïëèðîâàíèè ñ ðàçäåëåíèåì íà îáó÷åíèå è òåñò

Äîñòèã. p-value â òåñòå Øàïèðî-Óèëêà, pSW 0.2655; 0.2364 0.2786; 0.7879

Îöåíêà ìàò. îæèä. AUC, m̂ 0.8233; 0.7889 0.7994; 0.7722

Îöåíêà äèñïåðñèè AUC, σ̂2
1.75 ·10−5

; 8.3 ·10−5
3.7 ·10−5

; 1.3 ·10−4

Îöåíêà ñòàíä. îòêë. AUC, σ̂ 0.0042; 0.0091 0.0061; 0.011

Çíà÷åíèå t-ñòàò. äëÿ ãèï. H0, M 14.0; 6.8 5.15; 3.32

Äîñòèã. p-value äëÿ ãèï. H0, p0 0; 5.3 · 10−12 1.3 · 10−7
; 4.6 · 10−4

Òàáëèöà 5: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC è åãî íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Ñâîéñòâî \ Äàííûå Âèíî Áåëêè

1. Ñâîéñòâà ïðè ñýìïëèðîâàíèè äëÿ ïîëíîé âûáîðêè

Äîñòèã. p-value â òåñòå Øàïèðî-Óèëêà, pSW 1.89 · 10−5
0.0028

Îöåíêà ìàò. îæèä. AUC, m̂ 0.7992 0.7124

Îöåíêà äèñïåðñèè AUC, σ̂2
4.34 ·10−7

5.95 ·10−6

Îöåíêà ñòàíä. îòêë. AUC, σ̂ 6.60 ·10−4
0.0024

Çíà÷åíèå t-ñòàò. äëÿ ãèï. H0, M 17.10 8.51

Äîñòèã. p-value äëÿ ãèï. H0, p0 0 0

2. Çíà÷åíèÿ AUC íà îáó÷åíèè è òåñòå ïîñëå �èëüòðàöèè âûáðîñîâ

AUC íà îáó÷åíèè, AUClearn 0.8109 0.7346

AUC íà òåñòå,AUCtest 0.8084 0.7225

3. Ñâîéñòâà ïðè ñýìïëèðîâàíèè ñ ðàçäåëåíèåì íà îáó÷åíèå è òåñò

Äîñòèã. p-value â òåñòå Øàïèðî-Óèëêà, pSW 0.3103; 0.6989 0.5326; 0.4288

Îöåíêà ìàò. îæèä. AUC, m̂ 0.7998; 0.7968 0.7142; 0.6965

Îöåíêà äèñïåðñèè AUC, σ̂2
3.26 ·10−6

; 7.8 ·10−6
2.4 ·10−5

; 5.8 ·10−5

Îöåíêà ñòàíä. îòêë. AUC, σ̂ 0.0018; 0.0028 0.0049; 0.0076

Çíà÷åíèå t-ñòàò. äëÿ ãèï. H0, M 6.15; 4.15 4.18; 3.41

Äîñòèã. p-value äëÿ ãèï. H0, p0 3.9 · 10−10
; 1.7 · 10−5 1.4 · 10−5

; 3.2 · 10−4
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àëãîðèòì �èëüòðàöèè âûáðîñîâ òåñòèðóåòñÿ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ

êëàñòåðèçîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå AUC, ðàâíîå

0.7, â êà÷åñòâå ãðàíèöû, îïðåäåëÿþùåé ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè [23℄,

îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíóþ äîëþ âûáðîñîâ â äàííûõ, ïðè êîòîðîé AUC íàõîäèòñÿ

âûøå çàäàííîé ãðàíèöû.

Äàííûå ñ íåêëàñòåðèçîâàííûìè âûáðîñàìè ãåíåðèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

x ∈ N(0, I), ãäå I åñòü 2 × 2 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. yi = 1 äëÿ xi, åñëè x2 > 0 è

yi = 0 èíà÷å. Âûáðîñû ýòî îáúåêòû, ñãåíåðèðîâàííûå èç òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ, íî

ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ïðàâèëîì âûáîðà êëàññà: yi = 0 äëÿ xi, åñëè x2 > 0 è yi = 1
èíà÷å. �èñ. 5a ïîêàçûâàåò ñãåíåðèðîâàííóþ âûáîðêó èç 1000 îáû÷íûõ îáúåêòîâ è

200 âûáðîñîâ.
Äàííûå ñ êëàñòåðèçîâàííûìè âûáðîñàìè ãåíåðèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáû÷íûå îáúåêòû ãåíåðèðóþòñÿ èç N(0, I), ãäå I åñòü 2 × 2 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ yi = 1 äëÿ xi, åñëè x2 > 0 è yi = 0 èíà÷å. Âûáðîñû ãåíåðèðóþòñÿ

èç N([2, 2]T, 0.5I), ãäå I åñòü 2 × 2 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Âñå âûáðîñû îòíîñÿòñÿ ê

êëàññó 0. �èñ. 5b ïîêàçûâàåò ñãåíåðèðîâàííóþ âûáîðêó èç 1000 îáû÷íûõ îáúåêòîâ

è 200 âûáðîñîâ.
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(á) Ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå. Êëàñòåðèçî-

âàííûå âûáðîñû.

�èñ. 5: Ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå ñ êëàñòåðèçîâàííûìè è íåêëàñòåðèçîâàííûìè âûáðî-

ñàìè.

�àññìîòðèì çàâèñèìîñòü AUC äëÿ îòáîðà âûáðîñîâ äëÿ âûáîðîê, èìåþùèõ îò

0 äî 50% âûáðîñîâ. �èñ. 6 ïîêàçûâàåò òàêóþ çàâèñèìîñòü.

Äëÿ âûáîðîê ñ íåêëàñòåðèçîâàííûìè âûáðîñàìè ãðàíèöà â 0.7 äîñòèãàåòñÿ íà

âûáîðêå, èìåþùåé 41.1% âûáðîñîâ. Äëÿ âûáîðîê ñ êëàñòåðèçîâàííûìè âûáðîñàìè

òà æå ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ ïðè 33.3% äîëå âûáðîñîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,

÷òî äëÿ âûáîðîê ñðåäíåãî ðàçìåðà ( 1000 îáúåêòîâ) ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ïðèìå-

íèì äàæå äëÿ âûáîðîê, èìåþùèõ âûñîêóþ äîëþ âûáðîñîâ. Ïðè ýòîì äëÿ âûáîðîñ ñ

íåêëàñòåðèçîâàííûìè âûáðîñàìè ìåòîä ðàáîòàåò ëó÷øå. Îòìåòèì, ÷òî êàê äëÿ âûáî-

ðîê ñ êëàñòåðèçîâàííûìè âûáðîñàìè, òàê è äëÿ âûáîðîê ñ íåêëàñòåðèçîâàííûìè äëÿ

âñåõ ðàññìîòðåííûõ äîëåé âûáðîñîâ â äèàïàçîíå îò 0 äî 50% êîððåëÿöèè Ïèðñîíà

ìåæäó ñïåöè�è÷íîñòüþ è ýìïèðè÷åñêîé ñïåöè�è÷íîñòüþ âûøå, ÷åì 0.8, à êîððåëÿ-

öèÿ Êåíäàëëà âûøå, ÷åì 0.7. Îòñþäà äàæå äëÿ âûáîðîê ñ áîëüøîé äîëåå âûáðîñîâ

ïðèìåíåíèå ýìïèðè÷åñêîé ñïåöè�è÷íîñòè âìåñòî ñïåöè�è÷íîñòè îïðàâäàíî è èìååò

ñìûñë îñîáåííî â ñëó÷àå ïëîõî îáóñëîâëåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.
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�èñ. 6: Çàâèñèìîñòü AUC äëÿ îòáîðà âûáðîñîâ îò äîëè âûáðîñîâ â âûáîðêå.

Ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà �èëüòðàöèè âûáðîñîâ ñ äðóãèìè. Â äàí-

íîì ðàçäåëå ââåäåííàÿ �óíêöèÿ ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòà ñðàâíèâàåòñÿ ñ òðåìÿ äðóãè-

ìè �óíêöèÿìè, øèðîêî èñïîëüçóåìûìè äëÿ �èëüòðàöèè âûáðîñîâ: áàéåñîâûìè, ïèð-

ñîíîâûìè è äèñïåðñíûìè îñòàòêàìè [54℄. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ îñòàòêè

Ïèðñîíà è äèñïåðñíûå îñòàòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó, îíè ïîðîæäàþò îäèí ïî-

ðÿäîê íà âûüîðêå îáúåêòîâ, à ïîòîìó äàþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû ïðè �èëüòðàöèè

âûáðîñîâ.

�àññìàòðèâàåìûå ìåòîäû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êðîññ-âàëèäàöèè ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Âûáîðêà ðàçáèâàåòñÿ íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ. Âûáðîñû èñêëþ-

÷àþòñÿ èç îáó÷àþùåé âûáîðêè ñ ïîìîùüþ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ

ìåòîäîâ. Îáó÷åííàÿ íà ïîëó÷åííîé îáó÷àþùåé âûáîðêå ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

êëàññè�èêàöèè òåñòîâîé âûáîðêè. Êà÷åñòâî íà òåñòîâîé âûáîðêå â òåðìèíàõ AUC

ñðàâíèâàåòñÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðå íàáîðà äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI è ñèí-

òåòè÷åñêèå äàííûå, èìåþùèå êëàñòåðèçîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû. Äëÿ

êàæäîé âûáîðêè äåëåíèå íà îáó÷åíèå è òåñò ïðîèçâîäèòñÿ 100 ðàç. t-ñòàòèñòèêà

Ñòüþäåíòà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè îòëè÷èÿ â AUC äëÿ ðàçíûõ ìå-

òîäîâ. Òàáë. 6 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû. Îáîçíà÷èì AUCp, AUCb è AUCs çíà÷åíèÿ

AUC äëÿ òåñòîâîé âûáîðêè, ïîëó÷åííûå ïîñëå �èëüòðàöèè âûáðîñîâ â îáó÷àþùåé

âûáîðêå ñ ïîìîùüþ ïèðñîíîâûõ / äèñïåðñíûõ îñòàòêîâ, áàéåñîâûõ îñòàòêîâ è ñïåöè-

�è÷íîñòè. tP è tB åñòü t-ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà äëÿ ðàçíîñòåé AUCs - AUCp è AUCs

- AUCb ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáë. 6 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû äëÿ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðîâ ðåàëü-

íûõ äàííûõ, à òàêæå ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, îïèñàííûõ ðàíåå. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà

ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ â òàáëèöå ïðèâåäåíà äîëÿ âûáðîñîâ. Çâåçäî÷êà îçíà÷àåò, ÷òî

�èëüòðóåòñÿ áîëüøå îáúåêòîâ, ÷åì åñòü âûáðîñîâ íà ñàìîì äåëå. Åñëè ìåòîä ïîêà-

çûâàåò çíà÷èòåëüíî õóäøå ðåçóëüòàòû â òàêîì ñëó÷àå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí íà÷èíàåò

óäàëÿòü äåéñòâèòåëüíî âûæíûå îáúåêòû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Äëÿ íàáîðîâ ðåàëü-

íûõ äàííûõ ïî÷òè âñå îòëè÷èÿ â êà÷åñòâå íåçíà÷èòåëüíû. Îäíàêî íà ñèíòåòè÷åñêèõ

äàííûõ ìåòîä �èëüòðàöèè âûáðîñîâ, îñíîâàííûé íà ñïåöè�è÷íîñòè ðàáîòàåò â öå-

ëîì çíà÷èìî ëó÷øå, ÷åì îñòàëüíûå. Ïðè ýòîì îòëè÷èå â êà÷åñòâå îñîáåííî çíà÷èìî

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óäàëÿåòñÿ áîëüøå îáúåêòîâ, ÷åì åñòü âûáðîñîâ. Îäíèì èç âîçìîæ-

íûõ îáúÿñíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Êàê äèñïåðñíûå / ïèðñîíîâû, òàê è áàéåñîâû
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Òàáëèöà 6: Ñðàâíåíèå ðàçíûõ ìåòîäîâ îòáîðà îáúåêòîâ â òåðìèíàõ AUC íà òåñòîâîé

âûáîðêå.

Äàííûå \ Ìåòîä Äèñï./ïèðñîí. Áàéåñ. Ñïåöè�è÷í. tp tb
SAHD 0.7716 0.7676 0.7661 -1.6395 -0.448

Êðåäèòû 0.7868 0.7864 0.7802 -2.7093 -2.5345

Âèíî 0.7977 0.7974 0.7970 -0.8471 -0.4220

Áåëêè 0.6845 0.6951 0.6944 5.8773 -0.3997

Ñèíò. íåêëàñò., 9.1% 0.8997 0.9021 0.9002 0.2450 -1.1300

Ñèíò. íåêëàñò.*, 9.1% 0.8945 0.8956 0.8958 0.8014 0.1583

Ñèíò. íåêëàñò., 23.1% 0.7646 0.7653 0.7665 0.7945 0.5036

Ñèíò. íåêëàñò.*, 23.1% 0.7671 0.7593 0.7694 0.9949 4.3273

Ñèíò. íåêëàñò., 33.3% 0.6673 0.6679 0.6680 0.6450 0.1075

Ñèíò. íåêëàñò.*, 33.3% 0.5372 0.6666 0.6681 64.5832 0.7482

Ñèíò. êëàñò., 9.1% 0.8885 0.9261 0.9269 20.9410 0.4443

Ñèíò. êëàñò.*, 9.1% 0.8740 0.9515 0.9541 66.9012 2.1318

Ñèíò. êëàñò., 16.7% 0.8393 0.8471 0.8456 2.5400 -0.6264

Ñèíò. êëàñò.*, 16.7% 0.8379 0.8305 0.9060 44.4005 49.1751

Ñèíò. êëàñò., 23.1% 0.8107 0.8171 0.8174 3.4906 0.1210

Ñèíò. êëàñò.*, 23.1% 0.8105 0.7923 0.8113 0.2828 6.5297

Ñèíò. êëàñò., 33.3% 0.7860 0.7856 0.7853 -0.4075 -0.1803

Ñèíò. êëàñò.*, 33.3% 0.7675 0.7762 0.7671 -0.1078 -2.4158
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îñòàòêè îïðåäåëÿþò â êà÷åñòâå âûáðîñîâ îáúåêòû, ïëîõî îïèñàííûå ìîäåëüþ. Òà-

êèå ïðîöåäóðû õîðîøî ðàáîòàþò äëÿ âûáîðîê ñ íåáîëüøèì ÷èñëî âûáðîñîâ [18℄.

Îäíàêî äëÿ âûáîðîê ñî çíà÷èòåëüíûì ÷èñëîì âûáðîñîâ òàêèå ìåòîäû ìîãóò áûòü

íåý��åêòèâíû. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñïåöè�è÷íîñòè, áîëåå ý��åêòèâåí, òàê êàê

îí îöåíèâàåò âëèÿíèå îáúåêòà íà ìîäåëü è åå ñòàáèëüíîñòü, à íå òî, íàñêîëüêî õîðî-

øî îáúåêò îïèñàí ìîäåëüþ (õîòÿ â ñðåäíåì, êàê óæå óêàçûâàëîñü èìåííî îáúåêòû,

ïëîõî îïèñàííûå ìîäåëüþ íàèáîëüøèì îáðàçîì âëèÿþò íà îöåíêó ïàðàìåòðîâ).

4.2 Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà îòáîðà ïðèçíàêîâ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ íà ðàçíûõ

íàáîðàõ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, èìåþùèõ ðàçíûå íàáîðû ïðèçíàêîâ ñ ðàçíûìè çíà-

÷åíèÿìè êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè, à òàêæå ïî-ðàçíîìó êîððåëèðîâàííûìè ñ âûõîä-

íûì âåêòîðîì y. Îòìåòèì èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ äðóãèì ìåòîäîâ îòáîðà ïðèçíà-

êîâ, êîòîðîå áûëî ïðîâåäåíî íà ñõîäíûõ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ [55℄. �àññìàòðèâàåì

äàííûå, ïîïðîæäåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Òàêèå

äàííûå ïîðîæäàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü X � ìàòðèöà ïðèçíàêîâ, à w � èñòèííûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ

êàæäîãî îáúåêòà îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòü pi ∈ [0, 1] ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó 1 â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (1). Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ñ ïðèçíàêîâûì îïèñàíèåì xi è âåðîÿòíîñòüþ

ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó 1, ðàâíîé pi, ñãåíåðèðóåì ðåàëèçàöèþ öåëåâîé áåðíóëëåâñêîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû yi ∼ Be(yi|pi). Â êà÷åñòâå âûáîðêè ðàññìàòðèâàåì ïàðó (X̃, y),
ãäå y åñòü âåêòîð ðåàëèçàöèé yi, à X̃ = X(I − ε) +∆ε, ãäå ∆ � øóìîâàÿ ìàòðèöà ñ

íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè èç ðàñïðåäåëåíèÿ U [−1.5, 1.5], à ε = diag(ε1, . . . , εm),
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îòðàùàþùàÿ ñòåïåíü çàøóìëåííîñòè êàæäîãî èç ïðèçíàêîâ.

Çíà÷åíèÿ îäíîãî ïðèçíàêà äëÿ âñåõ îáúåêòîâ áóäåì ñýìïëèðîâàòü íåçàâèñèìî èç

ðàñïðåäåëåíèÿ U [−1.5, 1.5]. Â ñëó÷àå êîððåëèðîâàííîñòè ïðèçíàêîâ òàêèì îáðàçîì

áóäåì ñýìïëèðîâàòü îðòîãîíàëüíóþ êîìïîíåíòó îäíîãî èç ïðèçíàêîâ, à òàêæå âñþ

ìàòðèöó ∆. �àññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå ñëó÷àè äëÿ X, w è ε.

1. Äâà àêòèâíûõ íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêà, w = (1, 1)T;

2. Îäèí àêòèâíûé íåçàâèñèìûé ïðèçíàê è îäèí èçáûòî÷íûé, íåçàâèñèìûé îò àê-

òèâíîãî, w = (1, 0)T

3. �àññìàòðèâàåì n = 10 ñîâïàäàþùèõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü X ñîñòîèò èç îäèíàêî-

âûõ ñòîëáöîâ, w = (1, 0, . . . , 0)T, ε1 = . . . = εm.

4. Òðîéêà ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ (òðåòèé ðàâåí ñóììå ïåðâûõ äâóõ),

X(1, 1, −1)T = 0, ε1 = ε2 = ε3, w = (1, 1)T.

5. Äâå ïàðû ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ (ïåðâûé è âòîðîé, òðåòèé è ÷åòâåð-

òûé), X(1, −1, 0, 0)T = 0, X(0, 0, 1, −1)T = 0, ε1 = ε2 = ε3 = ε4, w = (1, 0, 1, 0)T.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ïðèâåäåííûå ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíî. �àçìåð âûáîðêè âî

âñåõ ïðèìåðàõ ðàâåí m = 1000.
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Ñëó÷àé äâóõ àêòèâíûõ íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ. Â äàííîì ñëó÷àå w = [1, 1]T,
à ìàòðèöà X ñîñòîèò èç íåçàâèñèìî ñãåíåðèðîâàííûõ ïîêîìïîíåíòíî èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ U [−1.5, 1.5] ñòîëáöîâ. Áóäåì èçìåíÿòü èíòåíñèâíîñòü çàøóìëåíèÿ êàæäîãî èç

ïðèçíàêîâ ε1 è ε2. �àññìàòðèâàåì ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàò-

ðèöû êàê â ìíîæåñòâå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íà äèà-

ãîíàëè, òàê è â ìíîæåñòâå âñåõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

ñîîòâåñòâóþùåãî ðàçìåðà.

�àññìîòðèì êàê îäèíàêîâóþ èíòåíñèâíîñòü çàøóìëåíèÿ ε1 = ε2 = ε, òàê è íåîäè-
íàêîâóþ èíòåíñèâíîñòü ε1 6= ε2. Â ñëó÷àå îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ

èçìåíÿåì ε îò 0 äî 1, âûïîëíÿåì îòáîð ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìå-

òîäà äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö êîâàðèàöèè è ìàòðèö êîâàðèàöèè îáùåãî âèäà. Äëÿ

ïîëó÷åííûõ îöåíîê wMP â êàæäîì èç ñïîñîáîâ âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèå ìåðû êà÷åñòâà

Q1 =
1

m
‖p̂− p‖1, Q2 =

√

1

m
‖p̂− p‖22, ãäå

p̂ åñòü âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ (1) ïðè íàéäåííîìwMP âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè

êëàññó 1, à p åñòü èñòèííàÿ òàêàÿ âåðîÿíîñòü, íàéäåííàÿ ñ ïîìîùüþ (1) ïðè w =
(1, 1)T ïî íåçàøóìëåííûì ïðèçíàêàì.

Îäèíàêîâàÿ èíòåíñèâíîñòü çàøóìëåíèÿ. Â ñëó÷àå îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè

çàøóìëåíèÿ ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ε ∈ {0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95}.
Â òàáë. 7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ε.

Òàáëèöà 7: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè

ε A−1 Qdiag

1 Qfull

1 Qdiag

2 Qfull

2 w
diag

MP

wfull

MP

0

(
0.8385 0.7981
0.7981 0.7643

)

0.0188 0.0180 0.0207 0.0197 (0.905, 0.866)T (0.910, 0.872)T

0.1

(
1.0253 0.9725
0.9725 0.9227

)

0.0271 0.0265 0.0327 0.0321 (1.004, 0.952)T (1.010, 0.958)T

0.3

(
1.2632 1.1806
1.1806 1.1037

)

0.0776 0.0774 0.0966 0.0964 (1.114, 1.040)T (1.120, 1.047)T

0.5

(
0.7791 0.7437
0.7437 0.7102

)

0.1435 0.1433 0.1759 0.1758 (0.8700, 0.8293)T (0.8782, 0.8385)T

0.8

(
0.0428 0.0477
0.0477 0.0477

)

0.2057 0.2054 0.2410 0.2410 (0.178, 0.205)T (0.198, 0.222)T

0.9

(
0.0036 0.0047
0.0047 0.0064

)

0.2115 0.2110 0.2465 0.2460 (10−9, 0.036)T (0.049, 0.062)T

0.95 10−5

(
7.1 2.6
2.6 11.6

)

0.2119 0.2119 0.2467 0.2467 (0., 0.)T (5 · 10−4, 0.010)T

Èç òàáë. 7 çàêëþ÷àåì, ÷òî, êîãäà wfull

MP

ñóùåñòâåííî îòëè÷åí îò íóëÿ, òî â �îðìó-

ëå (??) ñëàãàåìîå wMPw
T

MP ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì, à ïîòîìó ìàòðèöà A−1
áëèçêà

ê ñîîòâåòñòâóþùåé âûðîæäåííîé ìàòðèöå ðàíãà 1. Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå íàáëþäàåò-

ñÿ è äëÿ äðóãèõ êîí�èãóðàöèé äàííûõ. Áëèçîñòü ìàòðèöû A−1
ê ìàòðèöå ðàíãà 1
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çàòðóäíÿåò åå ïðèìåíåíèå â ìåòîäå Áåëñëè, ïîñêîëüêó â òàêîì ñëó÷àå èçáûòî÷íû-

ìè ìîãóò îêàçàòüñÿ âñå ïðèçíàêè, êðîìå îäíîãî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîäîëåòü ýòó

ïðîáëåìó ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìàòðèöó A, êîòîðîå áó-

äåò ïîîùðÿòü ìàòðèöû áîëüøîãî ðàíãà. Êîíêðåòíûé âèä òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è

ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûé ðåçóëüòàòû åñòü ïðåäìåò äàëüíåéøåãî èññëå-

äîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëíîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé êà÷åñòâî ïðåäñêàçàíèé â òåðìè-

íàõ Q1 è Q2 íåñêîëüêî âûøå. Îäíàêî ðàçëè÷èå êðàéíå ìàëî è íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ

çíà÷èìûì. Ïðèâåäåì äàëåå çàâèñèìîñòè logαj , j = 1, 2 â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöû A = diag(α1, α2) îò íîìåðà èòåðàöèè (ñì. ðèñ. 7).

Èç ðèñ. 7 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé äî ñõîäèìîñòè ìåíåå 10, à

áîëüøåå ÷èñëî èòåðàöèé òðåáóåòñÿ òîëüêî â ïîãðàíè÷íîì ñëó÷àå (ε = 0.9). Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ïðè ε = 0.95 îáà ïðèçíàêà ïðèçíàþòñÿ íåèí�îðìàòèâíûìè, à ïðè ε = 0.9 �
îäèí èç íèõ. Ïåðåéäåì äàëåå ê ñëó÷àé ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ äëÿ äâóõ

ïðèçíàêîâ.

�àçíàÿ èíòåíñèâíîñòü çàøóìëåíèÿ äëÿ ïðèçíàêîâ ε1 6= ε2. Äëÿ ðàçíîé èí-

òåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ äëÿ ïðèçíàêîâ ðàññìîòðèì òðè ïàðû çíà÷åíèé èíòåíñèâíî-

ñòåé: (ε1, ε2) ∈ {(0., 0.99), (0.1, 0.9), (0.3, 0.8)}.

Òàáëèöà 8: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè

ε1 ε2 A−1 Qdiag

1 Qfull

1 Qdiag

2 Qfull

2 w
diag

MP

wfull

MP

0 0.99

(
0.6674 0.0395
0.0395 0.0024

)

0.1509 0.1509 0.1735 0.1737 (0.811, 0.)T (0.813, 0.048)T

0.1 0.9

(
0.8357 0.1353
0.1353 0.0222

)

0.1499 0.1495 0.1727 0.1728 (0.907, 0.095)T (0.910, 0.148)T

0.3 0.8

(
1.0934 0.3033
0.3033 0.0843

)

0.1519 0.1515 0.1795 0.1795 (1.037, 0.252)T (1.040, 0.289)T

Èç òàáë. 8 çàêëþ÷àåì, ÷òî, óìåíüøåíèÿ âåñà èëè ïîëíîå èñêëþ÷åíèå ïðèçíà-

êà ïðîèñõîäèò äëÿ áîëåå çàøóìëåííîãî ïðèçíàêà, ïðè÷åì òåì ñèëüíåå, ÷åì áîëüøå

èíòåíñèâíîñòü øóìà ε2. Ïðèâåäåì äàëåå çàâèñèìîñòè logαj , j = 1, 2 â ñëó÷àå äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöû A = diag(α1, α2) îò íîìåðà èòåðàöèè (ñì. ðèñ. 8).

Èç ðèñ. 8 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñõîäèìîñòü èòåðàòèâíîãî ìåòîäà ïðîèñõîäèò çà

íåñêîëüêî ïåðâûõ èòåðàöèé è ïðèìåðíî çà 20 èòåðàöèé äëÿ ñëó÷àÿ èñêëþ÷åíèÿ îä-

íîãî èç ïðèçíàêîâ. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî îöåíêà îáðàòíîé àïðèîðíîé äèñïåðñèè âûøå

äëÿ ïðèçíàêà ñ áîëüøîé èíòåíñèâíîñòüþ çàøóìëåííîñòè.

Ñëó÷àé, êîãäà åñòü îäèí èí�îðìàòèâíûé ïðèçíàê è îäèí èçáûòî÷íûé,

íåçàâèñèìûé îò àêòèâíîãî. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà X èìååò

n = 2 ñòîëáöà, ïåðâûé ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ èí�îðìàòèâíûì, à âòîðîé íåèí�îðìàòèâ-

íûì, íåçàâèñèìûì îò ïåðâîãî. �åíåðàöèþ âûáîðêè ïðîèçâîäèì ñ w = [1, 0]T. Èíòåí-
ñèâíîñòè çàøóìëåííîñòè ïðèçíàêîâ ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè äëÿ äâóõ ïðèçíàêîâ, òî

åñòü ε1 = ε2 = ε. Ïðèâåäåì äëÿ ðàçíûõ ε ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êàæäîãî

èç ìåòîäîâ ðåçóëüòàòîâ (ñì. òàáë. 9).
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�èñ. 7: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2 îò íîìåðà èòåðà-

öèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε
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�èñ. 8: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2 îò íîìåðà èòåðà-

öèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòåé çàøóìëåíèÿ ε1, ε2
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Òàáëèöà 9: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè

ε 0 0.1 0.3 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 0.99

wdiag

1 1.091 1.204 1.340 1.092 0.824 0.547 0.421 0.307 0.112 0.017 0

wfull

1 1.092 1.205 1.341 1.092 0.823 0.546 0.420 0.308 0.125 0.058 0.022

wdiag

2 0 0 0 0 0 0 0.008 0.024 0.041 0.044 0.046

wfull

2 -0.042 -0.041 -0.025 0.027 0.051 0.086 0.093 0.095 0.084 0.069 0.054

Qdiag

1 0.013 0.021 0.064 0.113 0.134 0.152 0.159 0.164 0.171 0.172 0.172

Qfull

1 0.014 0.022 0.064 0.113 0.134 0.152 0.159 0.165 0.171 0.172 0.172

Qdiag

2 0.014 0.025 0.076 0.138 0.163 0.180 0.186 0.190 0.194 0.195 0.195

Qfull

2 0.016 0.026 0.076 0.139 0.163 0.180 0.186 0.190 0.194 0.195 0.195

Òåñò. Qdiag

1 0.013 0.021 0.064 0.113 0.135 0.153 0.160 0.166 0.172 0.174 0.174

Òåñò. Qfull

1 0.014 0.022 0.064 0.114 0.135 0.153 0.160 0.166 0.172 0.173 0.174

Òåñò. Qdiag

2 0.014 0.025 0.076 0.140 0.165 0.181 0.187 0.190 0.195 0.195 0.196

Òåñò. Qfull

2 0.016 0.026 0.076 0.140 0.165 0.181 0.187 0.191 0.195 0.195 0.196

�åçóëüòàòû èç òàáë. 9 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ äî ε = 0.7
âêëþ÷èòåëüíî èí�îðìàòèâíûé ïðèçíàê ïðèçíàåòñÿ èí�îðìàòèâíûì, à íåèí�îðìà-

òèâíûé �èëüòðóåòñÿ êàê èçáûòî÷íûé. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè

çàøóìëåíèÿ �èëüòðàöèè èçáûòî÷íîãî ïðèçíàêà íå ïðîèñõîäèò,à ïðè ε = 0.99 ìåòîä
îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ìíîæåñòâå äèàãîíàëüíûõ óäàëÿåò èí�îðìàòèâíé

ïðèçíàê êàê èçáûòî÷íûé. Òàêîå ïîâåäåíèå ìåòîäà îòáîðà ïðèçíàêîâ âûçâàíî òåì, ÷òî

êîððåëÿöèÿ çàøóìëåííîãî èí�îðìàòèâíîãî ïðèçíàêà ñ öåëåâûì âåêòîðîì y ðàâíà

0.0196, à äëÿ çàøóìëåííîãî èí�îðìàòèâíîãî � 0.0446. Ïðèâåäåì íà ðèñ. 9� 11 çàâèñè-

ìîñòè îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé αj ïàðàìåòðîâ wj îò íîìåðà èòåðàöèè

äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàâøèõñÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �èëüòðàöèÿ íåèí�îðìàòèâíîãî ïðèçíàêà ïðîèñõî-

äèëà âïëîòü äî èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε = 0.7.

Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðèçíàêîâ. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé,

êîãäà ìàòðèöà X èìååò n = 10 îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ, à èíòåíñèâíîñòü çàøóìëåíèÿ

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü ε1 = . . . = ε10 = ε. Â êà÷åñòâå èíòåíñèâíîñòè

çàøóìëåíèÿ ðàññìàòðèâàåì ε ∈ {0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.99}. �åíåðàöèþ âûáîðêè

ïðîèçâîäèì ñ w = [1, 0, . . . , 0]T.
Áóäåì íàçûâàòü ïðèçíàê ñ íîìåðîì j àêòèâíûì, åñëè ìîäóëü ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïàðàìåòðà |wj| ≥ 0.01. Ïðèâåäåì äëÿ ðàçíûõ ε ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ

êàæäîãî èç ìåòîäîâ ðåçóëüòàòîâ (ñì. òàáë. 10).
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�èñ. 9: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2 îò íîìåðà èòåðà-

öèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε
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�èñ. 10: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2 îò íîìåðà èòå-

ðàöèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε

44



5 10 15 20 25

3.8

4

4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

5.4

Iteration

lo
g
α
j

 

 

j=1
j=2

(à) ε = 0.9

10 20 30 40 50

5

5.5

6

Iteration

lo
g
α
j

 

 

j=1
j=2

(á) ε = 0.95

5 10 15 20

6

8

10

12

14

16

18

20

22

Iteration

lo
g
α
j

 

 

j=1
j=2

(â) ε = 0.99

�èñ. 11: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2 îò íîìåðà èòå-

ðàöèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε
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Òàáëèöà 10: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè

ε 0 0.1 0.3 0.5 0.8 0.9 0.95 0.99

# àêòèâí. äèàã. 10 3 3 7 7 6 5 4

# àêòèâí. ïîëí. 10 10 10 10 10 10 10 9

Qdiag

1 0.0157 0.0250 0.0431 0.0614 0.1329 0.1613 0.1677 0.1696

Qfull

1 0.0157 0.0453 0.0475 0.0621 0.1301 0.1588 0.1676 0.1706

Qdiag

2 0.0176 0.0305 0.0535 0.0782 0.1613 0.1894 0.1954 0.1974

Qfull

2 0.0176 0.0548 0.0606 0.0796 0.1593 0.1885 0.1964 0.1999

Òåñò. Qdiag

1 0.0160 0.0271 0.0453 0.0674 0.1434 0.1698 0.1750 0.1754

Òåñò. Qfull

1 0.0160 0.0453 0.0517 0.0696 0.1413 0.1681 0.1748 0.1761

Òåñò. Qdiag

2 0.0177 0.0327 0.0555 0.0835 0.1726 0.1974 0.2019 0.2023

Òåñò. Qfull

2 0.0177 0.0565 0.0642 0.0865 0.1718 0.1985 0.2043 0.2050

∑n
j=1w

diag

j 0.953 0.986 1.198 1.470 1.208 0.449 0.131 -0.0943

∑n
j=1w

full

j 0.953 0.974 1.209 1.517 1.389 0.666 0.225 -0.106

∑n
j=1 |w

diag

j | 0.953 1.663 1.198 1.470 1.208 0.523 0.375 0.414

∑n
j=1 |wfull

j | 0.953 6.920 2.685 1.955 1.509 1.043 0.810 0.701

�åçóëüòàòû èç òàáë. 10 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ìàëîì çàøóìëåíèè (ε = 0, 0.1) ìå-
òîä ñ íàõîæäåíèåì êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ìíîæåñòâå äèàãîíàëüíûõ ðàáîòàåò

ëó÷øå, â òîì ÷èñëå íà òåñòîâîé âûáîðêå, ÷åì ìåòîä ñ íàõîæäåíèåì êîâàðèàöèîí-

íîé ìàòðèöû îáùåãî âèäà. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè êîý��èöèåíòà çàøóìëåíèÿ äâà

ìåòîäà äàþò ñõîäíîå êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ïðè-

çíàêîâ îïðàâäàííûì ÿâëÿåòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå ñ ðàâíûìè âåñàìè, ïîñêîëüêó â ñèëó

íåçàâèñèìîñòè øóìà ýòî ïîçâîëèò ñîêðàòèòü äèñïåðñèþ øóìà â ðåçóëüòðóþùåé ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè íàèëó÷øèì îáðàçîì. Òàêàÿ êîí�èãóðàöèÿ âåñîâ íàáëþäàåòñÿ

òîëüêî ïðè ìàëîì çàøóìëåíèè, òîëüêî ïðè ε = 0 èç ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé èíòåí-
ñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ÷òî ìåòîä ñ îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â

ìíîæåñòâå âñåõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà îáëàäàåò áîëü-

øåé àáñîëþòíîé ñóììîé îòðèöàòåëüíûõ âåñîâ, ÷òî âûðàæàåòñÿ â áîëüøîì îòíîøå-

íèè (
∑n

j=1 |wj|−
∑n

j=1wj)/
∑n

j=1 |wj|. Èñïîëüçîâàíèå çàøóìëåííûõ ïðèçíàêîâ ñ îòðè-
öàòåëüíûìè âåñàìè ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì, ïîñêîëüêó òàêîâîå îçíà÷àåò ïîïûòêó

êîìïåíñàöèè øóìîâ çà ñ÷åò âû÷èòàíèÿ ïðèçíàêîâ, îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî â ñèëó

íåçàâèñèìîñòè øóìîâ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè áîëüøîé çàøóìëåííîñòè (ε = 0.99)
ñóììà âåñîâ ïðèçíàêîâ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé, òî åñòü ïðè òàêîé çàøóìëåííî-

ñòè èçâëå÷åíèå çàâèñèìîñòè èç äàííûõ ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì ïðè äàííîì ÷èñëå

îáúåêòîâ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ñïîñîáà.

Íà ðèñ. 12 � 13 ïðèâåäåì çàâèñèìîñòè îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé

αj ïàðàìåòðîâ wj îò íîìåðà èòåðàöèè äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàâøèõñÿ çíà÷åíèé èíòåí-

ñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε.
�èñ. 12 è 13 ïîêàçûâàþò, ÷òî íåêîòîðàÿ äîëÿ ïðèçíàêîâ ñ÷èòàþòñÿ èçáûòî÷íû-

ìè, à îöåíêè îáðàòíûõ äèñïåðñèé îñòàëüíûõ ñõîäÿòñÿ çà ìàëîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Ñëó÷àé òðîéêè ìóëüòèêîëëèíåàðíûõ ïðèçíàêîâ. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé,

êîãäà ìàòðèöà X èìååò n = 3 ñòîëáöà, ïðè÷åì òðåòèé ïðèçíàê ðàâåí ïîëóñóììå ïåð-
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�èñ. 12: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2, . . . , α10 îò íîìåðà
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âûõ äâóõ, òî åñòü X[1, 1, −2]T = 0. �åíåðàöèþ âûáîðêè ïðîèçâîäèì ñ w = [1, 1, 0]T.
Èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåííîñòè ïðèçíàêîâ ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ òðåõ ïðè-

çíàêîâ, òî åñòü ε1 = ε2 = ε3 = ε. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð âåñîâ ïðèçíàêîâ, ìèíèìèçèðó-
þùèé äèñïåðñèþ øóìà åñòü w1 = w2 = w3 = 2/3. Ïðèâåäåì äëÿ ðàçíûõ ε ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êàæäîãî èç ìåòîäîâ ðåçóëüòàòîâ (ñì. òàáë. 11).

Òàáëèöà 11: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè

ε 0 0.1 0.3 0.5 0.8 0.9 0.95 0.99

wdiag

1 0 1.122 0.975 0.777 0.203 0.009 0 0

wfull

1 881.6 1.197 0.968 0.787 0.232 0.084 0.028 -0.008

wdiag

2 0 1.073 0.995 0.889 0.417 0.276 0.211 0.165

wfull

2 881.6 1.148 0.988 0.896 0.421 0.273 0.210 0.166

wdiag

3 1.997 0 0.525 0.607 0.169 0 0 0

wfull

3 -1761.2 -0.140 0.567 0.625 0.204 0.070 0.018 -0.015

Qdiag

1 2.5 ·10−4
0.0216 0.0640 0.1225 0.1988 0.2091 0.2107 0.2117

Qfull

1 0.008 0.0230 0.0635 0.1223 0.1982 0.2081 0.2107 0.2117

Qdiag

2 2.8 ·10−4
0.0276 0.0817 0.1535 0.2353 0.2461 0.2473 0.2479

Qfull

2 0.0101 0.0293 0.0812 0.1549 0.2350 0.2448 0.2471 0.2480

Òåñò. Qdiag

1 2.5 ·10−4
0.0211 0.0643 0.1243 0.2016 0.2122 0.2126 0.2125

Òåñò. Qfull

1 0.0075 0.0225 0.0643 0.1241 0.2006 0.2101 0.2121 0.2127

Òåñò. Qdiag

2 2.8 ·10−4
0.0272 0.0821 0.1535 0.2350 0.2461 0.2464 0.2461

Òåñò. Qfull

2 0.010 0.0290 0.0816 0.1548 0.2345 0.2437 0.2457 0.2464

�åçóëüòàòû èç òàáë. 11 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè çàøóìëåíèÿ (ε = 0)
ìåòîä ñ íàõîæäåíèåì êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ìíîæåñòâå äèàãîíàëüíûõ ðàáîòàåò

ëó÷øå, â òîì ÷èñëå íà òåñòîâîé âûáîðêå, ÷åì ìåòîä ñ íàõîæäåíèåì êîâàðèàöèîííîé

ìàòðèöû îáùåãî âèäà. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè êîý��èöèåíòà çàøóìëåíèÿ äâà ìå-

òîäà äàþò ñõîäíîå êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ. Ïðè îòñóòñòâèè çàøóìëåíèÿ ìåòîä ñ îöåí-

êîé ïîëíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äàåò îöåíêó âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ñ áîëüøîé

íîðìîé, ïîñêîëüêó îöåíêà ïîëíîé ìàòðèöû A äàåò âûðîæäåííûé ðåçóëüòàò. Îòìå-

òèì, îäíàêî, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì äâóì ïðèçíàêàì

(α11 = 7.5 · 103, α22 = 8.6 · 103) çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò,

ñîîòâåòñòâóþùèé òðåòüåìó ïðèçíàêó (α33 = 12.3), òî åñòü ïðè îòáîðå ñ ïîìîùüþ

ïðåäëîæåííîé ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè ïåðâûå äâà ïðèçíàêà èñêëþ÷àþòñÿ êàê

èçáûòî÷íûå.

Íà ðèñ. 14 � 15 ïðèâåäåì çàâèñèìîñòè îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé

αj ïàðàìåòðîâ wj îò íîìåðà èòåðàöèè äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàâøèõñÿ çíà÷åíèé èíòåí-

ñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε.
�èñ. 14 è 15 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ äâà èç

òðåõ ïðèçíàêîâ ñ÷èòàþòñÿ èçáûòî÷íûìè, à îñòàâøèéñÿ òàêæå èìååò áîëüøîå çíà÷å-

íèå îáðàòíîé àïðèîðíîé äèñïåðñèè, òî åñòü áëèçîê ê èçáûòî÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî

äàæå ïðè èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ, áëèçêîé ê 1, òî åñòü ε = 0.99, çàøóìëåííûå
ïðèçíàêè ñîäåðæàò íåêîòîðóþ èí�îðìàöèþ îá èñõîäíîé íåçàøóìëåííîé ìàòðèöå

ïðèçíàêîâ. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïðèçíàêè ñýìïëèðóþòñÿ íåçàâèñèìî îò
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öåëåâîé ïåðåìåííîé y.

Ñëó÷àé, êîãäà âñå ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè. �àññìîòðèì ñëó÷àé,

êîãäà âñå n = 10 ïðèçíàêîâ ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè, òî åñòü ñýìïëèðîâàëèñü íåçà-

âèñèìî îò öåëåâîé ïåðåìåííîé y, êîòîðàÿ îïðåäåëÿëàñü â ñîîòâåòñòâèè ñ (1), íî ïî

ìàòðèöå X, ñòîëáöû êîòîðîé ñýìïëèðîâàëèñü íåçàâèñèìî îò óêàçàííûõ ïðèçíàêîâ.

Òàê êàê ÷èñëî îáúåêòîâ m êîíå÷íî (â ðàññìàòðèâàâøèõñÿ âûáîðêàõ m = 1000), ïðè
óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïðèçíàêîâ ðàñòåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìåæäó y è îäíèì èç ïðè-

çíàêîâ âîçíèêíåò çíà÷èìî îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîððåëÿöèÿ, õîòÿ ïðèçíàêè è ñýìïëèðó-

þòñÿ íåçàâèñèìî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â äîïîëíåíèå ê óæå îïèñàííîé âûáîðêå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ âûáîðêà ñ òåì æå ÷èñëîì ïðèçíàêîâ, â êîòîðîé ïðèçíàêè îðòîãîíàëèçîâàíû

ïî îòíîøåíèþ ê y.

�åçóëüòàòîì, êîòîðûé îæèäàåòñÿ îò àëãîðèòìà îòáîðà ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ ïðè-

çíàíèå âñåõ ïðèçíàêîâ èçáûòî÷íûìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ

∑10
j=1 |wj| = 0. �å-

çóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ìíîæåñòâå

äèàãîíàëüíûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö è â ìíîæåñòâå âñåõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö

ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà ïðèâåäåíû â òàáë. 12. ndiag

a
t

è nfull

a
t

åñòü êîëè÷åñòâî àêòèâ-

íûõ ïðèçíàêîâ, òî åñòü ïðèçíàêîâ ñ |wj| > 0.01, äëÿ îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
â ðàìêàõ ìíîæåñòâà äèàãîíàëüíûõ è ìíîæåñòâà âñåõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèöû ñî-

îòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 12: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè â ñëó÷àå, êîãäà âñå ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè

Íåîðòîãîíàëèçîâàííûå ïðèçíàêè Îðòîãîíàëèçîâàííûå ïðèçíàêè

∑n
j=1 |w

diag

j | 0.351 0.

∑n
j=1 |wfull

j | 0.692 4.7 ·10−4

ndiag

a
t

4 0

nfull

a
t

10 0

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû (12) ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ïðèçíàêè îðòîãîíàëüíû öå-

ëåâîé ïåðåìåííîé, îáà ìåòîäà ïðèçíàþò èõ íåèí�îðìàòèâíûìè. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ

îðòîãîíàëèçàöèè â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà îáúåêòîâ è âîçíèêíîâåíèÿ îòëè÷íûõ îò íó-

ëÿ êîððåëÿöèé ñ âåêòîðîì öåëåâûõ ïåðåìåííûõ y, èçáûòî÷íûå ïðèçíàêè ïîëó÷àþò

íåíóëåâîé âåñ, õîòÿ è ìàëûé. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ó÷åòà äàííîé ïðîáëåìû, âîçìîæíî

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ, àíàëîãè÷íûõ ìåòîäàì êîíòðîëÿ çà çíà÷èìîñòüþ ïðè ìíîæå-

ñòâåííîé ïðîâåðêå ãèïîòåç [56℄. Çàâèñèìîñòü îöåíîê àïðèîðíûõ îáðàòíûõ äèñïåðñèé

îò íîìåðà èòåðàöèè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 16.

Ñëó÷àé äâóõ ïàð àêòèâíûõ ïðèçíàêîâ. �àññìîòðèì ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ

n = 4 ïðèçíàêà, êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ïàðû ñîâïàäàþùèõ, à ïðèçíàêè èç

ðàçíûõ ïàð íåçàâèñèìû, X[1, −1, 0, 0]T = 0, X[0, 0, 1, −1]T = 0. �åíåðàöèÿ äàííûõ

ïðîèçâîäèòñÿ ñ w = [1, 0, 1, 0]T. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ èíòåí-

ñèâíîñòåé çàøóìëåíèÿ, òî åñòü ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = ε. �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ

ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìûõ äâóõ ìåòîäîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 13.
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�èñ. 16: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2, . . . , α10 îò íîìåðà

èòåðàöèè äëÿ îðòîãîíàëèçîâàííûõ è íåîðòîãîíàëèçîâàííûõ ïðèçíàêîâ

Òàáëèöà 13: �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè

ìîäåëè

ε 0 0.1 0.3 0.5 0.8 0.9 0.95 0.99

wdiag

1 0.509 0.301 0.613 0.617 0.217 0.073 0 0

wfull

1 -0.744 0.466 0.629 0.631 0.249 0.109 0.051 0.019

wdiag

2 0.509 0.822 0.703 0.680 0.279 0.132 0.061 0

wfull

2 1.768 0.667 0.705 0.690 0.296 0.147 0.082 0.043

wdiag

3 0.473 0.451 0.582 0.559 0.182 0.027 0 0

wfull

3 0.520 0.497 0.594 0.571 0.210 0.084 0.034 0.007

wdiag

4 0.473 0.581 0.582 0.512 0.042 0 0 -0.034

wfull

4 0.430 0.547 0.596 0.531 0.112 -0.009 -0.044 -0.057

Qdiag

1 0.0081 0.0176 0.0560 0.1136 0.1949 0.2057 0.2083 0.2087

Qfull

1 0.0077 0.0166 0.0557 0.1131 0.1942 0.2049 0.2073 0.2080

Qdiag

2 0.0101 0.0231 0.0717 0.1406 0.2298 0.2410 0.2437 0.2440

Qfull

2 0.0098 0.0218 0.0715 0.1405 0.2291 0.2403 0.2427 0.2434

Òåñò. Qdiag

1 0.0083 0.0179 0.0563 0.1134 0.1941 0.2027 0.2035 0.2032

Òåñò. Qfull

1 0.0078 0.0169 0.0559 0.1128 0.1924 0.2025 0.2038 0.2038

Òåñò. Qdiag

2 0.0104 0.0231 0.0712 0.1406 0.2286 0.2374 0.2388 0.2388

Òåñò. Qfull

2 0.0100 0.0219 0.0709 0.1403 0.2273 0.2371 0.2388 0.2390

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ âåñîâîé âåêòîð

(0.5, 0.5, 0.5, 0.5)T ìèíèìèçèðóåò äèñïåðñèþ øóìà â ïîëó÷åííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ïðè óñëîâèè, ÷òî w1+w2 = 1, w3+w4 = 1. Ïðè ìàëîì çàøóìëåíèè (ε = 0.1) íàáëþäà-
åòñÿ áëèçîñòü îöåíêè ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ê óêàçàííûì çíà÷åíè-

ÿì, à ïðè îòñóòñòâèè øóìà ìåòîä ñ îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ìíîæåñòâå

âñåõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà èìååò w1 < 0, w2 > 1. Îòìå-
òèì, ÷òî íà ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ øóìà óêàçàííîå çàìå÷àíèå íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, ïî-

ñêîëüêó äèñïåðñèÿ øóìà â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíà íóëþ ïðè ëþáîé êîìáèíàöèè

âåñîâ. �åçóëüòàòû èç òàáë. 13 òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîý��èöèåíòà

çàøóìëåíèÿ äâà ìåòîäà äàþò ñõîäíîå êà÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ.
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Íà ðèñ. 17 � 18 ïðèâåäåì çàâèñèìîñòè îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé

αj ïàðàìåòðîâ wj îò íîìåðà èòåðàöèè äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàâøèõñÿ çíà÷åíèé èíòåí-

ñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε.
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�èñ. 17: Çàâèñèìîñòü îöåíîê îáðàòíûõ àïðèîðíûõ äèñïåðñèé α1, α2, α3, α4 îò íîìåðà

èòåðàöèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε

�èñ. 17 è 18 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ òðè èç

÷åòûðåõ ïðèçíàêîâ ñ÷èòàþòñÿ èçáûòî÷íûìè, à îñòàâøèéñÿ òàêæå èìååò áîëüøîå çíà-

÷åíèå îáðàòíîé àïðèîðíîé äèñïåðñèè, òî åñòü áëèçîê ê èçáûòî÷íîñòè.
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èòåðàöèè â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè çàøóìëåíèÿ ε
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êëàññè�èêàöèè íà äâà êëàññà. Ïðåäëîæåíû ðåøå-

íèÿ äëÿ òðåõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññè�èêàöèè: óäàëåíèå

îáúåêòîâ âûáðîñîâ èç âûáîðêè, îòáîð èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ, ó÷åò íåîäíîðîäíî-

ñòè äàííûõ. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îòáîðà îáúåêòîâ è �èëüòðàöèè âûáðîñîâ îñ-

íîâàí íà ïðåäëîæåííîé �óíêöèè ñïåöè�è÷íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî óëó÷øåíèå êà÷åñòâà

êàê íà èñõîäíîé, òàê è íà òåñòîâîé âûáîðêå, ñâÿçàííîå ñ îòáîðîì îáúåêòîâ, ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûì. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñ äðóãèìè

íà ÷åòûðåõ ðåàëüíûõ âûáîðêàõ äàííûõ, à òàêæå íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, èìå-

þùèõ êëàñòåðèçîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì

ðàáîòàåò ëó÷øå â òåðìèíàõ �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà AUC íà äàííûõ, èìåþùèõ êëà-

ñòåðèçîâàííûå è íåêëàñòåðèçîâàííûå âûáðîñû, ÷åì äðóãèå ìåòîäû. Ïðåäëîæåííûé

àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà îöåíêå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðà-

ìåòðîâ, áûë ïðîòåñòèðîâàí íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ, ìîäåëèðóþùèõ ðàçíûå ñëó÷àè

ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ìåæäó ïðèçíàêàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäå-

ëàòü âûâîä î ïðèìåíèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ. Ñòîèò,

îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ìíîæåñòâå ïðîèçâîëüíûõ

êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö, òðåáóåò îöåíêè áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ïî äàííûì, à

ðåçóëüòàò áëèçîê ê ìàòðèöå ðàíãà 1. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè

îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå ìàòðèöû êîâàðèàöèè, íàïðèìåð, ïóòåì ââåäåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó.
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