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Àííîòàöèÿ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ ìåòîäà âûáîðà îïòèìàëüíîé ñêîðèíãîâîé ìî-

äåëè. Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè íåâîçâðàòà êðåäèòà èñïîëüçóåòñÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ

ðåãðåññèÿ. Ñ öåëüþ ó÷åòà ýêñïðåòíîãî ìíåíèÿ ââîäÿòñÿ ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûå

îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëè. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ îòáèðàòü ïðèçíàêè ñ

ïîìîùüþ øòðàôà elastic-net.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, elastic-net, ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûå

îãðàíè÷åíèÿ, áàíêîâñêèé ñêîðèíã, îòáîð ïðèçíàêîâ.

3



1 Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷à áàíêîâñêîãî êðåäèòíîãî ñêîðèíãà àêòóàëüíà â ñâÿ-
çè ñ òåì, ÷òî áàíêè âûäàþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ. Òàê, íà
2013 ãîä â Ðîññèè âûäàíî êðåäèòîâ áîëåå ÷åì íà 8,8 òðèëëèîíîâ ðóáëåé. Ðåøåíèå î
âûäà÷å êðåäèòà çàåìùèêà ïðèíèìàåòñÿ ëèáî ýêñïåðòîì-àíàëèòèêîì, ëèáî ñêîðèíãî-
âîé ñèñòåìîé: àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìîé, îöåíèâàþùåé âåðîÿòíîñòü íåâîçâðàòà
êðåäèòà ïî ïðåäîñòàâëåííûì çàåìùèêîì äàííûì).
Ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ ýêñïåðòíûå îöåíêè òåðÿþò àêòóàëü-
íîñòü, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åííîå ÷èñëî àíàëèòèêîâ íå ìîæåò îáðàáîòàòü âñå ïîñòóïà-
þùèå çàÿâêè. Îäèí êðåäèòíûé èíñïåêòîð îáðàáàòûâàåò, êàê ïðàâèëî, íå áîëåå 12-15
çàÿâîê â äåíü. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî áîëüøèíñòâî áàíêîâ èñïîëüçóåò ñêîðèí-
ãîâûå ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå, ìíåíèå ýêñïåðòà íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïðè ïîñòðîåíèè
ñêîðèíãîâîé ìîäåëè. Íàçîâåì ñêîðèíãîâîé ìîäåëüþ îòîáðàæåíèå èç ïðèçíàêîâîãî
ïðîñòðàíñòâà â îòðåçîê [0; 1], çíà÷åíèÿ èç ýòîãî îòðåçêà - îöåíêà âåðîÿòíîñòè íåâîç-
âðàòà êðåäèòà. Çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ ôîðìèðóþòñÿ íà îñíîâå ïðåäîñòàâëåííûõ çàåì-
ùèêîâ äàííûõ.
Äëÿ ó÷åòà ýêñïåðòíîãî ìíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûå îãðàíè-

÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âåñîâ ïðèçíàêîâ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ áóäóò
îòðàæàòü ìíåíèå ýêñïåðòà-àíàëèòèêà î òîì, êàêèå èìåííî äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû
âåñà ïðèçíàêîâ â ïîñòðîåííîé ìîäåëè. Äðóãîé îñîáåííîñòüþ äàííûõ îãðàíè÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ïðè âûáîðå îïòèìàëüíîé ìîäåëè, áóäóò çà-
âåäîìî èíòåðïåðòèðóåìû ýêñïåðòîì. Áîëåå ïîäðîáíî ïðèìåðû òàêèõ îãðàíè÷åíèé è
èõ âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ áóäóò îïèñàíû â äàííîé ðàáîòå â ðàçäåëå "Ïðàêòè÷åñêîå
ïðèìåíåíèå".
Äëÿ ñîçäàíèÿ ñêîðèíãîâîé ìîäåëè íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ñïèñîê ïðèçíàêîâ-äàííûõ,
êîòîðûå íóæíî ïîëó÷èòü îò çàåìùèêà. Òàê, â áîëüøèíñòâî ñêîðèíãîâûõ êàðòàõ âõî-
äÿò ñëåäóþùèå ïîëÿ:

• ïðîæèâàíèå;

• ñðîê ïðîæèâàíèÿ â ðåãèîíå;

• ñòàæ ðàáîòû íà ïîñëåäíåì ìåñòå;

• âîçðàñò;

• çàðàáîòíàÿ ïëàòà;

• ñåìåéíîå ïîëîæåíèå;

• îáðàçîâàíèå è ò.ä.

Íå âñå ïîëó÷åííûå îò çàåìùèêà äàííûå ìîãóò áûòü äîñòîâåðíû, êðîìå òîãî, íàëè-
÷èå èçáûòî÷íûõ ïðèçíàêîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïåðåîáó÷åíèþ ìîäåëè. Ïðåäëàãàåòñÿ
îòáèðàòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ � äàííûõ, êîòîðûå ïðîâå-
ðÿþòñÿ íà èñòèííîñòü è êîòîðûå êîððåëèðóþò ñ âåðîÿòíîñòüþ íåâîçâðàòà êðåäèòà.
Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü øòðàôíóþ ôóíêöèþ elastic-net.
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Öåëü ðàáîòû. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì âûáîðà îïòèìàëüíîé áàíêîâñêîé ñêîðèíãîâîé
ìîäåëè, îòáèðàþùèé ïðèçíàêè è ó÷èòûâàþùèé ýêñïåðòíîå ìíåíèå (âûðàæåííîå â
âèäå ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé); ðåøèòü çàäà÷ó îöåíêè âåðîÿòíîñòè íåâîç-
âðàòà êðåäèòà ñ ó÷åòîì ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëèñü ïðèíöèï íàè-
áîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè è ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

• Ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè âåðîÿòíîñòè íåâîçâðàòà êðåäèòà ñ ó÷åòîì ïðåäìåòíî-
ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé.

• Ðàçðàáîòàíà è îáîñíîâàíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â [1].

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé ìîäóëü, êîòîðûé íàõîäèò îï-
òèìàëüíûå ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè, íàõîäèò âåñà ïðèçíàêîâ ìîäåëè, îòáè-
ðàåò ïðèçíàêè, ó÷èòûâàåò ââåäåííûå îãðàíè÷åíèÿ, âèçóàëèçèðóåò ðåçóëüòàòû.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

• Ââåäåíèå ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé.

• Ðåøåíèå çàäà÷è îöåíêè âåðîÿòíîñòè íåâîçâðàòà êðåäèòà ñ ó÷åòîì ïðåäìåòíî-
ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé.

• Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñêîðèíãîâîé ìîäå-
ëè.

Èñïûòàíèÿ íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Ðåçóëüòàòû êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòû áàêà-
ëàâðà áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ êîíêóðñíîé çàäà÷è ÎÒÏ Áàíêà ïî êëàññè-
ôèêàöèè çàåìùèêîâ. Äàííûå áûëè ïðåäîñòàâëåíû íà êîíôåðåíöèè ÌÌÐÎ-15.

Îáçîð ëèòåðàòóðû. Ââåäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Øòðàôíàÿ ôóíê-
öèÿ (ðåãóëÿðèçàòîð) P (β) � ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è íå çà-
âèñÿùàÿ îò äàííûõ, îãðàíè÷èâàþùàÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â íàøåì ñëó÷àå
ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû β ïðèçíàêîâ, âñåãî èõ p. Ðåãóëÿðèçà-
òîð ñêëàäûâàåòñÿ ñ ôóíêöèåé îòðèöàòåëüíîãî ëîã-ïðàâäîïîäîáèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì-
ñòðóêòóðíûì ïàðàìåòðîì (îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî λ). Ïîñëå ýòîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à
ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëó÷èâøåéñÿ öåëåâîé ôóíêöèè è îïòèìàëüíûõ ïðà-
ìåòðîâ ìîäåëè, äîñòàâëÿþùèõ ýòî ìèíèìóì:

[β0,β] = arg min
β0∈R,β∈Rp

(−L(β0,β) + λPα(β)).

Â ñëó÷àå, åñëè ðåãóëÿðèçàòîð ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, äîìíîæåííûõ íà
êîýôôèöèåíòû, òî ýòè êîýôôèöèåíòû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ñòðóêòóðíûìè ïàðà-
ìåòðàìè.
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Ðåãóëÿðèçàòîðû ñëóæàò, êàê ïðâàèëî äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðèçíàêîâîãî
ïðîñòðàíñòâà. Íåêîòîðûå èç ðåãóëÿçèòàðîâ îáëàäàþò ñåëåêòèâíûìè ñïîñîáíîñòÿìè,
ò.å. ñ èõ ïîìîùüþ îáíóëÿþòñÿ íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû ïðèçíàêîâ.
Âïåðâûå øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ elastic-net áûëà ïðåäñòàâëåíà â [2] äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé
ðåãðåññèè. Äî ýòîãî ñóùåñòâîâàëè òàêèå òèïû ðåãóëÿðèçàòîðîâ, êàê:

• ëàññî (L1�ðåãóëÿðèçàöèÿ) [3]

λP(β) = λ||β||1 = λ

p∑
j=1

|βj|;

• ðåãóëÿðèçàòîð Òèõîíîâà (L2�ðåãóëÿðèçàöèÿ, ìîæíî âñòðåòèòü íàçâàíèå ðèäæ)
[4]

λP (β) = λ||β||22 = λ

p∑
j=1

β2
j .

Îïèøåì ñâîéñòâà ýòèõ ðåãóëÿðèçàòîðîâ. Ëàññî îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòáîðà ïðèçíà-
êîâ, íî â ñëó÷àå ñèëüíî êîððåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ îíî îòáèðàåò âñåãî îäèí èç
íèõ [5]. Êðîìå òîãî, äàííûé øòðàô íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì.
Ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàòîðà Òèõîíîâà ñæèìàþòñÿ, íî íå îáíóëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû
ïðèçíàêîâ. Elastic-net � ýòî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëàññî è ðåãóëÿðèçàòîðà Òèõîíî-
âà [2]:

λPα(β) = λ

(
1− α
2
||β||22 + α||β||1

)
= λ

p∑
j=1

(
1

2
(1− α)β2

j + α|βj|
)
.

Ñ ïîìîùüþ elastic-net ìîæíî îòáèðàòü âñå êîððåëèðîâàííûå ïðèçíàêè è îáíóëÿòü
êîýôôèöèåíòû. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ïðîáëåìà íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè â íóëå, à
òàêæå êîëè÷åñòâî ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èëîñü äî äâóõ (ó ëàññî è ðåãóëÿ-
ðèçàòîðà Òèõîíîâà îí âñåãî îäèí). Â [1] áûë ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïðèçíàêîâ â ñëó÷àå îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé â
ñëó÷àå ðåãóëÿðèçàòîðà elastic-net. Äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì â äàííîé ðà-
áîòå.
Â [6] áûë ïðåäñòàâëåí òàê íàçûâàåìûé àäàïòèâíûé elastic-net äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåñ-
ñèè. Â íåì êîýôôèöèåíòû ïàðàìåòðîâ âçâåøèâàþòñÿ:

P (β) = λ1

p∑
j=1

β2
j + λ2

p∑
j=1

wj|βj|.

Àäàïòèâíûé elastic-net èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðèçíàêîâîãî
ïðîñòðàíñòâà.
Êàê ïîêàçàíî â [1, 7], àëãîðèòì elastic-net ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áûñòðîäåéñòâóþ-
ùèì èç áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ è äîñòàâëÿåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
AUC. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ çàäàâàòü äîïîëíèòåëüíûå ýêñïåðòíî-
èíòåðïðåòèðóåìûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ïðèçíàêîâ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåñ-
ñèè â ñëó÷àå øòðàôíîé ôóíêöèè elastic-net.
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Ïîñêîëüêó äëÿ elastic-net ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ ðàíåå íå ïðîâîäèëèñü, ñëåäóåò îá-
ðàòèòü âíèìàíèå íà ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì â äðóãèõ
ñëó÷àÿõ.
Íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîýôôèöè-
åíòîâ:

Cβ = b, ãäå

C ∈ Rn×p,b ∈ Rn.

Èññëåäîâàíèÿ íà äàííóþ òåìó ïðîâåäåíû â [8]. Äàííûå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû, åñëè ýêñïåðòû ñ÷èòàþò, ÷òî êîýôôèöèåíòû íåêîòîðûõ ïðèçíàêîâ ðàâíû
ïî ìîäóëþ è ðàçëè÷íû ïî çíàêó, ëèáî, íàïðèìåð, åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëå-
äóþùèé ïî èíäåêñó ïðèçíàê â íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàç áîëüøå ïðåäûäóùåãî(èëè
íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ).
Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ çíàêà ïðèçíàêà êîýôôèöèåíòà èññëåäóåòñÿ â ðàáîòå [9]. Çäåñü
ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëèòü çíàê ïðèçíàêà ïðè ïîìîùè óäàëåíèÿ è âíåñåíèÿ ïðèçíàêà â
ìîäåëü. Òàêæå â [10] îïèñûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ "ïîñòìîäåëüíàÿ ñåëåêöèÿ". Â ñëó-
÷àå, åñëè ïðåäïîëàãàëñÿ, íàïðèìåð, ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò, íî áûë ïîëó÷åí
îòðèöàòåëüíûé, ýêñïåðòû ïðåäëàãàþò óäàëèòü äàííûé ïðèçíàê èç ìîäåëè. Îäíàêî,
ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê óõóäøåíèþ êà÷åñòâà ìîäåëè.
Åùå îäíî îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè ýêñïåðòíûõ îöåíêàõ � óïîðÿäî÷åíèå
ïðèçíàêîâ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ. Òàê, íàïðèìåð, ýêñïåðòû ïðåäïîëàãàþò, ÷òîáû
â íåêîòîðîì ïîäâåêòîðå ñëåäóþùèé êîýôôèöèåíò áûë áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Ñ ýòîé
öåëüþ áûëà ïðåäëîæåíà øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ fused-lasso [11]. Êðîìå ñóììû ìîäóëåé,
äîáàâëÿåòñÿ ñóììà ìîäóëåé ðàçíîñòåé ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè:

P (β) = λ1

p∑
j=1

|βj|+ λ2

p∑
j=2

|βj − βj−1|.

Ýòè äîïîëíåíèÿ ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòü âîçðàñòàíèå âåñîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà
è óïîðÿäî÷èòü èõ. Â [12] ïîêàçàíî, êàê ìîæíî äîáàâèòü âåñà äëÿ óâåëå÷åíèÿ ñå-
ëåêòèâíûõ ñïîñîáíîñòåé, à òàêæå äàíî ðàñøèðåíèå ìîäåëè íà îáîáùåííî-ëèíåéíóþ
ðåãðåññèþ.
Ðåãóëÿðèçàòîð HORSES, îïèñàííûé â [13], íàïîìèíàåò fused-lasso, íî, îòëè÷èå îò
ïîñëåäíåãî, áåðåòñÿ ðàçíîñòü íå ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè:

λP (β) = λ

(
p∑
j=1

α|βj|+ (1− α)
∑
j<k

|βj − βk|

)
.

Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñîáèðàòü ãðóïïàìè êîýôôèöèåíòû, êîððåëèðîâàííûå ìåæ-
äó ñîáîé.
Òàêæå óïîðÿäî÷èòü êîýôôèöèåíòû è ñæàòü èõ ïîçâîëÿåò ìåòîä OSCAR, ïðåäñòàâ-
ëåííûé â [14] äëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè è ðàñïðîñòðàíåííûé íà îáîùåííî-ëèíåéíûå
ìîäåëè â [15]. Â äàííîì ìåòîäå ïîìèìî ñóììû ìîäóëåé òàêæå îãðàíè÷èâàåò ñóììà
ìàêñèìóìîâ êîýôôèöèåíòîâ äî k-ãî:

λP (β) = λ

(
p∑
j=1

|βj|+ α
∑
j<k

max{|βj|, |βk|}

)
.
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Êðîìå òîãî, äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñäåëàòü êîýôôèöèåíòû êîððåëëèðîâàííûõ ïðè-
çíàêîâ ðàâíûìè.
Â ñòàòüå [16] ïðèâåäåí àëãîðèòì äëÿ øòðàôíîé ôóíêöèè ëàññî, êîòîðûé ïîçâîëÿåò
îãðàíè÷èòü íå òîëüêî âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ, íî è ëþáîé èç åãî ïîäâåêòîðîâ:

||βA|| ≤ tA

Â äàííîì àëãîðèòìå çàäà÷à ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì: âìåñòî äî-
áàâëåíèÿ øòðàôà ê ïðàâäîïîäîáèþ ïîÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ñóììó ìîäóëåé � îíà
äîëæíà áûòü ìåíüøå íåêîãî ïàðàìåòðà. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå âñåãäà íà-
õîäèòñÿ íà ãðàíèöå è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îãðà-
íè÷èâàåì ëþáîé èç ïîäâåêòîðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îãðàíè÷èòü âåñà èñêóññòâåííî
ïîñòðîåííûõ ïðèçíàêîâ (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðåøàþùèõ äåðåâüåâ), îáëàäàþùèõ
íåáîëüøèì ïîêðûòèåì âûáîðêè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èìåþòñÿ èñõîäíûå äàííûå � âûáîðêà

D = {(x1, y1), . . . , (xi, yi), . . . , (xm, ym)},

xi ∈ Rp, yi ∈ {1, 0} (âîçâðàò-íåâîçâðàò äåíåã).
Äàëåå äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ: i ∈ I = {1, . . . , m}. Âåê-
òîðû ïðèçíàêîâ xi ìîæíî çàïèñàòü êàê ìàòðèöó ïðèçíàêîâ

X ∈ Rm×p,X = [xT1 , . . . , x
T

i , . . . , x
T

m]
T.

Àíàëîãè÷íî ìàòðèöå ïðèçíàêîâ ââåäåì âåêòîð îòâåòîâ

y = (y1, . . . , yi, . . . , ym)
T.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçäåëèòü èñõîäíóþ âûáîðêó D íà íà îáó÷àþùóþ

L = {(xi, yi)}, i ∈ L

è êîíòðîëüíóþ
T = {(xi, yi)}, i ∈ T ,

I = L t T .
Íà âûáîðêå L áóäåò ïðîõîäèòü îáó÷åíèå àëãîðèòìà, à íà T � åãî ïðîâåðêà. Ðàçáèåíèå
ïðåäïîëàãàåòñÿ äåëàòü ñëó÷àéíî. Ïóñòü |L| = n. Ïåðåíóìåðóåì äëÿ óäîáñòâà îáúåêòû
è îòâåòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

L = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)}.

Còàíäàðòèçèðóåì äàííûå, ò.å.

n∑
i=1

xij = 0,
1

n

n∑
i=1

x2ij = 1.
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Ðåøàåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî yi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè, ïðè ýòîì
âñå yi íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè:

yi ∼ Be(π(xi)),

π(xi) =
1

1 + exp(−β0 − xTi β)
.

Ìîäåëü èìååò ñëåäóþùèé âèä:

yi = π(xi) + ε.

Çäåñü β-âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïðèçíàêîâ, åãî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî îáó÷à-
þùåé âûáîðêå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

[β0,β] = argmax
β0∈R,β∈Rp

L(β0,β) = argmax
β0∈R,β∈Rp

1

n

n∑
i=1

(
yi(β0 + xTi β)− log(1 + eβ0+x

T

i β)
)
.

Çäåñü ôóíêöèÿ ëîã-ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(β0,β) =
1

n

n∑
i=1

(
yi(β0 + xTi β)− log(1 + eβ0+x

T

i β)
)
.

Äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü øòðàôíóþ ôóíêöèþ elastic-
net, îáúåäèíÿþùóþ L1� è L2�ðåãóëÿðèçàöèè(ëàññî è ðåãóëÿðèçàòîð Òèõîíîâà, ñîîò-
âåòñòâåííî). Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé øòðàôíîé ôóíêöèè çàäà÷à áóäåò âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
β0∈R,β∈Rp

(
−L(β0,β) + λPα(β)

)
,

ãäå Pα(β) =
1− α
2
||β||22 + α||β||1 =

p∑
j=1

(
1

2
(1− α)β2

j + α|βj|
)
.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà

βj ≥ 0, (∗)

βj+1 ≥ βj, (∗∗)

||βA|| ≤ tA, (∗ ∗ ∗)

ãäå βA� ïîäâåêòîð β.
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3 Ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûå îãðàíè÷åíèÿ

Íàçîâåì îãðàíè÷åíèÿ òèïà (∗),(∗∗) è (∗∗∗) ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûìè, ïîñêîëüêó äàí-
íûå îãðàíè÷åíèÿ ââîäÿòñÿ ðåøàþùèìè çàäà÷ó êðåäèòíîãî ñêîðèíãà àíàëèòèêàìè
äëÿ ïîâûøåíèÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòè ðåçóëüòàòà.
Â îáùåì ñëó÷àå äàííûå îãðàíè÷åíèÿ íå óëó÷øàþò êà÷åñòâî ìîäåëè (êðèòåðèåì ñëó-
æèò AUC � ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé). Òåì íå ìåíåå, ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ,
êîãäà äàííûå îãðàíè÷åíèÿ âñå æå ïîâûøàþò îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü èëè êà÷åñòâî
àëãîðèòìà. Ïîäîáíûå ñëó÷àè âîçìîæíû â ïåðâóþ î÷åðåäü èç-çà íåïðàâèëüíî ñîñòàâ-
ëåííîé (íåñëó÷àéíîé) îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Êàê ïðàâèëî, îäíèì èç ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð êðåäèòà. Ýêñïåðòíî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñóììû êðåäèòà ðèñêè óâåëè÷èâàþòñÿ, ò.å. äàííûé
ïðèçíàê äîëæåí âîéòè â ìîäåëü ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì. Åñëè îáó÷àþ-
ùàÿ âûáîðêà ñîñòàâëåíà íåïðàâèëüíî, âîçìîæíà îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ. Â äàííîì ñëó-
÷àå íåïðàâèëüíî ñîñòàâëåííîé îáó÷àþùåé âûáîðêîé ñëóæèò, íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ:
ñ óâåëè÷åíèåì ñóììû êðåäèòà êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ öåëåâîãî êëàññà óâåëè÷èâàåòñÿ.
Â òàêîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîñòàâèòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå:

βsum of credit ≥ 0

Íà ýòîì æå ïðèìåðå ïîêàæåì âîçìîæíîå ïðèìåíèå äðóãîãî îãðàíè÷åíèÿ. Â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ êîëè÷åñòâåííûå ïðèçíàêè (íàïðèìåð, ñóììà êðåäèòà) ãðàäóèðóþòñÿ,
ò.å. ðàçáèâàþòñÿ íà èíòåðâàëû îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî ââîäÿòñÿ ¾èñêóñ-
ñòâåííûå¿ ïðèçíàêè äëÿ êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ � ïîïàäàíèå â èíòåðâàë îáîçíà÷àåòñÿ
êàê 1, íåïîïàäàíèå � êàê 0. Ýêñïåðòíàÿ îöåíêà â òàêîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ÷åì
áîëüøåé ñóììå ñîîòâåòñòâóåò äàííûé ïðèçíàê-èíòåðâàë, òåì áîëüøèé êîýôôèöèåíò
äîëæåí ïåðåä íèì ñòîÿòü. Â ïîäîáíîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè îãðàíè÷åíèå ñëåäóþùåãî
ðîäà:

βj+1 ≥ βj

Ïðèâåäåì òàêæå ïðèìåð äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèÿ òèïà

||βA|| ≤ tA, ãäå

βA � ïîäâåêòîð β.

Ïóñòü â èñõîäíûõ äàííûõ ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, áèíàðíûå ïðèçíàêè, êîòîðûå ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà îáúåêòàõ öåëåâîãî êëàññà. Ïóñòü òàêæå êàæäûé èç íèõ
ïðè ýòîì ïîêðûâàåò ëèøü ìàëóþ ÷àñòü öåëåâîãî êëàññà. Â òàêîì ñëó÷àå âîçìîæíî
ïåðåîáó÷åíèå, îáóñëîâëåííîå êàê ðàç ýòèìè ïðèçíàêàìè (îñîáåííî åñëè îáó÷àþùàÿ
âûáîðêà ñîñòàâëåíà íåêîððåêòíî). Ýôôåêò ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæíî óìåíüøèòü, åñëè
ââåñòè îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà íîðìó ïîäâåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç äàííûõ ïðèçíà-
êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷àëà îáó÷èòüñÿ áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé è
íàéòè íîðìó ïîñ÷èòàííîãî âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âçÿòü â êà-
÷åñòâå îãðàíè÷åíèÿ ñâåðõó, íàïðèìåð, îäíó ñîòóþ îò ïîëó÷åííîé íîðìû.
Îáîáùèì ïðåäûäóùèå îãðàíè÷åíèÿ:

Cβ ≤ b,
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C ∈ Rn×p,

b ∈ Rn.

Åñëè çàìåíèòü íåðàâåíñòâî íà ðàâåíñòâî, òî ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèå íà ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè.
Ñâåäåì äàííûå ïðèìåðû â îäíó òàáëèöó.

Òàáëèöà 1: Ïðèìåðû ïðåäìåòíî-ýêñïåðíûõ îãðàíè÷åíèé

Îãðàíè÷åíèå Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ Ïðèìåð ïîëÿ
ñêîðèíãîâîé êàðòû

βj ≥ 0 Ýêñïåðòíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì Ñóììà êðåäèòà.
ïðèçíàêà (êîëè÷åñòâåííîãî) óâåëè÷èâàþòñÿ ðèñêè.

βj+1 ≥ βj Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó îãðàíè÷åíèþ, Ñóììà êðåäèòà,
åñëè êîëè÷åñòâåííûé ïðèçíàê ãðàäóèðîâàòü. âîçðàñò

||βA|| ≤ tA, Ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ýôôåêò ïåðåîáó÷åíèÿ, Íàëè÷èå äîìàøíåãî
βA� ýòî îãðàíè÷èâ âåñà îïðåäåëåííûõ ïðèçíàêîâ. òåëåôîíà

ïîäâåêòîð β.
Cβ = b Ïîçâîëÿåò ââåñòè ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ Âûøå ïåðå÷èñëåííûå
C ∈ Rn×p íà êîýôôèöèåíòû ïðèçíàêîâ. Åñëè çàìåíèòü ïîëÿ
b ∈ Rn çíàê = â îãðàíè÷åíèè íà ≤, òî ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì ïðåäûäóùèõ îãðàíè÷åíèé.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå äàííûõ ïðèìåðîâ ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ïðåäìåòíî-
ýêñïåðòíûå îãðàíè÷åíèÿ ïîâûøàþò èíòåðïðåòèðóåìîñòü êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà, à
òàêæå ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ïåðåîáó÷åíèå è ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû îòíîñèòåëü-
íî êîððåêòíîñòè ñîñòàâëåíèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè.

4 Áàçîâûé àëãîðèòì

Îïèøåì àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â [1]. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè ëîã-ïðàâäîïîäîáèÿ

L(β0,β) =
1

n

n∑
i=1

(
yi(β0 + xTi β)− log(1 + eβ0+x

T

i β)
)
,

ïîëó÷àåìóþ ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Òåéëîðà:

LQ(β0,β) = −
1

2n

n∑
i=1

wi(zi − β0 − xTi β)
2 + C,

ãäå zi = β̂0 + xTi β̂ +
yi − π̂(xi)

π̂(xi)(1− π̂(xi))
è wi = π̂(xi)(1− π̂(xi))

Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ âû-
ïóêëîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ βj.

11



Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à

[β0,β] = arg min
β0∈R,β∈Rp

(−LQ + λPα(β))

áåç ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé, òîãäà îöåíêà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ:

β̂j =
S( 1

n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i ), λα)

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α)

.

Çäåñü S � îïåðàòîð ñæàòèÿ,

S(a, b) = sign(a)(|a| − b)+ è

ŷ
(j)
i = β̂0 +

∑
l 6=j

xilβ̂l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ R(β0,β) = −LQ(β0,β)+λPα(β)
îïðåäåëåíà è âûïóêëà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ìèíèìóìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

0 ∈ ∂{R(β0,β)} (∗ ∗ ∗∗)

Ðàñïèøåì ýòî óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåííîãî βj:

1. Ñëó÷àé βj > 0.

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ R(β0,β) äèôôåðåíöèðóåìà, òîãäà èç óñëîâèÿ (∗∗∗∗)

− 1

n

n∑
i=1

wixij(zi − β0 − xTi β) + λ(1− α)βj + λα = 0,

βj =
1
n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i )− λα

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α)

.

2. Ñëó÷àé βj < 0. Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ R(β0,β) äèôôåðåíöèðóåìà, òîãäà èç
óñëîâèÿ (∗ ∗ ∗∗) àíàëîãè÷íî

− 1

n

n∑
i=1

wixij(zi − β0 − xTi β) + λ(1− α)βj − λα = 0,

βj =
1
n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i ) + λα

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α)

.

3. Ñëó÷àé βj = 0: Èç óñëîâèÿ (∗ ∗ ∗∗):

0 ∈

{
− 1

n

n∑
i=1

wixij(zi − β0 − xTi β) + λ(1− α)βj + λα∂{|βj|}

}
,
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ãäå ∂{|βj|} = [−1; 1]

βj ∈

{
1
n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i ) + λα∂|βj|

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α)

}
.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíÿÿ âñå òðè ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îï-
òèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:

βj =
S( 1

n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i ), λα)

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α)

,

ãäå S � îïåðàòîð ñæàòèÿ,

S(a, b) = sign(a)(|a| − b)+.

Äàííûé àëãîðèòì íå ó÷èòûâàåò ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûõ îãðàíè÷åíèé. Äàëüíåé-
øåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ìîäåðíèçàöèè áàçîâîãî àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì âîçíèêàþ-
ùèõ îãðàíè÷åíèé.

5 Ìåòîä âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé

Äëÿ ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì âíåøíèõ
øòðàôíûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó îïèøåì åãî ïîäðîáíåíèå â äàííîì ðàçäåëå.
Ðàñññìîòðèì çàäà÷ó

f ∗ = f(x∗) = min
x∈Rn

f(x), ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ϕi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m,

ϕi(x) = 0, i = m+ 1, . . . , l,

x ∈ Rn.

Òîãäà x∗ � ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.
Ïóñòü âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàäàþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî G ∈ Rn. Òîãäà îïðåäåëèì
èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(x|G) =

{
0, x ∈ G,
+∞, x /∈ G.

Ïóñòü
F (x) = f(x) + δ(x|G).

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè:

min
x∈Rn

F (x).
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïîäõîäîì.
Ïóñòü

δ(x|G) = lim
k→∞

δk(x|G).

Òîãäà íàçîâåì ôóíêöèè δk(x|G) øòðàôíûìè è áóäåì ðåøàòü çàäà÷è

min
x∈Rn

Fk(x) = min
x∈Rn

f(x) + δk(x|G),

x∗k = arg min
x∈Rn

Fk(x).

Ðàññìîòðèì âíåøíèå øòðàôíûå ôóíêöèè, ò.å. øòðàôíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1.
δk(x|G) = 0, x ∈ G

2.
δk(x|G) > 0, x /∈ G

3.
δk+1(x|G) > δk(x|G), x /∈ G

4.
lim
k→∞

δk(x|G) = δ(x|G)

Òîãäà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíà íà Rn, ïóñòü òàêæå çàäàíû âíåøíèå øòðàô-

íûå ôóíêöèè δk(x|G), x∗k = arg min
x∈Rn

Fk(x), òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x∗:

x∗ = lim
k→∞

x∗k, lim
k→∞

f(x∗k) = f(x∗) = f ∗.

6 Ìîäèôèêàöèÿ áàçîâîãî àëãîðèòìà

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ ìîäèôèêàöèè áàçîâîãî àëãîðèòìà.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèå òèïà

ϕ(β) ≤ 0,

ãäå ϕ(β) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è

min
β0∈R,β∈Rp

(−L(β0,β) + λPα(β)),

ϕ(β) ≤ 0,

ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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min
β0∈R,β∈Rp

(−L(β0,β) + λPα(β)) + δk(β),

ãäå δk(β) = rk(ϕ(β))
2
+, k = 1, 2, ....

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðåäëàãàåòñÿ, êàê è â áàçîâîì àëãîðèòìå, âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà è ðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

[β0,β] = arg min
β0∈R,β∈Rp

(−LQ(β0,β) + λPα(β)) + rk(ϕ(β))
2
+,

rk+1 > rk, , k = 1, 2, ....

Åñëè íàéäåííûå â (k + 1)-é çàäà÷è êîýôôèöèåíòû îòëè÷àþòñÿ ïî íîðìå îò íàéäåí-
íûõ â k-é íå áîëåå, ÷åì íà ε, òî àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìèíèìóìà äëÿ âûïóêëîé
ôóíêöèè è ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à

[β0,β] = arg min
β0∈R,β∈Rp

(−LQ(β0,β) + λPα(β)), ïðè óñëîâèè

ϕ(β) ≤ 0, ϕ(β) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, (1)

òîãäà âìåñòî äàííîé çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü ñëåäóþùèå:

[β0,β] = arg min
β0∈R,β∈Rp

(−LQ(β0,β) + λPα(β)) + rk(ϕ(β))
2
+, rk+1 > rk > 0, (2)

è äëÿ êàæäîãî èç βj, j = 1, ..., p âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

0 ∈ − 1

n

n∑
i=1

wixij(zi − β0 − xTi β) + λ(1− α)βj + λα∂|βj|+ 2rk(ϕ(β))+∂ϕ(β). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ

R(β0,β) = −LQ(β0,β) + λPα(β)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è âûïóêëîé, ò.ê. íåïðåðûâíû è âûïóêëû ôóíêöèè −LQ(β0,β)
è Pα(β). Ïóñòü ìíîæåñòâî G çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G = β : ϕ(β) ≤ 0.

Ôóíêöèè δk(β|G) = rk(ϕ(β))
2
+ óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíê-

öèé, åñëè rk+1 > rk > 0. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 2, ïîëó÷àåì, ÷òî âìåñòî
çàäà÷è (1) ìû ìîæåì ðåøàòü çàäà÷è (2).
Ò.ê. ϕ(β) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî δk(β|G) è R(β0,β) + δk(β|G) � òàêæå âûïóêëûå
ôóíêöèè. Òîãäà ïðèìåíèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-
ìà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè, è äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò âåêòîðà β ïîëó÷àåì:

0 ∈ ∂(R(β0,β) + δk(β|G)).

Âûïèñàâ òåïåðü ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè R(β0,β) + δk(β|G) ïî êàæäîé èç êîìïî-
íåíò ïðèõîäèì ê óñëîâèþ:

0 ∈ − 1

n

n∑
i=1

wixij(zi − β0 − xTi β) + λ(1− α)βj + λα∂|βj|+ 2rk(ϕ(β))+∂ϕ(β).
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Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îãðàíè÷åíèå òè-
ïà

βj+1 ≥ βj.

Ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ðåøàòü ñëåäóþùèå:

min
β0∈R,β∈Rp

(−LQ(β0,β) + λPα(β)) + δk(β),

ãäå δk(β) = rk(βj − βj+1)
2
+.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ βl:

βl =
S( 1

n

∑n
i=1wixil(zi − ŷ

(k)
i ), λα)

1
n

∑n
i=1wix

2
il + λ(1− α)

, l 6= j,

βj =
S( 1

n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i ) + rkβj+1[βj > βj+1], λα)

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α) + rk[βj > βj+1]

,

βj+1 =
S( 1

n

∑n
i=1wixij(zi − ŷ

(j)
i ) + rkβj[βj > βj+1], λα)

1
n

∑n
i=1wix

2
ij + λ(1− α) + rk[βj > βj+1]

.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äëÿ îñòàëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé.

7 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà êîíêóðñíûõ äàííûõ, ïðåäîñòàâëåííûõ
ÎÒÏ áàíêîì â ðàìêàõ êîíôåðåíöèè ÌÌÐÎ-15.
Äàííûå ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ âûáîðêè ñ èçâåñòíûìè îò-
âåòàìè. Èìåëèñü êàê êîëè÷åñòâåííûå, òàê è íîìèíàëüíûå ïðèçíàêè (âñåãî 50 ïðè-
çíàêîâ, ïîñëå ãðàäóèðîâàíèÿ � 101).
Ðàçìåð èñõîäíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè � 15 223 îáúåêòà, êîíòðîëüíîé � 14 910.
Áûëè ïðîâåðåíû ãèïîòåçû, ïðåäñòàâëåííûå âäàííîé ðàáîòå â ðàçäåëå 3 "Ïðàêòè÷å-
ñêîå ïðèìåíåíèå". Ñîñòàâëÿëèñü íåêîððåêòíûå îáó÷àþùèå âûáîðêè è íà íèõ ñòð-
ðîèëèñü ìîäåëè ñ ïðåäìåòíî-ýêñïåðòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè è áåç íèõ. Êàê ïîêàçàëè
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ãèïîòåçû îá óëó÷øåíèè êà÷åñòâà â äàííîé ñèòóàöèè
áûëè îïðàâäàíû.
Êðèòåðèåì êà÷åñòâà ñëóæèë AUC.

Â îáùåì ñëó÷àå êà÷åñòâî ìîäåëè íà êîíòðîëå íå óëó÷øàåòñÿ, ò.ê. ìû èùåì óñëîâ-
íûé ìèíèìóì (ñì. ðèñ 1).
Åñëè ñîñòàâèòü íåñáàëàíñèðîâàííóþ íåêîððåêòíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó (ò.å., íàïðè-
ìåð, ñ óâåëè÷åíèåì ñóììû êðåäèòà óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî îáúåêòîâ öåëåâîãî êëàññà),
òî ìîäåëü ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïîêàçûâàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò íà êîíòðîëå (ñì. ðèñ 2).

8 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ýêñïåðòó-àíàëèòèêó âíåñòè äîïîëíè-
òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèçíàêè, èñïîëüçóåìûå â ìîäåëè. Ýòî ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü
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èíòåðïðåòèðóåìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïîâûñèòü êà÷åñòâî êëàññè-
ôèêàöèè, â ñëó÷àå, åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñîñòàâëåíà íåêîððåêòíî. Êðîìå òîãî,
äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îòáèðàòü íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå ïðèçíàêè.

Ðèñ. 1: Îáùèé ñëó÷àé
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Ðèñ. 2: Íåêîððåêòíàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà
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