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Введение 

Основы алгебраического подхода к проблеме синтеза корректных 

алгоритмов были заложены в 70-х годах прошлого века в работах академика 

РАН Ю.И. Журавлева [10,11]. В этих работах были развиты “прямые 

методы” построения корректных, то есть точных на прецедентах, алгоритмов 

классификации путем применения специальных алгебраических операций к 

эвристическим распознающим операторам. При этом были введены 

основополагающие понятия (регулярность, полнота и т.д.) и конструкции, 

область потенциального применения которых существенно шире, чем задачи 

и алгоритмы распознавания и классификации. 

В настоящее время представляется несомненным, что алгебраический 

подход представляет собой не специализированную теорию, а скорее 

математическую технологию построения проблемно-ориентированных 

теорий синтеза высококачественных алгоритмов на базе соответствующих 

эвристических информационных моделей, то есть параметрических семейств 

операторов, отражающих те или иные экспертные знания о предметной 

области. Можно сказать, что выработалась определенная культура 

применения алгебраических методов при исследовании конкретных 

предметных областей, которая позволяет сформулировать правильную 

последовательность вопросов, ответы на которые и составляют проблемно-

ориентированную теорию. 

Прежде всего, отметим, что решениями задач, для которых 

предназначен алгебраический подход, являются не ответы на конкретные 

содержательные вопросы, а алгоритмы, способные давать такие ответы. При 

этом объектом изучения оказывается не сама предметная область, а 

собственно алгоритмы, семейства алгоритмов, а также операции над 

алгоритмами. В соответствии с этим под качеством решения понимается 

качество построенного алгоритма, определяемое чаще всего точностью его 
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работы на прецедентах и его соответствием различного рода 

дополнительным требованиям. 

Основной технический прием алгебраического подхода состоит в том, 

что эвристические информационные модели (параметрические семейства 

алгоритмов) используются не в качестве области оптимизации, а как 

источник базовых операторов, применение к которым соответствующих 

корректирующих операций и приводит к построению высококачественного 

алгоритма – решения. 

При разработке конкретной проблемно-ориентированной теории первый 

шаг состоит в точном описании класса задач, которые должны решаться 

искомыми алгоритмами. Такое описание включает в себя фиксацию 

множества начальных информаций (входов алгоритмов), множества 

финальных информаций (выходов алгоритмов) и структурной информации 

(вида прецедентов и дополнительных ограничений) [12,25-33]. 

Существенно, что уже на первом шаге возникает возможность 

постановки и решения ряда содержательных вопросов. А именно, 

устанавливаются условия, обеспечивающие разрешимость изучаемых задач. 

Эти условия определяют по сути дела непротиворечивость прецедентной и 

дополнительной информации. Они же, естественно, оказываются условиями 

существования корректного алгоритма – решения. 

Как правило, наряду с разрешимостью изучается вопрос о так 

называемой регулярности рассматриваемых задач. Под регулярностью 

понимается при этом усиление свойства разрешимости, сводящееся к 

требованию разрешимости не только для самой задачи, но и для задач, в 

некотором смысле близких к рассматриваемой. Установление критериев 

регулярности задач автоматически приводит к критериям полноты для 

семейств алгоритмов: под полнотой семейства понимается существование в 

нем решений для всех регулярных задач.  

В тех случаях, когда на множестве задач оказывается возможным 

введение адекватной метрики, решается вопрос и о получении оценок для так 
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называемых радиусов регулярности и разрешимости, понимаемых как 

расстояние от данной регулярной (разрешимой) задачи до ближайшей 

нерегулярной (неразрешимой) [41,42]. Существенность этого вопроса 

вытекает из того обстоятельства, что и регулярность, и разрешимость задачи 

могут оказаться обусловленными избыточно точными измерениями или 

описаниями в начальной информации. 

Итак, в результате описанного первого шага, который можно назвать 

этапом построения абстрактной теории предметной области, возникают 

описания класса задач и система критериев регулярности, разрешимости и 

полноты. 

Следующий шаг построения проблемно-ориентированной теории 

состоит в конструировании эвристических моделей алгоритмов и подборе 

семейств корректирующих операций. В качестве эвристических семейств 

алгоритмов берутся параметрические семейства отображений из множества 

начальных информаций во множество финальных информаций. Часто эти 

отображения исходно строятся как  суперпозиции отображений из множества 

начальных информаций в некоторое множество оценок и отображения из 

этого множества оценок во множество финальных информаций. Более того, 

доказано [10,11], что возможность представления этих отображений в виде 

суперпозиций указанного вида имеется практически во всех случаях. 

Семейства корректирующих операций конструируются на базе операций, 

определенных на множестве оценок. Эвристические модели и семейства 

корректирующих операций строятся при этом так, чтобы они удовлетворяли 

установленным на первом этапе критериям, что гарантирует возможность 

построения с их помощью корректных алгоритмов для всех регулярных или 

разрешимых задач. 

В настоящей работе в качестве основного объекта исследований 

рассматриваются конечные множества точек на плоскости. Таким 

множествам могут соответствовать различного рода временные ряды, 

результаты измерений параметров физических процессов, ценовые и 
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объемные характеристики биржевых торгов и тому подобное. Будем 

называть такие множества конечными плоскими конфигурациями (КПК).  

Не исключено, что подобные конфигурации обладают “плохой”, в 

некотором смысле, структурой. Например, точки могут быть равномерно 

распределены в некоторой прямоугольной области и не подтверждать 

наличия какой-либо зависимости исследуемой величины от времени даже 

при экспертном анализе. Но, как правило, при решении прикладных задач 

существует уверенность в том, что положение точек соответствует некой 

достаточно “просто устроенной”, возможно, зашумленной, кривой. Под 

простотой при этом подразумевается малое количество экстремумов 

относительно числа точек КПК. 

Часто при решении прикладных задач перед исследователем возникает 

необходимость в качестве промежуточного шага выделить внутри 

конфигурации или временного ряда так называемые тренды. Понятие тренда, 

судя по всему, не имеет строгого формального определения. Обычно, под 

трендом подразумевается интервал временного ряда или аппроксимирующей 

его кривой, не содержащий точек экстремума. Таким образом, тренд можно 

определить как промежуток монотонности аппроксимирующей кривой и 

соответствующий этому промежутку фрагмент КПК. Тренды, как правило, 

выделяют так, чтобы представить весь исследуемый временной ряд в виде 

последовательности трендов. 

Очевидно, что задача выделения трендов в исходных точечных 

множествах не имеет, вообще говоря, единственного решения. При 

содержательном анализе КПК границы трендов могут выбираться экспертом 

достаточно произвольно. Более того, для одной и той же выборки в 

зависимости от собственных представлений, целей анализа или какой-либо 

внешней информации выделенные экспертом тренды могут быть 

существенно различными. Этим обстоятельством определяется 

целесообразность изучения задачи синтеза алгоритмов выделения трендов, 

настраиваемых на определенный тип анализа. 
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В настоящей работе под выделением трендов подразумевается решение 

задачи классификации, в которой каждой точке конфигурации 

сопоставляется номер класса из заранее определенного множества классов 

или, говоря иначе, метка из фиксированного словаря разметки. Это позволяет 

использовать глубоко разработанную технологию решения задач 

распознавания и классификации [2-6,34,38,39,], причем использование этой 

технологии опирается на статистические обоснования, разработанные 

школой члена-корреспондента РАН В.Л. Матросова [16-24]. Например, 

простейший набор меток может содержать метки “экстремальная точка” и 

“неэкстремальная точка” или следующий набор: “точка максимума”, “точка 

минимума”, “неэкстремальная точка”. Набор меток может быть и таким: 

“точка максимума”, “точка минимума”, “точка возрастания”, “точка 

убывания”, “точка плато” и т.п. 

Таким образом, рассматривается задача синтеза алгоритмов, 

описывающих отображения из множества конечных плоских конфигураций 

(пространства начальных информаций) во множество конечных наборов 

меток (пространство финальных информаций), которые являются по сути 

словами в конечном алфавите [15,40,49-51]. 

Обучение алгоритма осуществляется на основе формируемого 

экспертом наборов прецедентов – набора частично размеченных конечных 

конфигураций, где каждой точке либо сопоставлена метка, либо 

специальный символ, интерпретируемый как “не размечено”. Главной 

задачей является синтез алгоритма, который, с одной стороны не допускал 

бы ошибок на прецедентах, то есть размечал бы точки, помеченные 

экспертом, точно так же и, с другой стороны, удовлетворял бы 

определенному набору дополнительных ограничений.  

В качестве дополнительных ограничений выступают наборы 

предикатов, которые в соответствии со спецификой рассматриваемой 

области могут учитывать по сути “геометрические” особенности задач 

выделения трендов. Например, в качестве таких “геометрических” 
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ограничений могут выступать требование вида, “в точке, имеющей метку 

“точка минимума ” значения временного ряда должны быть не больше чем в 

соседних точках”; “если в точке временной ряд принимает промежуточное 

значение по отношению к соседним точкам, то точка не может иметь метку 

“экстремальная точка”; “между любыми двумя точками, имеющими метки 

“точка максимума” должна быть точка, имеющая метку “точка минимума”; и 

т.п. Таким образом, каждый предикат или, говоря иначе, правило (аксиома) 

разметки каждой паре конфигурация-разметка ставит в соответствие либо 

значение “истина”, в этом случае разметка называется подходящей для 

конфигурации в смысле аксиомы разметки, либо “ложь” - разметка 

называется неподходящей. Разметка называется подходящей в смысле набора 

правил, если конъюнкция всех предикатов принимает значение “истина”. 

Следует отметить, что выбор конкретного словаря разметки и 

формирование набора аксиом разметки осуществляются экспертом. 

Таким образом, словарь разметки, набор аксиом и набор прецедентов, 

будучи зафиксированными, определяют задачу синтеза алгоритмов 

выделения трендов. 

Первая часть настоящей работы посвящена формализации предметной 

области и описанию критериев разрешимости задач синтеза алгоритмов 

выделения трендов. Также исследована регулярность описанных задач, как 

расширение понятия разрешимости. Получен и доказан критерий 

регулярности. 

Учитывая специфику задач синтеза алгоритмов выделения трендов при 

построении проблемно-ориентированной теории, естественным и 

целесообразным представляется особо рассмотреть класс локальных 

алгоритмов. 

Следует отметить, что общее понятие локальных алгоритмов было 

введено и изучено академиком РАН Ю.И. Журавлевым в [7-9]. 

В настоящей работе понятие локальных алгоритмов введено сходным 

образом. Локальным называется алгоритм, принимающий решение о 
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разметке каждой точки лишь на основании анализа ее окрестности. Однако, в 

отличие от работ Ю.И. Журавлева, где использовалось понятие порядка 

окрестности и исследовались локальные алгоритмы определенного порядка, 

в настоящей работе введено и используется собственное понятие системы 

окрестностей.  

При решении практических задач немаловажным оказывается “размер” 

рассматриваемых окрестностей точек. Очевидно, что, с одной стороны, 

вычислительная сложность алгоритмов существенно зависит от размера 

окрестности и для построения высокопроизводительных алгоритмов следует 

использовать окрестности по возможности небольшого размера. С другой 

стороны, при небольших размерах окрестностей возникают трудности с 

разрешимостью задач. В пределе, когда окрестностью каждой точки является 

она сама, неразрешимой оказывается практически любая задача. Все это 

обусловливает актуальность решения задачи поиска окрестностей 

оптимального размера. 

Во второй части работы введены и обоснованы понятия окрестности 

точки, локальной аксиомы и локального алгоритма, локальной разрешимости 

и локальной регулярности; получены и доказаны критерии локальной 

разрешимости и локальной регулярности. Также предложены и обоснованы 

алгоритмы построения систем окрестностей оптимальной мощности, 

доказана монотонность свойств локальной разрешимости и локальной 

регулярности относительно мощности системы окрестностей. 

Третья часть настоящей работы посвящена исследованию полноты 

семейств алгоритмов выделения трендов. Следует отметить, что описанные 

выше дополнительные ограничения для каждой конечной плоской 

конфигурации (точки в пространстве начальных информаций) являются по 

сути теоретико-множественными ограничениями в пространстве финальных 

информаций. Правила разметки, будучи зафиксированными, сопоставляют 

каждой КПК свое допустимое подмножество из множества возможных 

ответов алгоритма. Именно поэтому в настоящей работе для исследования 
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полноты семейств не удается непосредственно использовать теорию 

универсальных и локальных ограничений, разработанную членом-

корреспондентом РАН К.В. Рудаковым [25-29,31,32].  

Для описания требований к семействам алгоритмов, выполнение 

которых обеспечивало бы полноту семейств, был разработан новый аппарат, 

предназначенный для исследования и решения задач с теоретико-

множественными ограничениями, которыми, в частности, являются и задачи 

синтеза алгоритмов выделения трендов. 

В третьей части получена совокупность критериев полноты для моделей 

алгоритмов, моделей алгоритмических операторов, семейств 

корректирующих операций и семейств решающих правил. Эти критерии, в 

отличие от случая классических универсальных и локальных ограничений, 

оказались не независимыми. А именно, для обеспечения полноты модели 

алгоритмов необходимым и достаточным оказывается использование полных 

семейств решающих правил, причем понятие полноты для семейства 

решающих правил оказывается зависящим от используемой системы 

теоретико-множественных ограничений. Полнота семейств корректирующих 

операций определяется при фиксации не только системы теоретико-

множественных ограничений, но и при заданном полном семействе 

решающих правил. Наконец полнота моделей алгоритмических операторов 

определяется при фиксации системы теоретико-множественных 

ограничений, полных семейств решающих правил и корректирующих 

операций. 
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Глава 1. Формализация, разрешимость и регулярность задач 

синтеза обучаемых алгоритмов выделения трендов 

1.1. Конфигурации и разметки 

Будем рассматривать объекты S , расположенные на плоскости: 2RS∈ . 

Без ущерба для дальнейшего рассмотрения предположим, что 2
+∈RS . Будем 

называть объекты ( )vtS ,=  точками или узлами на плоскости. 

Вектор ( ) ( ) ( )( )dddd vtvtSSS ,,...,,,..., 111 == , где Rt∈ , Rv∈ , 1≥d  будем 

называть конечной плоской конфигурацией (КПК) или вектор-объектом. 

Будем считать, что либо а) dtt << ...1 , либо б) dtt ≤≤ ...1 , причем при 1+= ii tt ,  

выполнено 1+< ii vv , di ,...1= .В первом случае будем называть конфигурации 

однозначными, а во втором, соответственно, - неоднозначными. При 

использовании для конечных конфигураций нижних индексов α  везде далее 

считается, что ( )dd SSS ααα ,...,1= . 

Множество всех d -точечных неоднозначных плоских конфигураций 

обозначим { }dd SK = , а d -точечных однозначных плоских конфигураций 

соответственно { }dd SK =1 . Очевидно, что dd KK ⊆1 . 

Количество точек d , входящих в конфигурацию, будем также называть 

мощностью конфигурации. 

Также определим множества всех неоднозначных U
∞

=

=
1d

dKK  и 

однозначных U
∞

=

=
1

11
d

dKK  конфигураций. Очевидно, что KK ⊆1 . Поэтому 

далее, как правило, будем считать, что dd KS ∈ . При необходимости случай 

однозначных конфигураций будет рассматриваться отдельно. 

Определение  1.1.1. Конфигурации dS1  и dS2  называются сдвиг –

 эквивалентными если существует такой вектор ( )∗∗∗ = vtp , , что 
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( )∗∗∗ ++=+= vvttpSS iiii
2221 ,  для всех di ,...,1= , где di SS 11 ∈ , di SS 22 ∈ . В этом 

случае используется запись dd SS 21 ≅ . 

Словарем разметки или множеством меток называется конечное 

множество { }rM µµ ,...,1= , 1≥r . 

Множество { }∆∪=∆ MM , M∉∆ , где ∆  - специальная метка, 

интерпретируемая как “не размечено”, будем называть расширенным 

множеством меток или расширенным словарем разметки. 

Приведем примеры разметок: 

{ }nonmin,max,M = , где “max” – метка для обозначения точки 

максимума, “min” – минимума, “non” – неэкстремальной точки. 

{ }nonpltmin,max,M ,= , где “plt” – метка для обозначения плато, “max”, 

”min”, “non” – аналогично п. A. 

{ }pltdownupmin,max,M ,,= , где “up” – метка для обозначения точек 

возрастания, “down” – убывания, “max”, “min”, “plt”, - аналогично п. B. 

{ }mpltpltdownpltupdownpltuppltdownupmin,max,M ,&,&,&,&,,= , где 

“plt&up”, - метка для обозначения точки окончания плато, после которого 

следует рост, “plt&down” –точки окончания плато, после которого следует 

падение, “up&plt” – точки начала плато после роста, “down&plt” - точки 

начала плато после падения, “mplt” – внутренней точки плато; “max”, “min” 

“up”, “down” аналогично п. C. 

{ }pltSdownSupdownupmin,max,M ,,,,= , где “Sup” – метка для 

обозначения точки быстрого роста, “Sdown” – точки быстрого падения, 

“max”, “min” “up”, “down”, “plt” аналогично п. C. 

{ }pltShiftDownShiftUpdownupmin,max,M ,,,,= , где “ShiftUp” – метка для 

обозначения точки скачка вверх, “ShiftDown” – точки скачка вниз, “max”, 

“min” “up”, “down”, “plt” аналогично п. C. 

Примечание: множество разметки в случае F имеет смысл 

рассматривать только в применении к неоднозначным конфигурациям. 
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Определение  1.1.2. При фиксированном множестве меток M  и, 

соответственно, расширенном множестве меток ∆M  разметкой длины d  

называется любая последовательность ( )dd µµµ ,...1=  длины 1≥d , если Mi ∈µ , 

или частичной разметкой длины d , если ∆∈Miµ . 

Множество всех различных разметок длины d  обозначим dM , а 

множество всех различных расширенных разметок длины d , соответственно 

- dM ∆ . Положим также, что U
∞

=
=

1

~

d

dMM , и U
∞

=
∆∆ =

1

~

d

dMM  - множества всех 

различных разметок. 

Определение  1.1.3. Размеченным объектом называется пара ( )µ,S , где 

M∈µ . Размеченной конфигурацией называется пара ( )ddS µ, , где dd KS ∈  для 

неоднозначной или dd KS 1∈  для однозначной конфигураций, а dd M∈µ . При 

этом dµ  называется разметкой или полной разметкой конфигурации dS . 

При dd M∆∈µ  пара ( )ddS µ,  называется частично размеченной 

конфигурацией, а разметка dµ  при этом называется частичной разметкой 

конфигурации dS . 

Определение  1.1.4. Разметка dµ  (полная или частичная) 

конфигурации dS  называется продолжением разметки ( )dd
0

1
00 ,, µµµ K= , если 

для любого di ,...,1=  выполнено условие ( ) ( )∆=∨= iii
00 µµµ . 

Введем определение алгоритма выделения трендов как алгоритма 

разметки конечных плоских конфигураций. 

Определение  1.1.5. Алгоритмом разметки называется всякий 

алгоритм A , реализующий отображение MCA ~: →  такое, что для любого 1≥d  

верно ( ) ddSA µ= , где dd KS ∈ , dd M∈µ . 

Рассмотрим, например, конфигурацию из 15 точек представленную на 

рисунке 1, и приведем примеры разметок данной конфигурации в случаях 

различных словарей разметок. Тогда для варианта A со словарем разметки 



 15

{ }nonM min,max,=  представляется разумным точки 2 и 13 пометить как 

“max”, точку 8 - как “min”, а все остальные – “non”. Также разумной 

представляется и разметка при которой точка 8 помечена как “min”, точка 13 

как “max” и все остальные точки имеют метку “non”. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1 Пример конфигурации. 
 

Для словаря { }nonpltM ,min,max,= (вариант B) точки 2 и 13 можно 

также пометить как “max”, точку 8 - как “min”, точки 4, 5 и 6 - “plt”, все 

остальные – “non”. 

Для словаря { }pltdownupM ,,min,max,=  (вариант С) точки 2 и 13 

можно пометить как “max”, точки 1, 8 и 15 - как “min”, точки 9, 10, 11, 12 - 

“up”, точки 3, 7 и 14 - “down”, а точки 4, 5 и 6 - “plt”. Однако, возможен и 

такой разумный вариант разметки, при котором точка 1 помечается – “up”, а 

точка 15 - “down”. 

Если { }mpltpltdownpltupdownpltuppltdownupM ,&,&,&,&,,min,max,=  

(вариант D), то точки 2 и 13 могут получить метку “max”, точка 8 - “min”, 

точки 4, 5 и 6 размечаются как “down&plt” “mplt” “plt&down”, 

соответственно, как точка начала плато после падения, точка из середины 

плато, точка окончания плато с последующим падением. Точки 3, 7 и 14 - 
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“down”, точки 9, 10, 11, 12 - “up”, точки же 1 и 15 можно пометить и как 

“min” и как “up” и “down”, соответственно. 

Для словаря разметки в варианте E - 

{ }pltSdownSupdownupM ,,,,min,max,=  точки 2 и 13 могут получить метку 

“max”, точка 8 - “min”, точки 9, 10 и 11 - точки быстрого роста - метку “Sup”, 

точка 3 может интерпретироваться как точка быстрого падения – “Sdown”, 

точки 4, 5 и 6 - “plt”, метку “up” при этом получают точки 1 и 12, а метку 

“down” – точки 7 и15. 

В случае разметки варианта F, где учитывается неоднозначность 

конфигурации, { }pltShiftDownShiftUpdownupmin,max,M ,,,,= , точки 9, 10 и 

11 будут размечены как “ShiftUp”, остальные же точки получат метки 

аналогичные варианту разметки C. 

Как показано в вышеприведенных примерах, разметка конфигурации 

определяется в первую очередь словарем разметки, но даже после того как 

множество меток зафиксировано, остается значительный произвол в том, как 

разметить ту или иную конфигурацию. 

1.2. Аксиомы (правила) разметки 

Из содержательных соображений следует, что не все разметки каждой 

конкретной конфигурации являются “разумными” (подходящими). 

Например, для точки ( )ii vt , , у которой соседние точки ( )11, −− ii vt  и ( )11, ++ ii vt  

таковы, что 11 +− << iii ttt  и 11 +− << iii vvv , представляется естественным 

запретить разметку этой точки, как “max” или “min”. Для того, чтобы описать 

требования к подходящим разметкам, вводятся системы аксиом (правил) 

разметки. Отметим, что из вводимых правил разметки вытекают ограничения 

на семейства алгоритмов разметки. 

Определение  1.2.1. Аксиомами или правилами разметки называется 

набор { }kππ ,...,1=Π  эффективно вычислимых предикатов: 

( ) { }1,0:
1

→×
∞

=
U
d

dd
i MKπ . 
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Тот же символ Π  будет использоваться и для обозначения конъюнкции 

предикатов iπ : 

ki
i

...1=
Λ=Π π , ( ) { }1,0:

1

→×Π
∞

=
U
d

dd MK . 

Определение  1.2.2. Пусть фиксирована система правил разметки 

{ }kππ ,...,1=Π . Разметка dµ  называется подходящей для dS , если ( ) 1, =Π ddS µ . 

Частичная разметка dd M∆∈0µ  называется подходящей для dS  тогда и только 

тогда, когда существует полная подходящая разметка dµ , являющаяся 

продолжением d
0µ . 

Приведем несколько примеров “разумных” систем аксиом при 

различных словарях разметки. 

При словаре разметки { }nonmin,max,M =  можно предложить 

следующую систему аксиом: 

Аксиома A1. 
{ }

( ) "": 11
1,...,2

nonvvvi iiii
d

=⇒<<∀ +−
−

µ . 

Аксиома A2. 
{ }

( ) "": 11
1,...,2

nonvvvi iiii
d

=⇒>>∀ +−
−

µ . 

Аксиома A3. 
{ }

( ) ( )⇒=∧=<∀ max""max"":
2121,...,1 iid

ii µµ
{ }

min"":
0

21
01,,1

=∃
−+ iii

i µ
K

. 

Аксиома A4.
{ }

( ) ( )⇒=∧=<∀ min""min"":
2121,...,1 iid

ii µµ
{ }

max"":
0

21
01,,1

=∃
−+ iii

i µ
K

. 

При словаре разметки { }nonpltM ,min,max,=  система аксиом строится 

аналогичным образом: 

Аксиома B1. 
{ }

( ) ( ) ( )min""max"": 11
1,...,2

≠∧≠⇒<<∀ +−
−

iiiii
d

vvvi µµ . 

Аксиома B2. 
{ }

( ) ( ) ( )min""max"": 11
1,...,2

≠∧≠⇒>>∀ +−
−

iiiii
d

vvvi µµ . 

Аксиома B3. 
{ }

( ) ( )⇒=∧=<∀ max""max"":
2121,...,1 iid

ii µµ

  
{ }

( ) ( )""min"": 0001,,1 21

plti
ii

=∨=∃
−+

µµ
K

. 

Аксиома B4. 
{ }

( ) ( )⇒=∧=<∀ min""min"":
2121,...,1 iid

ii µµ

  
{ }

( ) ( )""max"": 0001,,1 21

plti
ii

=∨=∃
−+

µµ
K

. 
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При словаре разметки { }pltdownupM ,,min,max,=  система аксиом 

может выглядеть следующим образом: 

Аксиома C1. 
{ }

( ) "": 11
1,...,2

upvvvi iiii
d

=⇒<<∀ +−
−

µ . 

Аксиома C2. 
{ }

( ) "": 11
1,...,2

downvvvi iiii
d

=⇒>>∀ +−
−

µ . 

Аксиома C3. 
{ }

( ) ( )⇒=∧=<∀ max""max"":
2121,...,1 iid

ii µµ

 
{ }

min"": 001,,1 21

=∃
−+

µi
ii K

. 

Аксиома C4. 
{ }

( ) ( )⇒=∧=<∀ min""min"":
2121,...,1 iid

ii µµ

 
{ }

max"": 001,,1 21

=∃
−+

µi
ii K

. 

Отметим, что система правил разметки { }kππ ,...,1=Π  является 

непротиворечивой тогда и только тогда, когда выполнено условие: 

( ) 1,:
1

=Π∃∃∃
≥

ddd

M

d

Kd
SSd

d

µµ , 

то есть когда существует по меньшей мере одна конфигурация, для которой 

существует подходящая разметка. 

Очевидно, система аксиом разметки { }kππ ,...,1=Π  является независимой 

тогда и только тогда, когда выполнено условие: 

( )( ) ( )( )0,1,:
1...1

=Π∧=Π∃∃∃∀
≥=

ddddwd

M

d

Kdkw
SSSd

d
w µµµ , 

где { }kww
w ππππ ,...,,,..., 111 +−=Π , то есть, в том случае, когда при изъятии из 

системы любой аксиомы существует хотя бы одна конфигурация и 

существует разметка этой конфигурации, являющаяся подходящей в смысле 

усеченного набора аксиом и неподходящей в смысле исходного набора. 

Определение  1.2.3. Система правил разметки { }kππ ,...,1=Π  называется 

покрывающей тогда и только тогда, когда выполнено следующее условие: 

( ) 1,: =Π∃∀ ddd

M

d

K
SS

d

µµ , 

то есть когда для любой конфигурации существует хотя бы одна подходящая 

разметка. 

Приведем пример не покрывающей, но “естественной” системы правил 

разметки. 
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Зафиксируем множество меток { }pltdownupmin,max,M ,,= . 

Зафиксируем следующую систему аксиом: 

Аксиома 1. 
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) max"": 2211
2,...,3

=⇔<∧<∧<∧<∀ +−+−
−

iiiiiiiii
d

vvvvvvvvi µ . 

Аксиома 2. 
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) min"": 2211
2,...,3

=⇔>∧>∧>∧>∀ +−+−
−

iiiiiiiii
d

vvvvvvvvi µ . 

Аксиома 3. 
{ }

( ) ( )
{ }

min"":max""max"": 00
1,,1

21
,...,1 21

21
=∃⇒=∧=<∀

−+
µµµ iii

ii
ii

d K
. 

Аксиома 4. 
{ }

( ) ( )
{ }

max"":min""min"": 00
1,,1

21
,...,1 21

21
=∃⇒=∧=<∀

−+
µµµ iii

ii
ii

d K
. 

Аксиома 5. 
{ }

( ) "": 11
1,...,2

upvvvi iiii
d

=⇒<<∀ +−
−

µ . 

Аксиома 6. 
{ }

( ) "": 11
1,...,2

downvvvi iiii
d

=⇒>>∀ +−
−

µ . 

Рассмотрим конфигурацию, представленную на рисунке 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Пример конфигурации для непокрывающей системы аксиом 

Из аксиомы 1 следует, что точки 3 и 7 должны иметь метку “max”. Из 

аксиомы 3 следует, что одна из трех точек 4, 5 или 6 должна быть точкой 

минимума. Но из аксиомы 5 следует, что точки 5 и 6 должны быть размечены 

как “up”, а аксиомы 2 следует, что точка 4 не может иметь метку “min”. 

Отсюда следует, что при данной системе аксиом 1-6 рассматриваемая 

конфигурация не имеет ни одной подходящей разметки, то есть система 

аксиом 1-6 не является прокрывающей. 
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Система правил разметки { }kππ ,...,1=Π  называется сдвиг - устойчивой 

тогда и только тогда, когда 

( )( ) ( )( )1,1,: 2121
, 21

=Π⇔=Π≅ ∀∀
∈

ddddd

М

dd

KSS
SSSS

ddd

µµµ , 

то есть когда для любых двух эквивалентных конфигураций тот факт, что 

разметка оказывается подходящей для одной конфигурации, влечет за собой 

то, что разметка оказывается подходящей для другой конфигурации. 

Алгоритм разметки A  называется сдвиг - устойчивым тогда и только 

тогда, когда любые две сдвиг - эквивалентные конфигурации алгоритм 

размечает одинаково:  

( ) ( )dddd

KSS
SASASS

ddd
2121

, 21

=⇒≅∀
∈

. 

В следующем определении используется понятие алгоритма разметки 

введенное в определении 1.1.5. 

Определение  1.2.4. Пусть фиксирована система правил разметки 

{ }kππ ,...,1=Π . Тогда алгоритмы, дающие только подходящие разметки для 

всех dS , будем называть подходящими алгоритмами. 
ΠΑ  - класс всех подходящих алгоритмически реализуемых 

отображений. 

Итак, в п. 1.2. введены основные понятия нужные для проведения 

исследований проблемы синтеза алгоритмов выделения трендов в рамках 

алгебраического подхода к проблеме синтеза корректных алгоритмов [43,44]. 

1.3. Разрешимость и регулярность 

Далее будем считать, что заданы словарь разметки M  и сдвиг -

 устойчивая система правил разметки { }kππ ,...,1=Π  и будем рассматривать 

только сдвиг - устойчивые подходящие алгоритмы. 

Определение  1.3.1. Произвольное конечное множество пар вида 

( ){ }qiMKSSH iiiiii dd
i

dd
i

d
i

d
i ,...,1;;, =∈∈= ∆µµ  называется набором прецедентов. 
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Рассмотрим набор, который составляют сдвиг - эквивалентные 

конфигурации { }d
l

dd SSSL ,...,, 21= , которым сопоставлены частичные разметки 

{ }d
l

ddL µµµµ ,...,, 21= . По сути, создан набор прецедентов, в который входят 

лишь сдвиг – эквивалентные конфигурации. 

Определение  1.3.2. Набор L  частично размеченных сдвиг –

 эквивалентных конфигураций длины d  называется противоречивым тогда и 

только тогда, когда для любой разметки { } ddd M∈= ∗∗∗ µµµ ,...,1  верно, что из 

того, что разметка для всех конфигураций из набора является подходящей, 

следует, что у каких-либо двух эквивалентных конфигураций две 

размеченные точки с одинаковых номером имеют различную разметку, т.е. 

{ }
( )

{ } { }
( ) ( )∆≠∧≠⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Π ∗∗∗ ∃∃∃∀ i

j
ii

j
ld

dd
j

l

d

M

jSj i
d

221
:1,: 2

,...,1,...,1
1

,,1
µµµµµ

K

. (1)

Отметим также, что из свойства сдвиг - устойчивости системы аксиом 

следует, что разметка d
∗µ  или подходит для всех конфигураций набора L  или 

не подходит ни одной. 

Отметим, также, что определение применимо и для случая частичных 

разметок одной конфигурации d
l

dd SSS === ...21 , то есть когда поднабор 

содержит несколько различных частичных разметок одной и той же 

конфигурации. 

Очевидно, что любой набор H , в который входит противоречивый 

набор в качестве поднабора, также является противоречивым. Набор H , 

который не содержит противоречивых поднаборов сдвиг – эквивалентных 

конфигураций, называется непротиворечивым. 

Противоречивый набор из двух частичных разметок d
1µ  и d

2µ  

эквивалентных конфигураций dS1  и dS2  (или одной конфигурации dS ) 

называется противоречивой парой разметок. 

Далее будем считать, что зафиксирован некоторый набор прецедентов 

( ){ }qiMKSSH iiiiii dd
i

dd
i

d
i

d
i ,...,1;;, =∈∈= ∆µµ . 
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Задача Z  выделения трендов заключается в синтезе подходящего 

алгоритма A , такого, что при всех qi ,,1K=  полная разметка ( )id
iSA  является 

продолжением разметки id
iµ , или, иначе говоря, такого, что выполнено 

условие: 

{ }
( ) ( ) ( )( )j

i
j

i
j

i
d

i
j

i
d

i

i

j γµµµµ =⇒∆≠⇒∈∀
,...,1

, (2)

где ( )ii d
i

d
i SA=γ . 

Отметим, что из того, что алгоритм A  подходящий следует, что для всех 

( )ii d
i

d
i SA=γ  выполнено условие: 

( ) 1, =Π ii d
i

d
iS γ . (3)

Алгоритм A , удовлетворяющий условию (2) будем называть 

корректным для задачи Z . 

Определение  1.3.3. Задача выделения трендов Z  называется 

разрешимой тогда и только тогда, когда для нее существует подходящий 

корректный алгоритм A . 

Теорема  1.3.1. (критерий  разрешимости). Задача Z  является 

разрешимой тогда и только тогда, когда набор прецедентов H  не является 

противоречивым. 

Доказательство . Для упрощения доказательства проведем 

факторизацию набора прецедентов H  по отношению сдвиг -

 эквивалентности конфигураций id
iS , и будем рассматривать поднаборы H~ , 

состоящие из прецедентов, соответствующих этим классам эквивалентности. 

Очевидно, что при непротиворечивости всех поднаборов H~  

непротиворечивым оказывается и весь набор прецедентов H . 

Заметим, что для всех конфигураций из любого поднабора H~  алгоритм 

A  дает одинаковые ответы. Это следует из определения разрешимости 

задачи и сдвиговой устойчивости системы аксиом разметки. 

Необходимость. Предположим, что Z  - разрешима, то есть 

существует подходящий алгоритм A , удовлетворяющий условию 
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разрешимости задачи (2), но набор прецедентов H  - противоречив. Отсюда 

следует, что существует противоречивый поднабор 

{ } { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >⊆∈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 1,,...,1,...,,~

1 uqllpSH u
d
p

d
p

pp µ  такой, что ul

u

ll d
l

d
l

d
l SSS ≅≅≅ ...2

2
1

1
 и 

∗
==== llll dddd

u
...

21
. Это в свою очередь означает, что для 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∗∗

∗∗∗
1

1

1 lll d
l

dd
SA,µ,µµ K  выполняется условие (1) определения 1.3.2. А 

именно, или существует конфигурация из поднабора для которой разметка 

∗
∗

ld
µ  не является подходящей, то есть: 

0,:
~

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Π ∗∗∗

∗∗∗∃ lll ddd

H
SS µ , 

что противоречит определению разрешимости задачи, или выполнено 

условие: 

( ) ( ) ( )∆≠∧≠ ∗

∈

==
∃∃

∗
∗

i
j

ii
j

i
j

i
j

SS
lljdi

S

ld
j

i
j

ul
i µµµµ :,

,...,,...,1 1

, 

что эквивалентно условию: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

Hdi
SSi

l
21212211

:,,,
,...,1

µµµµµµ ≠∧∆≠∧∆≠∃∃
∗=

, 

что в свою очередь означает, что ответ ∗
∗

ld
µ  алгоритма A  для конфигурации 

∗ld
jS
1

 или для конфигурации ∗ld
jS
2

 будет противоречить условию (2) 

разрешимости задачи. Необходимость доказана. 

Достаточность. Для доказательства достаточности построим 

подходящий корректный алгоритм ∗A  в предположении, что набор 

прецедентов H  - непротиворечив. 

Допустим, что в H  существует k  классов сдвиг - эквивалентных 

конфигураций jH~ , kj ,...,1= . Тогда для каждого поднабора 



 24

{ } { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>⊆∈⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= 1,,...,1,...,,~

1 jqllpSH j
dd

pj
jl

p
jl µ , где kj ,...,1= , существует разметка 

jljljl dd
jj

d
j M∈

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= µµµ ,...,1 , такая, что выполнено условие 

{ } { }
( ) ( ) ( )∆=∧=⇒∈∀∀ i

p
i
j

i
p

d
p

i
plld

jl

j

SSpi µµµ:
,...,,...,1 1

, (4)

причем 

{ }
( ) 1,:

,...,1

=Π∀ d
j

d
pll

jl

j

Sp µ . (5)

Определим алгоритм ∗A  следующим образом: 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈≅=
∗

∗
∗

.,

~,

*
*

HSесли

HSSеслиSA
dd

j
d
i

dd
jd ijl

µ

µ , { }kj ,...,1∈ , d
∗µ  - любая подходящая 

разметка для dS∗ , где dd M∈∗µ , KS d ∈* . 

Данный алгоритм ∗A  для всех конфигураций, входящих в набор 

прецедентов H  назначает разметку, удовлетворяющую условиям (4) и (5) 

непротиворечивости поднаборов соответствующих классов эквивалентности 

конфигураций. Для всех остальных конфигураций назначается произвольная 

подходящая разметка. Таким образом оказывается выполненным условие (2) 

разрешимости задачи. Теорема  доказана . 

Введем понятие регулярности задачи выделения трендов естественным 

образом, как расширение понятия разрешимости на класс эквивалентных 

задач. В качестве эквивалентных, при этом, будем рассматривать задачи с 

любой непротиворечивой частичной разметкой конфигураций набора 

прецедентов. 

Определение  1.3.4. Задача Z  называется регулярной тогда и только 

тогда, когда Z  разрешима при любых непротиворечивых частичных 

разметках ii dd
i M∆∈µ  всех конфигураций id

iS  из H . 

Теорема  1.3.2. (критерий  регулярности). Разрешимая задача Z  

является регулярной тогда и только тогда, когда для любого поднабора 

{ } { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥⊆∈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 1,,...,1,...,,~

1 uqllpSH u
d
p

d
p

pp µ  набора H  такого, что 
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ul

u

ll d
l

d
l

d
l SSS ≅≅≅ ...2

2
1

1
 (в этом случае, естественно, 

ulll ddd === ...
21

) из правил 

разметки следует существование и единственность подходящей разметки 

конфигураций ul

u

l d
l

d
l SS ,...,1
1

. 

Доказательство . Основная идея доказательства сходна с идей 

доказательства разрешимости. Для доказательства необходимости 

показываем, что наличие поднабора, для которого не является обязательным 

существование единственной разметки, приводит к противоречию с 

определением регулярности задачи. Достаточность же доказывается при 

помощи прямого построения соответствующего алгоритма. 

Необходимость. Предположим, что в наборе прецедентов H  

существует такой поднабор { } { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ >⊆∈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 1,,...,1,...,,~

1 uqllpSH u
d
p

d
p

pp µ  

эквивалентных конфигураций ul

u

ll d
l

d
l

d
l SSS ≅≅≅ ...2

2
1

1
, 

∗
==== llll dddd

u
...

21
, для 

которых может существовать несколько подходящих разметок. Зафиксируем 

две такие конфигурации с различными полными разметками: ( )∗∗ ddS 11
~,µ и 

( )∗∗ ddS 22
~,µ . Из того, что разметки ∗∗ ∈ dd M1

~µ  и ∗∗ ∈ dd M2
~µ  различны следует, что 

существует 0j  из множества { }∗d,,1K  такое, что 00
21

~~ jj µµ ≠ . Поэтому возможно 

построение подходящих частичных разметок ∗∗
∆∈ dd M1µ  и ∗∗

∆∈ dd M2µ , таким 

образом, что 00
21

~ jj µµ =  и 00
22

~ jj µµ =  и, следовательно, ∆≠≠ 00
21
jj µµ . Очевидно, 

что данная пара разметок по условию (1) определения 2.3.1 является 

противоречивой парой и поэтому, как следует из теоремы 1, задача, 

содержащая в качестве прецедентов разметки ∗d
1

~µ  и ∗d
2

~µ , не является 

регулярной. Необходимость доказана. 

Достаточность. Допустим, что задан набор прецедентов 

( ){ }qiMKSSH iiiiii dd
i

dd
i

d
i

d
i ,...,1;;, =∈∈= ∆µµ , удовлетворяющий условиям теоремы. 

Для доказательства покажем, что для любой непротиворечивой частичной 

разметки существует алгоритм ∗A , являющийся решением задачи. 
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Допустим, что в H  существует k  классов эквивалентных конфигураций, 

которым соответствуют поднаборы { } { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>⊆∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,,...,1,...,,~

1 jqllpSH j
d
p

d
pj

jljl µ , 

где kj ,...,1= . Тогда для каждого класса эквивалентности существует 

единственная подходящая разметка jλ , kj ,...,1= , если класс содержит больше 

одной эквивалентной конфигурации. Для конфигурации id
iS , не имеющей 

эквивалентных в наборе H , существует подходящая полная разметка 

ii dd
i M∈µ~ , являющаяся продолжением частичной разметки ii dd

i M∆∈µ .  

Построим алгоритм ∗A  следующим образом: 

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∉

∉=

∈≅

=

∗∗

=
∗

∗

∗∗

.,

~,~

~,

1

HSесли

HSSесли

HSSесли

SA

d

k

j
j

d
i

dd
i

j
d
i

d
j

d ii

i

µ

µ

λ

U , 

где { }kj ,...,1∈ , dd M∈∗µ  - любая подходящая разметка для dd CS ∈∗ . 

Данный алгоритм ∗A  для всех конфигураций, входящих в набор 

прецедентов, назначает разметку, удовлетворяющую условиям (4) и (5) 

непротиворечивости поднаборов конфигураций из соответствующих классов 

эквивалентности. Для всех остальных конфигураций назначается 

произвольная подходящая разметка. Таким образом, оказывается 

выполненным условие (2) разрешимости задачи. Теорема  доказана . 

Итак, в рамках первой главы сформулировано описание класса задач 

синтеза обучаемых алгоритмов выделения трендов и получена система 

критериев разрешимости и регулярности [35,43-47]. 
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Глава 2. Проблема локализации 

Представляется естественным и целесообразным рассмотреть случай, в 

котором решение о разметке каждой точки должно быть принято лишь на 

основе анализа точек из некоторой ее окрестности. 

2.1. Окрестности в конечных плоских конфигурациях 

Определение  2.1.1. Подконфигурацией dSP  конфигурации dS  

называется любое подмножество точек из dS : d
S SP d ⊆ . Подконфигурацией 

dSP~  конфигурации dS  называется связной, если 

( ) diiii
S SSSSSP d ⊆= −+ 2211 ,,...,,~ 11 , где dii ≤≤≤ 211 .  

Следует отметить, что подконфигурация и связная подконфигурация 

могут рассматриваться как самостоятельные конфигурации. 

Определение  2.1.2. Окрестностью точки di SS ∈  называется пара, 

содержащая собственно точку iS  и некоторую связную подконфигурацию 

dSP~  конфигурации dS , включающую эту точку: 

( ) ( )( )211 ,...,,, 1 iiiii
S SSSSSO d

+= , 

где 21 iii ≤≤ . 

Точку iS  будем называть опорной точкой окрестности ( )i
S SO d . Будем 

также использовать обозначение, в котором вместо точки в окрестность 

входит ее номер: 

( ) ( )( )2111 ,...,,, 1, iiiji
S

SSSjSO d
+= , 

где { } { }122121 ,1,,,,1, iijiidii −∈<∈ KK . 

В случае 21 ii = , когда окрестность точки состоит из самой точки, будем 

говорить, об окрестности точки нулевого размера или нулевой окрестности: 

( ) ( )( ) ( )( )1111 ,1, iiii
S

SSSSO d == . 

Разметку, полную или частичную окрестности ( )i
S

SO d  обозначим ( )iSO dµ
. 
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Определение  2.1.3. На конфигурации dS  задана система 

окрестностей dSO , если каждой точке di SS ∈  поставлена в соответствие 

некоторая ее окрестность ( )iS SO d . Система окрестностей Ω  задана на K , если 

для каждой конфигурации из K  задана система окрестностей. 

Система окрестностей dSO  конфигурации dS  называется тривиальной, 

если окрестность каждой точки совпадает со всей конфигурацией, то есть: 

( ) di
S

i

S
SSOS d

d
=∀ : . 

Система окрестностей Ω , заданная на K , называется тривиальной тогда 

и только тогда, когда тривиальной является система окрестностей каждой 

конфигурации из K , то есть: 

( ) di
S

i

S

d

K
SSOSS dd

=∀∀ : . 

Отметим, что по своему устройству окрестность отличается от 

конфигурации. По сути дела окрестность – это пунктированная 

конфигурация, то есть конфигурация, в которой выделена опорная точка. 

Поэтому для окрестностей необходимо собственное определение сдвиг –

 эквивалентности. 

Определение  2.1.4. Окрестности ( ) ( )( )liikikiii
S

SSSSSSO d
++−−= 111111

1
11

1
1111 ,,,,,, KK  

и ( ) ( )( )liikiii
S

SSSSSO d
+−= 22222

2
22222 ,,,,, KK , где 0≥k  и 0≥l , называются сдвиг –

 эквивалентными, если существует такой вектор ( )∗∗∗ = vtp , , что для всех 

{ }lkkm ,,1, K+−−∈  выполнено условие: 

∗++ += pSS mimi 21
21 . 

Отметим, что при 0=m  из сдвиг - эквивалентности окрестностей следует 

выполнение условия ∗+= pSS ii 21
21 . 

Определение  2.1.5. Подокрестностью ( )i
dS

SOP  окрестности ( )i
S SO d  

точки di SS ∈  называется такая окрестность точки iS , точки которой 

полностью содержаться в окрестности ( )i
S SO d .  
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Следует отметить, что в силу определения опорная точка 

подокрестности всегда совпадает с опорной точкой окрестности. 

Определение  2.1.5. Длиной конфигурации dd KS ∈  называется 

величина ( ) Rttl d
S d ∈−= 10 . 

Для конфигурации dd KS ∈  и dk <  ( )Nk∈  левой k  -окраиной 

конфигурации называется связная подконфигурация ( )kk
S

SSL d ,,~ 1 K= . 

Для конфигурации dd KS ∈  и dk <  правой k  -окраиной конфигурации 

называется связная подконфигурация ( )dkdk
S

SSR d ,,~ 1 K+−= . 

Для конфигурации dd KS ∈  и 0
dS

ll <  ( )Rl∈  левой l  -окраиной 

конфигурации называется связная подконфигурация ( )1,,~ 1 il
S

SSL d K=  такую, 

что ( ) ltt i ≤− 11  и ( ) ltt i >−+ 111 . 

Для конфигурации dd KS ∈  и 0
dS

ll <  правой l  -окраиной конфигурации 

называется связная подконфигурация ( )dil
S

SSR d ,,~ 1 K=  такая, что ( ) ltt id ≤− 1  и 

( ) ltt id <− −11 . 

Рассмотрим несколько важных частных случаев задания систем 

окрестностей. 

Будем называть систему окрестностей k
S dO  системой k  - окрестностей 

слева, если каждой точке di SS ∈  сопоставлена окрестность следующим 

образом: 

( ) ( )( )
( )( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∈

∉
=

−+−−

k
S

iii

k
S

iiikikii
ik

S
d

d

d
LSSSSS

LSSSSSS
SO ~,,,,,

~,,,,,,

21

111

K

K

.

 

Будем называть систему окрестностей 21,kk
S dO  системой 21,kk  -

 окрестностей, если каждой точке di SS ∈  сопоставлена окрестность 

следующим образом:  
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( )

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∪∉

∩∈

∈

∈

=

+−++−+−−

−−

−−+−−

+−++

212211

21

211

122

21

~~,,,,,,,,,,

~~,,,,,,,,,

~,,,,,,,,,

~,,,,,,,,,

1111

1121

111

1121

,

k
S

k
S

ikikiiiikikii

k
S

k
S

ddiii

k
S

ddiikikii

k
S

ikikiiii

ikk
S

dd

dd

d

d

d

RLSSSSSSSSS

RLiSSSSSSS

RiSSSSSSS

LSSSSSSSS

SO

KK

KK

KK

KK

.

 

В случае kkk == 21  систему 21,kk  - окрестностей будем называть 

системой центральных k  - окрестностей и обозначать k
S dO : 

( )

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )⎪

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∪∉

∩∈

∈

∈

=

+−++−+−−

−−

−−+−−

+−++

k
S

k
S

ikikiiiikikii

k
S

k
S

ddiii

k
S

ddiikikii

k
S

ikikiiii

ik
S

dd

dd

d

d

d

RLSSSSSSSSS

RLiSSSSSSS

RiSSSSSSS

LSSSSSSSS

SO

~~,,,,,,,,,,

~~,,,,,,,,,

~,,,,,,,,,

~,,,,,,,,,

1111

1121

111

1121

KK

KK

KK

KK

.

 

Отметим, что при kd ≤  для каждой точки di SS ∈  центральной k  -

 окрестностью является вся конфигурация dS . В случае 0=k  окрестностью 

каждой точки является сама точка. 

Будем называть систему окрестностей l
S dO  системой l  - окрестностей 

слева, если каждой точке di SS ∈  сопоставлена окрестность следующим 

образом: 

( )
( )( ){ }
( )( ) ( )( ) ( )( ){ }⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

∉>−∧≤−

∈
=

− l
S

iiiiiiii

l
S

iii
il

S
d

d

d
LSlttlttSSS

LSSSS
SO ~,,,,

~,,,,

1

1

111 K

K

.

 

Будем называть систему окрестностей 21,ll
S dO  системой 21, ll  -

 окрестностей, если каждой точке di SS ∈  сопоставлена окрестность 

следующим образом: 
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( )

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
( )( ){ }

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )⎪

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∪∉
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−∧≤−∧

>−∧≤−

∩∈

∈>−∧≤−

∈>−∧≤−

=

+

−

−

+

21

22

11
21

21

2111

1222

21

~~,,,,,,

~~,,,,,,

~,,,,,,

~,,,,,,

2
1

2

1
1

1

1

2
1

2

1
1

1
1

,

l
S

l
S

i
iiii

iiii
iiii

l
S

l
S

idii

l
S

iiiiidiii

l
S

iiiiiiii

ill
S

dd

dd

d

d

d

RLS
lttltt

lttltt
SSSS

RLSSSSS

RSlttlttSSSS

LSlttlttSSSS

SO

KK

KK

KK

KK

.

 

В случае lll == 21  систему 21,ll  - окрестностей будем называть системой 

центральных l  - окрестностей и обозначать l
S dO : 

( )

( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
( )( ){ }

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∪∉
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−∧≤−∧

>−∧≤−

∩∈

∈>−∧≤−

∈>−∧≤−

=

+

−

−

+

l
S

l
S

i
iiii

iiii
iiii

l
S

l
S

idii

l
S

iiiiidiii

l
S

iiiiiiii

il
S

dd

dd

d

d

d

RLS
lttltt

lttltt
SSSS

RLSSSSS

RSlttlttSSSS

LSlttlttSSSS

SO

~~,,,,,,

~~,,,,,,

~,,,,,,

~,,,,,,

1

1

1

1

11

22

11

21

111

222

KK

KK

KK

KK

.

 

Следует отметить, что при ( ) lttd ≤− 1  центральной l  - окрестностью 

каждой точки di SS ∈  является вся конфигурация dS . При ( )1
...2

min −

=
−< ii

di
ttl  

окрестностью каждой точки является сама точка. 

Аналогичным образом можно определить системы k  - и l  -

 окрестностей справа. 

2.2. Локальность аксиом разметки 

Определение  2.2.1. Аксиома Π∈iπ  называется локализуемой тогда и 

только тогда, когда существует такая нетривиальная система окрестностей на 

K , что выполнено условие: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )02010

0

2
2

2

1
1

12
2

2

1
1

121 ,,: 21212121
di

i
di

i
d

M

i
S

i
S

S

i

S

id

K

d

K
SSSOSOSSSS

ddd
dd

µπµπµ =⇒∀⇒≅∀∀∀∀ , 

где ( ) ( )2
2

2

1
1

1
0 SOSOd dSdS

== . 
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Определение  2.2.2. Пусть задана нетривиальная система 

окрестностей Ω  на K . Аксиома Π∈iπ  называется Ω  - локальной тогда и 

только тогда, когда выполнено условие: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )02010

0

2
2

2

1
1

12
2

2

1
1

121 ,,: 21212121
di

i
di

i
d

M

i
S

i
S

S

i

S

id

K

d

K
SSSOSOSSSS

ddd
dd

µπµπµ =⇒∀⇒≅∀∀∀∀ , 

где ( ) ( )2
2

2

1
1

1
0 SOSOd dSdS

== . 

Иначе говоря, для любых двух точек с одинаковыми окрестностями при 

одинаковой разметке аксиома одновременно будет или выполнена или нет. 

Определение  2.2.3. Система аксиом { }kππ ,...,1=Π  называется Ω  -

 локальной тогда и только тогда, когда Ω  - локальной является каждая 

аксиома из Π . 

Определение  2.2.4. Систему аксиом { }kππ ,...,1=Π  называется 

локализуемой тогда и только тогда, когда существует нетривиальная 

окрестностей Ω  на K  такая, что локализуемой является каждая аксиома из 

Π . 

Приведем примеры: 

Пример 1. Зафиксируем словарь разметки { }nonpltmin,max,M ,= . 

Аксиома 1. 
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) max"": 2211
2,...,3

=⇔<∧<∧<∧<∀ +−+−
−

iiiiiiiii
d

vvvvvvvvi µ . 

Аксиома 2. 
{ }

( ) ( ) ( ) ( ) min"": 2211
2,...,3

=⇔>∧>∧>∧>∀ +−+−
−

iiiiiiiii
d

vvvvvvvvi µ . 

Аксиома 3. 
{ }

( ) ( ) ( )min""max"": 11
1,...,2

≠∧≠⇒<<∀ +−
−

iiiii
d

vvvi µµ . 

Аксиома 4. 
{ }

( ) ( ) ( )min""max"": 11
1,...,2

≠∧≠⇒>>∀ +−
−

iiiii
d

vvvi µµ . 

Пример 2. При том же словаре разметки. 

Аксиома 1. 
{ }

( )
{ }

( )max""max"":
,...,1,1,...,1,...,1

≠∀⇒=∀
+−

j
dii

i
d

ji µµ . 

Аксиома 2. 
{ }

( )
{ }

( )min""min"":
,...,1,1,...,1,...,1

≠∀⇒=∀
+−

j
dii

i
d

ji µµ . 

Пример 3. Словарь разметки { }nonpltmin,max,M ,=  

Аксиома 1. 
{ }

( ) ( )
{ }

min"":max""max"": 00
1,,1

21
,...,1 21

21
=∃⇒=∧=<∀

−+
µµµ iii

ii
ii

d K
. 
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Аксиома 2. 
{ }

( ) ( )
{ }

max"":min""min"": 00
1,,1

21
,...,1 21

21
=∃⇒=∧=<∀

−+
µµµ iii

ii
ii

d K
. 

Легко видеть, что каждая аксиома из примера 1 является локальной, то 

есть существует некоторая система окрестностей, в рамках которой условия 

определений 2.2.1 – 2.2.4 становятся верными. В свою очередь, очевидно, что 

для аксиом примера 2, требующих единственности точек минимума и 

максимума, не существует нетривиальной системы окрестностей, в рамках 

которой выполнялись бы условия тех же определений. Таким образом 

аксиомы примера 2 не являются локальными. 

Менее очевиден тот факт, что для аксиом примера 3, требующих 

выполнения достаточно естественного условия чередования точек минимума 

и максимума, также не существует системы окрестностей, в рамках которой 

условия определений 2.2.1 – 2.2.4 становились бы верными. 

2.3. Локальность алгоритмов разметки 

Локальность является одним из основных топологических понятий, 

используемых в современной прикладной математике. 

В классических работах академика РАН Ю.И. Журавлева [7,8,9] была 

развита теория локальных алгоритмов, где алгоритмы при принятии решения 

“осматривали” окрестность определенного порядка. В данном частном 

случае используется понятие окрестности и вводится понятие локального 

алгоритма. 

Определение  2.3.1. Пусть на K  задана система окрестностей. 

Алгоритм разметки A  будем называть −Ω локальным тогда и только тогда, 

когда при любых конфигурациях KSS dd ∈21 ,  при всех 11 ,1 di K=  и 22 ,1 di K=  

выполнено условие: 

( ) ( )( ) 212
2

1
1

iii
S

i
S SOSO dd µµ =⇒≅ , 

где ( )111 ddi SA=∈µµ  и ( )222 ddi SA=∈µµ . 
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2.4. Локальная разрешимость и регулярность 

В этом разделе сформулируем задачу lZ  выделения трендов синтеза 

подходящего корректного локальными алгоритма lA , а также введем 

определения понятий локальной разрешимости и регулярности, 

сформулируем и докажем критерии локальной разрешимости и регулярности 

[35, 45]. Пусть на K  задана система окрестностей Ω , словарь разметки M  и 

сдвиг - устойчивая Ω  - локальная система аксиом { }kππ ,...,1=Π , также задан 

набор прецедентов ( ){ }qiMKSSH iiiiii dd
i

ddd
i

d
i ,...,1;;, =∈∈= ∆µµ .  

Введенное определение сдвиг – эквивалентности окрестностей 

позволяет применять к окрестностям понятия, введенные для конфигураций 

и содержащие отношения сдвиг – эквивалентности. 

В частности, сформулируем определение противоречивого набора 

окрестностей.  

Определение  2.4.1. Пусть задан набор прецедентов 

( ){ }qiMKSSH iiiiii dd
i

dd
i

d
i

d
i ,...,1;;, =∈∈= ∆µµ . Тогда множеством окрестностей HO  

набора прецедентов H  в смысле системы окрестностей Ω  называется 

множество окрестностей всех точек всех конфигураций набора: 

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =∈Ω∈= qiHSSOSOO i

id
i

id
i

d
i

j
iS

j
iSH ,...,1;; , 

а множеством частично размеченных окрестностей µ
HO  набора прецедентов 

называется множество: 

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =∈∈Ω∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∆ qiMHSSOSOSOO iii

id
i

id
i

id
i

dd
i

d
i

j
iS

j
i

j
iSH ,...,1;;;, µ

µ
µ . 

Аналогично определению 1.3.2. рассмотрим набор, который составляют 

частично размеченные сдвиг - эквивалентные окрестности 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= l

l
d
l

l
l

d
l

dddd
j

i
j

iS
j

i
j

iS
j

i
j

iSL SOSOSOSOSOSOO µµµ
µ ,,,,,, 2

22
2

22
1

11
1

11
K . 

Определение  2.4.2. Набор µ
LO  частично размеченных сдвиг –

 эквивалентных окрестностей длины d  называется противоречивым тогда и 
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только тогда, когда для любой разметки { } ddd M∈= ∗∗∗ µµµ ,...,1  верно, что из 

того, что разметка для всех окрестностей из множества µ
LO  является 

подходящей, следует, что у каких-либо двух эквивалентных конфигураций 

две размеченные точки с одинаковых номером имеют различную разметку, 

т.е. 

{ }
( )( )

{ } { }
( ) ( )∆≠∧≠′′⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Π′ ′′

′′

′′

′′

′

′′
∗∗∗ ∃∃∃∀ j

j

j

j

j

jd
jd

i
j

ii
j

ld

dj
iS

l

d

M

jiSOj µµµµµ :1,:
,...,1,...,1,,1K

. (6)

Отметим также, что из свойства сдвиг - устойчивости системы аксиом 

следует, что разметка d
∗µ  или подходит для всех конфигураций набора µ

LO  

или не подходит ни для одной. 

Очевидно, что любой набор µ
HO , в который входит противоречивый 

набор в качестве поднабора, также является противоречивым. Набор µ
HO , 

который не содержит противоречивых поднаборов сдвиг – эквивалентных 

окрестностей, называется непротиворечивым. 

Противоречивый набор из двух частично размеченных сдвиг –

 эквивалентных окрестностей называется противоречивой парой 

окрестностей. 

Введем несколько обозначений. Окрестность точки di SS ∈  в смысле 

системы окрестностей Ω  обозначим ( )i
S

SO d
Ω  или ( )iSOΩ . Разметку (или 

частичную разметку) окрестности точки di SS ∈  в смысле системы 

окрестностей Ω  обозначим как ( )( )i
S

SO d
Ωµ  или ( )( )iSOΩµ  или ( )( )iSOµ . 

Частичную разметку окрестности точки j
iS  конфигураций HS id

i ∈ обозначим 

( )j
iH SO , а саму окрестность ( )jiH SO . 

Напомним, что множество окрестностей набора прецедентов H  

обозначается ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =∈Ω∈= qiHSSOSOO i

id
i

id
i

d
i

j
iS

j
iSH ,...,1;; , а множество 
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частично размеченных окрестностей точек из конфигураций набора 

прецедентов обозначим ( )( ){ }HHSSOO ii
id

i
id

i

d
i

d
i

j
iSH

∈∈= µ
µµ ,

,
. 

Определение  2.4.3. Задача lZ  называется локально разрешимой, если 

существует подходящий корректный локальный алгоритм lA . 

Теорема  2.4.1. (критерий  локальной  разрешимости). Задача 

является локально разрешимой тогда и только тогда, когда множество 

частично размеченных окрестностей µH
O , соответствующее набору 

прецедентов H , является непротиворечивым набором. 

Рассуждения, приводящие к доказательству этой теоремы, повторяют 

доказательство теоремы 1.3.1. В качестве набора прецедентов при этом 

рассматривается множество µH
O . Необходимость доказывается путем 

получения противоречия в предположении, что задача разрешима, а набор 

µH
O  противоречив. В доказательстве достаточности непосредственно 

строится пример алгоритма.  

Определение  2.4.4. Задача lZ  называется локально регулярной, если 

она локально разрешима для любой непротиворечивой частичной разметки 
dd M ∆∈µ  всех конфигураций HS id

i ∈ . 

Теорема  2.4.2. (критерий локальной регулярности). 

Разрешимая задача является локально регулярной тогда и только тогда, когда 

для любого набора сдвиг - эквивалентных окрестностей точек из набора 

прецедентов из правил разметки следует единственность подходящей 

разметки. 

Идея доказательства аналогична идее доказательства теоремы 1.3.2.  

2.5. Проблемы мощности систем окрестностей  

До сих пор, обсуждая проблему локализации, мы считали, что задана 

некоторая система окрестностей на K  и оставляли в стороне вопрос о 

мощности окрестности и мощности системы окрестностей. Тем не менее, 

проблема выбора мощности окрестности чрезвычайно актуальна. С одной 
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стороны разрешимая (регулярная) задача при некоторой мощности (размере) 

окрестностей может оказаться локально неразрешимой – в предельном 

случае, когда окрестностью является сама точка, неразрешимой оказывается 

практически любая задача. С другой стороны, содержательная 

обоснованность и вычислительная сложность алгоритмов очевидным 

образом зависят от размеров окрестностей. Ясно, что для любой разрешимой 

(регулярной) задачи существует некоторой предельный размер (мощность) 

окрестностей при которой задача все еще является разрешимой (регулярной) 

[48]. 

В данном разделе будем считать, что фиксирован некоторый словарь 

разметки М  и некоторый набор аксиом разметки Π . Будем также 

предполагать, что набор аксиом Π  не требует единственности разметки для 

любой пары сдвиг - эквивалентных конфигураций или окрестностей. В 

противном случае все регулярные задачи также являются и локально 

регулярными вне зависимости от системы окрестностей, а проблема поиска 

оптимальной системы окрестностей, естественно, теряет смысл. 

Далее будем рассматривать некоторый набор прецедентов H . Вначале 

введем понятие мощности конфигурации. Очевидно, что без ограничения 

общности любая окрестность ( )i
S SO  точки iS  конфигурации S  может быть 

обозначена двумя крайними точками этой окрестности и опорной точкой 

( ) ( )SSSSO ii
S ′′′= ,, , ∈′′′ SSS i ,, S  

Также очевидно, что окрестность однозначным образом может быть 

задана и тройкой ( ) ( )nSnSO ii
S ′′′= ,, , где Nn ∈′  количество точек окрестности 

слева от опорной точки, а Nn ∈′′  – справа. 

В некоторых случая будем также считать, что окрестность задана парой 

расстояний от опорной точки и самой опорной точкой ( ) ( )lSlSO ii
S ′′′= ,, , где 

ttl i ′−=′ , ittl −′′=′′ , Rll ∈′′′, , ( )iii vtS ,=  - опорная точка окрестности, ( )vtS ′′=′ ,  

и ( )vtS ′′′′=′′ ,  - граничные точки окрестности, ( )vtS ′′=′ ,  - левая, а ( )vtS ′′′′=′′ ,  - 

правая граничная точка окрестности. 
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В качестве мощности окрестности можно рассматривать значения 

некоторой неотрицательной монотонной функции D , определенной либо на 

множестве пар вида ( )nn ′′′, , либо на множестве пар вида ( )ll ′′′, . 

Очевидный пример мощности: сумма количеств точек окрестности 

справа и слева от опорной: ( )( ) nnSOD i
S ′′+′= . 

Следует отметить, что понятие мощности системы окрестностей 

является аналогом понятия порядка окрестности из [7]. 

2.6. Отношения порядка на конфигурациях и окрестностях 

Введем отношение порядка на множестве всех конфигураций K . Для 

этого положим 21 SS ≤ , если 2S  содержит связную подконфигурацию 
2

~
SP  

такую, что 
2

1 ~
1 S
d PS ≅ . При этом соотношение 21 SS <  равносильно тому, что 

21 SS ≤  и, при этом 1S  и 2S  не являются сдвиг - эквивалентными. Запись 

21 || SS  обозначает несравнимость конфигураций 1S  и 2S . 

Докажем, что введенное отношение является отношением порядка, то 

есть является рефлексивным, антисимметричным и транзитивным. 

Рефлексивность отношения очевидна. Всегда выполнено отношение 

11 SS ≤ , то есть любая конфигурация сдвиг эквивалента самой себе.  

Антисимметричность: из 21 SS ≤  и 12 SS ≤  следует 21 SS ≅ . 

Доказательство. Обозначим длины конфигураций 1S  и 2S , 

соответственно, 1d  и 2d . Из 21 SS ≤  следует, что 21 dd ≤ . С другой стороны из 

12 SS ≤  следует, что 12 dd ≤ . Отсюда очевидно следует, что 21 dd = , то есть 

конфигурации 1S  и 2S  имеют одинаковую длину. При этом 1S  содержит 

связную подконфигурацию сдвиг - эквивалентную 2S , а 2S  содержит 

связную подконфигурацию сдвиг - эквивалентную 1S . Отсюда следует, что 

21 SS ≅ . 
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Транзитивность: из 21 SS ≤  и 32 SS ≤  следует 31 SS ≤ . 

Доказательство. Из 21 SS ≤  по определению следует, что 
2

~
1 SPSS =′≅ , а 

из 32 SS ≤  следует - 
3

~
2 SPSS =′′≅ . Очевидно, что S ′  является связной 

подконфигурацией S ′′ , которая в свою очередь является связной 

подконфигурацией 3S . Отсюда очевидно следует, что S ′  является связной 

подконфигурацией 3S . Отсюда очевидно 
31 SPS ≅ , то есть 31 SS ≤ . 

Также введем порядок и на множестве всех окрестностей Ω . Для этого 

положим ( ) ( )2
2

1
1

i
S

i
S SOSO ≤ , если ( )2

2
i

S SO  содержит подокрестность ( )2
2

i
O SP

S
 

такую, что ( ) ( )2
2

1
1

~
i

S SO
i

S PSO ≅ . При этом соотношение ( ) ( )2
2

1
1

i
S

i
S SOSO <  

равносильно тому, что ( ) ( )2
2

1
1

i
S

i
S SOSO ≤  и, при этом ( )1

1
i

S SO  и ( )2
2

i
S SO  не 

являются сдвиг - эквивалентными. Запись ( ) ( )2
2

1
1

i
S

i
S SOSO  обозначает 

несравнимость окрестностей ( )1
1

i
S SO  и ( )2

2
i

S SO . 

Пусть на dS  заданы системы окрестностей 1
dS

O  и 2
dS

O . Тогда будем 

считать, что 21
dd SS

OO ≤  тогда и только тогда, когда для окрестностей ( )i
S

SO d
1  

и ( )i
S

SO d
2  всех точек iS  из dS , di ,...,1=  выполнено условие ( ) ( )i

S
i

S
SOSO dd

21 ≤ . 

Пусть на K  заданы системы окрестностей 1Ω  и 2Ω . Тогда будем 

считать, что 21 Ω≤Ω  тогда и только тогда, когда для каждой конфигурации 
dS  из C  выполнено условие 21

dd SS
OO ≤ , причем 11 Ω⊆dS

O , 22 Ω⊆dS
O . 

Введенные отношения, очевидно, являются отношениями порядка. 

Доказательства рефлексивности, антисимметричности и транзитивности 

повторяют доказательства аналогичных свойств отношения порядка на 

конфигурациях. 
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2.7. О построении оптимальной системы окрестностей 

В данном разделе описывается способ (алгоритм) построения по 

заданному набору прецедентов ( ){ }NdqiKSMSH i
dddd

i
d
i

d
i

iiiiii ∈=∈∈= ∆ ;,...,1;;, µµ  

такой системы окрестностей 0Ω , что для любой системы окрестностей 0Ω≥Ω  

набор окрестностей ( )( ){ }HHSSOO ii
id

i
id

i

d
i

d
i

j
iSH ∈∈= µ

µ
,

,
, соответствующий набору 

прецедентов H  в смысле системы окрестностей Ω , не содержит сдвиг -

 эквивалентных окрестностей.  

Введем два определения. 

Определение  2.7.1  Набор прецедентов H  называется содержащим 

вложения тогда и только тогда, когда выполнено условие  

iSSjiH
SPPSS

jj
≅∃∃ :, , 

т.е. в наборе существует конфигурация, сдвиг - эквивалентная 

подконфигурации другой конфигурации из набора. 

Определение  2.7.2. Конфигурации 1S  и 2S  называются 

охватывающей и, соответственно, охватываемой тогда и только тогда, когда 

существует подконфигурация 
1SP  сдвиг - эквивалентная 2S : 

211
: SPP SS ≅∃ . 

Алгоритм  2.7.1. Рассмотрим некоторый набор 

( ){ }NdqiKSMSH i
dddd

i
d
i

d
i

iiiiii ∈=∈∈= ∆ ;,...,1;;, µµ . Обозначим HV  множество всех 

точек набора H : { }HSSSSV ii d
i

d
i

j
i

j
iH ∈∈= ;| . Будем также использовать 

обозначение { }PpSV pH K,1| == , где P  - общее количество точек, во всех 

конфигурациях набора H .  

Обозначим HW  множество всех пар различных точек входящих в набор 

H : ( ) ( ){ }21)(;,;,|, 2121 lljiHSSSSSSSSW jiji d
j

d
i

d
j

l
j

d
i

l
i

l
j

l
iH ≠⇒=∈∈∈= . Множество HW  

будем также представлять в виде ( ){ }2121, ;,...,1,|
21

ppPppSSW ppH ≠== , где P  - 

общее количество точек, во всех конфигурациях набора H . 
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Поставим каждой паре точек ( )
21

, pp SS  id
ip SS ∈

1
, jd

jp SS ∈
2

 из HW  в 

соответствие окрестность 21,ppO& , однозначно заданную парой ( )
2121 ,, , pppp nn ′′′ , 

Nnn ∈′′′,  такую, что:  

1) ( ) ( ) ( ) ( )
212212

21

211211

21
,,

,
,,

, ,,:,,: pppppp
pp

pppppp
pp nSnSOnSnSO ′′=≅′′′= &&  

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121,2,121 ,,~,,:,
2121212

nSnnSnnnnnnn ppppppN
≠⇒′>∨′>∀  

т.е. паре точек оказывается сопоставленной общая сдвиг - эквивалентная 

окрестность максимального размера.  

Следует отметить, что для каждой пары точек окрестность 
21,ppO&  

существует и единственна. Существование следует из того, что любые две 

точки сдвиг – эквивалентны друг другу. Единственность обусловлена 

связностью окрестности. 

Таким образом, получено множество четверок 

( ){ }PppnnSSW pppppp
O

H ,...,1,|,,, 21,, 212121
=′′′= . Отметим, что O

HW  строится однозначным 

образом лишь по множеству входящих в H  конфигураций и не зависит от 

словаря разметки и набора аксиом. 

Нашей ближайшей целью будет формирование на основе множества O
HW  

множества пар ( ){ }PpOSV p
p

O
H ,...,1|, ==

)
 или, что эквивалентно множества троек 

( ){ }PpnnS ppp ,...,1|,, =′′′ , где каждой точке из набора сопоставлена ее 

минимальная в некотором смысле окрестность. 

Пусть HSSS id
i

l
ip ∈∈= 1 . Для каждой точки pS  из HV  рассмотрим все 

четверки из множества O
HW , в которые входит точка pS . Таким образом точке 

pS  оказывается поставлено в соответствие множество 

( )( ){ }PpprWnnSSnnSSY O
Hrprprprprprpp ,,1,1,,1;,,,,,, ,,,, KK +−=∈′′′′′′= , включающее все 

окрестности, поставленные в соответствие точке pS  в множестве O
HW .  

Для дальнейшего рассмотрения будет важным факт присутствия в 

множестве pY  такой четверки ( )
111 ,, ,,, rprprp nnSS ′′′ , в которой 11, 1

−=′ ln rp  и 1, 1
ldn irp −=′′ . 
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Это означает, что в множестве pY  присутствует окрестность точки 1l
ip SS = , 

соответствующая всей конфигурации idS . Факт наличия в множестве pY  

такой четверки очевидно эквивалентно тому, что конфигурация idS  является 

охватываемой. В случае наличия в множестве pY  будем считать, что она 

соответствует общей окрестности точки pS  с некоторой точкой 
1r

S , 

{ }Pppr KK ,1,1,,11 +−∈ . Положим 

- в случае наличия в 
множестве pY  четверки 
( )

111 ,, ,,, rprprp nnSS ′′′ ; 

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )⎪

⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′∨<′′′′′′∀

−≤≤

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′∨<′′′′′′∀

−≤≤

=′
′′′

2121

121121

2121,,,/

121121

,||,,,:,
,,,

,||,,,:,
,,,

1,1,1

nnnnnnnnnn
ldnlnnn

nnnnnnnnnn
ldnlnnn

Y

p

rprprpp

Y

i

nnSSY

i

p

- в противном случае. 

Таким образом pY ′  - множество всех возможных окрестностей точки pS , 

которые не доминируются никакими окрестностями из pY , кроме быть может 

одной - ( )
111 ,, ,,, rprprp nnSS ′′′ , в которой 11, 1

−=′ ln rp  и 1, 1
ldn irp −=′′ . 

Конечное множество pY ′  очевидно не пусто – содержит по меньшей мере 

пару ( )11, ldl i − . Поэтому существует по меньшей мере одна пара на которой 

любая функция мощности окрестности D  достигает минимума на множестве 

pY ′ . 

Таким образом каждой точке набора H  множество 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =′′′≥∀′∈′′′==

′
PpnnDnnDnnYnnOOSV ppYppp

pp
p

O
H

p

,...,1;,,:,,,|, 2121
))  ставит в 

соответствие недоминируемую окрестность этой точки. 

Следует отметить, что минимум функции мощности окрестности D  

может достигаться не в единственной точке. В таком случае мы доопределим 

алгоритм произвольным способом выбора единственной окрестности, 

Например, воспользуемся лексикографическим порядком. 

На основе множества O
HV  очевидным образом строится система 

окрестностей 0Ω , где PpO p ,,1,0 K
)

=Ω∈ . 
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Проиллюстрируем предложенный алгоритм. Представим на графике все 

окрестности точки pS  из множества O
HW  в осях n′  и n ′′ . Выберем некоторую 

окрестность pO
)

 точки pS  таким образом, чтобы ни одна окрестность из pY  не 

была строго больше окрестности pO
)

 и при этом этой окрестности 

соответствовал бы минимум заданной функции D  - мощности окрестности. 

Обратим внимание, что окрестность pO
)

 выбирается в прямоугольнике 

ограниченном горизонталью in =′  и вертикалью idn −=′′ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3 Выбор окрестности pO
)

. 

Таким образом оказалось сформированным множество O
HV , где каждой 

точке pS  поставлена в соответствие такая ее окрестность pO
)

, что ни у одной 

точки набора не существует окрестности, которая была бы сдвиг -

 эквивалентна любой окрестности ( ) p
p OSO

)
≥~ . 

2.8. Монотонность свойства локальной регулярности 

Теорема  2.8.1. Для любой регулярной задачи Z  с набором 

прецедентов H  существует нетривиальная система окрестностей 0Ω  такая, 

что при любой системе окрестностей 0Ω≥Ω  задача Z  является локально 

регулярной.  

n′

n ′′

ippO ,&  

i  

id −  
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Доказательство . Построим систему окрестностей 0Ω  в соответствии 

с алгоритмом 2.7.1, доопределив 0Ω  на остальных точках из C  произвольным 

допустимым образом. 

Допустим, что существует некоторая система окрестностей 0Ω≥Ω∆  

такая что задача Z , заданная набором прецедентов H , не является локально 

регулярной в смысле системы ∆Ω . В соответствии с теоремой 4 это означает, 

что в наборе H  существуют такие две точки 1l
iS  и 2l

jS , принадлежащие 

соответственно конфигурациям id
iS  и jd

jS , окрестности которых, задаваемые 

системой окрестностей ∆Ω  являются сдвиг – эквивалентными. 

Рассмотрим два случая. 

А. Ни одна из конфигураций id
iS  и jd

jS  не является вложенной 

конфигурацией другой - jd
jS  и id

iS  соответственно. Тогда можно утверждать, 

что предположение о наличии сдвиг – эквивалентных окрестностей 

противоречиво. Так как в соответствии с алгоритмом 1 из п. 4.3. окрестности 

входящие в 0Ω  для каждой из точек не доминируются никакими сдвиг –

 эквивалентными окрестностями. 

Б. Одна из конфигураций, для определенности - id
iS , является 

охватывающей, а другая - jd
jS , соответственно, охватываемой.  

В таком случае по алгоритму 1 в системе окрестностей 0Ω  каждой точке 

конфигурации id
iS  сопоставлена окрестность, некоторая подокрестность 

которой сдвиг - эквивалентна всей конфигурации jd
jS , т.е размер 

окрестностей точек из id
iS  строго ограничен снизу размером конфигурации 

jd
jS . В то же время, размер окрестностей точек из jd

jS  естественно ограничен 

ее размером. Поэтому никакое расширение окрестностей как конфигурации 
id

iS , так и конфигурации jd
jS  не может привести к тому, что окрестности 

окажутся сдвиг – эквивалентными. Предположение опровергнуто, что и 

доказывает теорему. 
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2.9. Монотонность свойства локальной разрешимости 

Рассмотрим далее зависимость наличия локальной разрешимости задачи 

Z  от мощности системы окрестностей. Очевидно, что при всех системах 

окрестностей 0Ω≥Ω , где 0Ω  - система окрестностей, построенная по 

алгоритму 1, регулярная задача Z , будет обладать свойством локальной 

разрешимости. Очевидно также, что в некоторых случаях можно построить 

менее мощную систему окрестностей S
0Ω  такую, что при любой системе 

окрестностей S
0Ω≥Ω  задача Z  будет локально разрешима. 

Опишем алгоритм построения системы S
0Ω , как модифицированный 

алгоритм 2.7.1. 

Алгоритм  2.9.1. Рассмотрим некоторый набор 

( ){ }NdqiKSMSH i
dddd

i
d

i
d

i
iiiiii ∈=∈∈= ∆ ;,...,1;;, µµ . Обозначим HV  множество всех 

точек набора H : { }HSSSSV ii d
i

d
i

j
i

j
iH ∈∈= ;| . Будем также использовать 

обозначение { }PpSV pH K,1| == , где P  - общее количество точек, во всех 

конфигурациях набора H .  

Обозначим HW  множество всех пар различных точек входящих в набор 

H : ( ) ( ){ }21)(;,;,|, 2121 lljiHSSSSSSSSW jiji d
j

d
i

d
j

l
j

d
i

l
i

l
j

l
iH ≠⇒=∈∈∈= . Множество HW  

будем также представлять в виде ( ){ }2121, ;,...,1,|
21

ppPppSSW ppH ≠== , где P  - 

общее количество точек, во всех конфигурациях набора H . 

Опишем правило, по которому каждой паре точек из HW  ставится в 

соответствие окрестность 21,ppO& . Разметку окрестности 21,ppO&  будем обозначать 

21,ppOµ
& . Итак паре точек, ( )

21
, pp SS  id

ip SS ∈
1

, jd
jp SS ∈

2
 из HW  ставится в 

соответствие окрестность 21,ppO& , однозначно заданная парой ( )
2121 ,, , pppp nn ′′′ , 

Nnn ∈′′′,  такая, что:  

1) ( ) ( ) ( ) ( )
212212

21

211211

21
,,

,
,,

, ,,:,,: pppppp
pp

pppppp
pp nSnSOnSnSO ′′=≅′′′= &&  

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121,2,121 ,,~,,:,
2121212

nSnnSnnnnnnn ppppppN
≠⇒′>∨′>∀  

3) ( ) ( ) ( ) ( )0,0,
21212

21

1

21
,,

,, =′′′⇒= ppppp
pp

p
pp nnSOSO µµ

&&  
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т.е. паре точек оказывается сопоставленной общая различным образом 

размеченная сдвиг - эквивалентная окрестность максимального размера. 

Следует отметить, что для каждой пары точек окрестность 
21,ppO&  

существует и единственна. Существование следует из того, что любые две 

точки сдвиг – эквивалентны друг другу. Единственность обусловлена 

связностью окрестности. 

Пусть HSSS id
i

l
ip ∈∈= 1 . Для каждой точки pS  из HV  рассмотрим все 

четверки из множества O
HW , в которые входит точка pS . Таким образом точке 

pS  оказывается поставлено в соответствие множество 

( )( ){ }PpprWnnSSnnSSY O
Hrprprprprprpp ,,1,1,,1;,,,,,, ,,,, KK +−=∈′′′′′′= , включающее все 

окрестности, поставленные в соответствие точке pS  в множестве O
HW .  

Для дальнейшего рассмотрения будет важным факт присутствия в 

множестве pY  такой четверки ( )
111 ,, ,,, rprprp nnSS ′′′ , в которой 11, 1

−=′ ln rp  и 1, 1
ldn irp −=′′ . 

Это означает, что в множестве pY  присутствует окрестность точки 1l
ip SS = , 

соответствующая всей конфигурации idS . Факт наличия в множестве pY  

такой четверки очевидно эквивалентно тому, что конфигурация idS  является 

охватываемой. В случае наличия в множестве pY  будем считать, что она 

соответствует общей окрестности точки pS  с некоторой точкой 
1r

S , 

{ }Pppr KK ,1,1,,11 +−∈ . Положим 

- в случае наличия в 
множестве pY  четверки 
( )

111 ,, ,,, rprprp nnSS ′′′ ; 

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )⎪

⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′∨<′′′′′′∀

−≤≤

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′′′∨<′′′′′′∀

−≤≤

=′
′′′

2121

121121

2121,,,/

121121

,||,,,:,
,,,

,||,,,:,
,,,

1,1,1

nnnnnnnnnn
ldnlnnn

nnnnnnnnnn
ldnlnnn

Y

p

rprprpp

Y

i

nnSSY

i

p

- в противном случае. 

Таким образом pY ′  - множество всех возможных окрестностей точки pS , 

которые не доминируются никакими окрестностями из pY , кроме быть может 

одной - ( )
111 ,, ,,, rprprp nnSS ′′′ , в которой 11, 1

−=′ ln rp  и 1, 1
ldn irp −=′′ . 
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Конечное множество pY ′  очевидно не пусто – содержит по меньшей мере 

пару ( )11, ldl i − . Поэтому существует по меньшей мере одна пара на которой 

любая функция мощности окрестности D  достигает минимума на множестве 

pY ′ . 

Таким образом каждой точке набора H  множество 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =′′′≥∀′∈′′′==

′
PpnnDnnDnnYnnOOSV ppYppp

pp
p

O
H

p

,...,1;,,:,,,|, 2121

))
 ставит в 

соответствие недоминируемую окрестность этой точки. 

Следует отметить, что минимум функции мощности окрестности D  

может достигаться не в единственной точке. В таком случае мы доопределим 

алгоритм произвольным способом выбора единственной окрестности, 

Например, воспользуемся лексикографическим порядком. 

На основе множества O
HV  очевидным образом строится система 

окрестностей 0Ω , где PpO p ,,1,0 K
)

=Ω∈ . 

Теорема  2.9.1. Для любой разрешимой задачи Z  с набором 

прецедентов H  существует нетривиальная система окрестностей 0Ω  такая, 

что при любой системе окрестностей 0Ω≥Ω  задача Z  является локально 

разрешимой.  

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2.8.1. 

Полученные результаты позволяют для любой разрешимой (регулярной) 

задачи, заданной набором прецедентов H , построить в определенном смысле 

минимальную систему окрестностей, такую что, все системы окрестностей 

большие или равные построенной доставляют задаче локальную 

разрешимость (регулярность). Указанная система окрестностей строиться 

очень точно путем указания конкретной окрестности для каждой точки 

каждой конфигурации набора. Очевидно, что в практических задачах 

подобная точность часто будет являться избыточной.  

Также следует отметить, что в практических задачах с некоторыми 

сложностями сталкиваются попытки распространить полученные системы 
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окрестностей на новые конфигурации, не входящие в множество прецедентов 

H . 

Поэтому для практических задач имеет смыл воспользоваться менее 

оптимальными и, соответственно, более устойчивыми к расширению 

множества конфигураций, системами окрестностей. Например, система 

окрестностей может быть назначена так, что каждой точке ставиться в 

соответствие окрестность, обладающая максимальными размерами из всех 

окрестностей, входящими в оптимальную систему окрестностей 0Ω . 
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Глава 3. Проблемы полноты 

Задачи синтеза обучаемых алгоритмов выделения трендов являются 

частным случаем задач с теоретико-множественными ограничениями, в роли 

которых выступают правила (аксиомы) разметки. Настоящая глава 

посвящена описанию требований [36,37] к семействам алгоритмов, 

выполнение которых обеспечивало бы полноту этих семейств. 

3.1. Задачи классификации с теоретико-множественными 

ограничениями 

В контексте алгебраического подхода к синтезу корректных алгоритмов 

распознавания образов, классификации и прогнозирования [10,11] 

рассматривается класс задач, характеризующийся наличием явным образом 

заданных теоретико-множественных ограничений на множество допустимых 

ответов алгоритма. 

В соответствии с [27,28,29], опишем задачу классификации в виде 

задачи синтеза алгоритма преобразования информации. Будем рассматривать 

некоторое множество { }S=℘ , элементы которого называются объектами. 

Описания объектов ( )SD  образуют пространство начальных информаций 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ℘∈=ℑ SSDi , элементы которого обозначаются iI , так что { }ii I=ℑ . 

Рассматривается задача синтеза алгоритмов A , реализующих 

отображения из пространства начальных информаций iℑ  в пространство 

финальных информаций 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=ℑ ff I . Далее мы не будем различать алгоритмы и 

реализуемые ими отображения. Решение синтезируется в рамках модели 

алгоритмов M , где { }fiAA ℑℑ⊆ →:M . Задачи определяются структурными 

информациями sI , выделяющими из M  подмножества допустимых 

отображений, обозначаемые [ ]sIM . Любой алгоритм A , реализующий 

произвольное допустимое отображение, называется корректным для задачи, 

определяемой структурной информацией sI , и является ее решением.  
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Конструкции алгебраического подхода к проблеме синтеза корректных 

алгоритмов основаны на использовании “промежуточного” по отношению к 

iℑ  и fℑ  пространства оценок { }ee I=ℑ . При этом корректные алгоритмы 

синтезируются на базе эвристических информационных моделей, т.е. 

параметрических семейств отображений из iℑ  в fℑ , представляющих собой 

специальные суперпозиции алгоритмических операторов (отображений из iℑ  

в eℑ ) и решающих правил (отображений из p
eℑ  в fℑ , p  - арность решающего 

правила). 

Напомним, что при произвольных множествах U , V , U ′  и V′ и 

произвольных отображениях u  из U  в V  и u′  из U ′  в V′  произведением 

uu ′×  называется отображение v  из UU ′×  в VV ′×  такое, что для любой 

пары ( )UU ′,  из UU ′×  выполнено равенство ( ) ( ) ( )( )UuUuUUv ′=′ ,,  [1]. Для 

произвольного отображения u  из pU  в V  при 1≥p  диагонализацией ∆u  

будем называть отображение из U  в V  такое, что для любого U  из U  

выполнено равенство ( ) ( )UUUuUu ,,, K=∆ . 

Модели M  определяются моделями алгоритмических операторов 0M , 

где { }ei

df
BB ℑℑ= →∗⊆ :0 MM , и решающих правил 1M , где { }U

∞

=

→ ℑℑ⊆
0

1 :
p

f
p
eCCM , 

следующим образом: 

( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∈∈××==

∆
0

1
1

1
01 ,,, MMMMM pp BBCBBC KKoo . 

Для синтеза корректных алгоритмов используются также множества F  

корректирующих операции, определенных над множеством отображений ∗M . 

Корректирующие операции F , рассматриваемые в настоящей работе, 

индуцируются операциями F~  над пространством оценок eℑ : 

( )( ) ( ) ( )( )ipi
df

ip IBIBFIBBF ,,~,, 11 KK = , 
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где iI  пробегает пространство начальных информаций iℑ , алгоритмические 

операторы pBB ,,1 K  - произвольные отображения из iℑ  в eℑ , и F~  - операция 

над eℑ . 

Схема построения модели алгоритмов M  представлена на следующей 

коммутативной диаграмме [28]: 

e
p
e

fi

ℑℑ

ℑℑ

⎯→⎯

↑↓

⎯⎯→⎯

F
MM

M

10
. 

Для рассматриваемых в настоящей заметке задач с теоретико-

множественными ограничениями модели алгоритмов M  строятся на базе 

параметрических семейств моделей алгоритмических операторов и 

корректирующих операций. При этом предполагается, что 

( ){ }λωλωλ WL ∈∈= ,0
,

0 MM  и { }L∈= λλFF , где ( )λW  и L  - множества 

структурных индексов. Модель M  строится в виде 

( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM , 

где при всех L∈λ  и W∈ω  выполнено равенство 

( ) ( )( ) ( )( )( ){
∆

××= p
pr

p
prωλ BBFBBFC ,,,, 1

1
1

1
11

0
,

1 KKKoo MFM λ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}0
,

0
1,

1
1

1
11

1 ,,,,,,,,,, pωλ
p

pr
p

prωλr
pλ

p BBBBFFC MMFM ∈∈∈∈ KKKK . 

Для формализации понятия теоретико-множественных ограничений 

введем набор { }kππ ,...,1=Π  предикатов { }1,0: →ℑℑ × fiiπ . 

Пусть iI  - произвольный элемент пространства iℑ . Положим 

( ) ( ){ }1,:,
1

=∀ℑ∈=Π fjjkfffi IIjIII π
K

 - множество всех допустимых значений 

корректных алгоритмов для начальной информации iI . 

Набор Π  будем называть покрывающим, если для любого iI  из iℑ  

выполнено условие ( ) ∅≠Π iI , то есть когда для любого элемента существует 

хотя бы одно допустимое значение. 
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В дальнейшем будем рассматривать произвольный фиксированный 

покрывающий набор Π . 

Множество натуральных чисел будем обозначать N  и положим 

{ }00 ∪= NN . 

Опред ел ени е  3 . 1 . 1 .  Множество  

( ) ( )( ){ q
ff

q
ii IIII ,,,,, 11 KK=Prec  

( ) ( ) ( ) }qjприIIIIkjприIIIINq j
i

j
f

q
f

q
ff

k
i

j
i

q
i

q
ii ,,1,,,,,,,, 11 KKK =Π∈ℑ∈≠≠ℑ∈∈  

называется множеством наборов допустимых прецедентов. 

Для произвольного множества ℑ  и Nq∈  будем обозначать символом 

( )∗ℑq  множество ( )( ){ }jkприIIIIII jkqqq ≠≠ℑ∈ ,,,,, 11 KK . 

Отметим, что ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

U U
K

KK
Nq II

q
ii

q
ii

q
i

q
ii

IIII
∈ ℑ∈

∗

Π××Π=
,,

11

1

,,,Prec . 

3.2. Понятия полноты для задач с теоретико-множественными 

ограничениями 

Опред ел ени е  3 . 2 . 1 .  Модель M  называется Π -полной, если 

выполнены условия (7) и (8): 

( ) ( ){ } ( )iiii IAIAII
i

Π⊆∈=∀
ℑ

MM: ; (7)

{ }

j
f

j
i

q

q
ff

q
ii

P
IIAjAIIII

rec

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∀∃∀ ::,,,,,

,,1

11

K

KK
M

. (8)

Отметим, что условия (7) и (8) независимы. Кроме того, при выполнении 

условия (8) условие (7) эквивалентно условию (7’): 

( ) ( ){ } ( )iiii IAIAII
i

Π=∈=∀
ℑ

MM: . (7’)

Цель настоящей работы – описание условий, которым должны 

удовлетворять семейства 1M , F  и 0M , чтобы в совокупности обеспечивать 

полноту модели ( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM . 

Нетрудно видеть, что изучение проблемы полноты модели M  можно 

проводить в предположении, что q  равно 1 . Действительно, для этого 
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достаточно перейти от исходного пространства начальных информаций iℑ  к 

U
∞

=

ℑ
1q

q
i , от исходного пространства финальных информаций fℑ  к U

∞

=

ℑ
1q

q
f , от 

исходного пространства оценок eℑ  к U
∞

=

ℑ
1q

q
e  и от исходных отображений, 

скажем M∈A , fiA ℑℑ →:  к UU
∞

=

∞

=

∗ ℑ→ℑ
11

:
q

q
f

q

q
iA , где ( ) ( ) ( )( )q

ii

dfq
ii IAIAIIA ,,,, 11 KK =∗ . 

Опред ел ени е  3 . 2 . 2 .  Семейство решающих правил 1M  называется 

Π -полным, если существуют модель алгоритмических операторов 0M  и 

семейство корректирующих операций F  такие, что модель 

( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM  является Π -полной. 

Опред ел ени е  3 . 2 . 3 .  При фиксированном Π -полном семействе 

решающих правил 1M  семейство корректирующих операций F  называется 
1M -Π -полным, если существует модель алгоритмических операторов 0M  

такая, что модель ( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM  является Π -полной. 

Опред ел ени е  3 . 2 . 4 .  При фиксированных Π -полном семействе 

решающих правил 1M  и 1M -Π -полном семействе корректирующих операций 

F  модель алгоритмических операторов 0M  называется F - 1M -Π -полной, если 

модель ( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM  является Π -полной. 

3.3. Критерий полноты для семейств решающих правил 

Рассмотрим непустое семейство решающих правил U
∞

=

=
0

11

p
pMM , где при 

любом p  из 0N  выполнено соотношение { }f
p
ep CC ℑ→ℑ⊆ :1M . При этом для 

любого eX ℑ⊆  оказывается, естественно, выполненным условие 

( ) ( ) ( )U U UU
∞

= ∈ ∈

∞

=

==
00

11

1p C Xxp

p
p

p
p

xCXX
M

MM . 



 54

Опред ел ени е  3 . 3 . 1 .  Пусть 0Np∈ . Для произвольного iI  из iℑ  

множеством ( )ip I,1Mα  называется пересечение в p -ой декартовой степени 

пространства оценок eℑ  всех полных прообразов множества ( )iIΠ  

относительно решающих правил арности p : 

( ) ( )( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Π∈∀ℑ∈=Π=
∈

−
ie

p
eee

C
iip IICCIIICI

p
p

:,,
1

1

11

M
M

M Iα . (9)

Опред ел ени е  3 . 3 . 2 .  Пусть 0Np∈ . Для семейства 1M  и элемента iI  

пространства iℑ  подмножество ( )iIX  пространства оценок eℑ  называется 

допустимой p -проекцией, если выполнены условия (10) и (11): 

( ) ( )ip
p

i IIX ,1Mα⊆ , (10)

( )( ) ( )( )ip
p

ie IZZIXZ ,: 1Mα⊆∧⊂ℑ⊆¬∃ . (11)

Множество всех допустимых p -проекций для семейства 1M  и элемента 

iI  обозначим ( )ip I,1Mξ . 

Для произвольного iI  из iℑ  введем множество ( )iI,1MΦ  функций выбора 

допустимых проекций: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
⎩
⎨
⎧ ∧ℑ=⇒∅=∀ℑΒ→=Φ epNei ppNI ϕϕϕ 1

0
1 :,:,

0

MM  

( ) ( ) ( )( )( )}ipp Ip ,11 MM ξϕ ∈⇒∅≠∧ , 

где ( )eℑΒ  - множество всех подмножеств множества eℑ . 

Для каждой функции выбора допустимых проекций ϕ  из ( )iI,1MΦ  

положим ( ) ( )I
∞

=

=
0

,
p

i pIX ϕϕ . Отметим, что ( )( ) ( )U U I
∞

= ∈

∞

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0 0

1

1

,
r C

r

p
i

r

pCIX
M

M ϕϕ . 

Пусть ( ) ( ) ( ){ }∅≠Φ∈=Φ ϕϕϕ ,,,,~ 11
iii IXII MM . 

Теор ема  3 . 3 . 1 .  При всех iI  из iℑ  выполнено соотношение (12): 

( )
( )

( )i
I

i IIX
i

Π⊆
Φ∈

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛U

,~

1

1

,
M

M
ϕ

ϕ . (12)

Дока зател ь ство .  Для произвольного iI  из iℑ , любой функции ϕ  из 

( )iI,~ 1MΦ  и любого p  из 0N  если 1
pM  пусто, то пусто, очевидно, и множество 
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( )( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ p

ip IX ϕ,1M . Если же 1
pM  не пусто, то выполнено соотношение 

( )( ) ( )( )pIX p
p

ip ϕϕ 11 , MM ⊆⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ , так как ( ) ( )I

∞

=
=

0
,

p
i pIX ϕϕ . Из того, что ( )pϕ  при 

непустом 1
pM  принадлежит ( )ip I,1Mξ , в силу определений множеств ( )ip I,1Mα  

и ( )ip I,1Mξ  следует, что ( )( ) ( )i
p

ip IIX Π⊆⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ϕ,1M . Отсюда следует, что 

( )( ) ( )( ) ( )i
p

p
ipi IIXIX Π⊆=

∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛U

0

11 ,, ϕϕ MM . Поскольку это верно для всех ϕ , то 

всегда ( )( )
( )

( )i
I

i IIX

i

Π⊆
Φ∈
U

,~
1

1
,

M

M
ϕ

ϕ , что и требовалось доказать. 

Теор ема  3 . 3 . 2 .  (Критерий  Π -полноты  для  с емейств  

р ешающих  правил ) .  Для Π -полноты семейства решающих правил 1M  

необходимо и достаточно, чтобы при любом iI  из iℑ  было выполнено 

условие (13): 

( )( )
( )

( )i
I

i IIX
i

Π=
Φ∈
U

,~

1

1

,
M

M
ϕ

ϕ . (13)

Дока зател ь ство .  Необходимость .  Допустим, что 

( )( )
( )
U

iI
iIX

,~
1

1
,

M

M
Φ∈ϕ

ϕ  не совпадает с ( )iIΠ . Тогда существует такое 0
fI , что 

( ) ( )( )
( )
U

iI
iif IXII

,~
10

1
,

M

M
Φ∈

−Π∈
ϕ

ϕ . Пусть, в тоже время, ( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM  и 

модель M  является Π -полной. Тогда существуют решающее правило 1
0 M∈C  

арности 0p , значения параметров L∈λ  и ( ) ( ) ( )λωω Wp ∈0,1 K , корректирующие 

операции λF∈
0

,,1 pFF K  и алгоритмические операторы 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0
,

0
1,

1
1

1
1 000

,,,,,, pωλ
p

pr
p

prωλr BBBB MM ∈∈ KKK  такие, что  

( )( ) ( )( )( ) ( ) 0
1

1
1

1
110

0

0

0

0
,,,, fi

p
pr

p
pr IIBBFBBFC =××

∆
KKKo . 

Пусть ( )( )( ) ( )( )( )( ) 00

0

0

0
,,,,,, 1

1
1

1
11

0 p
ei

p
pr

p
pire IBBFIBBFI ℑ∈= KKK . Тогда ( ) 00

0 fe IIC = . 
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Если ( )01
0 ep IM  не является подмножеством ( )iIΠ , то, очевидно, и ( )iIM  не 

является подмножеством ( )iIΠ , так что модель M  не Π -полна. 

Остается случай, когда ( ) ( )iep II Π⊆01
0

M , что эквивалентно выполнению 

включения ( )ipe II ,10
0
Mα∈ . 

Для любого вектора ( ) p
e

p
ee

p
e III ℑ∈= ,,1 K  положим ( ) { }p

ee
p

e IIIQ ,,1 K= . 

Пусть существует p  такое, что ( )( )p
eIQ 0  не является подмножеством 

( )ip I,1Mα . Тогда существуют 0C  в 1
pM  и набор индексов ( ) { }p

p pii 01 ,,1,, KK ∈  

такие, что  

( )( ) ( )( )( ) ( )ii
ir

i
i

i
ir

i
i IBBFBBFC p

p

p

p
Π∉××

∆
,,,, 110 0

1

1

1

1
KKKo , 

так что ( )iIM  не является подмножеством ( )iIΠ . 

Пусть, наконец, для всех p  либо ∅=1
pM , либо выполнено 

( )( ) ( )ip
p

e IIQ ,10 Mα⊆ . Тогда для каждого p  либо 1
pM  пусто, либо существует pX  

в ( )ip I,1Mξ  такое, что ( ) pe XIQ ⊆0 . Отсюда следует, что в ( )iI,~ 1MΦ  имеется 

функция 0ϕ  такая, что при всех p  выполнено ( ) ( )pIQ e 0
0 ϕ⊆  так что 

( ) ( )ϕ,0
ie IXIQ ⊆ . Поэтому ( )( ) ( )( )

( )
U

iI
ie IXIQ

,~

101

1

,
M

MM
Φ∈

⊆
ϕ

ϕ , что противоречит 

предположению о выполнении соотношений ( ) ( )( )
( )
U

iI
ife IXIIC

,~

100
0

1

,
M

M
Φ∈

∉=
ϕ

ϕ . 

Необходимость доказана. 

Достаточно сть .  Пусть выполнено условие 

( )( )
( )

( )i
I

i IIX
i

Π=
Φ∈
U

,~

1

1

,
M

M
ϕ

ϕ . 

Положим ( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Φ∈∀Φ→ℑ=Φ=
ℑℑ∈ℑ∈

∏ iii
I

ii
I

i IIIIIW
iiiii

,~:,,~:,~ 111 MMM ωωω U . 

В качестве семейства корректирующих операций используем 

одноэлементное множество F , включающее только тождественное 

отображение eℑ  на себя. Для определенности обозначений положим { }0=L . 
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Модели 0
,0 ωM  определим равенством 

( ) ( )( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∀ℑ→ℑ=
ℑ

iiiiei IIXIBIBB
i

ωω ,:,:0
,0M . 

Пусть ( )00 , fi II  - произвольный допустимый прецедент. Из сделанного 

предположения вытекает, что существуют 00 Np ∈  и ( )01
0 ,~

iIMΦ∈ϕ  такие, что 

( )( )( )0

0 0
010 , p
ipf IXI ϕM∈ . Поэтому существует 1

0 pC M∈  такое, что при некотором 

( ) ( )( ) 00
0

01 ,,, p
i

p
ee IXII ϕ∈K  выполнено равенство ( ) 01

0
0,, f

p
ee IIIC =K . 

В качестве функции-индекса ω  для модели 0
,0 ωM  выберем любую 

функцию, удовлетворяющую равенству ( ) 0
0 ϕω =iI . В модели 0

,0 ωM  имеются 

операторы 
0

,,1 pBB K  такие, что при всех 0,,1 pk K=  выполнено 

( ) ( )0
00 ,ϕi

k
eik IXIIB ∈= . Итак, имеем равенство ( ) ( ) 00

10 0 fip IIBBC =××
∆

K , что и 

требовалось доказать. 

Теор ема  дока з ана .  

3.4. Критерий полноты для семейств корректирующих операций 

Далее считается, что зафиксировано произвольное Π -полное семейство 

решающих правил 1M . 

Опред ел ени е  3 . 4 . 1 .  Пусть iiI ℑ∈ . Система подмножеств 

( ) ( ) ( ) ( ){ }ieiii IIXIXIG Γ∈ℑ⊆= γγγ ,,,  называется 1M -полной для iI , если 

выполнены условия (14) и (15): 

( ) ( ) ( ) ( )ϕγϕγ ,,:
,~ 1 ii
II

IXIX
ii

⊆∃∀
ΦΓ M

, (14)

( )( ) ( )
( )
U

iI
ii IIX

Γ∈
Π=

γ
γ,1M . (15)

Перейдем теперь к рассмотрению семейств корректирующих операций 

{ }L∈= λλFF , считая, что при всех λ  из L  выполнено U
∞

=

=
0p

λ
pFFλ , где при всех 

p  из 0N  множество λ
pF  определяется равенством { }e

p
e

λ
p FF ℑ→ℑ∩= :λFF . 
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Опред ел ени е  3 . 4 . 2 .  Пусть 0Np∈ . Для произвольных λ  из L , iI  из 

iℑ  и произвольной функции выбора допустимых проекций ϕ  из ( )iI,~ 1MΦ  

множеством ( )ϕβ λ ,ip I  называется пересечение в p -ой декартовой степени 

пространства оценок eℑ  всех полных прообразов множества ( )ϕ,iIX  

относительно корректирующих операций из λ
pF : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 1,:,,, 1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∀ℑ∈==
∈

− ϕϕϕβ λ
ie

p
eee

F
iip IXIFFIIIXFI

λ
pλ

p
F

F
I . (16)

Опред ел ени е  3 . 4 . 3 .  Пусть 0Np∈ . Для произвольных λ  из L  и iI  из 

iℑ  и произвольной ϕ  из ( )iI,~ 1MΦ  подмножество ( )λϕ ,,iIY  пространства 

оценок eℑ  называется λF - 1M -допустимой p -проекцией, если выполнены 

условия (17) и (18): 

( ) ( )ϕβλϕ λ ,,, ip
p

i IIY ⊆ , (17)

( )( ) ( )( )ϕβλϕ λ ,,,: ip
p

ie IZZIYZ ⊆∧⊂ℑ⊆¬∃ . (18)

Множество всех λF - 1M -допустимых p -проекций для L∈λ  и iiI ℑ∈  и 

функции выбора допустимых проекций ϕ  из ( )iI,~ 1MΦ  обозначим ( )λϕζ ,,ip I . 

Для произвольных L∈λ  и iiI ℑ∈  и функции ϕ  из ( )iI,~ 1MΦ  введем 

множество ( )λϕ ,,iIΨ  функций выбора λF - 1M -допустимых проекций: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
⎩
⎨
⎧ ∧ℑ=⇒∅=∀ℑΒ→=Ψ epNei ppNI ψψψλϕ λF:,:,,

0
0  

( ) ( ) ( )( )( )
⎭
⎬
⎫

∈⇒∅≠∧ λϕζψλ ,,ipp IpF . 

Для каждой функции выбора λF - 1M -допустимых проекций ψ  из 

( )λϕ ,,iIΨ  положим ( ) ( )I
∞

=

=
0

,,,
p

i pIY ψψλϕ . Отметим, что 

( )( ) ( )U U I
∞

= ∈

∞

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0 0

,,,
r F

r

p
i

λ
r

pFIY
F

F ψψλϕλ . 

Пусть ( ) ( ) ( ){ }∅≠Ψ∈=Ψ ψλϕλϕψψλϕ ,,,,,,,,~
iii IYII . 
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Теор ема  3 . 4 . 1 .  (Критерий  1M -Π -полноты  для  

с емейств  корр ектирующих  операций ) .  Для 1M -Π -полноты 

семейства корректирующих операций { }L∈= λλFF  необходимо и достаточно, 

чтобы для любого iI  из iℑ  существовала 1M -полная для iI  система 

подмножеств ( ) ( ) ( ) ( ){ }ieiii IIXIXIG Γ∈ℑ⊆= γγγ ,,,  такая, что для любого γ  из 

( )iIΓ  существует λ  в L  такое, что 

( )( )
( )

( )γψλϕ
λϕψ

λ ,,,,
,,~ i

I
i IXIY

i

=
Ψ∈
UF . 

Замечание .  Отметим, что из определений 3.4.2. и 3.4.3. вытекает, что 

при всех iI  из iℑ , всех λ  из L , ϕ  из ( )iI,~ 1MΦ  и ψ  из ( )λϕ ,,~
iIΨ  выполнено 

соотношение ( )( )
( )

( )γψλϕ
λϕψ

λ ,,,,
,,~

i
I

i IXIY
i

⊆
Ψ∈
UF . 

Действительно, при всех L∈λ , всех ( )iI,~ 1MΦ∈ϕ , всех ( )λϕψ ,,~
iIΨ∈  и всех 

p  из 0N  либо ∅=λpF , либо ( ) ( )λϕζψ ,,ip Ip ∈ . В первом случае, естественно, 

( )( )( ) ∅=p
i

λ
p IY ψλϕ ,,,F . Во втором случае выполнено ( ) ( )pIY i ψψλϕ ⊆,,, , так что 

( )( )( ) ( )( )pIY λ
p

p
i

λ
p ψψλϕ FF ⊆,,, . Так как ( ) ( )λϕζψ ,,ip Ip ∈ , то ( )( ) ( )ϕβψ λ ,ip

p Ip ∈ , 

откуда вытекает, что ( )( ) ( )ϕψ ,i
λ
p IXp ⊆F  и, тем более ( )( )( ) ( )ϕψλϕ ,,,, i

p
i

λ
p IXIY ⊆F . 

Дока зател ь ство .  Необходимость .  Пусть в iℑ  существует 0
iI  

такое, что для него не существует 1M -полной для iI  системы подмножеств 

( ) ( ) ( ) ( ){ }ieiii IIXIXIG Γ∈ℑ⊆= γγγ ,,,  такой, что для всех γ  из ( )iIΓ  существует λ  

в L  такое, что выполнено равенство ( )( )
( )

( )γψλϕ
λϕψ

λ ,,,,
,,~

i
I

i IXIY
i

=
Ψ∈
UF . 

Пусть, в то же время, семейство корректирующих операций { }L∈= λλFF  

является 1M -Π -полным. Это означает, что существует модель 

алгоритмических операторов 0M  такая, что модель ( )
( )

U U o
Lλ Wω

ωλ
∈ ∈

=
λ

λ 0
,

1 MFMM  

является Π -полной так, что в этом случае выполнено равенство ( ) ( )00
ii II Π=M . 

Рассмотрим систему ( )00
iIG  подмножеств eℑ , определяемую равенством 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }000000 ,,, ieiii IIXIXIG Γ∈ℑ⊆= γγγ , 

где ( ) { } ( )U
L

i WI
∈

×=Γ
λ

λλ00  и при всех L∈λ  и ( )λω W∈  выполнено 

( ) ( )( ) ( )( )00
,

00 ,,, iii IIXIX ωλ
λωλγ MF== . 

Очевидно, что при всех γ  из ( )00
iIΓ  выполнены соотношения 

( )( ) ( )ϕωλ
λ ,00

, ii IXI ⊆MF  (при некотором ϕ  из ( )iI,~ 1MΦ ) и ( )( )( ) ( )U
0

000
,

1

Γ∈

Π=
γ

ωλ
λ

ii IIMFM . 

Таким образом, система подмножеств ( )00
iIG  оказывается 1M -полной для 0

iI , 

что противоречит сделанному предположению. Необходимость доказана. 

Достаточно сть .  Пусть для каждого iI  из iℑ  существует 1M -

полная система для iI  подмножеств ( ) ( ) ( ) ( ){ }ieiii IIXIXIG 0000 ,,, Γ∈ℑ⊆= γγγ  

такая, что для всех γ  из ( )iIΓ  существует λ  в L  такое, что выполнено 

равенство ( )( )
( )

( )γψλϕ
λϕψ

λ ,,,,
,,~

i
I

i IXIY
i

=
Ψ∈
UF . 

Для каждого L∈λ  положим  

( ) ( )
( ) ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
Ψ= ∏

ℑ∈ Φ∈

ωλϕλ
ϕii iI I

iIW U
,~ 1

,,~
M

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Ψ∈∃∀Ψ→ℑ
Φℑ

ℑ∈ Φ∈

λϕωϕλϕω
ϕ

,,~:,,,~:
,~

,~
1

1
ii

I
i

I I
ii IIII

ii
ii i

M
M

U U . 

Модели 0
,ωλM  определим равенством ( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∀ℑ→ℑ=
ℑ

i
i

Iiiei YIBIBB ωωλ :,:0
,M . 

Для всех iI  из iℑ  при этом имеем ( ) ( ){ } ( )( )iiii IIYBIBI ωλϕωλωλ ,,,0
,

0
, =∈= MM , 

так что ( )( ) ( )( )( )ii
λ

i
λ IIYI ωλϕωλ ,,,0

, FMF = . Отсюда следует, что при всех γ  из 

( )iI0Γ  выполнено ( )( )
( )

( )( )
( )

( )γψλϕ
λϕψ

λ

λϕψ
ωλ

λ ,,,, 0

,,~,,~

0
, i

I
i

I
i IXIYI

ii

==
Ψ∈Ψ∈
UU FMF . 

В силу того, что система 0G  по предположению 1M -полна для iI , 

получаем ( ) ( )( )
( )

( )i
Lλ Wω

iωλi III Π==
∈ ∈
U U o

λ

λ 0
,

1 MFMM , что и требовалось доказать. 

Теор ема  дока з ана .  
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3.5. Критерий полноты для моделей алгоритмических операторов 

Далее считается, что зафиксировано произвольное 1M -Π -полное 

семейство корректирующий операций { }L∈= λλFF . 

Опред ел ени е  3 . 5 . 1 .  Пусть iiI ℑ∈  и зафиксирована 1M -полная для 

iI  система подмножеств ( ) ( ) ( ) ( ){ }ieiii IIXIXIG Γ∈ℑ⊆= γγγ ,,, . Система 

подмножеств ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }GIIIYIYGIH iieiii ,,,,,,,,,, ∆∈Γ∈ℑ⊆= δγδλγδλγ  называется 

F - 1M -полной для iI , если выполнены условия (19) и (20): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )ψλϕδλγψϕλδ

λϕ
,,,,,,:

,,~
,~, 1

ii
IILGI

IYIY
iii

⊆∃∃∀∀
ΨΦ∆ M

, 
(19)

( )
( )( ) ( )

( )
U

GI
ii

λ

LI ii

IXIY
,

,,,,
∆∈Γ

=∃∀
δ

γδλγλγ F . (20)

Теор ема  3 . 5 . 1 .  (Критерий  F - 1M -Π -полноты  для  

модел ей  ал г оритмиче ских  оп ераторо в ) .  Для F - 1M -Π -полноты 

модели алгоритмических операторов ( ){ }λωλωλ WL ∈∈= ,0
,

0 MM  необходимо и 

достаточно, чтобы при всех iI  из iℑ  было выполнено условие (21): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )ψλϕψϕωλ ωλ

λϕλ
,,,: 0

,
,,~

,~ 1
ii

IIWL
IYI

ii

⊆∃∃∀∀
ΨΦ

M
M

, (21)

и чтобы существовали 1M -полная система подмножеств 

( ) ( ) ( ) ( ){ }ieiii IIXIXIG Γ∈ℑ⊆= γγγ ,,,  и F - 1M -полная система подмножеств 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }GIIIYIYGIH iieiii ,,,,,,,,,, ∆∈Γ∈ℑ⊆= δγδλγδλγ  такие, что 

( ) ( ) ( )
( ) ( )ii

λWGILI
IIY

ii

0
,

,
,,,: ωλδλγωδλγ M⊆∃∀∃∀

∆Γ
. (22)

Дока зател ь ство .  Необходимость  у с ло вия  ( 2 1 ) .  Пусть 

при некоторых 0
iI  из iℑ , L∈0λ  и ( )00 λω W∈  множество ( )00

, 00 iIωλM  не 

покрывается ни одним из множеств ( )ψλϕ ,,, 0
0
iIY  при ( )01,~

iIMΦ∈ϕ  и 

( )0
0 ,,~ λϕψ iIΨ∈ . 

Если в ( )01,~
iIMΦ  нет такого 0ϕ , что ( )( ) ( )0

000
, ,

00

0 ϕωλ ii
λ IXI ⊆MF , то не 

выполнено соотношение ( )( )( ) ( )000
,

1
00

0
ii

λ II Π⊆ωλMFM . Если же при некотором 0ϕ  
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из ( )01,~
iIMΦ  выполнено ( )( ) ( )0

000
, ,

00

0 ϕωλ ii
λ IXI ⊆MF , то в ( )0

0 ,,~ λϕiIΨ  должна 

существовать функция выбора 0λF - 1M -допустимых проекций 0ψ  такая, что 

( ) ( )ψλϕωλ ,,, 0
000

, 00 ii IYI ⊆M , что и доказывает необходимость условия (21). 

Необходимость  у сло вия  ( 2 2 )  вытекает из того, что в качестве 

F - 1M -полной системы подмножеств ( )GIH i ,  можно использовать систему 

( ) ( ){ }λωλωλ WLIi ∈∈ ,0
,M , а в качестве ( )iIG  - систему ( )( ) ( ){ }λωλωλ WLIi

λ ∈∈ ,0
,MF . 

Достаточно сть .  Пусть модель алгоритмических операторов 0M  

удовлетворяет условиям (21) и (22). Из условия (21) вытекает, что при всех 

iiI ℑ∈ , L∈λ  и ( )λω W∈  выполнено ( )( ) ( )ii
λ II Π⊆0

,
1

ωλMFM o . 

Из условия (22) вытекает, что при любом iI  и любом ( )if II Π∈  

существуют λ  и ω  такие, что ( )( )i
λ

f II 0
,

1
ωλMFM o∈ , что и требовалось доказать. 

Теор ема  дока з ана .  
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Заключение 

В настоящей работе пройдены основные этапы построения проблемно-

ориентированной теории для задач синтеза обучаемых алгоритмов 

выделения трендов. 

В частности, обоснована актуальность проблемы синтеза обучаемых 

алгоритмов выделения трендов как промежуточного шага при решении 

многих прикладных проблем [13,14]. 

В соответствии с технологией построения проблемно-ориентированных 

теорий на базе алгебраического подхода предложена формализация задачи 

синтеза алгоритмов выделения трендов, основанной на сведении к 

специальной задаче классификации. 

Далее предложена и исследована формализация для дополнительных 

ограничений, с помощью которых может быть выражен широкий класс 

требований к алгоритмам выделения трендов. 

В первой главе получены и доказаны критерии разрешимости и 

регулярности задач синтеза алгоритмов выделения трендов. 

С учетом специфики проблемной области во второй главе изучена 

проблема локальности алгоритмов выделения трендов, восходящая к 

классическим работам академика РАН Ю.И. Журавлева. А именно, 

предложена и обоснована формализация понятий окрестности, системы 

окрестности, локальной системы аксиом, локальной разрешимости и 

локальной регулярности. 

Введено понятие локального алгоритма выделения трендов. Получены и 

доказаны критерии локальной разрешимости и локальной регулярности. 

Исследована проблема синтеза локальных алгоритмов выделения трендов. 

Обоснована актуальность проблемы выбора системы окрестностей 

оптимальной мощности в задачах синтеза алгоритмов выделения трендов. 
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Предложены и обоснованы алгоритмы построения систем окрестностей 

оптимальной мощности, обеспечивающие локальную регулярность и 

локальную разрешимость задачи синтеза алгоритмов выделения трендов. 

Доказана монотонность свойств локальной регулярности и локальной 

разрешимости относительно мощности системы окрестностей. 

В качестве заключительного шага построения общей проблемно-

ориентированной теории задач синтеза выделения трендов были 

рассмотрены проблемы полноты семейств алгоритмов выделения трендов. 

В частности, в третьей главе предложено обобщение рассматриваемой 

задачи выделений трендов, как задачи с теоретико-множественными 

ограничениями в пространстве допустимых финальных информаций. 

Для указанного класса задач получены критерии полноты, частными 

случаями которых оказываются критерии полноты для задач выделения 

трендов, а именно получены и доказаны критерии полноты моделей 

алгоритмов, моделей алгоритмических операторов, семейств 

корректирующих операций и семейств решающих правил в задачах с 

теоретико-множественными ограничениями. 
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