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Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé òèï ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè â áàéåñîâñêèõ
ìåòîäàõ êëàññèôèêàöèè. Â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ëåæèò ïðèâåäåíèå
ìàòðèöû ãåññèàíà ëîãàðèôìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîñëåäóþùåé íåçàâèñèìîé ðåãóëÿðèçàöèåé âäîëü åå ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ. Ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ìíîãîìåðíûé
èíòåãðàë â âûðàæåíèè äëÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè (îáîñíîâàííîñòè) â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàâèñèò îò ñâîåãî
êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè (ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà). Áëàãîäàðÿ ýòîìó,
ïðîöåññ àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãóëÿðèçàöèè ñõîäèòñÿ
çà îäíó èòåðàöèþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïîêàçàíî èñïîëüçîâàíèå äàííîãî
ïîäõîäà äëÿ ñëó÷àåâ ãàóññîâñêîãî è ëàïëàñîâñêîãî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
íàä ïàðàìåòðàìè (âåñàìè) ìîäåëè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ êà÷åñòâî ïîëó÷åííîãî
ðåøàþùåãî ïðàâèëà ñðàâíèìî ñ òåì, êîòîðîå äàåò ìåòîä ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ
(ÌÐÂ), ïðè ýòîì âðåìÿ îáó÷åíèÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, à ðåøàþùèå ïðàâèëà
ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ðàçðåæåííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, áàéåñîâñêîå îáó÷åíèå, îáîñíîâàííîñòü ìîäåëè,
íåäèàãîíàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

1. Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíèå ãîäû ìåòîäû áàéåñîâñêîãî îáó÷åíèÿ ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî

øèðîêîå ïðèìåíåíèå â îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè
(ñì. [1, 2]). Â ðàìêàõ ýòîé êîíöåïöèè ïàðàìåòðû êëàññèôèêàòîðà íàçûâàþòñÿ
âåñàìè, à ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñåìåéñòâî âîçìîæíûõ êëàññèôèêàòîðîâ, òî
åñòü çàäàþùèå ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè íàä âåñàìè -
ñòðóêòóðíûìè ïàðàìåòðàìè (èëè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè). Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Îäèí èç ïîäõîäîâ îñíîâàí íà àâòîìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ðåëåâàíòíîñòè
(ÀÎÐ) è ïðèâîäèò ê ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè (îáîñíîâàííîñòè)
(ñì. [3]). Òèïè÷íûì ïðèìåðîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåëåâàíòíûõ
âåêòîðîâ (ÌÐÂ) (ñì. [4]), â êîòîðîì êàæäîìó âåñó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ñîáñòâåííûé
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ñòðóêòóðíûé ïàðàìåòð, èòåðàöèîííî íàñòðàèâàåìûé â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ. Äàííûé
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ðàçðåæåííîãî áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà, áîëüøèíñòâî
âåñîâ êîòîðîãî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íà
ïðàêòèêå åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðè ãàóññîâñêîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè
âåñîâ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë â âûðàæåíèè äëÿ îáîñíîâàííîñòè
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî, íàïðèìåð,
ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ñèëüíåå ïîîùðÿåò ïîëó÷åíèå ðàçðåæåííûõ ðåøåíèé, ïðè
ýòîì ÷àñòü âåñîâ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ áóäåò â òî÷íîñòè ðàâíÿòüñÿ íóëþ (ñì. [5]),
îäíàêî åãî èñïîëüçîâàíèå â ìåòîäå ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ íåâîçìîæíî â ñèëó
âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïîäñ÷åòå
îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè.

Àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåíèå ïî ñòðóêòóðíîìó ïàðàìåòðó
(ìàðãèíàëèçàöèÿ), ïðèâîäÿùåå ê âûðàæåíèþ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ âåñîâ,
íå çàâèñÿùåìó îò ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, ñ ïîñëåäóþùåé ìàêñèìèçàöèåé
ïðîèçâåäåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè íà ïîëó÷åííóþ ïðè óñðåäíåíèè
àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü.

Âïåðâûå äàííûé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èìåííî âìåñòå ñ
àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì Ëàïëàñà (ñì. [5]) è âïîñëåäñòâèè ÷àñòî èñïîëüçîâàëñÿ
äëÿ îáðàáîòêè ìåäèöèíñêèõ äàííûõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè (ñì. [6]), à òàêæå äëÿ
çàäà÷ ñ íåñêîëüêèìè êëàññàìè (ñì. [7]). Ê ñîæàëåíèþ, äàííûé ïîäõîä îáëàäàåò
ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì: ÷àñòü ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ìîæåò áûòü óòåðÿíà â ïðîöåññå
ìàðãèíàëèçàöèè èñõîäíîãî ñåìåéñòâà êëàññèôèêàòîðîâ. Òàê, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ
ìîäåëåé, ìû ïîëó÷àåì êëàññèôèêàòîð, îáëàäàþùèé íåñêîëüêèìè ýêñòðåìóìàìè
(çà÷àñòóþ âåñüìà áîëüøèì êîëè÷åñòâîì) (ñì. [8]).

Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ïîäõîä íà îñíîâå ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè
(îáîñíîâàííîñòè) ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ âíå çàâèñèìîñòè îò òèïà àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íàä âåñàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñäåëàòü ïðèâåäåì
ìàòðèöó ãåññèàíà ïðàâäîïîäîáèÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ïåðåéäÿ îò åñòåñòâåííîãî
áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ w ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîëó÷åííîé
ìàòðèöû (ïðîñòðàíñòâî âåñîâ u), è ðàññìîòðèì íåçàâèñèìóþ ðåãóëÿðèçàöèþ
âäîëü íîâûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Äëÿ êàæäîé èç îñåé, îïðåäåëÿåìîé ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì, çàäàäèì àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ui, à çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãèïåðïàðàìåòðîâ íàéäåì ñ ïîìîùüþ ÀÎÐ-ïîäõîäà. Ïîñëå óêàçàííûõ âûøå
ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå äëÿ îáîñíîâàííîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàâèñèò îò
ñâîåãî ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà.

Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî
âèäà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî
êîððåêòíîãî ïðèìåíåíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êàæäîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ðåãóëÿðèçîâàëî ñâîé âåñ ui íåçàâèñèìî.

Óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôàêòîðèçóåò îáîñíîâàííîñòü, òî åñòü ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, êàæäûé èõ êîòîðûõ
ìîæåò áûòü îïòèìèçèðîâàí îòäåëüíî. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî
óñêîðèòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðåëåâàíòíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ âåñîâ â ÌÐÂ.
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2. Îáîñíîâàííîñòü ìîäåëè
2.1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàññèôèêàöèè â ðàìêàõ

áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà
Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ ó÷èòåëåì.

Ïóñòü X̃ - ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îïèñàíèé îáúåêòîâ, T̃ - ìíîæåñòâî ìåòîê
(èëè íàèìåíîâàíèé) êëàññîâ (ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü â ïðîñòðàíñòâå X̃ × T̃ ).
Ñóùåñòâóåò íåèçâåñòíîå îòîáðàæåíèå âèäà A : X̃ → T̃ , çíà÷åíèÿ êîòîðîãî èçâåñòíû
òîëüêî íà îáúåêòàõ êîíå÷íîé îáó÷àþùåé âûáîðêè D = {(x1, t1), ..., (xn, tn)} = X ×T ,
ãäå X = {x1, ..., xn}, T = {t1, ..., tn}. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì A∗ : X̃ → T̃ , äëÿ
âñåõ x ∈ X̃ .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ
òèïîâ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, à èìåííî çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè íà äâà êëàññà ñ
ó÷èòåëåì. Â äàííîé çàäà÷å ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî T̃ = {−1; 1}, X̃ = X̃1 ∪ X̃2, ãäå X̃1

� ìíîæåñòâî îïèñàíèé îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòêå 1, à X̃2 - ìíîæåñòâî
îïèñàíèé îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòêå −1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îïèñàíèå îáúåêòà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ d−ìåðíûé âåêòîð xi = (x1

i , ..., x
d
i ) ñ

âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì
êëàññèôèêàöèè (êëàññèôèêàòîð) A∗, òàêîé ÷òî A∗(x) = 1, ïðè x ∈ X̃1 è A∗(x) = −1,
ïðè x ∈ X̃2.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âåðîÿòíîñòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè,
êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ
X̃ è ìíîæåñòâî èìåí êëàññîâ T̃ ; ïóñòü òàêæå èìååòñÿ íàáîð ïðåöåäåíòîâ
{(xi, ti)}n

i=1 = (X , T ), âûáðàííûõ ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî èç íåèçâåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè p(x, t) = p(t|x)p(x). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü d-ìåðíûõ âåêòîðîâ
ñ âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè - âåêòîðîâ ïðèçíàêîâ x ∈ Rd è äëÿ êàæäîãî
èç êîòîðûõ èçâåñòíà ìåòêà êëàññà - çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùåé îäíî
èç äâóõ çíà÷åíèé: t ∈ {−1, +1}. Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü íåèçâåñòíóþ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ p(t|x).

Äëÿ îïèñàíèÿ îáùåé ñõåìû ïîèñêà p(t|x) ââåäåì ïîíÿòèå ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ àëãîðèòìîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòåé
íàçîâåì òðîéêó

< Ω, p(T̃ |X̃, w), p(w) >,

ãäå Ω = {w} � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïëîòíîñòåé
ðàñïðåäåëåíèÿ, p(T |X ,w) =

∏n
i=1 p(ti|xi,w) - ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè

(T ,X ) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè w è p(w) - àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà w.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì âåðîÿòíîñòíûì êëàññèôèêàòîðîì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ,
îïðåäåëÿåìóþ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ w, àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð
ïðèçíàêîâ x , âîçâðàùàþùóþ çíà÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ ïëîòíîñòåé äëÿ êàæäîãî èç
êëàññîâ: p(−1|x,w) è p(+1|x,w). Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé ìîäåëè, âåêòîð w
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò êëàññèôèêàòîð.
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Çàäàäèì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ êëàññèôèêàòîðîâ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
íàä w: p(w|α), ãäå α ∈ A � âåêòîð ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ (ïàðàìåòðîâ,
îïðåäåëÿþùèõ ñåìåéñòâî âîçìîæíûõ êëàññèôèêàòîðîâ; ïàðàìåòðîâ ìîäåëè).
Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâåì áàéåñîâñêîé îöåíêîé âåêòîðà âåñîâ êëàññèôèêàòîðà
w çíà÷åíèå wMP , ïîëó÷àåìîå ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìàêñèìèçàöèè àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè

wMP (α) = wMP = arg max
w

p(T |X ,w)p(w|α)

ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè α. Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïðàâèëà ýêâèâàëåíòíî
èñïîëüçîâàíèþ àääèòèâíîãî ðåãóëÿðèçàòîðà ïðè îïòèìèçàöèè ëîãàðèôìà
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè.

Áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå
ðåçóëüòàòîâ ãîëîñîâàíèÿ, âçâåøåííûõ ïî âñåìó ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ
êëàññèôèêàòîðîâ â ðàìêàõ îäíîé ìîäåëè è, â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ
ìîäåëåé, ïî âñåìó ìíîæåñòâó ìîäåëåé. Ïîñëå ÷åãî, àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
êëàññà íîâîãî îáúåêòà x ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

p(t|x, T ,X ) =

∫

A

∫

W(α)

p(t|x,w,α)p(w,α|T ,X )dwdα =

∫

A

∫

W(α)

p(t|x,w, α)p(w|T ,X ,α)p(α|T ,X )dwdα, (2.1)

ãäå W(α) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ w ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè âåêòîðà
ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ α, à A � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âåêòîðîâ ñòðóêòóðíûõ
ïàðàìåòðîâ α.

Òàê êàê ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ñ÷èòàåì íåçàâèñèìîé îò α, òî âûðàæåíèå äëÿ
àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

p(t|x, T ,X ) =

∫

A

∫

W(α)

p(t|x,w)p(w|α, T ,X )p(α|T ,X )dwdα. (2.2)

Êëþ÷åâîé ïðîáëåìîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà (2.1).

2.2. Ïîíÿòèå îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè
Âûðàæåíèå (2.1) ìîæåò áûòü óïðîùåíî ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè p(α|T ,X ),

ïðåäëîæåííîé ÌàêÊàåì â ðàáîòå [3]. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ óêàçàííîé àïîñòåðèîðíîé
âåðîÿòíîñòè íàä α îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü δ(α−αME), ãäå αME = arg max E(α),
à E(α) � ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè (îáîñíîâàííîñòü).
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ïðàâäîïîäîáèåì ìîäåëè (îáîñíîâàííîñòüþ) âåëè÷èíó,
âû÷ècëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(α) = p(T |X ,α) =

∫

W(α)

p(T |X , w)p(w|α)dw. (2.3)

Èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè, ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü
âûðàæåíèå (2.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(t|x, T ,X ) ≈
∫

W(αME)

p(t|x, w,αME)p(w|T ,X ,αME)dw. (2.4)
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2.3. Ìåòîä ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ
Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ, äîïóñêàþùèõ èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà

ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ,
ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ åãî îïèñàíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå
îáîáùåííîé ëèíåéíîé ìîäåëè.
Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííîé ëèíåéíîé ìîäåëüþ, áóäåì íàçûâàòü ìîäåëü âèäà

y(x) =
M∑
i=1

wiφi(x),

φi(x) : Rd → R - çàðàíåå ôèêñèðîâàííûé íàáîð áàçèñíûõ ôóíêöèé, à w ∈ RM -
âåêòîð âåñîâ.

Â 2000 Òèïïèíã â ñâîåé ðàáîòå [4] ïðèìåíèë ìåòîä íà îñíîâå ìàêñèìèçàöèè
îáîñíîâàííîñòè äëÿ àâòîìàòè÷åñêîé íàñòðîéêè îòäåëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ
â îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ. Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè ýòîì çàäàâàëàñü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(t|x,w, α) =
1

1 + exp(−ty(x, w))
(2.5)

ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ êàæäîãî âåñà wi ∼ N (0, α−1
i ). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

îáîñíîâàííîñòè Òèïïèíã èñïîëüçîâàë ïðèáëèæåíèå Ëàïëàñà ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè p(T |X , α) â (2.3). Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëèëî åìó ðåàëèçîâàòü
àâòîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðåëåâàíòíîñòè (ÀÎÐ) ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé
ïðîöåäóðû íàñòðîéêè α è ïîëó÷èòü ðàçðåæåííîå ðåøåíèå ñ áîëüøîé äîëåé
âåñîâ ðàâíûõ íóëþ. Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá, îïèñàííûé â ðàáîòå [15],
èñïîëüçóåò âàðèàöèîííûé ïîäõîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëüòåðíàòèâíîé àïïðîêñèìàöèè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ãàóññèàíû.

Çàìåòèì, ÷òî âåñà íåðåëåâàíòíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé φi(x) òîëüêî ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ ïðè αi ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà,
íàïðîòèâ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ÷àñòü âåñîâ â òî÷íîñòè ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè íóëþ,
íî ïðè ýòîì ïðèáëèæåíèå îáîñíîâàííîñòè ñòàíîâèòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé çàäà÷åé,
ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåñòàåò áûòü ãëàäêîé è äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíòåãðàëà (2.3), åãî ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî êóñî÷íî-ãëàäêèõ
ñîñòàâëÿþùèõ (äî 2M).

Âàæíûì ñâîéñòâîì îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, ïîêàçàííûì â ðàáîòå [8],
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî èíòåãðàë (2.4) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèáëèæåí ñ
ïîìîùüþ çíà÷åíèÿ â òî÷êå ñ íàèáîëåå âåðîÿòíûìè çíà÷åíèÿìè âåñîâ wMP , òî åñòü ñ
ïîìîùüþ áàéåñîâñêîé îöåíêè âåñîâ êëàññèôèêàòîðà.

3. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, çäåñü è äàëåå ìû áóäåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè

ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâåäåíèå ñèãìîèä,
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Òîãäà ëîãàðèôì
ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

L(T |X ,w, α) = −
n∑

i=1

log(1 + exp(−tiy(xi,w))). (3.1)
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Ïðèáëèçèì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ p(T |X , w,α) ãàóññèàíîé. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ
îáîñíîâàííîñòè (2.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

E(α) =

∫

W(α)

p(T |X ,w,α)p(w|α)dw ≈

p(T |X ,µ,α)

∫

W(α)

exp

(
1

2
(w − µ)T H(w − µ)

)
p(w|α)dw,

ãäå µ è (−H)−1 âåêòîð ñðåäíèõ è êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ãàóññèàíû, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé ìû ïðèáëèçèëè ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
âûðàæåíèÿ äëÿ µ è H â ñëåäóþùåì âèäå:

µ = wML = arg max
w

p(T |X , w,α), (3.2)

H = ∇w∇w log p(T |X , w,α)|w=wML
. (3.3)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà - ââåñòè íåçàâèñèìóþ ðåãóëÿðèçàöèþ
îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå íîâûõ îñåé âîçüìåì
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ãåññèàíà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è ïðîâåäåì âäîëü
ýòèõ îñåé ðåãóëÿðèçàöèþ. Ïîõîæèé ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè, èñïîëüçóåìûé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðàçðåæåííûõ ÿäðîâûõ ìåòîäîâ â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà, îïèñàí â
ðàáîòå [9].

Äëÿ ýòîãî, ïðèâåäÿ ãåññèàí ê äèàãîíàëüíîìó âèäó H = QT ΛQ, ãäå Λ =
diag(λ1, . . . , λM), {λi}M

i=1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãåññèàíà è QT = Q−1, ïåðåéäåì
ê íîâûì ïåðåìåííûì u = Qw. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ
(3.1) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, ãåññèàí H íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ {λi}M

i=1 íåïîëîæèòåëüíû. Îáîçíà÷èì hi = −λi ≥ 0. Ââåäåì íåçàâèñèìóþ
ðåãóëÿðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ u. Òîãäà, ôóíêöèÿ àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

p(u|α) =
M∏
i=1

P (ui|αi),

à îáîñíîâàííîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ
èíòåãðàëîâ

E(α) = p(T |X ,uML, α)
M∏
i=1

fi(hi, uML,i, αi) =

p(T |X ,uML,α)
M∏
i=1

∫
exp

(
−hi

2
(ui − uML,i)

2

)
p(ui|αi)dui, (3.4)

ãäå uML = QwML.
Ïîñëå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñòðóêòóðíûõ

ïàðàìåòðîâ α ïðèìåíèì ïðîöåäóðó àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ðåëåâàíòíîñòè
(ÀÎÐ). Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîä ðåëåâàíòíûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ÌÐÑÂ).

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ Ëàïëàñà (3.2)-(3.3) ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
ëþáîé äðóãîé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü ïðàâäîïîäîáèå èëè
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Àëãîðèòì 1 Ãàóññîâñêèé ìåòîä ðåëåâàíòíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ÃÌÐÑÂ)
âõîä Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (X , T ) = {xi, ti}n

i=1, xi ∈ Rd, ti ∈ {−1, 1}, íàáîð áàçèñíûõ
ôóíêöèé {φi(x)}M

i=1.
1: Íàéòè ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ wML = arg max

w
log p(T |X ,w).

2: Âû÷èñëèòü ãåññèàí â òî÷êå ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ H =
∇w∇w log p(T |w,X )|w=wML

.
3: Ðàçëîæèòü ãåññèàí íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: H = QT ΛQ, ãäå Λ =
diag(−h1, . . . ,−hM) è âû÷èñëèòü uML = QwML.
4:
äëÿ i = 1 äî M öèêë
åñëè hiu

2
ML,i > 1 òîãäà

α∗i = hi/(hiu
2
ML,i − 1)

èíà÷å
α∗i = +∞

êîíåö åñëè
êîíåö äëÿ
5: Íàéòè ìàêñèìóì ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ wMP =
arg max

w
log p(T |X ,w)p(Qw|α∗).

âûõîä Ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ êëàññèôèêàöèè íîâûõ îáúåêòîâ x: f(x) =

sign
(∑M

i=1 wMP,iφi(x)
)

ðåãóëÿðèçîâàííîå ïðàâäîïîäîáèå ãàóññèàíîé, íàïðèìåð ìåòîä âàðèàöèîííûõ
ãðàíèö (ñì. [10]) èëè ìåòîä ïðîãîíêè îæèäàíèÿ (ñì. [11]). Â îñòàëüíîì ïðîöåäóðà
ðåãóëÿðèçàöèè îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò â ïðîöåññå ïîèñêà çíà÷åíèÿ αME âìåñòî
îïòèìèçàöèè ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà îñóùåñòâëÿòü íåçàâèñèìóþ îïòèìèçàöèþ
îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî, óâåëè÷åíèå
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïðîèñõîäèò ëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷èñëà áàçèñíûõ
ôóíêöèé M .

Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé â ÿâíîì âèäå íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ
òîò ôàêò, ÷òî â êà÷åñòâå ìîäåëè âûáðàíà îáîáùåííàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü, òî äàííûé
ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ ëþáûõ ìîäåëåé, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ w è äîïóñêàåò ïðèáëèæåíèå
ãàóññèàíîé.

Â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå èçíà÷àëüíî îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò ïàðàìåòðîâ
êëàññèôèêàòîðà w ê âåëè÷èíàì u, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò òàê íàçûâàåìûå
"ñòåïåíè ñâîáîäû"êëàññèôèêàòîðà. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ âäîëü ñòåïåíåé
ñâîáîäû (âûðàæåííûõ â òåðìèíàõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãåññèàíà ëîãàðèôìà
ïðàâäîïîäîáèÿ), ïîñêîëüêó îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé ìåðîé
âàðèàáåëüíîñòè êëàññèôèêàòîðà, ÷åì ïàðàìåòðû w.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ðåãóëÿðèçàöèè: ñ ïîìîùüþ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà.
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Ôèã. 1: Ïîâåäåíèå îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà fG
i (hi, uML,i, αi)

3.1. Ãàóññîâñêîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ãàóññîâñêîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

p(ui|αi) =

√
αi

2π
exp

(
−αiui

2

2

)
. (3.5)

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé èíòåãðàë fi(hi, uML,i, αi) â âûðàæåíèè (3.4) ñ àïðèîðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì (3.5). Äàííûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè:

fG
i (hi, uML,i, αi) = √

αi

2π

∫
exp

(
−hi

2
(ui − uML,i)

2 − αi

2
u2

i

)
dui =

√
αi

hi + αi

exp

(
− hiαiu

2
ML,i

2(hi + αi)

)
. (3.6)

Â çàâèñèìîñòè îò hi è uML,i èíòåãðàë (3.6) ëèáî èìååò îäèí ìàêñèìóì, ëèáî ðàñòåò
ïî ìåðå òîãî, êàê αi ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîâåäåíèå îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà
fG

i (hi, uML,i, αi) â çàâèñèìîñòè îò hi è uML,i â ñëó÷àå ãàóññîâñêîãî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíî íà ôèã. 1. Ôóíêöèÿ fG

i óìíîæåíà íà ýêñïîíåíòó ñ öåëüþ
íîðìàëèçàöèè (îáå êðèâûå èìåþò îáùóþ àñèìïòîòó). Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ
(3.6) ïî αi ê íóëþ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ αi:

α∗i =

{
hi

hiu2
ML,i−1

if hiu
2
ML,i > 1

+∞ èíà÷å
(3.7)

Ïîõîæèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ ÌÐÂ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ïîëó÷åíû â ðàáîòå [12].

Àëãîðèòì 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåäóðó îáó÷åíèÿ ðàçðåæåííîé áàéåñîâñêîé
ìîäåëè ñ ãàóññîâñêèì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ÌÐÂ,
ãäå äëÿ ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ íåîáõîäèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, â ãàóññîâñêîì ÌÐÑÂ
(ÃÌÐÑÂ) îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α âû÷èñëÿþòñÿ çà îäíó èòåðàöèþ. Ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ (ñì. ðàçä. 4.) ïîêàçûâàþò ÷òî ÃÌÐÑÂ ïðåâîñõîäèò ïî ñêîðîñòè è
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ðàçðåæåííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÐÂ.
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Àëãîðèòì 2 Ëàïëàñîâñêèé ìåòîä ðåëåâàíòíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ËÌÐÑÂ)
âõîä Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (X , T ) = {xi, ti}n

i=1, xi ∈ Rd, ti ∈ {−1, 1}, íàáîð áàçèñíûõ
ôóíêöèé {φi(x)}M

i=1.
1-3: Àíàëîãè÷íî Àëãîðèòìó 1.
4:
äëÿ i = 1 to M öèêë

Íàéòè ìàêñèìóì (3.9) ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíîé ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè:
α∗i = arg max

αi

fL
i (hi, uML,i, αi)

êîíåö äëÿ
5: Íàéòè ìàêñèìóì ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ âäîëü âåêòîðîâ u:
uMP = arg max

u
log p(T |X , QT u)p(u|α∗)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ uML,iui ≥ 0 äëÿ âñåõ i.
6: Íàéòè âåñà wMP = QT uMP .

âûõîä Ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ êëàññèôèêàöèè íîâîãî îáúåêòà x: f(x) =

sign
(∑M

i=1 wMP,iφi(x)
)

3.2. Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà
Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

p(ui|αi) =
αi

4
exp

(
−αi|ui|

2

)
. (3.8)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.8) â îäíîìåðíûé èíòåãðàë (3.4) ïîëó÷èì

fL
i (hi, uML,i, αi) =

αi

4

∫
exp

(
−hi

2
(ui − uML,i)

2 − αi

2
|ui|

)
dui =

αi

4

√
π

2hi

×

exp

(
−hiu

2
ML,i

2

) [
erfcx

(√
hi

2

(
αi

2hi

− uML,i

))
+

erfcx
(√

hi

2

(
αi

2hi

+ uML,i

))]
, (3.9)

ãäå erfcx(x) = 2√
π

exp(x2)
∫ +∞

x
exp (−t2) dt � íîðìèðîâàííîå äîïîëíåíèå ê ôóíêöèè

îøèáîê1. Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå óñòîé÷èâîãî âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ (3.9) ñì. â
Ïðèëîæåíèè A. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàäàåò óíèìîäàëüíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî
αi, îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî íàéäåíû ñ ïîìîùüþ
îäíîìåðíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Íà ôèã. 2 ïîêàçàíî ïîâåäåíèå îäíîìåðíîãî
èíòåãðàëà fL

i (hi, uML,i, αi) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé hi è uML,i â ñëó÷àå àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà. Ôóíêöèÿ fL

i óìíîæåíà íà ýêñïîíåíòó ñ öåëüþ íîðìàëèçàöèè
(îáå êðèâûå èìåþò îáùóþ àñèìïòîòó).

Àëãîðèòì 2 îïèñûâàåò ïðîöåäóðó îáó÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà. Àíàëîãè÷íî ÃÌÐÑÂ â ëàïëàñîâñêîì ÌÐÑÂ (ËÌÐÑÂ)
îïòèìèçàöèÿ ïî α ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà çà îäíó èòåðàöèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò

1Ôóíêöèÿ ðåàëèçîâàíà âî ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ, íàïðèìåð â ñðåäå ÌÀÒËÀÁ
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Ôèã. 2: Ïîâåäåíèå îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà fL
i (hi, uML,i, αi)

çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ îáó÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ïîñëåäíèé øàã àëãîðèòìà
ËÌÐÑÂ � îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ �
íåòðèâèàëåí, ïîñêîëüêó äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â òåõ òî÷êàõ, ãäå õîòÿ
áû îäèí èç âåñîâ ðàâåí íóëþ. Äëÿ òàêîé îïòèìèçàöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñïåöèàëüíûì ìåòîäîì ËÀÑÑÎ (ñì. [13]), ñâîäÿùèì ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å
êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ëèáî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîãî
ãèïåðîêòàíòà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó uML. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó
ê îïòèìèçàöèè ãëàäêîé ôóíêöèè ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå çàäàþò
ãðàíèöû ãèïåðîêòàíòà, ñîäåðæàùåãî òî÷êó uML. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå áëèçêî (â ñìûñëå êà÷åñòâà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà) ê îïòèìàëüíîìó èëè ñîâïàäàåò ñ íèì â
ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ.

4. Ýêñïåðèìåíòû
Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ìåòîäîâ ÌÐÂ, ÃÌÐÑÂ

è ËÌÐÑÂ. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè âûáðàíû ïðîöåíò
îøèáîê, âðåìÿ îáó÷åíèÿ è ïîëó÷àåìàÿ ðàçðåæåííîñòü ðåøåíèÿ (äëÿ ìåòîäîâ
ÌÐÑÂ ðàçðåæåííîñòü îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò â uMP ) íà
íàáîðàõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI1. è ñàéòà Èññëåäîâàòåëüñêîé
Ãðóïïû Ðàñïîçíàâàíèÿ Îáðàçîâ óíèâåðñèòåòà Óýëüñà2. Äëÿ îáó÷åíèÿ ÌÐÂ
èñïîëüçîâàëñÿ èçâåñòíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Òèïïèíãîì è Ôîëü â ðàáîòå [12].
Òàêæå áûëè äîáàâëåíû âàðèàöèîííûå âåðñèè äëÿ ÌÐÂ è ÃÌÐÑÂ (ÂÌÐÂ è
ÂÃÌÐÑÂ ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ êàæäîãî íàáîðà äàííûõ íîìèíàëüíûå ïðèçíàêè
áûëè ïðåîáðàçîâàíû â íàáîð áèíàðíûõ, íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ áûëè çàìåíåíû íà
ñðåäíèå èçâåñòíûõ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî ïðèçíàêà, ïîñëå ÷åãî êàæäàÿ âûáîðêà
áûëà íîðìàëèçîâàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó êàæäîãî ïðèçíàêà áûëî íóëåâîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è åäèíè÷íàÿ äèñïåðñèÿ. Âñå êëàññèôèêàòîðû áûëè

1http://www.ics.uci.edu/∼mlearn/MLRepository.html
2http://www.informatics.bangor.ac.uk/∼kuncheva/activities/patrec1.html
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Òàáëèöà 1: Äîëè îøèáîê ñî ñòàíäàðòíûìè îòêëîíåíèÿìè (â ïðîöåíòàõ).

Íàáîð äàííûõ ÃÌÐÑÂ ËÌÐÑÂ ÌÐÂ ÂÌÐÂ ÂÌÐÑÂ

Bupa 33.3±3.3 30.7±1.1 32.4±2.6 30.8±2.1 31.9±0.7
Heart 18.2±2.1 17.4±0.8 17.3±1.7 17.6±2.7 23.1±1.8
Hepatitis 14.3±0.7 19.4±0.8 20.3±1.3 13.0±1.1 17.8±1.5
Votes 5.6±0.6 5.9±0.3 6.4±2.0 5.6±0.6 4.9±0.8
WPBC 23.6±1.2 23.1±1.4 23.7±0.4 24.0±0.9 23.4±0.3
Contractions 19.2±2.2 18.0±1.4 18.9±1.9 17.4±2.0 14.1±3.2
Laryngeal1 16.8±0.6 17.5±1.1 17.5±0.6 17.4±0.6 18.3±2.8
Respiratory 7.1±1.2 7.5±1.6 9.4±2.5 8.2±1.9 5.9±1.2
Weaning 15.7±4.8 14.8±1.3 16.4±1.4 13.6±1.2 13.3±2.1
Ðåéòèíã 28.0 24.5 36.5 24.0 22.0

Øðèôòîâàÿ ëåãåíäà Ìåñòî 1 Ìåñòî 2 Ìåñòî 3

Òàáëèöà 2: Âðåìÿ îáó÷åíèÿ ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì (â ñåêóíäàõ).

Íàáîð äàííûõ ÃÌÐÑÂ ËÌÐÑÂ ÌÐÂ ÂÌÐÂ ÂÌÐÑÂ

Bupa 138.7± 30.5 19.8± 0.6 64.1± 0.8 62.9± 3.0 310.3± 22.2
Heart 39.9± 5.5 11.6± 0.4 46.1± 0.4 21.5± 0.5 115.6± 2.6
Hepatitis 8.9± 0.4 4.9± 0.1 25.2± 0.4 6.9± 0.3 37.2± 1.0
Votes 123.8± 10.0 31.5± 0.5 87.4± 0.8 82.1± 3.6 433.3± 14.6
WPBC 19.7± 0.8 7.5± 0.1 33.1± 0.2 16.3± 0.5 89.7± 3.3
Contractions 7.5± 0.7 3.0± 0.1 16.1± 0.1 3.8± 0.3 22.3± 0.6
Laryngeal1 24.2± 4.0 8.7± 0.4 36.3± 0.5 18.6± 0.9 100.5± 4.3
Respiratory 4.5± 0.2 2.4± 0.1 13.8± 0.2 2.4± 0.1 14.9± 0.1
Weaning 53.3± 1.3 14.1± 0.2 53.2± 0.2 32.5± 0.9 177.2± 4.9

ïîñòðîåíû íà îñíîâå îäèíàêîâîãî íàáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé M = n + 1, φi(x) =
exp(−‖x − xi‖/(2σ2)), i = 1, . . . , n è φn+1(x) ≡ 1. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå øèðèíû
σ âûáèðàëîñü èç ìíîæåñòâà {0.01, 0.1, 0.3, 0.6, 1, 2, 3, 5, 7, 10} ñ ïîìîùüþ 5x2 êðîññ-
âàëèäàöèè (ñì. [14]). Òàêæå, ñ ïîìîùüþ 5x2 êðîññ-âàëèäàöèè äëÿ êàæäîãî íàáîðà
äàííûõ èçìåðÿëèñü äîëÿ îøèáîê, âðåìÿ îáó÷åíèÿ è ðàçðåæåííîñòü ïîëó÷åííîãî
ðåøåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1, 2 è 3. Ðåéòèíã
ðàññ÷èòûâàëñÿ ñëåäóþùèì ìåòîäîì: äëÿ êàæäîãî íàáîðà äàííûõ ïîáåäèòåëü
ïîëó÷àåò îäíî î÷êî, ñëåäóþùèé çà íèì - äâà î÷êà è ò.ä., ïðîèãðàâøèé ïîëó÷àåò
ïÿòü î÷êîâ, ïîñëå ÷åãî âñå ïîëó÷åííûå î÷êè ñóììèðóþòñÿ ïî âñåì çàäà÷àì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Âñå àëãîðèòìû
ïîêàçûâàþò ñðàâíèìûå ðåçóëüòàòû â òåðìèíàõ äîëè íåâåðíûõ îòâåòîâ. Äîëÿ
íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ â ÃÌÐÑÂ è îñîáåííî â ËÌÐÑÂ çíà÷èòåëüíî íèæå, ÷åì
â ÌÐÂ. Çàìåòèì, ÷òî â ÌÐÑÂ êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ îòíîñèòñÿ ê
ñîáñòâåííûì âåêòîðàì (èëè ñòåïåíÿì ñâîáîäû) è ïîòîìó ïîëó÷åííàÿ ðàçðåæåííîñòü
íåÿâíàÿ. Ïðè ýòîì âñå èñõîäíûå âåñà wMP íåîáõîäèìûå äëÿ êëàññèôèêàöèè
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Òàáëèöà 3: Äîëÿ íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì

Íàáîð äàííûõ #Îá./2 ÃÌÐÑÂ ËÌÐÑÂ ÌÐÂ ÂÌÐÂ ÂÃÌÐÑÂ

Bupa 172.5 23.1± 14.1 8.2± 1.4 5.8± 1.0 172.5± 0.0 17.2± 1.4
Heart 135 12.1± 4.0 9.0± 0.9 6.0± 1.1 135.0± 0.0 86.6± 13.5
Hepatitis 77.5 10.2± 2.7 4.6± 1.9 3.1± 1.1 77.5± 0.0 39.4± 17.3
Votes 217.5 14.6± 3.7 6.6± 1.1 4.7± 0.6 217.5± 0.0 58.7± 21.8
WPBC 99 20.8± 2.5 2.2± 1.0 2.4± 1.4 99.0± 0.0 27.0± 22.8
Contractions 49 14.5± 12.3 3.3± 1.4 2.3± 0.8 49.0± 0.0 34.2± 3.4
Laryngeal1 106.5 7.2± 1.8 3.9± 1.4 1.9± 0.6 106.4± 0.2 57.1± 22.6
Respiratory 42.5 5.7± 1.3 2.5± 0.6 1.6± 0.4 42.5± 0.0 22.4± 1.7
Weaning 151 12.9± 4.2 10.1± 2.1 6.8± 1.6 151.0± 0.0 120.2± 10.2

íîâûõ îáúåêòîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íû îò íóëÿ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ðåëåâàíòíûõ ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ
îáó÷åíèÿ.

ÃÌÐÑÂ îêàçàëñÿ áûñòðåå ÌÐÂ ïîñêîëüêó äëÿ îïòèìèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ
ðåãóëÿðèçàöèè α â ÃÌÐÑÂ íåîáõîäèìà òîëüêî îäíà èòåðàöèÿ â îòëè÷èå îò ÌÐÂ,
à ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ α ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå. ËÌÐÑÂ
áûñòðåå, ÷åì ÌÐÂ íà äàííûõ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îáúåêòîâ è ìåäëåííåå â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ËÌÐÑÂ âûèãðûâàåò ïî ñêîðîñòè ðàáîòû,
ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðåãóëÿðèçàöèè ïðîèñõîäèò çà îäíó èòåðàöèþ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âû÷èñëåíèÿ α íåîáõîäèìî M îäíîìåðíûõ îïòèìèçàöèé,
òàê êàê â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ αi âûïèñàòü íåëüçÿ, à äëÿ íàõîæäåíèÿ uMP

íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü óñëîâíóþ îïòèìèçàöèþ.
Âàðèàöèîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøå âðåìåíè äëÿ

ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ. Ñíà÷àëà â ÂÃÌÐÑÂ íàõîäèì ãàóññîâñêîå âàðèàöèîííîå
ïðèáëèæåíèå íåðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ìèíèìèçèðóÿ äèâåðãåíöèþ
Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà KL(N (µ,−H−1)‖p(T |X , w,α)). (ïîäðîáíîåå ñì. [15]). Çàòåì
ðåãóëÿðèçóåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â
ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ Ëàïëàñà (3.2)-(3.3). Çàìåòèì, ÷òî ÂÃÌÐÑÂ ìåäëåííåå, ÷åì
ÂÌÐÂ ïîñêîëüêó ïðèáëèæåíèå íåðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ãàóññèàíîé ïðè
èñïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà òðåáóåò áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ïðèáëèæåíèå
ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Âîçìîæíî, ïðîöåññ ìîæåò áûòü óñêîðåí ñ
ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íåáîëüøîãî íà÷àëüíîãî ðåãóëÿðèçàòîðà íàä ‖w‖. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, õîòÿ òî÷íîñòü âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ êàæåòñÿ áîëåå âûñîêîé, ýòîò ôàêò
òðåáóåò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ äëÿ âîçìîæíîñòè äåëàòü îáîñíîâàííûå âûâîäû. Äîëÿ
íåíóëåâûõ âåñîâ âûøå, ÷åì â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ Ëàïëàñà, íî ýòî îáùåå ñâîéñòâî
âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà â öåëîì. Àíàëîãè÷íî, âàðèàöèîííîå ïðèáëèæåíèå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ËÌÐÑÂ.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê ðåãóëÿðèçàöèè ïðîöåäóðû

îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðîâ. Â åãî îñíîâå ëåæèò ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî ñòåïåíÿì



� 13 �

ñâîáîäû, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûáðàíû ñîáñòâåííûå âåêòîðû ãåññèàíà ïðàâäîïîäîáèÿ,
âìåñòî âåñîâ êëàññèôèêàòîðà. Â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ äàííîìó ïîäõîäó ñîîòâåòñòâóåò
èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ñâÿçûâàþùåé
âåñà w:

p(w|α) =

√
|A|

√
2π

M
exp

(
−1

2
wT QT AQw

)

äëÿ ãàóññîâñêîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è

p(w|α) =
|A|
4M

exp

(
−1

2

M∑
i=1

∣∣∣∣∣
M∑

j=1

qijwj

∣∣∣∣∣

)

äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà. Çäåñü A = diag(α1, . . . , αM) è Q = {qij}M
i,j=1.

Íà íàø âçãëÿä êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé
ìåðîé âàðèàáåëüíîñòè ñåìåéñòâà êëàññèôèêàòîðîâ. Êðîìå òîãî ïðåäëàãàåìûé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè äåêîìïîçèöèþ âûðàæåíèÿ äëÿ îáîñíîâàííîñòè íà
ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïòèìèçèðîâàíû
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäõîä íà îñíîâå îáîñíîâàííîñòè ìîæåò
áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàí äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ðåëåâàíòíîñòè
(ÀÎÐ) ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ýòî áûëî ïîêàçàíî íà
ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà, êîòîðîå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÐÂ ïðèâîäèëî ê
ñëîæíîìó äëÿ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëó.

Òàêæå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä, â îòëè÷èå îò ÌÐÂ, ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðèçàöèÿ
ïðîèçâîäèòñÿ íå íåïîñðåäñòâåííî íàä âåñàìè w, à íàä ñòåïåíÿìè ñâîáîäû u.

Áîëåå ðàçðåæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ÌÐÑÂ, êîñâåííî
ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàöèîíàëüíåå ââîäèòü íåçàâèñèìûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
íà ñòåïåíÿõ ñâîáîäû u, îïðåäåëÿåìûõ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ãåññèàíà
ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷åì íà âåñàõ w, êîòîðûå ìîãóò îäíîâðåìåííî îòíîñèòüñÿ è ê
ðåëåâàíòíûì, è íåðåëåâàíòíûì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ãåññèàíà ïðàâäîïîäîáèÿ.
Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è íàïðàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè ïðèçíàêàìè ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è îòâå÷àþò
çà îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü êëàññèôèêàòîðà. Â ðàìêàõ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
âåñà êëàññèôèêàòîðà ÿâëÿþòñÿ âòîðè÷íûìè ïî îòíîøåíèþ ê ñòåïåíÿì ñâîáîäû
è âìåñòî íèõ íåçàâèñèìîé ðåãóëÿðèçàöèè äîëæíû ïîäâåðãàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Äëÿ áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ
ìîäåëåé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà R0, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ìîãóò áûòü íàéäåíû â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè
âûðàæåíèÿ äëÿ îáîñíîâàííîñòè

R0 = arg max
R∈R

p(T |X ,w)p(w|R),

ãäå R = {R ∈ RM×M | RT = R, R ≥ 0} è p(w|R) =
√

det(R)
2πM exp

(−1
2
wT Rw

)
. Äàííàÿ

ìàòðèöà ìîæåò áûòü íàéäåíà àíàëèòè÷åñêè (ñì. [16]).
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A Ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå îáîñíîâàííîñòè
äëÿ ËÌÐÑÂ

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå îáîñíîâàííîñòè (3.9) äëÿ ñëó÷àÿ àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà. Âûðàæåíèå (3.9) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

C exp

(
−hiu

2
ML,i

2

)
× [

exp
(
x2

1

)
erfc(x1) + exp

(
x2

2

)
erfc(x2)

]
, (A1)

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à erfc(x) = 2√
π

∫∞
x

exp(−t2)dt

� äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îøèáîê è x1,2 =
√

hi

2

(
αi

2hi
∓ uML,i

)
. Ïðè áîëüøèõ

ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x ïðîèçâåäåíèå exp(x2)erfc(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå íîðìèðîâàííîãî äîïîëíåíèÿ ê ôóíêöèè îøèáîê

erfcx(x) = exp(x2)erfc(x) ≈ 1/(
√

πx).

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé x öåëåñîîáðàçíî îáúåäèíèòü
exp(−hiu

2
ML,i/2) è exp(x2) â îäíî âûðàæåíèå

exp(−hiu
2
ML,i/2) exp(x2) = exp(y),

ãäå
y1,2 =

α2
i

8hi

∓ αiuML,i

2
.


