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×òî òàêîå ¾òåìà¿ â êîëëåêöèè òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ?

òåìà � ñïåöèàëüíàÿ òåðìèíîëîãèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè

òåìà � íàáîð ÷àñòî ñîâìåñòíî âñòðå÷àþùèõñÿ òåðìèíîâ

òåìà � ñåìàíòè÷åñêè îäíîðîäíûé êëàñòåð òåêñòîâ

Òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àâòîìàòè÷åñêè âûÿâëÿåò ëàòåíòíûå òåìû
ïî íàáëþäàåìûì ðàñïðåäåëåíèÿì ñëîâ p(w |d) â äîêóìåíòàõ.

Èìåÿ êîëëåêöèþ òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ, õîòèì óçíàòü:

èç êàêèõ òåì ñîñòîèò êîëëåêöèÿ,
p(t) � âåðîÿòíîñòü (äîëÿ) òåìû t â êîëëåêöèè;

èç êàêèõ òåì ñîñòîèò êàæäûé äîêóìåíò,
p(t|d) � âåðîÿòíîñòü (äîëÿ) òåìû t â äîêóìåíòå d ;

èç êàêèõ ñëîâ èëè òåðìèíîâ ñîñòîèò êàæäàÿ òåìà,
p(w |t) � âåðîÿòíîñòü (äîëÿ) ñëîâà w â òåìå t.
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Ïðèìåð 1. Ìóëüòèÿçû÷íàÿ ìîäåëü Âèêèïåäèè

216 175 ðóññêî-àíãëèéñêèõ ïàð ñòàòåé.
Ïåðâûå 10 ñëîâ è èõ ÷àñòîòû p(w |t) â %:

Òåìà �68 Òåìà �79

research 4.56 èíñòèòóò 6.03 goals 4.48 ìàò÷ 6.02
technology 3.14 óíèâåðñèòåò 3.35 league 3.99 èãðîê 5.56
engineering 2.63 ïðîãðàììà 3.17 club 3.76 ñáîðíàÿ 4.51
institute 2.37 ó÷åáíûé 2.75 season 3.49 ôê 3.25
science 1.97 òåõíè÷åñêèé 2.70 scored 2.72 ïðîòèâ 3.20
program 1.60 òåõíîëîãèÿ 2.30 cup 2.57 êëóá 3.14
education 1.44 íàó÷íûé 1.76 goal 2.48 ôóòáîëèñò 2.67
campus 1.43 èññëåäîâàíèå 1.67 apps 1.74 ãîë 2.65
management 1.38 íàóêà 1.64 debut 1.69 çàáèâàòü 2.53
programs 1.36 îáðàçîâàíèå 1.47 match 1.67 êîìàíäà 2.14

Àñåññîð îöåíèë 396 òåì èç 400 êàê õîðîøî èíòåðïðåòèðóåìûå.

Vorontsov, Frei, Apishev, Romov, Suvorova. BigARTM: Open Source Library for
Regularized Multimodal Topic Modeling of Large Collections. AIST-2015.
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Ïðèìåð 1. Ìóëüòèÿçû÷íàÿ ìîäåëü Âèêèïåäèè

216 175 ðóññêî-àíãëèéñêèõ ïàð ñòàòåé.
Ïåðâûå 10 ñëîâ è èõ ÷àñòîòû p(w |t) â %:

Òåìà �88 Òåìà �251

opera 7.36 îïåðà 7.82 windows 8.00 windows 6.05
conductor 1.69 îïåðíûé 3.13 microsoft 4.03 microsoft 3.76
orchestra 1.14 äèðèæåð 2.82 server 2.93 âåðñèÿ 1.86
wagner 0.97 ïåâåö 1.65 software 1.38 ïðèëîæåíèå 1.86
soprano 0.78 ïåâèöà 1.51 user 1.03 ñåðâåð 1.63
performance 0.78 òåàòð 1.14 security 0.92 server 1.54
mozart 0.74 ïàðòèÿ 1.05 mitchell 0.82 ïðîãðàììíûé 1.08
sang 0.70 ñîïðàíî 0.97 oracle 0.82 ïîëüçîâàòåëü 1.04
singing 0.69 âàãíåð 0.90 enterprise 0.78 îáåñïå÷åíèå 1.02
operas 0.68 îðêåñòð 0.82 users 0.78 ñèñòåìà 0.96

Àñåññîð îöåíèë 396 òåì èç 400 êàê õîðîøî èíòåðïðåòèðóåìûå.

Vorontsov, Frei, Apishev, Romov, Suvorova. BigARTM: Open Source Library for
Regularized Multimodal Topic Modeling of Large Collections. AIST-2015.
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Ïðèìåð 2. Áèãðàììíàÿ ìîäåëü íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé

Êîëëåêöèÿ 1000 ñòàòåé êîíôåðåíöèé ÌÌÐÎ, ÈÎÈ íà ðóññêîì

ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ â áèîèíôîðìàòèêå òåîðèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè
óíèãðàììû áèãðàììû óíèãðàììû áèãðàììû
îáúåêò çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ çàäà÷à ðàçäåëÿòü ìíîæåñòâà
çàäà÷à ìíîæåñòâî ìîòèâîâ ìíîæåñòâî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ìíîæåñòâî ñèñòåìà ìàñîê ïîäìíîæåñòâî óñëîâèå çàäà÷è
ìîòèâ âòîðè÷íàÿ ñòðóêòóðà óñëîâèå çàäà÷à î ïîêðûòèè
ðàçðåøèìîñòü ñòðóêòóðà áåëêà êëàññ ïîêðûòèå ìíîæåñòâà
âûáîðêà ðàñïîçíàâàíèå âòîðè÷íîé ðåøåíèå ñèëüíûé ñìûñë
ìàñêà ñîñòîÿíèå îáúåêòà êîíå÷íûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò
ðàñïîçíàâàíèå îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ÷èñëî ìèíèìàëüíûé àôôèííûé
èíôîðìàòèâíîñòü îöåíêà èíôîðìàòèâíîñòè àôôèííûé àôôèííûé êîìèòåò
ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ñëó÷àé àôôèííûé ðàçäåëÿþùèé
çàêîíîìåðíîñòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïîêðûòèå îáùåå ïîëîæåíèå
ñèñòåìà êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè îáùèé ìíîæåñòâî òî÷åê
ñòðóêòóðà èíôîðìàòèâíîñòü ìîòèâà ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àé çàäà÷è
çíà÷åíèå ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà ñõåìà îáùèé ñëó÷àé
ðåãóëÿðíîñòü òóïèêîâîå ìíîæåñòâî êîìèòåò çàäà÷à MASC

Ñåðãåé Ñòåíèí. Ìóëüòèãðàììíûå àääèòèâíî ðåãóëÿðèçîâàííûå òåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè // Ìàãèñòåðñêàÿ äèññåðòàöèÿ, ÌÔÒÈ, 2015.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 6 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ðàçâåäî÷íûé ïîèñê â ïîèñê òåìàòè÷åñêîãî âûÿâëåíèå è îòñëåæèâàíèå
ýëåêòðîííûõ áèáëèîòåêàõ êîíòåíòà â ñîöñåòÿõ öåïî÷åê íîâîñòåé

ìóëüòèìîäàëüíûé ïîèñê àíàëèç áàíêîâñêèõ óïðàâëåíèåì äèàëîãîì â
òåêñòîâ è èçîáðàæåíèé òðàíçàêöèîííûõ äàííûõ ðàçãîâîðíîì èíòåëëåêòå
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Ïóñòü

W � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåðìîâ (ñëîâ, òåðìèíîâ)

D � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ

T � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òåì

ïîðÿäîê ñëîâ â äîêóìåíòå íå âàæåí (bag of words)

ïîðÿäîê äîêóìåíòîâ â êîëëåêöèè íå âàæåí

êàæäûé òåðì w â äîêóìåíòå d ñâÿçàí ñ íåêîòîðîé òåìîé t

D ×W × T � äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

êîëëåêöèÿ � ýòî i.i.d. âûáîðêà (di ,wi , ti )
n
i=1 ∼ p(d ,w , t)

di ,wi � íàáëþäàåìûå, òåìû ti � ñêðûòûå

ãèïîòåçà óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè: p(w |d , t) = p(w |t)

Òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

p(w |d) =
∑
t∈T

p(w |��@@d , t) p(t|d)
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Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Äàíî: êîëëåêöèÿ òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ

ndw � ÷àñòîòû òåðìîâ â äîêóìåíòàõ, p̂(w |d) = ndw
nd

Íàéòè: ïàðàìåòðû òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè p(w |d) =
∑
t∈T

φwtθtd

φwt =p(w |t) � âåðîÿòíîñòè òåðìîâ w â êàæäîé òåìå t

θtd =p(t|d) � âåðîÿòíîñòè òåì t â êàæäîì äîêóìåíòå d

Çàäà÷à íèçêîðàíãîâîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ:
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Êðèòåðèé ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïðàâäîïîäîáèå � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè (di ,wi )
n
i=1:

n∏
i=1

p(di ,wi ) =
∏
d∈D

∏
w∈d

p(d ,w)ndw

Ìàêñèìèçàöèÿ ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ∑
d∈D

∑
w∈d

ndw ln p(w |d)��
�H
HHp(d)

const
→ max

Φ,Θ

ýêâèâàëåíòíà ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

L(Φ,Θ) =
∑
d∈D

∑
w∈d

ndw ln
∑
t∈T

φwtθtd → max
Φ,Θ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íåîòðèöàòåëüíîñòè è íîðìèðîâêè

φwt > 0;
∑

w∈W
φwt = 1; θtd > 0;

∑
t∈T

θtd = 1.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 10 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ìîäåëü PLSA (Probabilistic Latent Semantic Analysis)

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè log-ïðàâäîïîäîáèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè:∑
d ,w

ndw ln
∑
t
φwtθtd → max

Φ,Θ
;
∑
w
φwt =1;

∑
t
θtd =1; φwt>0; θtd>0

EM-àëãîðèòì: ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

E-øàã:

M-øàã:



ptdw ≡ p(t|d ,w) = norm
t∈T

(
φwtθtd

)
φwt = norm

w∈W

( ∑
d∈D

ndwptdw

)
θtd = norm

t∈T

( ∑
w∈d

ndwptdw

)
ãäå norm

t∈T
(xt) = max{xt ,0}∑

s∈T
max{xs ,0} � îïåðàöèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà.

Hofmann T. Probabilistic latent semantic indexing. SIGIR 1999.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Íåäîñòàòêè PLSA è íåîáõîäèìîñòü ðåãóëÿðèçàöèè

1 Áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

2 ßêîáû èç-çà ýòîãî ñèëüíîå ïåðåîáó÷åíèå

3 ßêîáû íåâîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ íîâûõ äîêóìåíòîâ

4 Íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ � ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ:
åñëè ΦΘ � ðåøåíèå, òî (ΦS)(S−1Θ) � òîæå ðåøåíèå

5 Íåò óïðàâëåíèÿ ðàçðåæåííîñòüþ Φ è Θ, ò.ê.
(â íà÷àëå φwt = 0) ⇔ (â ôèíàëå φwt = 0),
(â íà÷àëå θtd = 0) ⇔ (â ôèíàëå θtd = 0)

6 Òåìû íå âñåãäà èíòåðïðåòèðóåìû

7 Íåò ìåõàíèçìîâ ó÷¼òà äîïîëíèò. äàííûõ è îãðàíè÷åíèé

8 Íåò âûäåëåíèÿ íåòåìàòè÷åñêèõ (ôîíîâûõ) ñëîâ

Blei D., Ng A., Jordan M. Latent Dirichlet Allocation. JMLR, 2003.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ãèïîòåçà îá àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ Äèðèõëå

Ãèïîòåçà: âåêòîð-ñòîëáöû φt = (φwt)w∈W è θd = (θtd)t∈T
ïîðîæäàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè Äèðèõëå, α ∈ R|T |, β ∈ R|W |:

Dir(φt |β) =
Γ(β0)∏

w
Γ(βw )

∏
w
φβw−1
wt , φwt > 0; β0 =

∑
w
βw , βw > 0;

Dir(θd |α) =
Γ(α0)∏
t

Γ(αt)

∏
t
θαt−1
td , θtd > 0; α0 =

∑
t
αt , αt > 0;

Ïðèìåð:

Dir(θ|α),
|T | = 3,
θ, α ∈ R3
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ðàñïðåäåëåíèå Dir(θd |α) ïðè αt ≡ 100, 10 òåì, 15 äîêóìåíòîâ

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 14 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ðàñïðåäåëåíèå Dir(θd |α) ïðè αt ≡ 10, 10 òåì, 15 äîêóìåíòîâ
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ðàñïðåäåëåíèå Dir(θd |α) ïðè αt ≡ 1, 10 òåì, 15 äîêóìåíòîâ
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ðàñïðåäåëåíèå Dir(θd |α) ïðè αt ≡ 0.1, 10 òåì, 15 äîêóìåíòîâ
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ðàñïðåäåëåíèå Dir(θd |α) ïðè αt ≡ 0.01, 10 òåì, 15 äîêóìåíòîâ
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå

1 Ìàòîæèäàíèå: Eθt =
∫
θtDir(θ|α) dθ = αt

α0
= norm

t
(αt)

2 Ìîäà: θ̂t = αt−1
α0−T = norm

t
(αt − 1)

3 Äèñïåðñèÿ: Dθt = αt(α0−αt)
α2

0(α0+1)

4 Ìàòîæèäàíèå ln: E ln θt =
∫

ln θtDir(θ|α) dθ = ψ(αt)− ψ(α0)

ãäå ψ(x) = Γ′(x)
Γ(x) � äèãàììà-ôóíêöèÿ.

Ïðîñòàÿ, íî î÷åíü òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ýêñïîíåíòû îò äèãàììà-ôóíêöèè:

E (x) = exp(ψ(x)) ≈

{
x2

2 , 0 6 x 6 1

x − 1
2 , 1 6 x 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû ïðèëîæåíèé
Âåðîÿòíîñòíûé ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç
Ìîäåëü ëàòåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ Äèðèõëå

Ïî÷åìó èìåííî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå?

îíî ñïîñîáíî ïîðîæäàòü ðàçðåæåííûå âåêòîðû;

èìååò ïàðàìåòðû, óïðàâëÿþùèå ñòåïåíüþ ðàçðåæåííîñòè;

îïèñûâàåò êëàñòåðíûå ñòðóêòóðû íà ñèìïëåêñå (ñì. ðèñ.);

ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ñ ìóëüòèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì,
÷òî ñèëüíî óïðîùàåò áàéåñîâñêèé âûâîä (ñì. äàëåå).

Ðàñïðåäåëåíèå Dir(φ|α) ïîðîæäàåò âåêòîðû òåì φt = p(w |t),
êîòîðûå ïîðîæäàþò ìóëüòèíîìèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ p̂(w |t, d):
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Îñíîâû áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè

Ââåä¼ì áîëåå îáùèå îáîçíà÷åíèÿ:

X = (di ,wi )
n
i=1 � èñõîäíûå äàííûå, íàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå

Ω = (Φ,Θ) � ïàðàìåòðû ïîðîæäàþùåé ìîäåëè p(X |Ω)
γ = (β, α) � ãèïåðïàðàìåòðû àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(Ω|γ)

Çàäà÷à: ïî X íàéòè Ω.

Ôîðìóëà Áàéåñà äà¼ò àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(Ω|X , γ),
ãäå ñèìâîë ∝ îçíà÷àåò ¾ðàâíî ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè¿:

p(Ω|X , γ) =
p(Ω,X |γ)

p(X |γ)
∝ p(Ω,X |γ) ∝ p(X |Ω) p(Ω|γ)

Äàëåå åñòü äâà ïóòè:

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ: Ω = arg maxΩ ln p(Ω|X , γ)

Áàéåñîâñêèé âûâîä: âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ p(Ω|X , γ)
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ìîäåëè LDA

Ìàêñèìèçàöèÿ ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ è ìîäåëè,
íàçûâàåòñÿ òàêæå Maximum a Posteriori (MAP) estimation:

ln p(X |Ω) p(Ω|γ) = ln
n∏

i=1

p(di ,wi |Φ,Θ) p(Φ|β) p(Θ|α) =

= ln
∏
d∈D

∏
w∈d

p(d ,w |Φ,Θ)ndw
∏
t∈T

Dir(φt |β)
∏
d∈D

Dir(θd |α)→ max
Φ,Θ

Ýòî çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî log-ïðàâäîïîäîáèÿ:∑
d ,w

ndw ln
∑
t

φwtθtd +
∑
t,w

lnφβw−1
wt +

∑
d ,t

ln θαt−1
td → max

Φ,Θ
,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íåîòðèöàòåëüíîñòè è íîðìèðîâêè

φwt > 0;
∑

w∈W
φwt = 1; θtd > 0;

∑
t∈T

θtd = 1.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðåãóëÿðèçîâàííûé EM-àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè LDA

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ýêâèâàëåíòíà
ìàêñèìèçàöèè log-ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ðåãóëÿðèçàòîðîì:∑
d ,w

ndw ln
∑
t

φwtθtd︸ ︷︷ ︸
ln ïðàâäîïîäîáèÿ

+
∑
t,w

(βw−1) lnφwt +
∑
d ,t

(αt−1) ln θtd︸ ︷︷ ︸
ðåãóëÿðèçàòîð R(Φ,Θ) = ln p(Φ,Θ|α,β)

→ max
Φ,Θ

EM-àëãîðèòì: ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

E-øàã:

M-øàã:



ptdw = norm
t∈T

(
φwtθtd

)
φwt = norm

w∈W

( ∑
d∈D

ndwptdw + βw − 1
)

θtd = norm
t∈T

( ∑
w∈d

ndwptdw + αt − 1
)
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Îáîáùåíèå LDA: ðåãóëÿðèçàòîð ñãëàæèâàíèÿ è ðàçðåæèâàíèÿ

Îáùèé âèä ðåãóëÿðèçàòîðîâ ñãëàæèâàíèÿ è ðàçðåæèâàíèÿ:

R(Φ,Θ) = β0

∑
t∈T

∑
w∈W

βwt lnφwt + α0

∑
d∈D

∑
t∈T

αtd ln θtd → max,

ãäå β0 > 0, α0 > 0 � êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿðèçàöèè,
βwt , αtd � ïàðàìåòðû, çàäàâàåìûå ïîëüçîâàòåëåì ìîäåëè:

βwt > 0, αtd > 0 � ñãëàæèâàíèå

βwt < 0, αtd < 0 � ðàçðåæèâàíèå

βwt > −1, αtd > −1 � ìîäåëü LDA

Âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ñãëàæèâàíèÿ è ðàçðåæèâàíèÿ:

çàäàòü ôîíîâûå òåìû ñ îáùåé ëåêñèêîé ÿçûêà

çàäàòü øóìîâóþ òåìó äëÿ íåòåìàòè÷íûõ òåðìîâ

çàäàòü ïñåâäî-äîêóìåíò ñ êëþ÷åâûìè òåðìàìè òåìû

ñêîððåêòèðîâàòü ñîñòàâ òåðìîâ è äîêóìåíòîâ òåìû

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 24 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè

Âåðí¼ìñÿ ê îáùåé çàäà÷å ln p(Ω|X , γ)→ maxΩ:

X = (di ,wi )
n
i=1 � èñõîäíûå äàííûå, íàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå

Z = (ti )
n
i=1 � ñêðûòûå ïåðåìåííûå

Ω = (Φ,Θ) � ïàðàìåòðû ïîðîæäàþùåé ìîäåëè p(X |Ω)
γ = (β, α) � ãèïåðïàðàìåòðû àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(Ω|γ)

Çàäà÷à: ïî X íàéòè Ω.

Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå:

p(Ω|X , γ) ∝ p(X |Ω) p(Ω|γ) =
∑
Z

p(X ,Z |Ω) p(Ω|γ)

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè:

ln p(X |Ω) + ln p(Ω|γ)︸ ︷︷ ︸
R(Ω)

→ max
Ω

R(Ω) ìîæåò è íå èìåòü âåðîÿòíîñòíîé èíòåðïðåòàöèè.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Îáùèé EM-àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è ñî ñêðûòûìè ïåðåìåííûìè

Òåîðåìà. Òî÷êà Ω ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ðåãóëÿðèçîâàííîãî
ìàðãèíàëèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (Marginal log-Likelihood)

ln
∑
Z

p(X ,Z |Ω) + R(Ω) → max
Ω

(RML)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ìåòîäîì
ïðîñòûõ èòåðàöèé ñâîäèòñÿ ê ÷åðåäîâàíèþ äâóõ øàãîâ:

E-øàã: q(Z ) = p(Z |X ,Ω);

M-øàã:
∑
Z

q(Z ) ln p(X ,Z |Ω) + R(Ω) → max
Ω

.

Ýòî îáùèé âèä EM-àëãîðèòìà, èñïîëüçóåìûé íå òîëüêî
â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè.

A.P.Dempster, N.M.Laird, D.B.Rubin. Maximum likelihood from incomplete data via
the EM algorithm. 1977.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà:

∂

∂Ω

(
ln
∑
Z

p(X ,Z |Ω) +R(Ω)

)
=

1

p(X |Ω)

∑
Z

∂p(X ,Z |Ω)

∂Ω
+
∂R(Ω)

∂Ω
= 0

Ïî ôîðìóëå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè p(X |Ω) = p(X ,Z |Ω)
p(Z |X ,Ω) , ïîäñòàâëÿåì:∑

Z

p(Z |X ,Ω)

p(X ,Z |Ω)

∂p(X ,Z |Ω)

∂Ω
+
∂R(Ω)

∂Ω
= 0

∑
Z

p(Z |X ,Ω)︸ ︷︷ ︸
q(Z)

∂

∂Ω
ln p(X ,Z |Ω) +

∂R(Ω)

∂Ω
= 0

Ýòî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàäà÷è Ì-øàãà,

åñëè q(Z ) ðàññìàòðèâàòü êàê êîíñòàíòó, à íå êàê ôóíêöèþ îò Ω.
�
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Åù¼ áîëåå îáùèé EM-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü

Òåîðåìà. Çíà÷åíèå ìàðãèíàëèçîâàííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ln
∑
Z

p(X ,Z |Ω) + R(Ω) → max
Ω

(RML)

íå óáûâàåò íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

E-øàã: KL
(
q(Z )

∥∥ p(Z |X ,Ω)
)
→ min

q
;

M-øàã:
∑
Z

q(Z ) ln p(X ,Z |Ω) + R(Ω) → max
Ω

.

q(Z ) = p(Z |X ,Ω) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è E-øàãà.

Ìèíèìèçàöèÿ KL íà Å-øàãå èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà p(Z |X ,Ω) íå óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå.

Ñõîäèìîñòü â ñëàáîì ñìûñëå: ãëîáàëüíûé max íå ãàðàíòèðóåòñÿ.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 28 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Ïî ôîðìóëå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè p(X |Ω) = p(X ,Z |Ω)
p(Z |X ,Ω) .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ q(Z )

ln p(X |Ω) =
∑
Z

q(Z ) ln p(X |Ω) =
∑
Z

q(Z ) ln
p(X ,Z |Ω)

p(Z |X ,Ω)
=

=
∑
Z

q(Z ) ln
p(X ,Z |Ω)

q(Z )︸ ︷︷ ︸
L(q,Ω)

+
∑
Z

q(Z ) ln
q(Z )

p(Z |X ,Ω)︸ ︷︷ ︸
KL
(
q(Z)
∥∥p(Z |X ,Ω)

)
>0

Ìàêñèìèçèðóåì äîñòèæèìóþ íèæíþþ îöåíêó RML òî ïî q, òî ïî Ω:

E-øàã: L(q,Ω) +��
�HHHR(Ω)→ max

q
⇔ KL

(
q(Z )

∥∥ p(Z |X ,Ω)
)
→ min

q

M-øàã: L(q,Ω) + R(Ω)→ max
Ω
⇔

∑
Z

q(Z ) ln p(X ,Z |Ω) + R(Ω)→ max
Ω

Íà êàæäîì øàãå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü.

�
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì äëÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Äëÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè: X =(di ,wi )
n
i=1, Z =(ti )

n
i=1, Ω=(Φ,Θ)

Ëåììà. Òî÷êà (Φ,Θ) ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà RML
(ðåãóëÿðèçîâàííîãî ìàðãèíàëèçîâàííîãî log-ïðàâäîïîäîáèÿ)

ln
∑
Z

p(X ,Z |Ω) + R(Ω) =
∑
d ,w

ndw ln
∑
t

φwtθtd + R(Φ,Θ)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ìåòîäîì
ïðîñòûõ èòåðàöèé ñâîäèòñÿ ê ÷åðåäîâàíèþ äâóõ øàãîâ:

E-øàã: p(t|d ,w) = norm
t∈T

(
φwtθtd

)
, ∀(d ∈D,w ∈d , t∈T )

M-øàã:
∑
d ,w ,t

ndwp(t|d ,w) ln
(
φwtθtd

)
+ R(Φ,Θ) → max

Φ,Θ
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

E-øàã: â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ âûáîðêè è ôîðìóëû Áàéåñà

q(Z ) = p(Z |X ,Ω) =
n∏

i=1

p(ti |di ,wi ) =
n∏

i=1

norm
ti∈T

(
φwi ti θtidi

)
M-øàã: ïîäñòàâèì q(Z ) è p(X ,Z |Ω) â îáùóþ ôîðìóëó Ì-øàãà:∑

Z∈T n

q(Z ) ln p(X ,Z |Ω) + R(Ω) → max
Ω∑

t1∈T

· · ·
∑
tn∈T

n∏
k=1

p(tk |dk ,wk)
n∑

i=1

ln p(di ,wi ,ti |Ω) + R(Ω) → max
Ω

n∑
i=1

∑
t1∈T

· · ·
∑
tn∈T

n∏
k=1

p(tk |dk ,wk) ln p(di ,wi ,ti |Ω) + R(Ω) → max
Ω

n∑
i=1

∑
t∈T

p(t|di ,wi ) ln p(di ,wi ,t|Ω) + R(Ω) → max
Ω∑

d∈D

∑
w∈W

∑
t∈T

ndwp(t|d ,w) ln
(
φwtθtd

)
+ R(Φ,Θ) → max

Φ,Θ
�
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì äëÿ òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Òåîðåìà. Òî÷êà (Φ,Θ) ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è∑
d ,w

ndw ln
∑
t∈T

φwtθtd + R(Φ,Θ)→ max
Φ,Θ

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

E-øàã:

M-øàã:



ptdw = norm
t∈T

(
φwtθtd

)
φwt = norm

w∈W

(
nwt + φwt

∂R
∂φwt

)
, nwt =

∑
d∈D

ndwptdw

θtd = norm
t∈T

(
ntd + θtd

∂R
∂θtd

)
, ntd =

∑
w∈d

ndwptdw

PLSA: R(Φ,Θ) = 0
LDA: R(Φ,Θ) =

∑
t,w

(βw−1) lnφwt +
∑
d ,t

(αt−1) ln θtd
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä ôîðìóë Ì-øàãà ñ ðåãóëÿðèçàòîðîì

Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó M-øàãà èç ëåììû, ïîëîæèâ ptdw = p(t|d ,w):∑
w ,t

∑
d ndwptdw︸ ︷︷ ︸

nwt

lnφwt +
∑
d,t

∑
w ndwptdw︸ ︷︷ ︸

ntd

ln θtd + R(Φ,Θ) → max
Φ,Θ

×òîáû ïðèìåíèòü óñëîâèÿ ÊÊÒ, âûïèñûâàåì ëàãðàíæèàí:

L (Φ,Θ) =
∑
w ,t

nwt lnφwt −
∑
t
λt
(∑
w
φwt − 1

)
+

+
∑
d,t

ntd ln θtd −
∑
d

µd

(∑
t
θtd − 1

)
+ R(Φ,Θ)

Óñëîâèÿ ÊÊÒ äëÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ëàãðàíæèàíà:

∂L
∂φwt

= nwt
φwt

+ ∂R
∂φwt
− λt = 0(

nwt + φwt
∂R
∂φwt

)
+

= λtφwt

φwt = norm
w∈W

(
nwt + φwt

∂R
∂φwt

)
∂L
∂θtd

= ntd
θtd

+ ∂R
∂θtd
− µd = 0(

ntd + θtd
∂R
∂θtd

)
+

= µdθtd

θtd = norm
t∈T

(
ntd + θtd

∂R
∂θtd

)
�
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Áàéåñîâñêèé âûâîä � îñíîâíîé ïîäõîä â Topic Modeling

X = (di ,wi )
n
i=1 � íàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå, êîëëåêöèÿ äëèíû n

Z = (ti )
n
i=1 � ñêðûòûå ïåðåìåííûå

Ω = (Φ,Θ) � èñêîìûå ïàðàìåòðû ìîäåëè
γ = (β, α) � ãèïåðïàðàìåòðû àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à áàéåñîâñêîãî âûâîäà � ïîëó÷èòü íå Ω, à p(Ω|X , γ)

Âàðèàöèîííûé áàéåñîâñêèé âûâîä:

âûâåñòè p(Z ,Ω|X , γ) ∝ p(X ,Z |Ω, γ) p(Ω|γ)

Ñýìïëèðîâàíèå Ãèááñà:

âûâåñòè p(Z |X , γ) è ñýìïëèðîâàòü Z ∼ p(Z |X , γ)

âûâåñòè p(Ω|X ,Z , γ) ∝ p(X ,Z |Ω, γ) p(Ω|γ)

Blei D., Ng A., Jordan M. Latent Dirichlet Allocation. JMLR, 2003.
Gri�ths T., Steyvers M. Finding scienti�c topics. 2004.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ Variational Bayesian inference

X = (di ,wi )
n
i=1 � èñõîäíûå äàííûå, íàáëþäàåìûå ïåðåìåííûå

Z = (ti )
n
i=1 � ñêðûòûå ïåðåìåííûå

p(Φ|β) =
∏
t∈T

Dir(φt |β) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Φ

p(Θ|α) =
∏
d∈D

Dir(θd |α) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Θ

Çàäà÷à: íàéòè àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(Z ,Φ,Θ|X , β, α).

Îñíîâíàÿ èäåÿ: íàéòè åãî ïðèáëèæåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
n + |T |+ |D| ðàñïðåäåëåíèé ïî áëîêàì ïåðåìåííûõ ti , φt , θd :

q(Z ,Φ,Θ) =
n∏

i=1

qi (ti )
∏
t∈T

qt(φt)
∏
d∈D

qd(θd)

Îáîçíà÷èâ (Z ,Φ,Θ) = Y , (β, α) = γ, ïåðåéä¼ì ê îáùåé çàäà÷å
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà âàðèàöèîííîãî áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Òåîðåìà. Ðåøåíèå çàäà÷è KL
(
q(Y )

∥∥ p(Y |X , γ)
)
→ minq

â ñåìåéñòâå ôàêòîðèçîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé q(Y ) =
∏

j qj(Yj)
ïî ïåðåìåííûì Yj , j ∈ J, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

ln qj(Yj) = Eq\j ln p(X ,Y |γ) + const,

ãäå Eq\j � ìàòîæèäàíèå ïî âñåì ïåðåìåííûì êðîìå Yj ,
const � ln íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ qj .

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçóþò ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: ðàñïèñûâàåì KL(·‖·) è ñâîäèì çàäà÷ó ê∑
Yj

qj(Yj)
∑
Y \Yj

∏
i 6=j

qi (Yi ) ln p(X ,Y |γ)

︸ ︷︷ ︸
Eq\j ln p(X ,Y |γ)

−
∑
Yj

qj(Yj) ln qj(Yj) → min
q
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Äîêàçàòåëüñòâî

1. Â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ìîæíî ïåðåêèäûâàòü X ÷åðåç óñëîâíóþ ÷åðòó:∑
Y

q(Y ) ln p(Y |X ,γ)
q(Y )

→ max
q
⇔
∑
Y

q(Y ) ln p(X ,Y |γ)
q(Y )

−
∑
Y

q(Y ) ln p(X |γ)→ max
q

2. Áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü KL-äèâåðãåíöèþ ïîî÷åð¼äíî ïî âñåì Yj .
Ïðèìåíèì ôàêòîðèçàöèþ è âûíåñåì ñëàãàåìîå ñ qj(Yj) âïåð¼ä:∑
Yj

qj(Yj)
∑
Y\Yj

∏
i 6=j

qi (Yi ) ln p(X ,Y |γ)︸ ︷︷ ︸
Eq\j ln p(X ,Y |γ)

−
∑
Yj

qj(Yj)
∑
Y\Yj

∏
i 6=j

qi (Yi )
∑
k∈J

ln qk(Yk)︸ ︷︷ ︸
ln qj (Yj ) + const

→ max
qj

3. Ïî÷åìó âòîðóþ ôèãóðíóþ ñêîáêó ìîæíî çàìåíèòü íà ln qj(Yj):∑
Y\Yj

∏
i 6=j

qi (Yi )
∑
k 6=j

ln qk(Yk)︸ ︷︷ ︸
íå çàâèñèò îò qj

+
∑
Y\Yj

∏
i 6=j

qi (Yi )︸ ︷︷ ︸
1

ln qj(Yj)

4. Ââåä¼ì r(Yj) ∝ exp
(
Eq\j ln p(X ,Y |γ)

)
, òîãäà KL

(
qj(Yj)

∥∥r(Yj)
)
→ min

qj
5. Òî÷íîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è qj(Yj) = r(Yj), ñëåäîâàòåëüíî,

ln qj(Yj) = Eq\j ln p(X ,Y |γ) + const.
�
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Âàðèàöèîííûé áàéåñîâñêèé âûâîä äëÿ ìîäåëè LDA

Îáîçíà÷èì Y = (Z ,Φ,Θ), γ = (β, α), J = {1, . . . , n} t T t D:

ln qj = Eq\j ln p(X ,Z ,Φ,Θ|β, α) + const

Íàì ïðåäñòîèò áðàòü ìàòîæèäàíèÿ Eq\j ïî âñåì (êðîìå îäíîãî)
ðàñïðåäåëåíèÿì qt(φt), qd(θd), qi (ti ) îò

ln p(X ,Z ,Φ,Θ|β, α) = ln p(X ,Z |Φ,Θ) p(Φ|β) p(Θ|α) =

= ln
n∏

i=1
p(di ,wi , ti |Φ,Θ) + ln

∏
t∈T

Dir(φt |β) + ln
∏
d∈D

Dir(θd |α) =

=
n∑

i=1
lnφwi ti θtidi +

∑
t,w

(βw−1) lnφwt +
∑
d ,t

(αt−1) ln θtd + const.

Çàìå÷àíèå, ñèëüíî óïðîùàþùåå âûêëàäêè:
åñëè ñëàãàåìîå S íå çàâèñèò îò j-é ïåðåìåííîé, òî EqjS = const.
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Ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ áëîêà ïåðåìåííûõ qt(φt)

Óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé φt ∈ RW :

ln qt(φt) =
n∑

i=1
Eqi (ti )[ti = t] lnφwi ti +

∑
w∈W

(βw−1) lnφwt + const =

=
n∑

i=1

∑
w∈W

[wi =w ]qi (t) lnφwt +
∑

w∈W
(βw−1) lnφwt + const =

=
∑

w∈W

( n∑
i=1

[wi =w ]qi (t)︸ ︷︷ ︸
nwt

+βw − 1
)

lnφwt + const =

= ln Dir(φt |β̃t).

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðàìè β̃wt = nwt + βw ,
nwt � îöåíêà ÷èñëà ãåíåðàöèé òåðìà w èç òåìû t.
Ïðè áîëüøèõ nwt îíî ñêîíöåíòðèðîâàíî â òî÷êå φwt = norm

w
(β̃wt).
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Ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ áëîêà ïåðåìåííûõ qd(θd)

Óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé θd ∈ RT :

ln qd(θd) =
n∑

i=1
Eqi (ti )[di =d ] ln θtidi +

∑
t∈T

(αt−1) ln θtd + const =

=
n∑

i=1
[di =d ]

∑
t∈T

qi (t) ln θtd +
∑
t∈T

(αt−1) ln θtd + const =

=
∑
t∈T

( n∑
i=1

[di =d ]qi (t)︸ ︷︷ ︸
ntd

+αt − 1
)

ln θtd + const =

= ln Dir(θd |α̃d).

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðàìè α̃td = ntd + αt ,
ntd � îöåíêà ÷èñëà òåðìîâ òåìû t â äîêóìåíòå d .
Ïðè áîëüøèõ ntd îíî ñêîíöåíòðèðîâàíî â òî÷êå θtd = norm

t
(α̃td).

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 40 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ áëîêà ïåðåìåííûõ qi (ti )

Óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîé ti ∈ T :

ln qi (t) = Eq\i
(
lnφwi ti + ln θtidi

)
+ const =

= Eqt(φt) lnφwi t + Eqd (θd ) ln θtid + const =

âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî qt(φt) è qd(θd) óæå íàéäåíû:

= ψ
(
nwi t + βwi

)
− ψ

(∑
w (nwt + βw )

)
+

+ ψ
(
ntdi + αt

)
− ψ

(∑
t(ntdi + αt)

)
+ const

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì exp(ψ(x)) ≈ x − 1
2 :

qi (t) = norm
t∈T

(
nwi t + βwi − 1

2∑
w (nwt + βw )− 1

2

·
ntdi + αt − 1

2∑
t(ntdi + αt)− 1

2

)
Ïîõîæå íà îáû÷íóþ ôîðìóëó E-øàãà p(t|di ,wi ) = norm

t∈T
(φwi tθtdi )
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Ñîáèðàåì âñ¼ âîåäèíî

Â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ÷åðåäóþòñÿ äâà øàãà:
1) ðàñïðåäåëåíèå òåðìîâ (di ,wi ) ïî òåìàì, E (x) = exp(ψ(x)):

qi (t) = norm
t∈T

(
E
(
nwi t + βwi

)
E
(∑

w (nwt + βw )
) · E

(
ntdi + αt

)
E
(∑

t(ntdi + αt)
))

2) àêêóìóëèðîâàíèå ñ÷¼ò÷èêîâ nwt è ntd :

nwt =
n∑

i=1
[wi =w ] qi (t) ntd =

n∑
i=1

[di =d ] qi (t)

Òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî ìàòîæèäàíèþ èëè ìîäå:

Eφwt = norm
w∈W

(
nwt +βw

)
Eθtd = norm

t∈T

(
ntd +αt

)
φ̂wt = norm

w∈W

(
nwt +βw−1

)
θ̂td = norm

t∈T

(
ntd +αt−1

)
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Ðåçþìå ïî âàðèàöèîííîìó áàéåñîâñêîìó âûâîäó

Èç-çà ôàêòîðèçàöèè âàðèàöèîííûé áàéåñîâñêèé âûâîä
äà¼ò ëèøü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå, òåì íå ìåíåå,

ôîðìóëû äëÿ MAP è VB î÷åíü ïîõîæè [Asuncion]:
� ïðè nwt , ntd � 1 ðàçëè÷èÿ íåîùóòèìû,
� ïðè nwt , ntd . 1 òåìà t íåçíà÷èìà äëÿ w èëè d .

Ìîæíî äîáàâèòü M-øàã äëÿ îïòèìèçàöèè β, α [Wallach].

Íåêóäà äîáàâëÿòü ðåãóëÿðèçàòîðû R(Φ,Θ).

Íóæíû ìàòðèöû Φ,Θ, à íå ðàñïðåäåëåíèÿ p(Φ,Θ|X ).

Íà÷èíàåò ñìóùàòü ðàçíîîáðàçèå îöåíîê... êàêàÿ ëó÷øå?

Asuncion A., Welling M., Smyth P., Teh Y. W. On smoothing and inference for topic
models. Int'l conf. on Uncertainty in Arti�cial Intelligence, 2009.

Hanna Wallach, David Mimno, Andrew McCallum. Rethinking LDA:
why priors matter. Neural Information Processing Systems, 2009.
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Ñýìïëèðîâàíèå Ãèááñà (Gibbs Sampling) äëÿ ìîäåëè LDA

Îñíîâíàÿ èäåÿ:

Z ∼ p(Z |X , γ) � ñýìïëèðîâàòü ñêðûòûå ïåðåìåííûå

p(Φ,Θ|X ,Z , γ) � íàéòè àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè èçâåñòíûõ X ,Z è γ = (β, α)

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà

Ïðîöåññ ñýìïëèðîâàíèÿ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

t
(k+1)
i ∼ p(ti |X ,Z\i , γ) =

p(X ,Z |γ)

p(X ,Z\i |γ)
,

ãäå k � íîìåð èòåðàöèè, Z\i = (t
(k+1)
1 , . . . , t

(k+1)
i−1 , t

(k)
i+1, . . . , t

(k)
n ),

ñõîäèòñÿ ê ìíîãîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Z ∼ p(Z |X , γ)

Gri�ths T., Steyvers M. Finding scienti�c topics. 2004.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 44 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå � ñîïðÿæ¼ííîå ê ìóëüòèíîìèàëüíîìó

p(Φ,Θ|β, α) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå
p(Φ,Θ|X ,Z , β, α) � àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå òîæå Äèðèõëå

Âûâîä àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Φ,Θ ïðè èçâåñòíûõ X ,Z :

p(Φ,Θ|X ,Z , β, α) ∝ p(Φ,Θ,X ,Z |β, α) ∝ p(X ,Z |Φ,Θ)p(Φ,Θ|β, α)

∝
∏
d ,w ,t

(φwtθtd)ndwt
∏
t∈T

Dir(φt |β)
∏
d∈D

Dir(θd |α)

∝
∏
t∈T

∏
d ,w

φndwtwt φβw−1
wt

∏
d∈D

∏
w ,t

θndwttd θαt−1
td

∝
∏
t∈T

∏
w

φnwt+βw−1
wt

∏
d∈D

∏
t

θntd+αt−1
td

∝
∏
t∈T

Dir(φt |β̃t)
∏
d∈D

Dir(θd |α̃d), β̃wt = nwt +βw , α̃td = ntd +αt .
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðàñïðåäåëåíèå p(X ,Z |β, α) äëÿ ñõåìû ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà

Ïîäûíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìû òîëüêî ÷òî âûâåëè,
íî òåïåðü áóäåì àêêóðàòíåå ñ íîðìèðîâî÷íûìè ìíîæèòåëÿìè:

p(X ,Z |β, α) =

∫
Φ

∫
Θ
p(X ,Z |Φ,Θ)p(Φ,Θ|β, α)dΦdΘ =

=

∫
Φ

∫
Θ

∏
w ,t

φnwtwt

∏
t,d

θntdtd

∏
d

pndd

∏
t∈T

Dir(φt |β)
∏
d∈D

Dir(θd |α)dΦdΘ =

=
∏
t∈T

Γ(
∑

w βw )∏
w Γ(βw )

∫
φt

∏
w
φβ̃wt−1
wt dφt︸ ︷︷ ︸

∝ Dir(φt |β̃t)

∏
d∈D

pndd
Γ(
∑

t αt)∏
t Γ(αt)

∫
θd

∏
t
θα̃td−1
td dθd︸ ︷︷ ︸

∝ Dir(θd |α̃d )

=

=
∏
t∈T

Γ(
∑

w βw )∏
w Γ(βw )

∏
w Γ(β̃wt)

Γ(
∑

w β̃wt)

∏
d∈D

pndd
Γ(
∑

t αt)∏
t Γ(αt)

∏
t Γ(α̃td)

Γ(
∑

t α̃td)
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðàñïðåäåëåíèå p(X ,Z\i |β, α) äëÿ ñõåìû ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà

Èòàê, ìû òîëüêî ÷òî ïîëó÷èëè ðàñïðåäåëåíèå

p(X ,Z |β, α) =

=
∏
t∈T

Γ(
∑

w βw )∏
w Γ(βw )

∏
w Γ(β̃wt)

Γ(
∑

w β̃wt)

∏
d∈D

pndd
Γ(
∑

t αt)∏
t Γ(αt)

∏
t Γ(α̃td)

Γ(
∑

t α̃td)

Ðàñïðåäåëåíèå p(X ,Z\i |β, α) îòëè÷àåòñÿ îò íåãî ëèøü òåì, ÷òî
îíî ïîñòðîåíî ïî âûáîðêå áåç îäíîé i-é òî÷êè (di ,wi , ti ):

p(X ,Z\i |β, α) =∏
t∈T

Γ(
∑

w βw )∏
w Γ(βw )

∏
w Γ(β̃wt−δiwt)

Γ(
∑

w (β̃wt−δiwt))

∏
d∈D

pndd
Γ(
∑

t αt)∏
t Γ(αt)

∏
t Γ(α̃td−δitd)

Γ(
∑

t(α̃td−δitd))

ãäå δiwt = [w =wi ][t= ti ], δitd = [t= ti ][d =di ]
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Åù¼ ÷óòü-÷óòü... îñòàëîñü ïîäåëèòü îäíî íà äðóãîå

Äëÿ ñýìïëèðîâàíèÿ Ãèááñà íóæíî îäíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(ti |X ,Z\i , β, α) =
p(X ,Z |β, α)

p(X ,Z\i |β, α)
=

Â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñîêðàòÿòñÿ âñå ìíîæèòåëè êðîìå i-õ:

=
Γ(nwi ti +βwi ) Γ(

∑
w (nwti +βw )−1)

Γ(nwi ti +βwi−1) Γ(
∑

w (nwti +βw ))

Γ(ntidi +αti ) Γ(
∑

t(ntdi +αt)−1)

Γ(ntidi +αti−1) Γ(
∑

t(ntdi +αt))

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ãàììà-ôóíêöèè Γ(x)
Γ(x−1) = x − 1:

p(t|X ,Z\i , β, α) = norm
t∈T

(
nwi t + βwi − 1∑
w (nwt + βw )− 1

· ntdi + αt − 1∑
t(ntdi + αt)− 1

)
Ïîõîæå íà îáû÷íóþ ôîðìóëó E-øàãà p(t|di ,wi ) = norm

t∈T
(φwi tθtdi )
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ñîáèðàåì âñ¼ âîåäèíî

Âûäåëåíû îòëè÷èÿ îò âàðèàöèîííîãî àëãîðèòìà

1) äëÿ êàæäîãî (di ,wi ), i = 1, . . . , n, ñýìïëèðîâàíèå òåìû ti :

ti ∼ pi (t) = norm
t∈T

(
nwi t + βwi − 1∑
w (nwt + βw )− 1

· ntdi + αt − 1∑
t(ntdi + αt)− 1

)
2) àêêóìóëèðîâàíèå ñ÷¼ò÷èêîâ nwt è ntd :

nwt =
n∑

i=1
[wi =w ][ti = t] ntd =

n∑
i=1

[di =d ][ti = t]

Òî÷å÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî ìàòîæèäàíèþ èëè ìîäå:

Eφwt = norm
w∈W

(
nwt +βw

)
Eθtd = norm

t∈T

(
ntd +αt

)
φ̂wt = norm

w∈W

(
nwt +βw−1

)
θ̂td = norm

t∈T

(
ntd +αt−1

)
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
Ðåãóëÿðèçîâàííûé ÅÌ-àëãîðèòì è åãî ñõîäèìîñòü
Ìåòîäû áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ðåçþìå ïî GS è ìåòîäàì áàéåñîâñêîãî âûâîäà

Ýòî òîæå ¾ÅÌ-ïîäîáíûé àëãîðèòì¿, åñëè íà E-øàãå
âìåñòî p(t|d ,w) âçÿòü p̂(t|d ,w) = [t= ti ], ti ∼ p(t|d ,w).

Ôîðìóëû äëÿ MAP, VB è GS î÷åíü ïîõîæè [Asuncion]:
� ïðè nwt , ntd � 1 ðàçëè÷èÿ íåîùóòèìû,
� ïðè nwt , ntd . 1 òåìà t íåçíà÷èìà äëÿ w èëè d .

Íåîáõîäèìîñòü çàäàíèÿ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé:
� ñîïðÿæ¼ííûå � òîëüêî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå,
� íå ñîïðÿæ¼ííûå � ñèëüíî óñëîæíÿþò çàäà÷ó.

VB è GS íå èìåþò óäîáíûõ ìåõàíèçìîâ ðåãóëÿðèçàöèè,
ò.ê. íåò, ñîáñòâåííî, è çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïî (Φ,Θ)

Ïðîáëåìà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äàæå íå ñòàâèòñÿ.

Asuncion A., Welling M., Smyth P., Teh Y. W. On smoothing and inference for topic
models. Int'l conf. on Uncertainty in Arti�cial Intelligence, 2009.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Íåêîððåêòíûå çàäà÷è è êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Çàäà÷à êîððåêòíî ïîñòàâëåíà

ïî Àäàìàðó, åñëè å¼ ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò,

åäèíñòâåííî,

óñòîé÷èâî.
Æàê Ñàëîìîí Àäàìàð

(1865�1963)

Íàøà çàäà÷à ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà:
åñëè Φ,Θ � ðåøåíèå, òî ñòîõàñòè÷åñêèå Φ′,Θ′ � òîæå ðåøåíèÿ

Φ′Θ′ = (ΦS)(S−1Θ), rankS = |T |
L(Φ′,Θ′) = L(Φ,Θ)

L(Φ′,Θ′) 6 L(Φ,Θ) + ε � ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ

Ðåãóëÿðèçàöèÿ � êëàññè÷åñêèé ïðè¼ì äîîïðåäåëåíèÿ
ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ êðèòåðèåâ.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

ARTM: àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Ìàêñèìèçàöèÿ ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ðåãóëÿðèçàòîðàìè:∑
d ,w

ndw ln
∑
t∈T

φwtθtd +R(Φ,Θ)→ max
Φ,Θ

; R(Φ,Θ) =
∑
i

τiRi (Φ,Θ)

EM-àëãîðèòì � ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ñî âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè ptdw = p(t|d ,w):

E-øàã:

M-øàã:



ptdw = norm
t∈T

(
φwtθtd

)
φwt = norm

w∈W

(
nwt + φwt

∂R
∂φwt

)
, nwt =

∑
d∈D

ndwptdw

θtd = norm
t∈T

(
ntd + θtd

∂R
∂θtd

)
, ntd =

∑
w∈d

ndwptdw

Âîðîíöîâ Ê. Â. Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîëëåêöèé
òåêñòîâûõ äîêóìåíòîâ. Äîêëàäû ÐÀÍ, 2014.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ óëó÷øåíèÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòè òåì

background

Ñãëàæèâàíèå ôîíîâûõ òåì B ⊂ T :

R(Φ,Θ) = β0

∑
t∈B

∑
w

βw lnφwt + α0

∑
d

∑
t∈B

αt ln θtd

sparse

Ðàçðåæèâàíèå ïðåäìåòíûõ òåì S = T \ B :
R(Φ,Θ) = −β0

∑
t∈S

∑
w

βw lnφwt − α0

∑
d

∑
t∈S

αt ln θtd

decorrelated

Äåêîððåëèðîâàíèå äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçëè÷íîñòè òåì:

R(Φ) = −τ
2

∑
t,s

∑
w

φwtφws

interpretable

Ñãëàæèâàíèå + ðàçðåæèâàíèå + äåêîððåëèðîâàíèå
äëÿ óëó÷øåíèÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòè òåì
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ ó÷¼òà äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè

temporal

Òåìïîðàëüíûå ìîäåëè ñ ìîäàëüíîñòüþ âðåìåíè i :

R(Φ) = −τ
∑
i∈I

∑
t∈T

∣∣φit − φi−1,t

∣∣
regression

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè ŷd = 〈v , θd〉 äîêóìåíòîâ:
R(Θ, v) = −τ

∑
d∈D

(
yd −

∑
t∈T

vtθtd

)2

coherence

Ìîäåëè ñî÷åòàåìîñòè ñëîâ (nuv � ÷àñòîòà áèòåðìà):

R(Φ) = τ
∑
u∈W

∑
v∈W

nuv ln
∑
t∈T

ntφutφvt

hierarchy

Ñâÿçü ðîäèòåëüñêèõ òåì t ñ äî÷åðíèìè ïîäòåìàìè s:

R(Φ,Ψ) = τ
∑
t∈T

∑
w∈W

nwt ln
∑
s∈S

φwsψst
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Ðåãóëÿðèçàòîðû äëÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

supervised

Ìîäàëüíîñòè ìåòîê êëàññîâ, êàòåãîðèé èëè òåãîâ äëÿ
êëàññèôèêàöèè/êàòåãîðèçàöèè/òåãèðîâàíèÿ òåêñòîâ

multilanguage
Ìîäàëüíîñòü ÿçûêîâ è ðåãóëÿðèçàöèÿ ñî ñëîâàð¼ì
πuwt = p(u|w , t) ïåðåâîäîâ ñ ÿçûêà k íà `:

R(Φ,Π) = τ
∑

u∈W k

∑
t∈T

nut ln
∑

w∈W `

πuwtφwt

graph

Ìîäàëüíîñòü âåðøèí ãðàôà v , ñîäåðæàùèõ Dv :

R(Φ) = −τ
2

∑
(u,v)∈E

Suv
∑
t∈T

n2
t

( φvt
|Dv |

− φut
|Du|

)2
.

geospatial

Ìîäàëüíîñòü ãåîëîêàöèé g ñ áëèçîñòüþ Sgg ′ :

R(Φ) = −τ
2

∑
g ,g ′∈G

Sgg ′
∑
t∈T

n2
t

(φgt
ng
−
φg ′t

ng ′

)2
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Êîìáèíèðîâàíèå ðåãóëÿðèçàòîðîâ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ

Âûÿâëåíèÿ ýòíîðåëåâàíòíîãî äèñêóðñà â ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ:

L

(
PLSA

)
+R

(
interpretable

)
+R

(
n-gram

)
+R

(
seed words

)
→ max

Òåìàòè÷åñêèé ïîèñê íàó÷íûõ è íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ ñòàòåé:

L

(
multimodal

)
+ R

(
interpretable

)
+ R

(
n-gram

)
+ R

(
hierarchy

)
→ max

Âûÿâëåíèå è ïðîñëåæèâàíèå ñîáûòèé â íîâîñòíîì ïîòîêå:

L

(
multimodal

)
+R

(
interpretable

)
+R

(
temporal

)
+R

(
sentiment

)
→ max

Apishev M. et al. Mining ethnic content online with additively regularized topic models, 2016.
Ianina A., Vorontsov K. Hierarchical interpretable topical embeddings for exploratory search and
real-time document tracking, 2020.
Feldman D., Sadekova T., Vorontsov K. Combining facts, semantic roles and sentiment lexicon in a
generative model for opinion mining. 2020
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

BigARTM: áèáëèîòåêà òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Êëþ÷åâûå âîçìîæíîñòè:

Âñòðîåííàÿ áèáëèîòåêà ðåãóëÿðèçàòîðîâ è ìåð êà÷åñòâà

Áîëüøèå äàííûå: êîëëåêöèÿ íå õðàíèòñÿ â ïàìÿòè

Ñàìûé áûñòðûé îíëàéíîâûé ïàðàëëåëüíûé ARTM

Ñîîáùåñòâî:

Îòêðûòûé êîä https://github.com/bigartm
(discussion group, issue tracker, pull requests)

Äîêóìåíòàöèÿ http://bigartm.org

Ëèöåíçèÿ è ñðåäà ðàçðàáîòêè:

Ñâîáîäíàÿ êîììåð÷åñêàÿ ëèöåíçèÿ (BSD 3-Clause)

Êðîññ-ïëàòôîðìåííîñòü: Linux, MacOS, Windows (32/64 bit)

Èíòåðôåéñû API: C++, Python, êîìàíäíàÿ ñòðîêà
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Êëþ÷åâûå âîçìîæíîñòè áèáëèîòåê BigARTM è TopicNet

BigARTM (ñ 2014 ã.)

áèáëèîòåêà ðåãóëÿðèçàòîðîâ

ìóëüòèìîäàëüíûå ìîäåëè

èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè

ãèïåðãðàôîâûå ìîäåëè

ìîäåëè ñâÿçíîñòè òåêñòà

TopicNet (ñ 2020 ã.)

Ïåðåáîð ñöåíàðèåâ ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ âûáîðà ìîäåëåé

Àâòîìàòè÷åñêîå ïðîòîêîëèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòîâ

Ïîñòðîåíèå ¾áàíêà òåì¿ èç ìíîæåñòâà ìîäåëåé

Âèçóàëèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

V.Bulatov, E.Egorov, E.Veselova, D.Polyudova, V.Alekseev, A.Goncharov, K.Vorontsov.

TopicNet: making additive regularization for topic modelling accessible. LREC-2020
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Ïðåèìóùåñòâà ARTM

Ìîäåëè, ðàíåå ïðåäëîæåííûå â ðàìêàõ áàéåñîâñêîãî
ïîäõîäà, äîïóñêàþò ïåðåôîðìóëèðîâêó â òåðìèíàõ ARTM

Âûâîä ÅÌ-àëãîðèòìà ïðîñòîé è îáùèé äëÿ âñåõ ìîäåëåé:
äîñòàòî÷íî íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂R

∂φwt
, ∂R
∂θtd

Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ðåãóëÿðèçàòîðîâ ïîçâîëÿåò
êîìáèíèðîâàòü ìîäåëè â ëþáûõ ñî÷åòàíèÿõ

Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïåðåñòà¼ò èãðàòü ¾îñîáóþ ðîëü¿
è ïåðåõîäèò â ðåãóëÿðèçàòîð ñãëàæèâàíèÿ/ðàçðåæèâàíèÿ

Áîëåå òîãî (ñì. äàëåå),

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ è äîêàçàòåëüñòâî åãî ñõîäèìîñòè
îáîáùàåòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòíîãî òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
óïðîùàåòñÿ äî íåñêîëüêèõ îñíîâíûõ òåîðåì

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 59 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè íà åäèíè÷íûõ ñèìïëåêñàõ

Ïóñòü Ω = (ωj)j∈J � íàáîð íîðìèðîâàííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
âåêòîðîâ ωj = (ωij)i∈Ij ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé |Ij |:

Ω =




Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè f (Ω) íà åäèíè÷íûõ ñèìïëåêñàõ:
f (Ω)→ max

Ω
;∑

i∈Ij

ωij = 1, j ∈ J;

ωij > 0, i ∈ Ij , j ∈ J.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Òåîðåìà î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè íà åäèíè÷íûõ ñèìïëåêñàõ

Îïåðàöèÿ íîðìèðîâêè âåêòîðà: pi = norm
i∈I

(xi ) =
max{xi , 0}∑

k∈I
max{xk , 0}

Òåîðåìà. Ïóñòü f (Ω) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ω.
Òîãäà âåêòîðû ωj ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàäà÷è f (Ω)→ max
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

ωij = norm
i∈Ij

(
ωij

∂f

∂ωij

)
, åñëè ∃i : ωij

∂f

∂ωij
> 0

ωij = norm
i∈Ij

(
−ωij

∂f

∂ωij

)
, èíà÷å, åñëè ∃i : ωij

∂f

∂ωij
< 0

ωij
∂f

∂ωij
= 0, èíà÷å

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron@forecsys.ru) Ðåãóëÿðèçàöèÿ â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 61 / 69



Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå î ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ

Òåîðåìà ïðèìåíèìà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé,
ïàðàìåòðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè (íîðìèðîâàííûå íåîòðèöàòåëüíûå âåêòîðû)
×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû � ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé
Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè Ω ãàðàíòèðîâàíî
Ïåðâûé èç òð¼õ ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì:

ωij := norm
i∈Ij

(
ωij

∂f

∂ωij

)
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íîðìèðóþùèé çíàìåíàòåëü íóëåâîé;
òàêèå âåêòîðû áóäåì óäàëÿòü èç ìîäåëè êàê âûðîæäåííûå
Èòåðàöèè ïîõîæè íà ãðàäèåíòíóþ îïòèìèçàöèþ, íî
ó÷èòûâàþò îãðàíè÷åíèÿ è íå òðåáóþò ïîäáîðà øàãà η:

ωij := ωij + η
∂f

∂ωij
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Çàïèøåì óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà äëÿ ωj = (ωij : i ∈ Ij):

∂f
∂ωij

= λj − µij ; µijωij = 0.

Ïðåäïîëàãàÿ ωij > 0, óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ωij :

Aij ≡ ωij
∂f
∂ωij

= ωijλj .

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

Åñëè λj > 0, òî ëèáî Aij > 0, ëèáî ωij = 0. Òîãäà
ωijλj = (Aij)+; λj =

∑
i

(Aij)+ ⇒ ωij = norm
i

(Aij).

Åñëè λj < 0 è (∃i) Aij < 0, òî (∀i) Aij 6 0. Òîãäà
ωijλj = −(−Aij)+; λj = −

∑
i

(−Aij)+ ⇒ ωij = norm
i

(−Aij).

Èíà÷å λj = 0 è ωj íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèé ωij
∂f
∂ωij

= 0.
�
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

ωt+1
ij = norm

i∈Ij

(
ωt
ij

∂f (Ωt)

∂ωt
ij

)

Òåîðåìà. Ïóñòü f (Ω) � îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, è âñå Ωt , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé
èòåðàöèè t0 îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

∀j ∈ J ∀i ∈ Ij ωt
ij = 0→ ωt+1

ij = 0 (ñîõðàíåíèå íóëåé)

∃ε > 0 ∀j ∈ J ∀i ∈ Ij ωt
ij /∈ (0, ε) (îòäåëèìîñòü îò íóëÿ)

∃δ > 0 ∀j ∈ J ∃i ∈ Ij ωt
ij
∂f (Ωt)
∂ωij

> δ (íåâûðîæäåííîñòü)

Òîãäà f (Ωt+1) > f (Ωt) è
∣∣ωt+1

ij − ωt
ij

∣∣→ 0 ïðè t →∞.
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Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Òåïåðü âûâîä EM-àëãîðèòìà äëÿ ARTM � â äâå ñòðîêè!

Ïðèìåíèì Òåîðåìó ê log-ïðàâäîïîäîáèþ ñ ðåãóëÿðèçàòîðîì R :

f (Φ,Θ) =
∑
d ,w

ndw ln
∑
t∈T

φwtθtd + R(Φ,Θ)→ max
Φ,Θ

φwt = norm
w∈W

(
φwt

∂f

∂φwt

)
= norm

w∈W

(
φwt

∑
d∈D

ndw
θtd

p(w |d)
+ φwt

∂R

∂φwt

)
=

= norm
w∈W

(∑
d∈D

ndwptdw + φwt
∂R

∂φwt

)
;

θtd = norm
t∈T

(
θtd

∂f

∂θtd

)
= norm

t∈T

(
θtd

∑
w∈W

ndw
φwt

p(w |d)
+ θtd

∂R

∂θtd

)
=

= norm
t∈T

(∑
w∈d

ndwptdw + θtd
∂R

∂θtd

)
.

E-øàã � ýòî âû÷èñëåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ptdw .
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Áàéåñîâñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Óñëîâèÿ âûðîæäåííîñòè ìîäåëè äëÿ òåì è äîêóìåíòîâ

Ðåøåíèå ìîæåò áûòü âûðîæäåííûì äëÿ íåêîòîðûõ òåì
(ñòîëáöîâ ìàòðèö Φ) è äîêóìåíòîâ (ñòîëáöîâ ìàòðèöû Θ).

Òåìà t âûðîæäåíà, åñëè äëÿ âñåõ òåðìîâ w ∈W

nwt + φwt
∂R
∂φwt
6 0.

Åñëè òåìà t âûðîæäåíà, òî p(w |t) = φwt ≡ 0; ýòî îçíà÷àåò,
÷òî òåìà èñêëþ÷àåòñÿ èç ìîäåëè (ïðîèñõîäèò îòáîð òåì).

Äîêóìåíò d âûðîæäåí, åñëè äëÿ âñåõ òåì t ∈ T

ntd + θtd
∂R
∂θtd
6 0.

Åñëè äîêóìåíò d âûðîæäåí, òî p(t|d) = θtd ≡ 0; ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìîäåëü íå â ñîñòîÿíèè îïèñàòü äàííûé äîêóìåíò.
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Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Îáùèé âçãëÿä íà áàéåñîâñêîå îáó÷åíèå, MAP è ARTM

Áàéåñîâñêèé âûâîä àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(Ω|X )
(îáû÷íî ïðèáëèæ¼ííûé) ðàäè ïîëó÷åíèÿ òî÷å÷íîé îöåíêè Ω:

Posterior(Ω|X , γ) ∝ p(X |Ω)Prior(Ω|γ)

Ω := arg max
Ω

Posterior(Ω|X , γ)

Ìàêñèìèçàöèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (MAP)
äà¼ò òî÷å÷íóþ îöåíêó Ω íàïðÿìóþ, áåç âûâîäà Posterior:

Ω := arg max
Ω

(
ln p(X |Ω) + lnPrior(Ω|γ)︸ ︷︷ ︸

R(Ω)

)
Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ (ARTM)
îáîáùàåò MAP íà ëþáûå ðåãóëÿðèçàòîðû è èõ êîìáèíàöèè:

Ω := arg max
Ω

(
ln p(X |Ω) +

∑
i=1

τiRi (Ω)
)
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Êëàññè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Àääèòèâíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
Àëãîðèòì ìàêñèìèçàöèè íà ñèìïëåêñàõ è åãî ñõîäèìîñòü
Ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé

Ìîäóëüíûé ïîäõîä ARTM: ñðàâíåíèå ñ áàéåñîâñêèì ïîäõîäîì

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèòíûõ ìîäåëåé â ARTM íå íóæíû
íè ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, íè ïðîãðàììèðîâàíèå ¾ñ íóëÿ¿.
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Ðåçþìå

¾Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷à îñâîáîæäåíèÿ âñþäó, ãäå

ýòî âîçìîæíî, îò èçëèøíèõ âåðîÿòíîñòíûõ äîïóùåíèé¿

[À. Í. Êîëìîãîðîâ, 1987]

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî îòêàçà â òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ìû

ïîòåðÿëè:
� âîçìîæíîñòü îöåíèâàíèÿ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

(êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà è íå èñïîëüçîâàëàñü)

ïðèîáðåëè:
� áîëåå îáùèå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
� áîëåå óäîáíóþ ôîðìàëèçàöèþ øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé
� âîçìîæíîñòü êîìáèíèðîâàíèÿ ìîäåëåé (ARTM)
� âîçìîæíîñòü ìîäóëüíîé ðåàëèçàöèè (BigARTM)

Â òåîðèè ÂÒÌ ïåðåõîä ê áàéåñîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ìèíóÿ
êëàññè÷åñêóþ ïåðåóñëîæíèë òåõíèêó è (íà ãîäû) çàêðûë
âîçìîæíîñòè êîìáèíèðîâàíèÿ ìîäåëåé

Âîðîíöîâ Ê.Â. Âåðîÿòíîñòíîå òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2020,
http://www.machinelearning.ru/wiki/images/d/d5/Voron17survey-artm.pdf

http://www.machinelearning.ru/wiki/images/d/d5/Voron17survey-artm.pdf
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