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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïîèñêà ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè.

Ïîëó÷åíà îöåíêà äèñïåðñèè score ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè, ðàññ÷èòàííîãî

ïî ïîäâûáîðêå äàííûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îòâåò íà âîïðîñ, äîñòàòî÷íî ëè

äàííûõ äëÿ îáîñíîâàííîãî ñðàâíåíèÿ äâóõ áàéåñîâñêèõ ñåòåé.

Òàêæå áûëà ðàçðàáîòàíà áèáëèîòåêà íà Python äëÿ ðàáîòû c áàéåñîâñêèìè

ñåòÿìè. Àëãîðèòì ïîèñêà ñòðóêòóðû, ðåàëèçîâàííûé â íåé, ïðèìåíåí ê íàáîðó

ìåäèöèíñêèõ äàííûõ.
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1 Ââåäåíèå

1.1 Áàéåñîâñêèå ñåòè

Áàéåñîâñêàÿ ñåòü � ýòî íàïðàâëåííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô G, êàæäîé âåðøèíå

êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà xi. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óñëîâèå:

p(x1, x2, . . . , xn) =
n∏
i=1

p(xi |Pa(xi)) (1)

ãäå Pa(xi) � ìíîæåñòâî ðîäèòåëåé âåðøèíû xi â ãðàôå G. [1]

1.2 Çàäà÷à ïîèñêà ñòðóêòóðû

Ôîðìóëèðîâêà Çàäà÷à ïîèñêà ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ïî äàííûì (ò.å. ðåàëèçàöèÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1, x2, . . . xn) âîññòàíîâèòü ãðàô G.

Îñíîâíûå ïîäõîäû Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû:

• Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ òåñòîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ

óñëîâíûõ íåçàâèñèìîñòåé ïðèçíàêîâ â äàííûõ, è ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêîé ñåòè

íà èõ îñíîâå.

• Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ââåäåíèè íåêîòîðîé ôóíêöèè score(G), îöåíèâàþùåé

ñîâìåñòèìîñòü ãðàôà è äàííûõ, è äàëüíåéøåé åå îïòèìèçàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé êëàññ ìåòîäîâ.

Âûáîð ôóíêöèè score(G) Îäíîé èç ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé score äëÿ áàé-

åñîâñêèõ ñåòåé ñ äèñêðåòíûìè ïåðåìåíííûìè ÿâëÿåòñÿ BIC [5]:

scoreBIC(G) = l(G|D)− logN

2
Dim[G] (2)

ãäå Dim[G] � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé â áàéåñîâñêîé ñåòè.

Ôóíêöèÿ score(G) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè

score(G) =
n∑
i=1

score(Xi) (3)
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ãäå score(Xi) � ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ ïåðåìåííîé, ñî-

îòâåòñòâóþùåé âåðøèíå Xi è åå íåïîñðåäñòâåííûì ðîäèòåëÿì â ãðàôå G. Êàê áóäåò

ïîêàçàíî äàëåå, ðàçëîæèìîñòü ïîçâîëÿåò áûñòðî ïåðåñ÷èòûâàòü èçìåíåíèå score(G)

ïðè ïðèìåíåíèè ëîêàëüíûõ îïåðàöèé.

NP-ñëîæíîñòü Çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ NP-ñëîæíîé [6],

äàæå â ñëó÷àå, êîãäà äàííûå áûëè ïîðîæäåíû áàéåñîâñêîé ñåòüþ, êîëè÷åñòâî ðîäè-

òåëåé ó âåðøèí â ãðàôå îãðàíè÷åíî ÷èñëîì K ≥ 3 è â ïðåäåëå êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ

â äàííûõ m→∞ [7]

1.3 Îáçîð ìåòîäîâ

Æàäíûé ïîèñê Â ýòîì àëãîðèòìå ðàññìàòðèâàþòñÿ ò.í. ëîêàëüíûå îïåðàöèè �

äîáàâëåíèå ðåáðà, óäàëåíèå ðåáðà è ðàçâîðîò ðåáðà.

Îïðåäåëèì score(op) îïåðàöèè op:

score(op) = score(op(G))− score(G) (4)

ãäå op(G) � ãðàô, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè op ê ãðàôó G.

Àëãîðèòì æàäíîãî ïîèñêà ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â íà÷àëå çàäàí íåêîòî-

ðûé íà÷àëüíûé ãðàô G0. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ê òåêóùåìó ãðàôó ïðèìåíÿåòñÿ

îïåðàöèÿ, ìàêñèìàëüíî óâåëè÷èâàþùàÿ åãî score, òî åñòü îïåðàöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì

score(op). Êîãäà íè îäíà èç äîñòóïíûõ îïåðàöèé íå óâåëè÷èâàåò score ãðàôà, àëãî-

ðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó.

Â ñëó÷àå ðàçëîæìîé ôóíêöèè score(G), ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ

score(op). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà îïåðàöèé score(op) íå èçìåíÿåòñÿ. Ïåðåñ÷è-

òûâàòü íåîáõîäèìî ëèøü îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ âåðøèíàìè çàòðîíóòûìè ïðèìåíåí-

íîé îïåðàöèåé.

GES Àëãîðèòì GES (Greedy Equivalence Search) [8] îñíîâàí íà ò.í. ïðåäïîëîæåíèè

Ìèêà.

Ïðåäïîëîæåíèå Ìèêà 1. Ïóñòü G è H � ãðàôû, òàêèå ÷òî G ÿâëÿåòñÿ I-

îòîáðàæåíèåì H. Ïóñòü r � êîëè÷åñòâî ðåáåð â H, êîòîðûå èìåþò ïðîòèâîïî-

ëîæíóþ îðèåíòàöèþ â G, à m � êîëè÷åñòâî ðåáåð â H, êîòîðûå îòñóòñòâóþò
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Algorithm 1 Àëãîðèòì æàäíîãî ïîèñêà

1: procedure GreedyLocalSearch(G0, score(·), ops(·))

2: G ← G0
3: while ∃o ∈ ops(G) : score(o) > 0 do

4: o← argmax
o∈ops(G)

score(o)

5: G ← o(G)

6: end while

7: return G

8: end procedure

â G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íå áîëåå ÷åì r + 2m äîáàâëåíèé è

ðàçâîðîòîâ ðåáåð â G, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Êàæäûé ðàçâîðîò ðåáðà íå âûâîäèò ãðàô èç åãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè

• Ïîñëå êàæäîãî ðàçâîðîòà èëè äîáàâëåíèÿ ãðàô G îñòàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì è

ÿâëÿåòñÿ I-îòîáðàæåíèåì H

• Ïîñëå âñåõ ðàçâîðîòîâ è äîáàâëåíèé ðåáåð G = H

Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì æàäíîãî ïîèñêà â ïðîñòðàí-

ñòâå êëàññîâ I-ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàôîâ. Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ôàç, îòëè÷àþùèõñÿ ïðèìåíÿåìûìè ê òåêóùåìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè

îïåðàöèÿìè.

Àëãîðèòì GES èíòåðåñåí òåì, ÷òî åñëè äàííûå áûëè ñãåíåðèðîâàíû áàéåñîâñêîé

ñåòüþ, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà score, â ïðå-

äåëå ðàçìåðà âûáîðêè m → ∞ îí ñõîäèòñÿ ê îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðå áàéåñîâñêîé

ñåòè. Íà ïðàêòèêå ýòè óñëîâèÿ êàê ïðàâèëî íå âûïîëíÿþòñÿ, è àëãîðèòì GES ðàáî-

òàåò ÷óòü õóæå æàäíîãî ïîèñêà

2 Îïòèìèçàöèè æàäíîãî ïîèñêà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû óëó÷øèòü ðàáîòó àëãîðèòìà æàäíîãî ïîèñêà.
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Èñïîëüçîâàíèå êó÷è Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü îïåðà-

öèþ ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì score. Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

score íå âñåõ, à òîëüêî 3(n−1) îïåðàöèé. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà íàè-

ëó÷øåé îïåðàöèè èñïîëüçîâàòü êó÷ó, çàòðà÷èâàÿ òàêèì îáðàçîì O(n log n) äåéñòâèé,

à íå O(n2) êàê ïðè íàèâíîé ðåàëèçàöèè.

Âîçìóùåíèå äàííûõ (data perturbation) Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, ìîæåò

âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ó âñåõ ãðàôîâ, îòëè÷àþùèõñÿ îò òåêóùåãî íà îäíó îïåðà-

öèþ òàêîé æå (èëè õóæå) score, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðè ýòîì ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì �

ò.í. "ïëàòî". Òàê ïðîèñõîäèò èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ áîëüøèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

áàéåñîâñêèõ ñåòåé. Îäíèì èç ñïîñîáîâ áîðüáû ñ ýòèì ÿâëÿåòñÿ âîçìóùåíèå äàííûõ

� åñëè ñäåëàòü ðåñåìïëèíã âûáîðêè, òî çíà÷åíèÿ score èçìåíÿòñÿ ñëàáî, íî ñòðóê-

òóðà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåò íàðóøåíà, ÷òî ïîçâîëèò âûéòè èç "ïëàòî"ïðè

ïðîäîëæåíèè ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà.

Îöåíêà score ïî ÷àñòè äàííûõ Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá óñêî-

ðåíèÿ ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ëèøü ÷àñòè âû-

áîðêè äëÿ îöåíêè score. Â ïðîöåññå ðàáîòû æàäíîãî àëãîðèòìà, òîëüêî íåáîëüøàÿ

÷àñòü îïåðàöèé ïðèâîäèò ê áîëüøîìó óâåëè÷åíèþ score. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñîñòî-

èò â òîì, ÷òîáû òî÷íî âû÷èñëÿòü score òîëüêî äëÿ òàêèõ îïåðàöèé, à äëÿ îñòàëüíûõ

îöåíèâàòü åãî ïî íåáîëüøîé ÷àñòè äàííûõ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îïðåäåëèòü ïî íåáîëüøîé ÷àñòè äàííûõ, êàêèå îïåðàöèè

íå ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè, ïðè ýòîì ïî âîçìîæíîñòè íå ïðîïóñòèâ îïåðàöèþ ñ

áîëüøèì score. Äëÿ ýòîãî áûë ðàçðàáîòàí ñïîñîá îöåíêè äèñïåðñèè âåëè÷èíû score.

Îí ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ score ïî

íåáîëüøîé ïîäâûáîðêå. Äàëåå èñïîëüçóÿ èõ ìîæíî îòñåÿòü òå îïåðàöèè, êîòîðûå ñ

çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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3 Îöåíêà äèñïåðñèè score

3.1 Âûâîä îöåíîê

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â âåðøèíå

Xi ïî äàííûì êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó: åñëè äàííûå � ýòî íàáîð ðåàëèçàöèé ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , Xn, òî âûáîðî÷íûå îöåíêè pi, êàê ôóíêöèè îò ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Â òàêîì ñëó÷àå, score, îöåíåííûé ïî âûáîðêå òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, êàê îöåíèòü äèñïåðñèþ score. Ó äàííîãî ðåçóëü-

òàòà ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå ïðèìåíåíèÿ:

• Äèñïåðñèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, â êîòî-

ðûé ïîïàäàåò score, ïîñ÷èòàííûé ïî âñåé âûáîðêå. Êàê îáñóæäàëîñü â ïðåäûäó-

ùåì ðàçäåëå, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îòáðîñèòü ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ íà øàãå

æàäíîãî àëãîðèòìà îïåðàöèé. Îäíàêî, ïîëó÷åííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äèñïåð-

ñèè äîñòàòî÷íî çàòðàòåí, ïîýòîìó äàííûé ïîäõîä îïðàâäàí òîëüêî â ñëó÷àå

î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðîâ äàííûõ.

• Âû÷èñëåííóþ äèñïåðñèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè êîëè-

÷åñòâî äàííûõ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ñäåëàòü îáîñíîâàííûé âûáîð ìåæäó äâóìÿ

ñòðóêòóðàìè áàéåñîâñêîé ñåòè. Åñëè èõ äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû score ïåðå-

ñåêàþòñÿ, çíà÷èò äëÿ îáîñíîâàííîãî ñðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî áîëüøå äàííûõ.

Ìíîãèå âàðèàíòû ôóíêöèè score, âêëþ÷àÿ BIC, îñíîâàíû íà âû÷èñëåíèè ïðàâ-

äîïîäîáèÿ log p(G|X). Â ñëó÷àå áàéåñîâñêîé ñåòè ñ äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè, îíî

ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñ ïîìîùüþ âçàèìíîé èíôîðìàöèè:

log p(G|X) = N

M∑
i=1

I(Xi;Pa(Xi))−N
M∑
i=1

H(Xi) (5)

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

I(X;Y ) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log
p(x, y)

p(x) p(y)
dx dy (6)
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è ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ýíòðîïèþ

I(X;Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y ) (7)

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü îöåíêó äèñïåð-

ñèè I(X;Y ).

Òåîðåìà 1. Åñëè p1, p2, . . . , pm ∼ Dirichlet(α1, α2, . . . , αn), x = pi, αx = αi, y = pj,

αy = αj è kx, ky,mx,my ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè,

òî

E(xkxyky logmx x logmy y) =

1

B(αx, αy, αz)

my∑
i=0

Ci
my

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
∂mx+i

(∂αx)mx(∂αy)i
B(αx + kx, αy + αz + ky)

(8)

ãäå αz = α0 − αx − αy

Òåîðåìà 2. Åñëè x ∼ Beta(αx, αy), y = 1 − x è kx, ky,mx,my ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëü-

íûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè, òî

E(xkxyky logmx x logmy y) =
1

B(αx, αy)

∂mx+my B(αx + kx, αy + ky)

(∂αx)mx(∂αy)my
(9)

Òåîðåìà 3. Åñëè p1, p2, . . . , pm ∼ Dirichlet(α1, α2, . . . , αn), x = pi, αx = αi, y = pj,

αy = αj, òî

E(xkx yky logmx x logmy y log(x+ y)) =

− 1

B(αx, αy, αz)

∞∑
n=1

1

n

my∑
i=0

Ci
my

∂my−iB(αy + ky, αz + n)

(∂αy)my−i
·

· ∂mx+i

(∂αx)mx(∂αy)i
B(αx + kx, αy + αz + n + ky)

Íàéäåì äèñïåðñèþ ýíòðîïèè, îöåíåííîé ïî âûáîðêå:

H(p1, p2, . . . , pm) =
m∑
i=1

pi log pi (10)

p1, p2, . . . , pm ∼ Dirichlet(α1 + n1, . . . , αm + nm) (11)

D(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

DXi + 2
n∑
i=1

n∑
j=1,j<i

cov(Xi, Xj) (12)
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D(
n∑
i=1

pi log pi) =
n∑
i=1

D(pi log pi) + 2
n∑
i=1

n∑
j=1,j<i

cov(pi log pi, pj log pj) (13)

DX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2XEX − (EX)2) = E(X2)− (EX)2 (14)

cov(X, Y ) = E(X−EX)(Y−EY ) = E(XY−XEY−Y EX+EXEY ) = EXY−EXEY

(15)

D(pi log pi) = E(p2i log
2 pi)− (E pi log pi)2 (16)

cov(pi log pi, pj log pj) = E(pipj log pi log pj)− (E pi log pi)(E pj log pj) (17)

Çíà÷åíèÿ E(p2i log
2 pi), E pi log pi, E(pipj log pi log pj), E pi log pi è E pi log pi ìîãóò

áûòü ïîñ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè

ñïîñîá ïîñ÷èòàòü äèñïåðñèþ ýíòðîïèè, îöåíåííîé ïî âûáîðêå.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å îöåíêè äèñïåðñèè âçàèìíîé èíôîðìàöèè.

MI(X,Pa(X)) = H(X) +H(Pa(X))−H(X,Pa(X)) (18)

D(MI(X,Pa(X))) ≈ D(H(Pa(X))−H(X,Pa(X))) (19)

H(Pa(X))−H(X,Pa(X)) = −
∑
j

(
∑
i

pij) log(
∑
i

pij) +
∑
i,j

pij log pij (20)

D(H(Pa(X))−H(X,Pa(X))) = DH(Pa(X)) + DH(X,Pa(X))−

2 cov(H(Pa(X)), H(X,Pa(X))) (21)

cov(H(Pa(X)), H(X,Pa(X))) = cov(
∑
j

(
∑
i

pij) log(
∑
i

pij),
∑
i,j

pij log pij) =

∑
a

∑
b,c

cov((
∑
i

pia) log(
∑
i

pia), pbc log pbc) (22)

cov((
∑
i

pia) log(
∑
i

pia), pbc log pbc) = E((
∑
i

pia) log(
∑
i

pia) pbc log pbc)−

E((
∑
i

pia) log(
∑
i

pia))E(pbc log pbc) (23)
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Åñëè a = c,

E((
∑
i

pia) log(
∑
i

pia) pba log pba) = E((pba +
∑
i 6=b

pia) log(pba +
∑
i 6=b

pia) pba log pba) =

E(p2ba log(pba +
∑
i 6=b

pia) log pba) + E((
∑
i 6=b

pia) log(pba +
∑
i 6=b

pia) pba log pba) (24)

Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèìåíèâ òåîðåìó 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè a 6=

c) íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 èëè 2.

3.2 Ýêñïåðèìåíòû

Áûëà ïðîâåäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà èç Òåîðå-

ìû 3, íà âû÷èñëåíèè êîòîðîãî îñíîâàíû ïîëó÷åííûå îöåíêè äëÿ äèñïåðñèè score.

Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèå ìàòîæèäàíèÿ E(xkx yky logmx x logmy y log(x+ y)) áûëî îöåíåíî ñ

ïîìîùüþ ñýìïëèðîâàíèÿ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñýìïëîâ (1000000).

Â Òåîðåìå 3 çíà÷åíèå E(xkx yky logmx x logmy y log(x + y)) ïîëó÷åíî â ôîðìå áåñ-

êîíå÷íîé ñóììû ðÿäà. Íà ïðàêòèêå îíî îöåíèâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëà îöåíåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì â çàâèñèìî-

ñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ αx, αy è αz. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà

ãðàôèêàõ (Ðèñ. 1).

Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû

αz ïî ñðàâíåíèþ ñ αx è αy. Ïðè ýòîì, êîãäà ýòè çíà÷åíèÿ áëèçêè, äîñòàòî÷íî âñåãî

íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ ñëó÷àÿ mx = kx = my = ky = 1,

îäíàêî ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûå. Â ïðèìå-

íåíèè ê çàäà÷å îöåíêè äèñïåðñèè, áîëüøèå çíà÷åíèÿ αz ïî ñðàâíåíèþ ñ αx, αy êàê

ïðàâèëî âîçíèêàþò, êîãäà ó óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé áîëüøîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ.
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.

Ðèñ. 1: Ìîäóëü îøèáêè îöåíêè ìàòîæèäàíèÿ E(xkx yky logmx x logmy y log(x+ y)) â çàâèñèìîñòè îò

êîëè÷åñòâà âû÷èñëåííûõ ñëàãàåìûõ ðÿäà. mx = kx = my = ky = 1

4 Áèáëèîòåêà äëÿ ðàáîòû ñ áàéåñîâñêèìè ñåòÿìè

Â õîäå ðàáîòû áûëà ðåàëèçîâàíà áèáëèîòåêà íà Python, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ:

• Àëãîðèòìû òî÷íîãî âûâîäà â áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ.

• Îïòèìèçèðîâàííûé (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë) àëãîðèòì æàäíîãî ïîèñêà îïòè-

ìàëüíîé ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè.

• Ýôôåêòèâíîå ñýïìëèðîâàíèå ïåðåìåííûõ çà ñ÷åò ðåàëèçàöèè êðèòè÷íûõ ÷à-

ñòåé êîäà íà Ñ++.
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.

Ðèñ. 2: Âèçóàëèçàöèÿ áàéåñîâñêîé ñåòè Alarm c ïîìîùüþ áèáëèîòåêè pygraphmodels

• Âîçìîæíîñòü èíòåðàêòèâíîé âèçóàëèçàöèè áàéåñîâñêîé ñåòè (â òîì ÷èñëå

âñòðàèâàåìóþ â ipython notebook).

5 Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ïîèñêà ñòðóêòóðû ê ìåäè-

öèíñêèì äàííûì

Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ïðèâåäåí íà Ðèñ. 3. Ïðè ýòîì ïîêàçàíû òîëüêî òå

ïåðåìåííûå, äëÿ êîòîðûõ â íàéäåííîì ãðàôå íàøëîñü õîòÿ áû îäíî èíöèäåíòíîå

ðåáðî. Ïðèâåäåì îïèñàíèå ýòèõ ïåðåìåííûõ, à òàê æå èíòåðïðåòàöèþ íàéäåííûõ

ñâÿçåé â òåðìèíàõ ïðåäìåòíîé îáëàñòè:

• ÎÍÌÊ � îñòðîå íàðóøåíèå ìîçãîâîãî êðîâîîáðàùåíèÿ (èíñóëüò)

• ÒÀ (ÒÈÀ) � òðàíçèòîðíàÿ èøåìè÷åñêàÿ àòàêà

Ñâÿçü ÎÍÌÊ è ÒÈÀ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, êàê óñòðîåíà

ïðîöåäóðà ñáîðà äàííûõ. ÎÍÌÊ è ÒÈÀ � áîëåçíè ñ î÷åíü ïîõîæèìè ñèìïòîìàìè.

Ïàöèåíòû ñ íèìè ïîïàäàëè íà îáñëåäîâàíèå, äàëåå èì äèàãíîñòèðîâàëè ëèáî îäíî,
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Ðèñ. 3: Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ñòðóêòóðíîãî îáó÷åíèÿ

ëèáî äðóãîå çàáîëåâàíèå. Ïîýòîìó â äàííûõ ýòè ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ-

÷àþùèìè.

• ïîë ïàöèåíòà

• Hgb � ñîäåðæàíèå ãåìîãëîáèíà â êðîâè

Ñðåäíèé óðîâåíü ãåìîãëîáèíà â êðîâè ðàçëè÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëà, ÷òî îáú-

ÿñíÿåò íàéäåííóþ çàâèñèìîñòü.

• Íåïðÿìîé áèëèðóáèí � ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ ðàçðóøåíèÿ ýðèòðîöèòîâ

• ÃÁ � Ãèïåðòîíè÷åñêàÿ áîëåçíü

• ÄÝ � Äèñöèðêóëÿòîðíàÿ ýíöåôàëîïàòèÿ

Äèñöèðêóëÿòîðíàÿ ýíöåôàëîïàòèÿ � òÿæåëîå ñîñóäèñòîå çàáîëåâàíèå ãîëîâíîãî

ìîçãà. Ìîæåò âîçíèêàòü êàê îñëîæíåíèå ãèïåðòîíè÷åñêîé áîëåçíè, ò.í. ãèïåðòîíè-

÷åñêàÿ äèñöèðêóëÿòîðíàÿ ýíöåôàëîïàòèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåò ñâÿçü ÃÁ è ÄÝ. Òàêæå ïðè

äèñöèðêóëÿòîðíîé ýíöåôàëîïàòèè èçìåíÿåòñÿ ðàçìåð è ôîðìà ýðèòðîöèòîâ, ÷òî ìî-

æåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ïîêàçàòåëÿ íåïðÿìîãî áèëèðóáèíà.
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• ïî Äóêå, ïî Áþðêåðó � ïîêàçàòåëè ñâåðòûâàåìîñòè êðîâè

• Le � ñîäåðæàíèå ëåéêîöèòîâ â ìî÷å

• ýïèòåëèé � ñîäåðæàíèå ýïèòåëèÿ â ìî÷å

Ïî ìíåíèþ ýêñïåðòîâ, ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà

òåì, ÷òî îíè âñå èçìåíÿþòñÿ ïðè íàëè÷èè ïî÷å÷íûõ çàáîëåâàíèé.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ðàáîòû áûëè äîñòèãíóòû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Ïîëó÷åí ñïîñîá îöåíêè äèñïåðñèè scorå, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü, äîñòàòî÷íî

ëè äàííûõ äëÿ âûáîðà ìåæäó çàäàííûìè ñòðóêòóðàìè áàéåñîâñêîé ñåòè.

• Ðàçðàáîòàíà áèáëèîòåêà pygraphmodels äëÿ ðàáîòû ñ áàéåñîâñêèìè ñåòÿìè, è,

â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòðóêòóðíîãî îáó÷åíèÿ.

• Àëãîðèòì ïîèñêà ñòðóêòóðû, ðåàëèçîâàííûé â íåé, ïðèìåíåí ê ðåàëüíûì ìå-

äèöèíñêèì äàííûì, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû.
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A Äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåì

A.1 Òåîðåìà 1

Òåîðåìà 1. Åñëè p1, p2, . . . , pm ∼ Dirichlet(α1, α2, . . . , αn), x = pi, αx = αi, y = pj,

αy = αj è kx, ky,mx,my ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè,
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òî

E(xkxyky logmx x logmy y) =

1

B(αx, αy, αz)

my∑
i=0

Ci
my

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
∂mx+i

(∂αx)mx(∂αy)i
B(αx + kx, αy + αz + ky)

(25)

ãäå αz = α0 − αx − αy

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z � âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ëþáîãî çíà÷åíèÿ, êðîìå vi è vj.

Òîãäà:

x, y, z ∼ Dirichlet(αx, αy, αz) (26)

p(x, y, z) =
1

B(αx, αy, αz)
xαx−1yαy−1zαz−1 (27)

x+ y + z = 1, ïîýòîìó z � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ îò x è y:

p(x, y) =
1

B(αx, αy, αz)
xαx−1yαy−1(1− x− y)αz−1 (28)

E(xkxyky logmx x logmy y) =

∫
0<x+y<1

p(x, y)xkxyky logmx x logmy y dx dy =

∫
0<x+y<1

1

B(αx, αy, αz)
xαx−1yαy−1(1− x− y)αz−1 xkxyky logmx x logmy y dx dy =

1

B(αx, αy, αz)

∫
0<x+y<1

xαx+kx−1yαy+ky−1(1− x− y)αz−1 logmx x logmy y dx dy =

1

B(αx, αy, αz)

1∫
0

xαx+kx−1 logmx x dx

1−x∫
0

yαy+ky−1(1− x− y)αz−1 logmy y dy =

1

B(αx, αy, αz)

1∫
0

xαx+kx−1 logmx x dx

1−x∫
0

∂my

(∂αy)my
(yαy+ky−1(1− x− y)αz−1) dy =

1

B(αx, αy, αz)

1∫
0

xαx+kx−1 logmx x dx
∂my

(∂αy)my

1−x∫
0

(yαy+ky−1(1− x− y)αz−1) dy

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì I(x) =
1−x∫
0

(yαy+ky−1(1− x− y)αz−1) dy.
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Ïóñòü y = (1− x)t, òîãäà

I(x) =

1∫
0

((1− x)t)αy+ky−1(1− x− (1− x)t)αz−1 d((1− x)t) =

1∫
0

(1− x)αy+αz+ky−1 tαy+ky−1(1− t)αz−1 dt =

(1− x)αy+αz+ky−1

1∫
0

tαy+ky−1(1− t)αz−1 dt = (1− x)αy+αz+ky−1B(αy + ky, αz)
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E(xkxyky logmx x logmy y) =

1

B(αx, αy, αz)

1∫
0

xαx+kx−1 logmy x
∂my(1− x)αy+αz+ky−1B(αy + ky, αz)

(∂αy)my
dx =

my∑
i=0

Ci
my

1

B(αx, αy, αz)

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
·

·
1∫

0

xαx+kx−1 logmx x (1− x)αy+αz+ky−1 logi (1− x)dx =

my∑
i=0

Ci
my

B(αx, αy, αz)

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
·

·
1∫

0

xαx+kx−1 logmx x (1− x)αy+αz+ky−1 logi (1− x)dx =

my∑
i=0

Ci
my

B(αx, αy, αz)

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
·

·
1∫

0

∂mx

(∂αx)mx
(xαx+kx−1 (1− x)αy+αz+ky−1 logi (1− x)) dx =

my∑
i=0

Ci
my

B(αx, αy, αz)

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
∂mx

(∂αx)mx
·

·
1∫

0

xαx+kx−1 (1− x)αy+αz+ky−1 logi (1− x) dx =

my∑
i=0

Ci
my

B(αx, αy, αz)

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
∂mx

(∂αx)mx

∂i

(∂αy)i

1∫
0

xαx+kx−1 (1− x)αy+αz+ky−1 dx =

1

B(αx, αy, αz)

my∑
i=0

Ci
my

∂my−iB(αy + ky, αz)

(∂αy)my−i
∂mx+i

(∂αx)mx(∂αy)i
B(αx + kx, αy + αz + ky)
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A.2 Òåîðåìà 2

Òåîðåìà 2. Åñëè x ∼ Beta(αx, αy), y = 1 − x è kx, ky,mx,my ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëü-

íûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè, òî

E(xkxyky logmx x logmy y) =
1

B(αx, αy)

∂mx+my B(αx + kx, αy + ky)

(∂αx)mx(∂αy)my
(29)

Äîêàçàòåëüñòâî.

E(xkxyky logmx x logmy y) =
1

B(αx, αy)

1∫
0

p(x)xkxyky logmx x logmy ydx =

1∫
0

xαx+kx−1yαy+ky−1 logmx x logmy y dx =

1

B(αx, αy)

1∫
0

xαx+kx−1(1− x)αy+ky−1 logmx x logmy(1− x) dx =

1

B(αx, αy)

1∫
0

∂mx

(∂αx)mx
(xαx+kx−1(1− x)αy+ky−1 logmy(1− x)) dx =

1

B(αx, αy)

1∫
0

∂mx+my

(∂αx)mx(∂αy)my
(xαx+kx−1(1− x)αy+ky−1) dx =

1

B(αx, αy)

∂mx+my

(∂αx)mx(∂αy)my

1∫
0

(xαx+kx−1(1− x)αy+ky−1) dx =

1

B(αx, αy)

∂mx+myB(αx + kx, αy + ky)

(∂αx)mx(∂αy)my
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A.3 Òåîðåìà 3

Òåîðåìà 3. Åñëè p1, p2, . . . , pm ∼ Dirichlet(α1, α2, . . . , αn), x = pi, αx = αi, y = pj,

αy = αj, òî

E(xkx yky logmx x logmy y log(x+ y)) =

− 1

B(αx, αy, αz)

∞∑
n=1

1

n

my∑
i=0

Ci
my

∂my−iB(αy + ky, αz + n)

(∂αy)my−i
·

· ∂mx+i

(∂αx)mx(∂αy)i
B(αx + kx, αy + αz + n + ky)

Äîêàçàòåëüñòâî.

E(xkx yky logmx x logmy y log(x+ y)) =∫
0<x+y<1

1

B(αx, αy, αz)
xkx+αx−1yky+αy−1(1− x− y)αz−1 log(x+ y) logmx x logmy y dx dy =

1

B(αx, αy, αz)

∫
0<x+y<1

xkx+αx−1yky+αy−1(1− x− y)αz−1 log(1− (1− x− y)) ·

· logmx x logmy y dx dy =
1

B(αx, αy, αz)

∫
0<x+y<1

xkx+αx−1yky+αy−1(1− x− y)αz−1 ·

· log(−
∞∑
n=1

(1− x− y)n

n
) logmx x logmy y dx dy =

− 1

B(αx, αy, αz)

∞∑
n=1

1

n

∫
0<x+y<1

xkx+αx−1yky+αy−1(1− x− y)n+αz−1 logmx x logmy y dx dy

(30)

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë èìååò òàêóþ æå ôîðìó, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

1, ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

E(xkx yky logmx x logmy y log(x+ y)) = − 1

B(αx, αy, αz)

∞∑
n=1

1

n

my∑
i=0

Ci
my
·

· ∂
my−iB(αy + ky, αz + n)

(∂αy)my−i
∂mx+i

(∂αx)mx(∂αy)i
B(αx + kx, αy + αz + n+ ky)
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