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1 Ââåäåíèå

1.1 Äîõîäíîñòü èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ

Öåëü èíâåñòèöèîííîé êîìïàíèè � âëîæèòü èìåþùèéñÿ êàïèòàë â àêòèâû òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñìèçèðîâàòü ïðèáûëü è ïðè ýòîì ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê ðàçîðå-

íèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ n áèðæåâûõ àêòèâîâ, βi � äîëÿ êàïèòàëà, âëîæåííàÿ â i-ûé àêòèâ.

Âåêòîð êîýôèöèåíòîâ äîëåâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà ïî âûáðàííîìó ìíîæåñòâó

àêòèâîâ, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü áåòà-êîýôèöèåíòàìè β =
(
β1, ..., βn

)
, ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåò ñîñòàâ èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ êîìïàíèè. Åñòåñòâåííûìè îãðàíè÷å-

íèÿìè äëÿ ïîðòôåëÿ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü áåòà êîýôôèöèåíòîâ βi ≥ 0 è

ñóììèðîâàíèå èõ â åäèíèöó
∑n

i=1 βi = 1. Îãðàíè÷åíèÿ âèäà βi ≥ 0 ñâÿçàíû ñ òåì

ôàêòîì, ÷òî àêòèâû ìîãóò áûòü ïðèîáðåòåíû òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì âíóòðåííåãî

êàïèòàëà áåç çàèìñòâîâàíèÿ äåíåã èëè àêòèâîâ èç âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ. Áîëüøèíñòâó

èíâåñòèöèîííûõ ôîíäîâ çàèìñòâîâàíèÿ çàïðåùåíû. Èíâåñòèöèîííûå êîìïàíèè, çà-

íèìàþùèå îòðèöàòåëüíûå ïîçèöèè βi < 0, íàçûâàþòñÿ õåäæ-ôîíäàìè. Â ýòîé ðàáîòå

ìû íå ðàññìàòðèâàåì õåäæ-ôîíäû.

Êàê ïðàâèëî, ñòðóêòóðà èíôåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ ñêðûâàåòñÿ îò îáùåñòâåííî-

ñòè. Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ, áóäó÷è âîñòàíîâëåííîé, ïðåäñòàâëÿëà áû áîëüøîé èíòåðåñ

äëÿ òåõ, êòî ñëåäèò çà ïîðòôåëåì. Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ñêðûòîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ êàïèòàëà â ïîðòôåëå èç îáùåäîñòóïíûõ äàííûõ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Óèëüÿ-

ìîì Øàðïîì, ëàóðåàòîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå 1990 ãîäà [7]. Åãî ìåòîä

ïðåäïîëàãàåò àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ ïåðèîäè÷åñêîé äîõîäíîñòè ïîðòôåëÿ, î êîòî-

ðûõ êîìïàíèÿ îáÿçàíà îò÷èòûâàòüñÿ, ñîâìåñòíî ñ ñèíõðîííûìè âðåìåííûìè ðÿäàìè

äîõîäíîñòè íà ôîíäîâîì ðûíêå àêòèâîâ, ïðåäïîëàãàåìûõ ê ôîðìèðîâàíèþ ïîðòôå-

ëÿ.

Ïîñêîëüêó ôàêòè÷åñêèé ïîðòôåëü ìîæåò ñîäåðæàòü ñîòíè è äàæå òûñÿ÷è áèð-

æåâûõ èíñòðóìåíòîâ, Øàðï ïðåäëîæèë ïðèáëèæàòü èòîãîâóþ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ

íåáîëüøèì ÷èñëîì ðûíî÷íûõ èíäåêñîâ [8], ïðåäñòàâëÿþùèõ îïðåäåëåííûå êëàññû

àêòèâîâ è èíâåñòèöèîííûå ñòèëè. Ýòîò ïîäõîä èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì àíàëèçà ñòè-

ëÿ èíâåòèöèé êîìïàíèè íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ âðåìåíûõ ðÿäîâ äîõîäíîñòåé (returns) åå
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ïîðòôåëÿ ñ âðåìåííûìè ðÿäÿìè íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè áèðæåâûõ èíäåêñîâ (Return

Based Style Analysis, RBSA).

Ïåðèîäè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü � ýòî ïðîöåíò ïðèáûëè îò èíâåñòèöèé â ôèíàíñîâûé

èíñòðóìåíò çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè. Ïóñòü zbeg,i è zend,i � ñòîèìîñòè àêòèâà

i â íà÷àëå ïåðèîäà âëàäåíèÿ è â êîíöå. Îòíîøåíèå xi =
zend,i−zbeg,i

zbeg,i
õàðàêòåðèçóåò

îòíîñèòåëüíûé ïðèðîñò ñòîèìîñòè (äîõîäíîñòü) àêòèâà. Àíàëîãè÷íî, îòíîøåíèå y =

zend,p−zbeg,p
zbeg,p

âûðàæàåò îòíîñèòåëüíûé ïðèðîñò ñòîèìîñòè (äîõîäíîñòü) ïîðòôåëÿ çà

äàííûé ïåðèîä âëàäåíèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîõîäíîñòåé çà ðàçëè÷íûå ïåðèîäû âëàäåíèÿ îáðàçóþò âðå-

ìåííûå ðÿäû yt è xt,i, i = 1, ..., n. Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè,

ïîòîìó ÷òî êîìïàíèè îáÿçàíû ïåðèîäè÷åñêè ïóáëèêîâàòü ñâîè äîõîäíîñòè, à ñòîè-

ìîñòè àêòèâîâ ïóáëèêóþòñÿ îíëàéí èëè â ïå÷àòíûõ ôèíàíñîâûõ ÑÌÈ.

Â ìîäåëè Øàðïà ïåðèîäè÷åñêàÿ äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ ðàâíà ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè ïåðèîäè÷åñêèõ äîõîäíîñòåé àêòèâîâ èëè êëàññîâ àêòèâîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè,

èìåþùèìè çíà÷åíèå äîëåé êàïèòàëà, âëîæåííûõ â êàæäûé èç íèõ â íà÷àëå êàæäîãî

ïåðèîäà âëàäåíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî âåñü áþäæåò ïîëíîñòüþ ïîòðà÷åí íà èíâåñòèöèè:

T∑
t=1

(
yt −

n∑
i=1

βixt,i

)2

→ min,
n∑
i=1

βi = 1, βi ≥ 0, i = 1, ..., n (1)

Çàäà÷à (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

1.2 Factor search

Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ àêòèâîâ I = {1, ..., n} îáû÷íî äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïî-

ýòîìó íåñìîòðÿ íà îãðàíè÷åíèÿ, ïî÷òè âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîðòôåëü β, îáåñïå÷èâà-

þùèé íóëåâîé îñòàòîê â êðèòåðèè (1), íî íå îòðàæàþùèé ðåàëüíûé ñîñòàâ àíàëè-

çèðóåìîãî ïîðòôåëÿ. Ïîýòîìó îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó � ïîèñê

àêòèâíîãî ïîäìíîæåñòâà Î ⊂ I, òàêîãî, ÷òî βi > 0 ∀i ∈ Î, βi = 0 ∀i /∈ Î. Òàêàÿ

ôîðìóëèðîâêà ïîäðàçóìåâàåò ñâîåãî ðîäà ðåãóëÿðèçàöèþ, ñóùåñòâåííî óìåíüøàþ-

ùóþ ñòåïåíü ñâîáîäû ïåðåìåííûõ. Îäíàêî âñòàåò âîïðîñ: êàê íàõîäèòü ýòî àêòèâíîå

ïîäìíîæåñòâî? Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ó÷åñòü, ïîìèìî åñòåñòâåííûõ îãðà-

íè÷åíèé, äîïîëíèòåëüíûå àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàöèîíàëüíîñòè ïîðòôåëÿ ñ

òî÷êè çðåíèÿ åãî ïîëåçíîñòè êàê ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà.
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2 Àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîñòàâå àíàëèçèðóå-

ìîãî ïîðòôåëÿ

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ïîðòôåëü (yt, t = 1, ..., T ) áûë ñîñòàâëåí êîìàí-

äîé ìåíåäæåðîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé äîõîäíîñòè ïðè ïðèåìëåìîì óðîâíå

ðèñêà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âðåìåííûå ðÿäû äîõîäíîñòåé àêòèâîâ xt = (xt,1, ..., xt,n), t =

1, ..., T , êàê ðåàëèçàöèè âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îäèæàíè-

åì x̄ = E(x) ∈ Rn è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ = E
[
(x−x̄)(x−x̄)T

]
(n×n). Îïóñêàÿ

âîïðîñ î íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xt âî âðåìåíè, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî îíà ñòàöèîíàðíà. Òîãäà äîõîäíîñòü ïîðòôåëÿ yt = βTxt ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, à åãî ñå÷åíèå � êàê âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ȳ = βT x̄, âûðàæàþùèì îæèäàåìóþ ñðåäíþþ

ïðèáûëü, è äèñïåðñèåé σ2 = βTΣβ, êîòîðóþ îáû÷íî ïîíèìàþò êàê ñòåïåíü ðèñêà

óáûòêà.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷åì áîëüøå îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü, òåì ëó÷øå. Íî ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîâûøåíèå äîõîäíîñòè ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò óâåëè÷å-

íèÿ åå äèñïåðñèè, è ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷åíèÿ ðèñêà óáûòêà. ×åì áîëüøå äèñïåðñèÿ

äîõîäíîñòè, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü íèçêîé è äàæå îòðèöàòåëüíîé äîõîäíîñòè, è òåì

õóæå ïîðòôåëü.

Òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ áûëà ðàçðàáîòàíà Ãàððè Ìàðêîâè-

öåì â 1952 ãîäó [3] è ÿâèëàñü ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ìîòèâàöèè ïðèñóæäåíèÿ åìó âìåñòå

ñ Óèëüÿìîì Øàðïîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå â 1990 ãîäó. Ñîãëàñíî ýòîé

òåîðèè òîëüêî òîò ïîðòôåëü ñ÷èòàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíóþ

äèñïåðñèþ ïðè ôèêñèðîâàííîé îæèäàåìîé äîõîäíîñòè (βTΣβ → min, x̄Tβ = const),

è íàîáîðîò � ãàðàíòèðóåò ìàêñèìàëüíóþ îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü ïðè ôèêñèðîâàí-

íîé äèñïåðñèè (x̄Tβ → max, βTΣβ = const). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îáà òðåáîâàíèÿ

ïîêðûâàþòñÿ óñëîâèåì

U(β, µ) = µx̄Tβ − βTΣβ → max, β ≥ 0, 1Tβ = 1. (2)

Êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ U(β, µ) íàçûâàþò Portfolio Utility [6], ò.å. ïîëåçíîñòüþ ïîðò-

ôåëÿ. Ïàðàìåòð µ, íàçûâàåìûé Risk Tolerance, èíòåðïðåòèðóþò êàê èíäèèâèäóàëü-
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íóþ ãîòîâíîñòü èíâåñòîðà ê ðèñêó óáûòêà â íàäåæäå ïîëó÷èòü âûñîêèé äîõîä, à

îáðàòíóþ âåëè÷èíó 1
µ
, íàçûâàåìóþ Risk Aversion, ïîíèìàþò êàê êîëè÷åñòâåííîå âû-

ðàæåíèå îáðàòíîé ïîçèöèè èíâåñòîðà, åãî íåïðèÿòèå ðèñêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì ìàòåìàòè÷åñîì îæèäàíèè x̄ è êîâàðèàöè-

îííîé ìàòðèöå Σ äîõîäíîñòåé àêòèâîâ ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

ïîðòôåëåé, â êîòîðîì êàæäûé ïîðòôåëü íå ìîæåò áûòü óëó÷øåí ñðàçó ïî äâóì âçà-

èìíî ïðîòèâîðå÷èâûì ïîêàçàòåëÿì. Îïòèìàëüíîñòü ïî Ìàðêîâèöó ïîëíîñòüþ ýêâè-

âàëåíòíà îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî, è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé

ïîñëåäíåé â êîíòåêñòå ïîðòôåëüíîé çàäà÷è.

Èìåííî ýòîò ôàêò, îáåñïå÷èâàþùèé ñàìî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ íà ôîíäîâîì

ðûíêå â ñîîáùåñòâå èíâåñòîðîâ, íå ñêëîííûõ ê ðèñêó, ïðèâåë ê ìîäåëè öåíîîáðàçîâà-

íèÿ áèðæåâûõ àêòèâîâ (Capital Asset Pricing Model, CAPM) [6]. Ïîðòôåëè, íå îòâå-

÷àþùèå óñëîâèþ (2), íå ìîãóò áûòü ïðèçíàíû ïðèåìëåìûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè

Ìàðêîâèöà, îäíàêî íåâîçìîæíî ñóäèòü î òîì, êàêîå çíà÷åíèå òîëåðàíòíîñòè ê ðèñ-

êó ëó÷øå. Ýòî âíóòðåííÿÿ ïñèõîëîãè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà êàæäîãî êîíêðåòíîãî

èíâåñòîðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êëàññ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè (2) â

êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ðåãóëÿðèçàöèîííûõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷è âû-

áîðà ìîäåëè èññëåäóåìîãî èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì çäåñü

Factor Search:

V (β, µ) = βTΣβ − µx̄Tβ → min . (3)

Çäåñü òåðïèìîñòü ê ðèñêó µ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïàðàìåòðîì, à ñòàòèñòèêè x̄ è Σ íóæíî

îöåíèâàòü ïî èñòîðè÷åñêèì äàííûì êàê âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáîðî÷íóþ êîâàðè-

àöèîííóþ ìàòðèöó. Îäíàêî åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòè õàðàêòåðèñòèêè îòíîñèòåëü-

íî ñòàáèëüíû â ïåðèîä, ïî êîòîðîìó ìû îöåíèâàåì ïîðòôåëü, òî íå áóäåò áîëüøîé

îøèáêîé îöåíèâàíèå èõ ïî äàííûì çà íàáëþäàåìûé ïåðèîä 1, ..., T :

x̄ =
1

T

T∑
t=1

xt, Σ =
1

T

T∑
t=1

(xt − x̄)(xt − x̄)T . (4)
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3 Ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ îòáîðà ðåãðåññîðîâ

3.1 Öåíòðàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé â êðèòåðèè (1) ìîæåò îêàçàòü-

ñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîèñêà àêòèâíîãî ïîäìíîæåñòâà àêòèâîâ. Îñíîâíûì ïðåïÿò-

ñòâèåì ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè ðåãðåññîðàìè xi = (x1,i, ..., xT,i) ∈

RT , i = 1, ..., n, êîòîðàÿ äåëàåò òðóäíîðàçëè÷èìûìè ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ðåãðåñ-

ñîðîâ [xi, i ∈ Î ⊂ I = {1, 2, ...., n}]. Ìîæíî ñóùåñòâåííî îñëàáèòü âëèÿíèå êîððå-

ëÿöèè íà îòáîð ðåãðåññîðîâ, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ñîçäàíèÿ ïîðòôåëÿ îòáè-

ðàëèñü íåêîððåëèðîâàííûå àêòèâû, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ñíèæåíèþ ðèñêà. ×åì ìåíüøå

êîððåëÿöèÿ ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (xi, i = 1, ..., n), òåì ìåíüøå äèñïåðñèÿ

èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè y =
∑n

i=1 βixi ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé âåêòîðà êîýôôè-

öèåíòîâ
∑n

i=1 β
2
i . Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì íàéòè ïîäìíîæåñòâî ñëàáî êîð-

ðåëèðîâàííûõ ðåãðåññîðîâ, ìû äîëæíû ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

βTΣβ → min, βTβ = const.

Ýòî òîëüêî îäíî èç âîçìîæíûõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé, â îáùåì ñëó÷àå ëþáàÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà G ìîæåò âûðàæàòü èíòóèöèþ ïîëüçîâàòåëÿ,

îíà äàæå íå îáÿçàíà çàâèñåòü îò äàííûõ. Ó÷èòûâàÿ âñå ýòî, íàøà çàäà÷à áóäåò âû-

ãëÿäåòü òàê:β
TGβ + c(y −XTβ)T (y −XTβ)→ minβ1,...,βn

1Tβ = 1,β ≥ 0

(5)

Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ðåãóëÿðèçàöèè óêàçûâàåò íà àïðèîðíîå ïðåäïî÷òè-

òåëüíîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ðåãðåññîðîâ. Òî÷êîé ìèíèìóìà ðåãóëÿðèçàöèè

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð β = 0 � öåíòð ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó òàêóþ ðåãóëÿðèçàöèþ

áóäåì íàçûâàòü öåíòðàëüíîé.

3.2 Ñìåùåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

Îäíàêî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî àïðèîðíûå çíàíèÿ ïðåäïîëàãàþò íå òîëüêî

ïðåäïî÷òèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ, íî è èõ êîíêðåòíûå çíà÷å-

íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñàìà èäåÿ îòáîðà ðåãðåññîðîâ (Factor Search) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
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÷èñëî àêòèâíûõ ðåãðåññîðîâ ìåíüøå èõ îáùåãî ÷èñëà n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû õîòèì

çàñòàâèòü ïðîöåäóðó ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå íóëåâûì çíà÷å-

íèÿì êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè βi = 0, îñòàâëÿÿ àêòèâíûìè, ò.å. ïîëîæèòåëüíûìè

βi > 0, òîëüêî òå èç íèõ, êîòîðûå íàèáîëåå íåîáõîäèìû äëÿ àïïðîêñèìàöèè àíàëè-

çèðóåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà yt ∼=
∑n

i=1 βixt,i. Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïóòåì âûáîðà

ñëåäóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè:

(β − β0)TG(β − β0)→ min, β0 < 0, (6)

â êîòîðîé ñìåùåíèå îæèäàåìîãî âåêòîðà áåòà-êîýôôèöèåíòîâ β0 â îòðèöàòåëüíûé

êâàäðàíò ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåîòðèöàòåëüíîñòè åãî êîìïîíåíò β > 0 ,

÷òî è ïðèâîäèò ê îáíóëåíèþ "ëèøíèõ"êîýôôèöèåíòîâ. Òàêóþ ðåãóëÿðèçàöèþ áóäåì

íàçûâàòü ñìåùåííîé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè β0 = −µI, òî ðåãëÿðèçàöèÿ ïðèìåò âèä

βTGβ + µ1TGβ → min.

Òàêîé âèä ñìåùåíîé ðåãóëÿðèçàöèè ìû óæå èñïîëüçîâàëè, êîãäà ãîâîðèëè î òåî-

ðèè îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ Ã. Ìàðêîâèöà è Ó. Øàðïà (3).

Òàêæå ëåãêî óâèäåòü íåêîòîðóþ àíàëîãèþ ñ Elastic Net
∑n

i=1(β2
i + µ|βi|). Åñëè

ïðèíÿòü G = I, òî ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðèìåò âèä βTβ+µ1Tβ → min, êîòîðûé ñ ó÷åòîì

îãðàíè÷åíèé íåîòðèöàòåëüíîñòè β > 0 ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò Elastic Net.

4 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

4.1 Èñõîäíûå äàííûå è óñëîâèÿ ýêñïåðèìåíòîâ

Öåëüþ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â

ðàçäåëàõ 2 è 3, îöåíèâàòü ôàêòè÷åñêóþ ðàçðåæåííîñòü ìîäåëè ðåãðåññèè äëÿ áîëü-

øîãî ÷èñëà ÷èñëà êîððåëèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå íàáîðà ðåãðåññîðîâ

ìû èñïîëüçîâàëè 650 âðåìåííûõ ðÿäîâ ìåñÿ÷íûõ äîõîäíîñòåé áèîæåâûõ èíäåêñîâ

xt = (xt,i, i = 1, ..., n) ∈ Rn, n = 650, çà 20 ëåò, T = 240:

X = (x ∈ Rn, t = 1, ..., T )(n× T ).

Åñëè óïîðÿäî÷èòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Σ, òî ìîæíî çà-

ìåòèòü ðåçêîå ïàäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: λ1 = 16369.8, λ2 = 1435.2, λ3 =

1076.2, λ20 = 134.0 < 0.01λ1, λ50 = 32.2 < 0.002λ1, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá î÷åíü ñó-

ùåñòâåííîé êîðåëÿöèè ìåæäó íèäåêñàìè. Èäåÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
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ïîïûòàòüñÿ âîññòàíîâèòü íàáîð áåòà-ôîýôôèöèåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ íàáëþäàåìûé

èíâåñòèöèîííûé ïîðòôåëü, çàâåäîìî ðàçóìíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè Ìàðêîâèöà,

íî ñ íåèçâåñòíûì çíà÷åíèåì ðèñêîâàííîñòè Risk Tolerance.

Ìû ïîñòðîèëè ïÿòü ïîðòôåëåé ïî êðèòåðèþ(β∗µ,1, ..., β
∗
µ,n) = arg min

(
βTΣβ − µx̄Tβ

)
,

1Tβ = 1, β ≥ 0,

äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé Risk Tolerance µ:

µ1 = 0, µ2 = 10, µ3 = 30, µ4 = 200, µ5 = 1000.

Êàê è îæèäàëîñü, ïîëó÷åííûå ïîðòôåëè îêàçàëèñü ðàçðåæåííûìè, òî åñòü â êàæäîì

èç ïÿòè ïîòôåëåé îêàçàëîñü íåáîëüøîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî

ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ÷èñëîì áèðæåâûõ èíäåêñîâ n = 650:

Risk Tolerance µ1 = 0 µ2 = 10 µ3 = 30 µ4 = 200 µ5 = 1000

Number of active indexes m1 = 13 m2 = 11 m3 = 10 m4 = 7 m5 = 1

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ (β∗µ,i, i ∈ I∗µ) ìû âû÷èñëèëè âðåìåííîé ðÿä

äîõîäíîñòè

yµ = (yµ,t, t = 1, .., T ) ∈ RT , yµ,t =
∑
i∈I∗

µ

β∗µ,ixt,i + ξt,

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ 10%-îé äèñïåðñèåé øóìà

σ2(ξt) = 0.1
1

T

T∑
t=1

(
yt −

∑
i∈I∗

µ

β∗µ,ixt,i

)2

.

4.2 Ïîèñê ôàêòîðîâ áåç ðåãóëÿðèçàöèè

Äëÿ íà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî áåç ðåãóëÿðèçàöèè íàéòè àêòèâíîå ïîäìíîæåñòâî ðå-

ãðåññîðîâ íåâîçìîæíî. Íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû áóäåì, ïðîñòî ìèíèìèçèðóÿ êâàä-

ðàò îøèáêè ñ îãðàíè÷åíèÿìè:(y −XTβ)T (y −XTβ)→ min(β),

1Tβ = 1, β ≥ 0.

(7)
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Ïîñëå íàõîæäåíèÿ âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ β̂µ, âû÷èñëèì îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó íà

íàñòîùåì àêòèâíîì ïîäìíîæåñòâå Percentage Least Squares Error (PLSE):

PLSE =

∑T
t=1

(
yt −

∑
i∈Īµ

ˆβi,µxt,i
)2∑T

t=1

(∑
i∈Īµ

ˆβi,µxt,i
)2 × 100. (8)

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ñîñòàâà ïîðòôåëÿ áåç

ðåãóëÿðèçàöèè ïî êðèòåðèþ (7). Áåëûå êâàäðàòû îçíà÷àþò îòñóòñòâèå ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ðåãðåññîðà, à ñåðûå � ïðèñóòñòâèå. Â âåðõíåé ñòðîêå çàêðàøåíû êâàäðàòû,

ñîîòâåòñòâóþùèì íàñòîÿùèì ðåãðåññîðàì, à â íèæíåé � îöåíåííàÿ.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ

Risk Tolerance, áîëåå 50% ðåãðåññîðîâ îøèáî÷íî èäåíòèôèöèðóþòñÿ, ÿòî ãîâîðèò î

íåîáõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèè î ïðèíàäëåæíîñòè ïîðòôåëÿ

ê êëàññó îïòèìàëüíûõ ïî Ìàðêîâèöó.

4.3 Ïîñëå ââåäåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè

Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðîñòàÿ ìèíèìèçàöèÿ êâàäðàòà îøèáêè íå ïîçâîëÿåò îöåíèòü

àêòèâíîå ïîäìíîæåñòâî. Òåïåðü ïîïðîáóåì ìèíèìèçèðîâàòü êðèòåðèé c ðåãóëÿðèçà-

öèåé ïî Ìàðêîâèöó (3):
βTΣβ − µx̄Tβ +

1

T
(yµ −XTβ)T (yµ −XTβ)→ min(β)

1Tβ = 1, β ≥ 0.

(9)

Ïàðàìåòð µ áóäåì ïîäáèðàòü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Leave-one-out (LOO).
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Ðåçóëüòàòû:

5 Çàêëþ÷åíèå

Â õîäå ðàáîòû íàä ÂÊÐ áûëè èçó÷åíû íåêîòîðûå àñïåêòû ðåãðåññèîííîãî àíàëè-

çà â áîëüøèõ íàáîðàõ ðåãðåññîðîâ ïðè äâóõ âèäàõ îãðàíè÷åíèé � íåîòðèöàòåëüíîñòè

êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè è ñóììèðîâàíèå èõ â åäèíèöó. Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïî-

ëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ òîëüêî â

ïðåäåëàõ ðåàëüíî ñóùåñòâóþùåãî ìàëîãî ïîäìíîæåñòâà áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè ñèëü-

íî êîððåëèðîâàííûõ ðåãðåññîðîâ. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû áûë ïîèñê ôàêòîðîâ, à

èìåííî íàõîæäåíèå ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Åùå îäíà òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

íàéòè íåáîëüøîå àêòèâíîå ïîäìíîæåñòâî ñðåäè îãðîìíîãî íàáîðà êîððåëèðîâàííûõ

ôàêòîðîâ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî, åñëè íå èìååòñÿ íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè

îá îæèäàåìîé ñòðóêòóðå ïîðòôåëÿ. Áûëî ïðåäëîæåíî äâà ñïîñîáà ââåäåíèÿ äîïîë-

íèòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè â ôàêòîðíîì ïîèñêå: öåíòðàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, êâàäðà-

òè÷íàÿ ìàòðèöà êîòîðîé äîëæíà óêàçûâàòü íà íåêîòîðîå àïðèîðíî ïðåäïî÷òèòåëü-

íîå íàïðàâëåíèå â ðàçìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðåãðåññîðîâ è ñìåùåííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

÷åðåç øòðàôîâàíèå ÷èñëà àêòèâíûõ ðåãðåññîðîâ.
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5.1 Àêòóàëüíûå âîïðîñû

1. Â òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ïîðòôåëåé ïîìèìî òåîðèè Ìàðêîâèöà ñóùåñòâóþò äðó-

ãèå êðèòåðèè, â ÷àñòíîñòè � Risk Parity, ñóòü êîòîðîãî â òîì, ÷òîáû óðàâíÿòü

âêëàäû â îáùèé ðèñê ïîðòôåëÿ îòäåëüíûõ àêòèâîâ. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ðå-

ãóëÿðèçàöèè âîññòàíàâëèâàòü ïîðòôåëè òàêîé ñòðóêòóðû?

2. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñîñòàâ ïîðòôåëÿ íå ìåíÿëñÿ â òå÷åíèå

îöåíèâàåìîãî ïåðèîäà, ÷òî ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü äåéñòâèòåëüíîñòè.

3. Òàêæå, â äàííîé ðàáîòå íå áûëè çàòðîíóòû âîïðîñû âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè. Ìû îãðàíè÷èëèñü âñåãî 650 ðåãðåññîðàìè, îäíàêî íà ðåàëüíûõ áèðæàõ

êîëè÷åñòâî àêòèâîâ ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêè òûñÿ÷.
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