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ÀííîòàöèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ñêîðèíãîâîé ìîäåëè íóæíî ðåøèòü íåñêîëüêî ïðîáëåì. Ïåð-âàÿ: êàê âûáðàòü ñàìûå âàæíûå âîïðîñû â àíêåòå; èíà÷å ãîâîðÿ, ñàìûå âàæíûåïðèçíàêè â ìîäåëè. Âòîðàÿ: êàê ñîñòàâèòü ïðåäñòàâèòåëüíóþ ãðóïïó êëèåí-òîâ èëè ãðóïïó èí�îðìàòèâíûõ îáúåêòîâ. Áîëåå òîãî èñêîìîå ìíîæåñòâî âî-ïðîñîâ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ ñîöèàëüíûõ ãðóïï, òî åñòü äàííûå ìî-ãóò îïèñûâàòüñÿ íåñêîëüêèìè ìîäåëÿìè, à ïîòîìó òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëî ýòèõìîäåëåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëñÿ ìóëüòèìîäåëüíûé ïîäõîä èïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà àíàëèçåêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. �àáîòà àëãîðèòìà ïðîèë-ëþñòðèðîâàíà íà äàííûõ ïî ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, äàííûõ ïî ñåðäå÷íûìçàáîëåâàíèÿì. Ìóëüòèìîäåëüíûé ïîäõîä ïðîèëëþñòðèðîâàí òàêæå íà äàííûõêîíêóðñà ßíäåêñ Èíòåðíåò-ìàòåìàòèêà 2009.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòðåáèòåëüñêèé êðåäèò, êðåäèòíûé ñêîðèíã, âåðîÿò-íîñòü äå�îëòà, ÷èñëî ìîäåëåé, ñîâìåñòíûé âûáîð îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ.
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1 ÂâåäåíèåÀêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëü-íîé âìåñòå ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì è øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîãî ðîäà êðåäèòîâ,îñîáåííî ïîòðåáèòåëüñêèõ. Åñëè êðåäèòíûå ðèñêè êðóïíûõ êîìïàíèé îöåíèâàþòñÿìåæäóíàðîäíûìè ðåéòèíãîâûìè àãåíñòâàìè íà îñíîâàíèè ïóáëè÷íîé îò÷åòíîñòè, àïîòîìó ðåøåíèå î âûäà÷å êðåäèòà è ïðîöåíòíîé ñòàâêå ïðèíÿòü îòíîñèòåëüíî ëåãêî,òî íèêàêèõ îáùåïðèçíàííûõ äàííûõ î ¾êðåäèòíîì ðåéòèíãå¿ îòäåëüíîãî çàåìùèêàíåò. À ïîýòîìó ðåøåíèå î âûäà÷å êðåäèòà è ñòàâêå ïðèíèìàåòñÿ ëèáî ýêñïåðòíûìïóòåì, ëèáî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñêîðèíãîâîé ñèñòåìû. Ïîä ñêîðèíãîâîé ñèñòåìîéïîäðàçóìåâàåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïî ïðåäîñòàâëåííûì çàåì-ùèêîì äàííûì îöåíèâàåò âåðîÿòíîñòü äå�îëòà ïî êðåäèòó.Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òàêèõ ñèñòåì âîçíèêàåò íåñêîëüêî îñíîâíûõ ïðîáëåì. Âî-ïåðâûõ, íóæíî âûäåëèòü èí�îðìàöèþ, êîòîðóþ íóæíî ïîëó÷èòü îò çàåìùèêà. ßñíî,÷òî ñïèñîê ïîòåíöèàëüíûõ âîïðîñîâ î÷åíü øèðîê. Îäíàêî áîëüøàÿ ÷àñòü ñîáðàííûõäàííûõ íå êîððåëèðóåò ñ òåêóùåé ïëàòåæåñïîñîáíîñòüþ, äà è ïðàâäèâîñòü îòâåòîâíà ìíîãèå ñëîæíî ïðîâåðèòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà îòáîðà âàæíûõäàííûõ � ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ñ îäíîé ñòîðîíû êîððåëèðóþò ñ ïëàòåæåñïîñîáíîñòüþ,à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ëåãêî ïðîâåðèòü íà ïîäëèííîñòü.Âòîðîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð èí�îðìàòèâíîãî ìíîæåñòâà êëèåíòîâ. Êëè-åíòñêèå áàçû ñîäåðæàò ìèëëèîíû çàïèñåé, ÷àñòü èç êîòîðûõ èìåþò îøèáêè. Íåâîç-âðàò êðåäèòà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåí íå êàêèìè-òî ïðè÷èíàìè, èìåâøèìèñÿ íà ìî-ìåíò ïîëó÷åíèÿ êðåäèòà, à ÷åì-òî ïðîèçîøåäøèì ïîñëå, ÷òî áûëî òðóäíî èëè íåâîç-ìîæíî ïðåäñêàçàòü. Äàííûå òàêèõ êëèåíòîâ íå íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèèñêîðèíãîâîé ìîäåëè, ïîñêîëüêó îíè óõóäøàò ïðîãíîç [1℄.Òðåòüåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü äàííûõ. Äëÿ ðåãèîíîâ ñ ðàâíîìåð-íî âûñîêèìè äîõîäàìè ó íàñåëåíèÿ ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðîâåíü äîõîäà íåñòîëü âàæåí äëÿ âîçâðàòà êðåäèòà, êàê â ðåãèîíàõ ñ íèçêèì ñðåäíèì äîõîäîì è âû-ñîêèì èìóùåñòâåííûì ðàññëîåíèåì. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ îáúåêòîâíà îäíîðîäíûå ñîâîêóïíîñòè, îïðåäåëåíèÿ èõ ÷èñëà è ïîñòðîåíèÿ ñâîåé ìîäåëè äëÿêàæäîé ñîâîêóïíîñòè.Àëüòåðíàòèâîé ñêîðèíãîâîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðòîâ äëÿ ïðè-íÿòèÿ ðåøåíèé ïî êðåäèòàì. Çà ãîä êðóïíûé ðîññèéñêèé áàíê âûäàåò íåñêîëüêî ìèë-ëèîíîâ ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ íà îáùóþ ñóììó â ñîòíè ìèëëèàðäîâ ðóáëåé, èçêîòîðûõ 5-16% íå âîçâðàùàþò [1℄. Óëó÷øåíèå ïîêàçàòåëÿ âîçâðàòà äàæå íà íåñêîëü-êî ïðîöåíòîâ ïîçâîëèò áàíêó ñýêîíîìèòü íåñêîëüêî ìèëëèàðäîâ ðóáëåé. Ïîýòîìóâíåäðåíèå ñêîðèíãîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè ïðîâîäÿò îòáîð îáúåêòîâ èèí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ, à òàêæå ñòðîÿò ìîäåëè äàííûõ, â áàíêîâñêîì êðåäèòî-âàíèè îïðàâäàíî.Öåëü ðàáîòû. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ, îïðåäåëÿþùèé òðå-áóåìîå ÷èñëî ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ è èõ ïàðàìåòðû, à òàêæå ïðîâîäÿùèé�èëüòðàöèþ âûáðîñîâ è îòáîð èí�îðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû îöåí-êè õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âûáîðêå, ïðîâåðêè ãèïîòåç î âèäå ðàñïðåäåëå-íèÿ, ìåòîäû îáðàáîòêè êàòåãîðèàëüíûõ ïðèçíàêîâ. Äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè3



ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëàñü ñðåäà MATLAB.Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
• Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ïðàâèëà âûáîðà ìîäåëè íà îáó÷åíèè â ìíîãîóðîâ-íåâûõ ìîäåëÿõ.
• Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèèäëÿ ðàíæèðîâàíèÿ äîêóìåíòîâ âíóòðè êëàññîâ.
• �àçðàáîòàí àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ïðåäëîæåííîé ìîäè�è-êàöèè ìåòîäà Áåëñëè.
• �àçðàáîòàí àëãîðèòì îòáîðà âûáðîñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàöèîííîé ìàò-ðèöû îöåíîê ïàðàìåòðîâ.Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �àçðàáîòàí ïðîãðàììíûé ìîäóëü, êîòîðûé
• �èëüòðóåò âûáðîñû;
• îòáèðàåò ïðèçíàêè;
• ñòðîèò ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè èëè ñìåñü ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé;
• îïðåäåëÿåò òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé;
• âèçóàëèçèðóåò ðåçóëüòàòû.Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
• Àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ïðåäëîæåííîé ìîäè�èêàöèè ìåòî-äà Áåëñëè.
• Àëãîðèòì îòáîðà âûáðîñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîêïàðàìåòðîâ.
• Ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè äëÿ ðàíæè-ðîâàíèÿ äîêóìåíòîâ âíóòðè êëàññîâ.Àïðîáàöèÿ. �åçóëüòàòû êâàëè�èêàöèîííîé ðàáîòû áàêàëàâðà áûëè èñïîëüçîâà-íû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàíæèðîâàíèÿ ïîèñêîâîé âûäà÷è ßíäåêñà [23℄, à òàêæå ïðè-ìåíåíû äëÿ êëàññè�èêàöèè íà äâà êëàññà äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì [21℄ è âåíãåð-ñêèì [22℄ ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì è çàáîëåâàíèÿì ñåðäöà â Þæíîé À�ðèêå [24℄.4



Îáçîð ëèòåðàòóðû. Â êà÷åñòâå ìîäåëè, èñïîëüçóþùåéñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-íîñòè íåâîçâðàòà ðàññìîòðèì ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè [2,3℄. Òîãäà ïîëó÷èì,÷òî êàæäàÿ ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ ïî äàííûì, áóäåò çàâèñåòü îò äâóõ ìíîæåñòâ: íåêî-òîðîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ, êîòîðûå èñïîëüçîâà-ëèñü äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ. �àññìîòðèì çàäà÷ó îòáîðà ïðèçíàêîâ. Â êà÷åñòâå áàçîâîãîàëãîðèòìà, êîòîðûé áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì [6,7℄. Ïóòåì íåñëîæíîé ìîäè�èêàöèè ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèò-ìû èñïîëüçîâàíû äëÿ ñîâìåñòíîãî îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ. Äðóãèì ïîäõîäîì êîòáîðó ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îöåíêå èí�îðìàòèâíîñòè ïðèçíà-êîâ [8℄, ïðè êîòîðîì â ìîäåëè îñòàâëÿþò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî íàèáîëåå èí�îðìà-òèâíûõ ïðèçíàêîâ. Òàêæå äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ èñïîëüçóþò øàãîâûå àëãîðèòìû [9℄.Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî áàçîâîãî àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ìîäè�èêàöèèSVM ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ. Îòáîð îáúåêòîâ â SVM ïðîèçâîäèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè: ïðî-èñõîäèò âûäåëåíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îïîðíûõ îáúåêòîâ. Ê îòáîðó æå ïðèçíàêîââ SVM ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà: �èëüòðàöèÿ è âíåäðåíèå îòáîðà âíóòðü àëãîðèòìàêëàññè�èêàöèè [15,16℄. Â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî ñïîñîáà âíåäðåíèÿ îòáîðà âíóòðü àë-ãîðèòìà êëàññè�èêàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èçìåíåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, âîçíèêà-þùåé ïðè íàõîæäåíèè âåñîâ ïðèçíàêîâ â SVM [11,12℄. Ñóùåñòâóåò òàêæå àëãîðèòì,ÿâëÿþùèéñÿ ñèíòåçîì ïðåäëîæåííûõ äâóõ áàçîâûõ, â êîòîðîì ãåíåòè÷åñêèé àëãî-ðèòì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ ïðè êëàññè�èêàöèè ñ ïîìîùüþ SVM [14℄.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ ïðèìåíÿþò ðåãóëÿðèçà-öèþ [13℄. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ øòðà� çà ñëîæíîñòü ìîäåëè. Â ðàáîòå [13℄ ðàññìàò-ðèâàþòñÿ ðàçíûå âèäû øòðà�îâ è óêàçûâàåòñÿ, ÷òî öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ñìåñèíåïðåðûâíûõ øòðà�îâ çà ðîñò ìîäóëåé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è äèñêðåòíûõ, ñâÿçàí-íûõ ñ ÷èñëîì îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ â íåé. �àçíûå ñïîñîáû ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷èìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ðàññìàòðèâàþòñÿ â [17℄. Â ýòîé æå ðàáîòåóêàçàíî íà áûñòðîå ðàçðåæèâàíèå ìîäåëè (íà ñêîðóþ ñòàáèëèçàöèþ ÷èñëà îáúåêòîâè ïðèçíàêîâ) ïðè ïðèìåíåíèè ðåãóëÿðèçàöèè. �åçóëüòàòû è âðåìÿ ðàáîòû ñðàâíèâà-þòñÿ ñ ðàáîòîé SVM ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ è ïàêåòà SVM lite.Ïîäõîäîì, ñâÿçàííûì ñ ðåãóëÿðèçàöèåé, ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, â êîòîðîì âåêòîðû ïà-ðàìåòðîâ ìîäåëåé ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè èç íåêîòîðîãî àïðèîðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ [18, 19℄. Ïðè ýòîì âìåñòî îïòèìèçàöèè îáû÷íîé �óíêöèè ïðàâäîïî-äîáèÿ ïðîèñõîäèò îïòèìèçàöèÿ ñîâìåñòíîé �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ è ìî-äåëè. Îïòèìèçàöèÿ ñîâìåñòíîé �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ îáû÷íî óëó÷øàåò ñâîéñòâàîïòèìèçèðóåìîé �óíêöèè, óìåíüøàÿ ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ãåññèàíà, ïîñêîëüêó, íà-ïðèìåð, â ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèÿ î íîðìàëüíîé àïðèîðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿïàðàìåòðîâ, �àêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðèçàöèÿ îïòèìèçèðóåìîé �óíêöèè.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûéàëãîðèòì. Ïðè ýòîì êàòåãîðèàëüíûå ïðèçíàêè ïðîõîäÿò ïðåäâàðèòåëüíóþ îáðàáîò-êó [26℄. Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà áóäåò îöåíèâàòüñÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèé ïà-ðàìåòðîâ ìîäåëè, ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ñâîéñòâ êîòîðîé ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì Áåëñëèäëÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè [19℄ è ïðîèçâîäèëñÿ îòáîð ïðèçíàêîâ. Çàòåì ïðîèçâîäèëñÿîòáîð îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñëó÷àé ñêîðåëëè-ðîâàííûõ îáúåêòîâ äëÿ îäíîé ìîäåëè ðàññìîòðåí â [9℄. Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ïîâû-øåíèå êà÷åñòâà â òåðìèíàõ �óíêöèîíàëà AUC [27℄ ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî, ñýìïëè-ðîâàëîñü ðàñïðåäåëåíèå AUC ïî âûáîðêå. Äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãîýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ AUC èñïîëüçîâàëñÿ êðèòåðèé Øàïèðî-Óèëêà [25℄.5



Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåîäíîðîäíîñòè äàííûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñâî-åé ìîäåëè äëÿ êàæäîé îäíîðîäíîé ÷àñòè äàííûõ. Ïðåäëîæåíî ïðàâèëî äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ íåîáõîäèìîãî ÷èñëà ìîäåëåé â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ ñìåñè ìîäåëåé [2,4℄ è äëÿìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé [28, 29℄. Ñóùåñòâóþò òàêæå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èåðàð-õè÷åñêèõ ìîäåëåé [5℄, íî â äàííîé ðàáîòå îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÈìåþòñÿ èñõîäíûå äàííûå � âûáîðêà D = {(xi, yi)}, i ∈ I = {1, . . . , m}. Ïî èñõîäíûìäàííûì ñîñòàâèì ìàòðèöó ïðèçíàêîâ X = [xT1 , . . . , xTm] ∈ R
m×n, (m�÷èñëî çàïèñåéäàííûõ, n�êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ) è âåêòîð îòâåòîâ y = [y1, . . . , ym]

T, yi ∈ {0, 1}. Çäåñü1 îçíà÷àåò, ÷òî çàåìùèê êðåäèò íå âåðíóë, à 0� âåðíóë. Äëÿ èíäåêñàöèè ïðèçíàêîâââåäåì îáîçíà÷åíèå J = {1, . . . , n}.Ââåäåì ðàçáèåíèå I = S ⊔ T èñõîäíîé âûáîðêè íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó
S{(xi, yi)}, i ∈ S è òåñòîâóþ T{(xi, yi)}, i ∈ T . Áóäåì îñóùåñòâëÿòü ýòî ðàçáèåíèåñëó÷àéíî.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò yi åñòü ðåàëèçàöèÿ áåðíóëëåâñêîé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû Yi ∼ Be(pi), {Yi}

m
i=1 íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Ïðè ýòîì âåðîÿò-íîñòü íåâîçâðàòà êðåäèòà pi çàåìùèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ëîãèñòè÷å-ñêîé ðåãðåññèè

pi = f(xi,w) = f(xTi w) =
1

1 + exp
(

−xTi w) . (1)Çäåñü w ∈ W = R
n âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â ðàáîòå w ñ÷èòàåòñÿ �èêñèðîâàí-íûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ, çíà÷åíèå êîòîðîãî íóæíî îöåíèòü ïî âûáîðêå. Äëÿ íà-õîæäåíèÿ îöåíêè ŵ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä íàèáîëüøåãîïðàâäîïîäîáèÿ (2).

ŵ = argmax
w∈Rn

L(w|X, y), (2)ãäå L(w|X, y) �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ X(B, A) è y(B), ñîîòâåòñòâóþùèå óñå÷åííîé ìàòðèöåîáúåêò-ïðèçíàê X(B, A) = [xij ], i ∈ B ⊆ I, j ∈ A ⊆ J è óñå÷åííîìó âåêòîðóîòâåòîâ y(B) = [yi], i ∈ B ⊆ I. Òîãäà çàäà÷ó îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ ìîæíîçàïèñàòü â âèäå
[B, A] = argmax

B∈S,A∈J
L(ŵ|X(T , A), y(T )), (3)ãäå

ŵ = argmax
w∈R|A|

L(w|X(B, A), y(B)). (4)Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî äàííûå ìîãóò îïèñûâàòüñÿ íå îäíîé ìîäåëüþ, à íåñêîëü-êèìè, à ïîòîìó ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâà-þùèõ äàííûå. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ EM � àëãîðèòìà ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìóâåëè÷åíèåì ÷èñëà ìîäåëåé. 6



2.1 Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è åå ñâîéñòâàÇàïèøåì �óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ äëÿ îäíîé ìîäåëè è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâ-ëÿåòñÿ âîãíóòîé, à ïîòîìó èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îíåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíè {Yi}
m
i=1 äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïî-äîáèÿ èìååì âûðàæåíèå

L(w|X(B, A), y(B)) =
∏

t∈B

f(xTt (A)w)yt (1− f(xTt (A)w))
1−yt . (5)�àññìîòðèì �óíêöèþ

l(w|X(B, A), y(B)) = − lnL(w|X(B, A), y(B)). (6)Äàëåå äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îïóñòèì B è A â âûðàæåíèè (6), ââåäåì îáîçíà÷åíèå
r = |B| è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì B = {1, . . . , r}, òîãäà

l(w|X, y) = −

r
∑

t=1

yt ln f(x
T
tw) + (1− yt) ln(1− f(−xTtw)). (7)Ïðîäè��åðåíöèðóåì (7) ïî w ñ ó÷åòîì f

′
(x) = f(x) · f(−x), ïîëó÷èì

∂l(w)

∂w
= −

r
∑

t=1

xt(yt − f(xTtw)) = XT(f − y). (8)Íàéäåì ãåññèàí l(w|X, y) è ïîêàæåì, ÷òî îí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, îòêóäà è ïî-ëó÷èì âûïóêëîñòü l(w|X, y), à â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ g(x) = − ln(x),ïîëó÷èì âîãíóòîñòü L(w|X, y) è åäèíñòâåííîñòü ìàêñèìóìà �óíêöèè ïðàâäîïîäî-áèÿ.
H =

∂2l(w)

∂w2
=

r
∑

t=1

xtf(x
T
tw)f(−xTtw)xTt = XTRX, (9)ãäå R � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè f(xTtw)f(−xTtw) > 0 íà äèàãîíàëè.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð u 6= 0.

uTHu = uTXTRXu = (Xu)TR (Xu) > 0,îòêóäà H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî åñòü l(w) âûïóêëàÿ, à ïîòîìó èìååò åäèí-ñòâåííûé ìèíèìóì. Ïåðåéäåì ê àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ ýòîãî ìèíèìóìà.2.2 Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñêîðèíãîâîé ìîäåëèÂ ñëó÷àå ëèíåéíîé ðåãðåññèè ñóùåñòâóåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè íàèáîëüøåãîïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ l(w) êâàäðàòè÷íàÿ. Â ñèëó íåëè-íåéíîñòè ñèãìîèäíîé �óíêöèè ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ŵ íå óäàåòñÿ, íî ìîæ-íî ïðåäëîæèòü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå Íüþòîíà-�à�ñîíàäëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ ŵ äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ëî-ãèñòè÷åñêîé ìîäåëè.Íà íà÷àëüíîì øàãå çàäàåòñÿ âåêòîð ŵ0 îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Íà êàæäîì ñëåäóþ-ùåì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå ïðèáëèæåíèå ŵi ê îöåíêå íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ŵ ïî �îðìóëå 7



ŵi = ŵi−1 −H−1∇l(ŵi−1) = ŵi−1 − (XTRX)
−1

XT(f − y). (10)Âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëå (10) ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå íîðìû âåêòîðà
w íå ïåðåñòàíåò áûòü çíà÷èòåëüíûì.3 Âûáîð îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ è ïðè-çíàêîâ3.1 Àëãîðèòì óñòîé÷èâîãî îòáîðà ïðèçíàêîâÎöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ŵ. Îöåíèì êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöå-íîê ïàðàìåòðîâ, ÷òîáû â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü åå äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ. Çàìå-òèì, ÷òî ýòà ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîéêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ, ïîñêîëüêó òà çàâèñèò îïðåäåëÿåòñÿ åùå àïðè-îðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ (18). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â òî÷êå ŵ ∇l(ŵ) = 0,ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Òåéëîðà, ïîëó÷èì

ln
L(w)

L(ŵ)
≈ −

1

2
(w − ŵ)TH(w− ŵ). (11)Ïîëüçóÿñü ëîêàëüíî íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ŵ, ïîëó÷èì, ÷òî ŵ ∼ N(w0, H

−1),ãäå w0 = w. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê ïàðàìåòðîâÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà H−1.Ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Áåëñëè äëÿ çàäà÷è ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Âîñ-ïîëüçóåìñÿ íàéäåííîé îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ŵ äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ.Äëÿ ìàòðèöû H èìååì
H = XTRX = X̃TX̃,ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

X̃ = R̃X,à R̃ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò êîðíè èç ñîîòâåòñòâóþùèõäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû R. Ôàêòè÷åñêè ìàòðèöà R̃ çàäà-åò ïàðàìåòðû íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ, ïðè ýòîì áîëüøèé âåñ ïîëó÷àþò îáúåêòû ñíåóñòîé÷èâîé êëàññè�èêàöèåé, ïîñêîëüêó rii = pi(1 − pi). Âûïîëíèì ñèíãóëÿðíîåðàçëîæåíèå ìàòðèöû X

X̃ = UΛVT.Òîãäà
var(w) = H−1 = (X̃TX̃)−1 = (VΛUTUΛVT)−1 = VΛ−2VT.Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ j-ãî ðåãðåññèîííîãî êîý��èöèåíòà � ýòî j-é äèàãî-íàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû H−1.Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíàêîâ ïîñòðîèì òàáëèöó, â êîòî-ðîé êàæäîìó èíäåêñó îáóñëîâëåííîñòè ηj ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ qij � äîëåâûå êî-ý��èöèåíòû. Ñóììà äîëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïî èíäåêñó j ðàâíà åäèíèöå.

var(wi) =

n
∑

j=1

υ2
ij

λ2
j

= (qi1 + qi2 + . . .+ qin)

n
∑

j=1

υ2
ij

λ2
j

,8



ãäå qij � îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè âåêòîðà var(wi) êîâñåé ñóììå, à V = (vij). Òàáëèöà 1: �àçëîæåíèå var(w)Èíäåêñ var(w1) var(w2) . . . var(wn)îáóñëîâëåííîñòè
η1 q11 q21 . . . qn1
η2 q12 q22 . . . qn2... ... ... . . . ...
ηn q1n q2n . . . qnn×åì áîëüøå çíà÷åíèå äîëåâîãî êîý��èöèåíòà qij , òåì áîëüøèé âêëàä âíîñèò

j-ûé ïðèçíàê â äèñïåðñèþ i-ãî ðåãðåññèîííîãî êîý��èöèåíòà.Èç òàáë. 1 îïðåäåëÿåòñÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü: áîëüøèå âåëè÷èíû ηj îçíà÷à-þò, ÷òî, âîçìîæíî, åñòü çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðèçíàêàìè. Åñëè îäèí èç ïðèçíàêîâÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ, òî ìàòðèöà X̃ áóäåò ìàòðèöåé íåïîëíî-ãî ðàíãà, à ïîòîìó ó ìàòðèöû Λ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áóäåò 0. Â ñëó÷àåìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè ïðèçíàêîâ ìàòðèöà Λ áóäåò èìåòü áëèçêèå ê íóëþ ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå êîý��èöèåíòû îáóñëîâëåííîñòè. Íàýòîì è áóäåò îñíîâàí ìåòîä îòáîðà ïðèçíàêîâ, èçëîæåííûé íèæå.Àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Áåëñëè. Çàìåòèì, ÷òî÷åì áîëüøå ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè, òåì òî÷íåå îíà îïèñûâàåò èìåþùèåñÿ äàííûå,òåì ìåíüøå áóäåò åå ïðèìåíèìîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ, òî åñòü íàáëþäàåòñÿïåðåîáó÷åíèå. Ïîýòîìó åñëè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè ïðèçíàêîâ ó÷èòû-âàòü òîëüêî âíóòðåííèé êðèòåðèé êà÷åñòâà ìîäåëè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå, òî ÷òîáûóìåíüøèòü ïåðåîáó÷åíèå, íóæíî òðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîãî ðîñòà êà÷åñòâà ìîäåëè ïî-ñëå äîáàâëåíèÿ ïðèçíàêà (�àêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò ââåäåíèå øòðà�à çà ñëîæíîñòüìîäåëè). Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ïîäõîä.Îïèøåì äâà ýòàïà àëãîðèòìà: Add è Del. Íà ïåðâîì ýòàïå (Add) ïîñëåäîâàòåëüíîäîáàâëÿþòñÿ ïðèçíàêè. Íà âòîðîì ýòàïå (Del) ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîå óäàëåíèåïðèçíàêîâ, ñîãëàñíî ìåòîäó Áåëñëè. Ïóñòü ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ìîäåëüçàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ îáúåêòîâ B ⊆ S è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ïðèçíàêîâ
A ⊆ J . Îïèøåì êàê ïîñòðîèòü íîâóþ ìîäåëü, òî åñòü îïðåäåëèòü íîâîå ìíîæåñòâîèíäåêñîâ ïðèçíàêîâ Ã. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ B ⊆ S, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìî-äåëè, îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Âûäåëèì èç êîíòðîëüíîé âûáîðêè îáúåêòîâ, çàäàâàåìîéìíîæåñòâîì èíäåêñîâ T , íåêîòîðóþ ïîäâûáîðêó, çàäàâàåìóþ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ
T1 ⊆ T , òî åñòü T = T1⊔T2. Âûäåëåííàÿ âûáîðêà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îòáîðà ïðè-çíàêîâ, à âûáîðêà, çàäàâàåìàÿ èíäåêñíûì ìíîæåñòâîì T2 � äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâàìîäåëè.Ýòàï Add. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J \ A íàéäåì ŵj ñîãëàñíî (4)

ŵj = argmax
w∈R|A|+1

L(w|X(B, A ∪ {j}), y(B))è ñîñ÷èòàåì ñîãëàñíî (6)
l(j) = l(ŵj |X(T1, A∪ {j}, y(T1)).9



Íàéäåì ïðèçíàê j∗ ∈ J \A, äëÿ êîòîðîãî lj ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Îáî-çíà÷èì çíà÷åíèå òîé æå �óíêöèè äëÿ ìîäåëè ñ ìíîæåñòâîì ïðèçíàêîâ A êàê l0, òîåñòü
l0 = l(ŵ0|X(T1, A, y(T1)),ãäå

ŵ0 = argmax
w∈R|A|

L(w|X(B, A), y(B)).Åñëè lj∗ − l0 ≤ Z1 < 0, ãäå Z1 ∈ R, òî åñòü ïðîèçîøëî çíà÷èòåëüíîå óëó÷øåíèåêà÷åñòâà ìîäåëè, ïðèçíàê j∗ äîáàâëÿåòñÿ â ìîäåëü, òî åñòü A → A ∪ {j∗}. Ýòàïïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèå ïðèçíàêîâ â ìîäåëü.Ýòàï Del. Ïîñëå òîãî, êàê äîáàâèòü ïðèçíàêè â ìîäåëü íà ýòàïå Add æå íåïîëó÷àåòñÿ, ïåðåõîäèì ê ýòàïó Del. Íàõîäèì èíäåêñû îáóñëîâëåííîñòè è äîëåâûåêîý��èöèåíòû äëÿ òåêóùåãî íàáîðà ïðèçíàêîâ A ñîãëàñíî ìåòîäó Áåëñëè, îïèñàíèåêîòîðîãî ïðèâåäåíî âûøå. Äàëåå íàõîäèì êîëè÷åñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èíäåêñîâîáóñëîâëåííîñòè. Äîñòàòî÷íî áîëüøèìè áóäåì ñ÷èòàòü èíäåêñû, êâàäðàò êîòîðûõïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè ηt, ãäå t = |A|, êîëè÷åñòâî ïðè-çíàêîâ â òåêóùåì íàáîðå A. Êîëè÷åñòâî òàêèõ èíäåêñîâ îáîçíà÷èì
i∗ =

t
∑

g=1

[

η2g > ηt
]

. (12)Çàòåì èùåì â ìàòðèöå äîëåâûõ êîý��èöèåíòîâ var(w) ñòîëáåö j∗ ñ ìàêñèìàëüíîéñóììîé ïî ïîñëåäíèì i∗ äîëåâûì êîý��èöèåíòàì
j∗ = argmax

j∈A

t
∑

g=t−i∗+1

qjg. (13)Êàê è äëÿ ýòàïà Add ñ÷èòàåì ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå ŵ0 è ŵj∗

ŵ0 = argmax
w∈R|A|

L(w|X(B, A), y(B)),

ŵj∗ = argmax
w∈R|A|−1

L(w|X(B, A \ {j∗}), y(B)),ñ÷èòàåì l0 è lj∗

l0 = l(ŵ0|X(T1, A, y(T1)),

lj∗ = l(ŵj∗|X(T1, A \ {j∗}, y(T1)). (14)Åñëè lj∗ − l0 ≤ Z2, òî åñòü íå ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîãî óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè,ïðèçíàê j∗ èñêëþ÷àåòñÿ èç ìîäåëè, òî åñòü A → A \ {j∗}. Ýòàï ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõïîð, ïîêà ïðîèñõîäèò óäàëåíèå ïðèçíàêîâ èç ìîäåëè.Ïîî÷åðåäíîå ïîâòîðåíèå ýòàïîâ Add è Del îñóùåñòâëÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïðî-èñõîäèò óäàëåíèå èëè äîáàâëåíèå ïðèçíàêîâ. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèåì îñòàíîâêè àë-ãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ Z1 + Z2 < 0. 10



�åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñîâìåñòíîãî îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ. Îïè-øåì èòåðàòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòáîðà îáú-åêòîâ è ïðèçíàêîâ (3). Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü íàáîð èíäåêñîâ èñïîëüçóþùèõñÿ îáú-åêòîâ è ïðèçíàêîâ B, A âåêòîðîì b èç 0 è 1 ðàçìåðíîñòè |B ⊔ A| = n + m. Ïóñòüïåðåä r-îé èòåðàöèåé àëãîðèòìà åñòü íåêîòîðûé íàáîð âåêòîðîâ V = {b1, . . . ,bv},ãäå v = |V |. Êàæäîìó âåêòîðó bi èç V ñîïîñòàâèì ÷èñëî
ei = l(ŵ(B(bi), A(bi))|X(T , A), y(T )).Èñêëþ÷èì èç V äîëþ α âåêòîðîâ ñ íàèáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ei è çàìåíèì èõäóáëèêàòàìè âåêòîðîâ ñ äîëåé α ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè ei. Çàòåì ðàçîáüåì âåê-òîðû íà ïàðû {(bik , bjk)}

⌊
v
2
⌋

k=1(åñëè v íå÷åòíî, òî îäèí âåêòîð ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïà-ðû). Âíóòðè êàæäîé ïàðû ïðîâåäåì îïåðàöèþ ñêðåùèâàíèÿ, êîòîðàÿ çàìåíÿåò ïàðóâåêòîðîâ íà íåêîòîðóþ äðóãóþ ïàðó âåêòîðîâ. Ïðàâèëà ýòîé çàìåíû áóäóò îïèñà-íû íèæå. Çàòåì ñ êàæäûì èç ïîëó÷èâøèõñÿ âåêòîðîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïðîèñõîäèòìóòàöèÿ, òî åñòü ñëó÷àéíûé áèò b ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.Îïèøåì îïåðàöèþ ñêðåùèâàíèÿ. �àññìîòðèì ïàðó âåêòîðîâ bi = (bi1, . . . , b
i
n+m)

T,
bj = (bj1, . . . , b

j
n+m)

T. Ñãåíåðèðóåì ñëó÷àéíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî z ∈ 1, . . . , n +m.Òîãäà ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ñêðåùèâàíèÿ, ïðèìåíåííîé ê âåêòîðàì bi è bj áóäåòïàðà âåêòîðîâ b
′

i = (bi1, . . . , b
i
z−1b

j
z, . . . , b

j
n+m)

T è b
′

j = (bj1, . . . , b
j
z−1b

i
z, . . . , b

i
n+m)

T.Äëÿ ãåíåðàöèè íà÷àëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïîäâåêòîðîâ ïðèçíàêîâ âîñïîëüçóåìñÿ
χ2 òåñòîì Ïèðñîíà. Ïðèçíàê ñ íîìåðîì j áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ â âåêòîðàõ èç ñîâîêóï-íîñòè ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå 1 − αj + ε, ε > 0, òî åñòü ïðèçíàêè, äëÿ êîòîðûõóðîâåíü çíà÷èìîñòè áëèçîê ê åäèíèöå (òî åñòü íàèìåíåå èí�îðìàòèâíûå) áóäóò ðå-æå ïîÿâëÿòüñÿ â ñîâîêóïíîñòè íà íà÷àëüíîì øàãå. Ïðè ýòîì íàëè÷èå ε > 0 íå äàåòñîâñåì èõ èñêëþ÷èòü èç ñîâîêóïíîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó íåçíà÷èìîñòü ïðè-çíàêà â îòäåëüíîñòè, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðèìåðå âûøå, åùå íå çíà÷èò, ÷òî ýòîòïðèçíàê íå èí�îðìàòèâåí ñîâìåñòíî ñ îñòàëüíûìè.�åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ ëèáî ïîñëå çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé,ëèáî êîãäà çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ïåðåñòàíåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ. Ïîëó÷åí-íûé íà ïîñëåäíåì øàãå ŵ è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ.SVM ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ. SVM � àëãîðèòì îòáèðàåò ìíîæåñòâî îïîðíûõ îáú-åêòîâ. Òðåáóåòñÿ åãî íåñêîëüêî ìîäè�èöèðîâàòü, ÷òîáû ïðîèñõîäèë îòáîð íå òîëüêîîáúåêòîâ, íî è ïðèçíàêîâ. Â àëãîðèòìå SVM øòðà�óåòñÿ l2�íîðìà âåêòîðà w, ñòà-âèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè

ŵ = argmin
w∈Rn

[

λ

m
∑

i=1

(1− yi(w
Txi))+

]

+ (1− λ)wTw.Ýòà çàäà÷à ìíîãîýêñòðåìàëüíà, à ïîòîìó âìåñòî íåå ðàññìàòðèâàþò çàäà÷ó êâàäðà-òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äâîéñòâåííóþ ê èñõîäíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè-÷åíèÿìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèñõîäèë è îòáîð ïðèçíàêîâ, ðàññìîòðèì l2− l1−SVM .11



Â ýòîì ìåòîäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè
min

w∈Rn, ξ∈Rm, v∈Rn

[

µ

m
eTξ +

1

2
wTw + νeTv],

yiw
Txi ≥ 1− ξi, i = 1, . . . , m, (15)

ξi ≥ 0, −v ≤ w ≤ v,ãäå µ > 0 � íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî, e = [1 . . . 1]T ∈ R
m, íåðàâåíñòâà −v ≤ w ≤ vïîíèìàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî, à ξ, v � âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå. Îäíàêî, êàê èâ ñëó÷àå ñ SVM ëó÷øå ðàññìàòðèâàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó [11, 12℄, ïîñêîëüêó îíàñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è èìååò áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþñ èñõîäíîé çàäà÷åé.Íàéäåííûé âåêòîð âåñîâ ïðèçíàêîâ ŵ äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êëàññè�èêàöèèîáúåêòîâ

a(x) = sign(ŵTx).3.2 Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòáîðà îáúåêòîâ è �èëüòðàöèÿ âû-áðîñîâÎòáîð îáúåêòîâ íàðÿäó ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ î÷åíü âàæåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ êà÷åñòâåí-íîé è óñòîé÷èâîé ìîäåëè. Ïîä âûáðîñîì áóäåì ïîíèìàòü îáúåêò, äîáàâëåíèå êîòîðî-ãî â ìîäåëü çíà÷èìî âëèÿåò íà åå ïàðàìåòðû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âëèÿíèåîáúåêòà (xi, yi) íà ìîäåëü îïðåäåëèì åãî ñïåöè�è÷íîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
Sp(xi) = (∆iw)TH(∆iw), (16)

∆iw = ŵi − ŵ,

H−1 � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíîê ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ŵ, à ŵi è ŵ îöåíêè ïà-ðàìåòðîâ ìîäåëè, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî (4) ïî âûáîðêå áåç è ñ îáúåêòîì (xi, yi) ñî-îòâåòñòâåííî, òî åñòü
ŵ = argmax

w∈R|A|

L(w|X(S, A), y(S)), (17)
ŵi = argmax

w∈R|A|

L(w|X(S \ {i}, A), y(S \ {i})),ãäå A � íåêîòîðîå ðàíåå îòîáðàííîå ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, à S, êàê è ðàíåå, ìíîæå-ñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ.Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.1, îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ŵ ëîêàëüíî íîðìàëüíû,òî åñòü ŵ ∼ N(w0, H
−1), òî åñòü â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî îáúåêò (xi, yi)íå ÿâëÿåòñÿ âûáðîñîì, ∆iw ∼ N(0, H−1). Ìàòðèöó H ñ÷èòàåì íåâûðîæäåííîé (õîòÿ,âîçìîæíî, ïëîõî îáóñëîâëåííîé), à ïîòîìó â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òîðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò (xi, yi) íå ÿâëÿåòñÿ âûáðîñîì, ïîëó÷àåì

Sp(xi) = (∆iw)TH(∆iw) ∼ χ2(|A|),ãäå |A| � ÷èñëî ïðèçíàêîâ â ìîäåëè. Çàäàâàÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè α, ìîæíî îòáèðàòüíåêîòîðóþ äîëþ îáúåêòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âûáðîñàìè.12



Ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà îòáîðà îáúåêòîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà H ÿâ-ëÿåòñÿ âûðîæäåííîé ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ rg(H), à íå |A|.Îäíàêî îïðåäåëåíèå òî÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû çàòðóäíèòåëüíî â ñèëó âû-÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê. Òî åñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íåêîòîðûé ïîðîã λ0 ≥ 0, ÷òîñîáñòâåííîå ÷èñëî λ ìàòðèöû H ñ÷èòàåòñÿ íóëåâûì, åñëè λ ≤ λ0. Êðîìå òîãî, âýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà IRLS, ïîñêîëüêó â íåì òðåáóåòñÿ îá-ðàùàòü ìàòðèöó H. Äëÿ ñòàáèëüíîñòè àëãîðèòìà IRLS ìîæíî çàìåíèòü ìàòðèöó
H íà ìàòðèöó H + τI, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà. Ýòîáóäåò ñîîòâåñòâîâàòü àïðèîðíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïà-ðàìåòðîâ ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé 1

τ
I è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì w0, òî åñòü

w ∼ N (w0, τI). Â òàêîì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà îöåíîê âåñîâìîäåëè áóäåò íîðìàëüíûì ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé
ŵ ∼ N

(

w0,
(

H+ 1
τ
I
)−1
)

. (18)Âûïîëíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó ìàòðèöû H íà ìàòðèöó H+
1

τ
I â �îðìóëå (16),ïîëó÷àåì îáíîâëåííîå îïðåäåëåíèå ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòà.

Sp(xi) = (∆iw)T (H+ 1
τ
I
)

(∆iw). (19)Ïðè τ → ∞ (19) ñîâïàäàåò ñ (16).Ïðè ââåäåíèè óêàçàííîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü ñ âûáîðîì
τ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè, ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü äëÿêàæäîãî ïðèçíàêà ñ íîìåðîì j îöåíêó äèñïåðñèè åãî ïàðàìåòðû

Dj =

∑

i∈S (∆iwj)
2

|S| − 1
,à ñïåöè�è÷íîñòü îïðåäåëèòü êàê̂

Sp(xi) =
∑

j

(∆iwj)
2

Dj

. (20)Åñëè ïðè ýòîì ñïåöè�è÷íîñòè, îïðåäåëåííûå ïî �îðìóëàì (20) è (16), áóäóò èìåòüïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü îò íîìåðà îáúåêòà, òî èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü âòîðóþ, êàêâû÷èñëèòåëüíî áîëåå ïðîñòóþ è íå òðåáóþùóþ ââåäåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè íà ñëó÷àéïëîõî îáóñëîâëåííîé èëè âûðîæäåííîé ìàòðèöû H. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé è ðåàëèçó-åòñÿ íà ïðàêòèêå, êàê ïîêàçàë âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò (ñì.ðèñ. 10).Îòäåëåíèå ìàëî÷èñëåííîé øóìîâîé êîìïîíåíòû îò îñíîâíîé âûáîðêè.Åñëè â âûáîðêå åñòü øóìîâàÿ êîìïîíåíòà, âëèÿíèå êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿ-þùèì, òî ìîæíî åå âûäåëèòü, ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ. Äëÿýòîãî îòñîðòèðóåì çíà÷åíèÿ ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ ïî óáûâàíèþ è íàðèñóåì ãðà-�èê çàâèñèìîñòè ñïåöè�è÷íîñòè îò íîìåðà îáúåêòà â îòñîðòèðîâàííîì íàáîðå (ñì.ðèñ. 9). Íàéäåì i∗

i∗ = argmax
i

Sp(xi)

Sp(xi+1)
,òîãäà îáúåêò xi ñ÷èòàåì øóìîâûì îáúåêòîì, åñëè Sp(xi) ≥ Sp(xi∗).13



4 Ìóëüòèìîäåëüíûé ïîäõîä ê çàäà÷å êëàññè�èêà-öèè4.1 Ñìåñü ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåéÇà÷àñòóþ äàííûå áûâàþò íåîäíîðîäíû, ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü ñîâîêóïíîñòü íåñêîëü-êèõ ðàçíûõ, íî ñõîæèõ ìåæäó ñîáîé íàáîðîâ îáúåêòîâ. Ýòà íåîäíîðîäíîñòü ìîæåòáûòü âûçâàíà ðàçíûìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà âîçâðàòêðåäèòà ñîñòîÿòåëüíûìè ãðàæäàíàìè âåëè÷èíà èõ äîõîäà âëèÿåò ñëàáåå (òàê êàê îíèâïîëíå ïëàòåæåñïîñîáíû è èìåþò âîçìîæíîñòü âåðíóòü êðåäèò), ÷åì áîëåå áåäíûìè.Ýòè è ïîäîáíûå çàìå÷àíèÿ îáóñëàâëèâàþò íåîäíîðîäíîñòü äàííûõ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü íåîäíîðîäíîñòü, ìîæíî áûëî áû ïðåäëîæèòü ðàçáèåíèåèñõîäíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ. Â êàæäîì èç ýòèõ ïîä-ìíîæåñòâ ìîæíî ïîñòðîèòü ñâîþ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Ïðè ïîÿâëåíèèî÷åðåäíîãî îáúåêòà íóæíî ðåøèòü, ê êàêîé ñîâîêóïíîñòè îí îòíîñèòñÿ è ïðèìåíÿòüñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîé ñîâîêóïíîñòè ìîäåëü. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ ðàçäåëå-íèå îáúåêòîâ ìåæäó ìîäåëÿìè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïðàâèëàîòíåñåíèÿ îáúåêòà ê òîé èëè èíîé ìîäåëè, à òàêæå ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðîáëåìû ñêëàññè�èêàöèåé îáúåêòîâ, ¾ëåæàùèõ äàëåêî îò öåíòðîâ¿ âñåõ ñîâîêóïíîñòåé. Îñî-áåííîñòè òàêèõ (ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé) áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïàðà-ãðà�å è â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ñ ìÿãêèì ðàçäåëåíèåì ìåæäó ìîäåëÿìè èëè ñìåñüìîäåëåé. Ïðè òàêîì ðàçäåëåíèè äëÿ êàæäîé ìîäåëè åñòü âåðîÿòíîñòü πk ∈ [0, 1] òîãî,÷òî îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ýòîé ìîäåëüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ìîäåëåé K ≥ 1,êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé âåêòîð âåñîâ ïðèçíàêîâ wk. Òîãäà
p(w1, . . . , wK |xi, yi) =

K
∑

k=1

πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi. (21)Ââåäåì âåêòîð π = [π1 . . . πK ]
T. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ (5) ïîëó÷èì äëÿ ïðàâäîïîäîáèÿäàííûõ âûðàæåíèå

L(w1, . . . , wK , π|X, y) =

m
∏

i=1

(

K
∑

k=1

πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi

)

. (22)Ââåäåì áèíàðíóþ ìàòðèöó ñêðûòûõ ïåðåìåííûõ Z = ‖zik‖ ðàçìåðîâ m × K, ïðèýòîì zik îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü xi ìîäåëè ñ íîìåðîì k. Òîãäà ïîëíàÿ �óíêöèÿïðàâäîïîäîáèÿ áóäåò çàïèñàíà â âèäå
L(w1, . . . , wK , ,π, Z|X, y) =

m
∏

i=1

K
∏

k=1

{πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi}
zik . (23)Äàëåå îïèøåì ïðèìåíÿåìûé EM-àëãîðèòì äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåéw1, . . . , wKè èõ âåðîÿòíîñòåé π1, . . . , πK . Âûáåðåì íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ

w1, . . . , wK . Íà E-øàãå ñ÷èòàåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êàæäîé èç êîìïîíåíòñìåñè äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi γik

γik = E[zik] = p(k|xi, w1, . . . , wK , π) =
πkf(xi, wk)

yi(1− f(xi, wk))
1−yi

∑K

j=1 πjf(xi, wj)yi(1− f(xi, wj))1−yi
.14



Çàïèøåì îæèäàåìîå çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ïîëíîé �óíêöèè ïðàâäî-ïîäîáèÿ
l̃(w1, . . . , wK , π|X, y) = EZ[− logL(w1, . . . , wK , Z|X, y)] =

= −
m
∑

i=1

K
∑

k=1

γik{log πk + yi log(f(xi, wk)) + (1− yi) log(1− f(xi, wk))}. (24)Íà M-øàãå ïðîèñõîäèò ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèè l̃(w1, . . . ,wK ,π|X, y) ïîw1, . . . ,wK ,πïðè îãðàíè÷åíèè∑K

k=1 πk = 1. �åøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äëÿ π â ÿâíîì âèäå äàåò
πk =

1

m

m
∑

i=1

γik.Çàìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ {γik} �óíêöèÿ l̃(w1, . . . , wK , π|X, y) ïðåäñòàâèìàâ âèäå
l̃(w1, . . . , wK , π|X, y) = −

K
∑

k=1

{log πk

m
∑

i=1

γik}+

K
∑

k=1

l̃k(wk|X, y). (25)Ïîýòîìó ìèíèìèçàöèÿ êàæäîé èç �óíêöèé l̃k(wk|X, y) îäíîãî èç âåêòîðîâ âåñîâ wkïðîèçâîäèòñÿ íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà IRLS.Íî èçìåíèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà è ãåññèàíà. Îïóñêàÿ âûêëàäêè, ñîîòâåòñòâó-þùèå äè��åðåíöèðîâàíèþ, çàïèøåì ðåçóëüòàò.
∂l̃k

∂wk

= XTΓk(f − y), (26)
Hk = XTRkX, (27)ãäå Γk � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè γik íà äèàãîíàëè, à Rk � äèàãîíàëüíàÿìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè γikf(x

T
i wk)f(−xTiwk) íà äèàãîíàëè.Òàê êàê èñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàçáèâàåòñÿ íà K íåçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷,âîçìîæíî ïðèìåíèå àëãîðèòìà ñîâìåñòíîãî îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ, ïðèâåäåí-íîãî â ýòîé ðàáîòå äëÿ êàæäîé çàäà÷è â îòäåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå òðåáóåìîãî ÷èñëà ìîäåëåé. Îïèøåì, êàê ïîäîáðàòü òðåáóåìîå÷èñëî ìîäåëåé K. Çàìåòèì, ÷òî ÷åì áîëüøå ÷èñëî ìîäåëåé, òåì òî÷íåå áóäåò ñî-îòâåòñòâèå ïîñòðîåííîé ñìåñè èìåþùèìñÿ äàííûì è ïðè áîëüøîì ÷èñëå ìîäåëåé âñìåñè îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü áóäåò ìèíèìàëüíà, ïîýòîìó âàæíî íàéòè íåêîòîðîåíåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé K, îïèñûâàþùèõ äàííûå. Äëÿ ýòîé öåëè âîñïîëüçó-åìñÿ ìîäè�èêàöèåé EM-àëãîðèòìà ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì ìîäåëåé.Íà íà÷àëüíîì øàãå ÷èñëî ìîäåëåé K = 1, âåñà ìîäåëåé π1 = 1 è èìååòñÿ åäèí-ñòâåííàÿ ìîäåëü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå âûäåëÿþòñÿïëîõî îïèñàííûå ñìåñüþ îáúåêòû, òî åñòü îáúåêòû ïðàâäîïîäîáèå êîòîðûõ â ñîîòâåò-ñòâèè ñ (21) áîëåå, ÷åì â α > 1 ðàç ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îáúåêòîâ

Ã =

{

i :
p(w1, . . . , wK−1|xi, yi)

maxj p(w1, . . . , wK−1|xj, yj)
<

1

α
.

}15



Åñëè |B̃| < m0, ãäå m0 ≤ m � çàäàííûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ìàêñèìàëüíîåâîçìîæíîå ÷èñëî øóìîâûõ îáúåêòîâ, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. ×èñëî ìî-äåëåé íà ðàññìàòðèâàåìîì øàãå è åñòü èñêîìîå ÷èñëî ìîäåëåé K. Èíà÷å ïðîèçâîäèìïîñòðîåíèå K - é êîìïîíåíòû ñìåñè:
πK =

|B̃|

m
,

πj → (1− πK)πj , j ≤ K − 1, (28)
wK = 0.Çàòåì ïðèìåíÿåì ïðèâåäåííûé âûøå EM-àëãîðèòì äëÿ ñìåñè K ëîãèñòè÷åñêèõ ìî-äåëåé. Äîáàâëåíèå êîìïîíåíò ïðîäîëæàåì, ïîêà ÷èñëî øóìîâûõ îáúåêòîâ íå ñòàíåòìåíüøå, ÷åì m0.4.2 Ìíîãîêëàññîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ êàê ñìåñü ìîäå-ëåéÂ ñëó÷àå ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè îòêëèê yi ∈ Y ⊆ N0, à íå yi ∈

{0, 1}. Çäåñü Y � ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå áîëåå, ÷åìèç îäíîãî ýëåìåíòà.Ìîäåëü ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ
f : (Θ, x) → ŷ ∈ Y, (29)îòîáðàæàþùàÿ ïàðó ¾ïàðàìåòðû, îáúåêò¿ â ìåòêó êëàññà ŷ èç ìíîæåñòâà Y . Äëÿîöåíêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ êà÷åñòâà S(Θ| X , B, A),ãäå Θ � íàáîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, X � íàáîð èíäåêñîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáú-åêòîâ, A � íàáîð èíäåêñîâ èñïîëüçóåìûõ ïðèçíàêîâ, à B � íàáîð èíäåêñîâ èñïîëü-çóåìûõ ïðè îáó÷åíèè îáúåêòîâ.Ïîèñê îïòèìàëüíîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ Θ̂ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Θ̂ = argmin
Θ∈RL

S(Θ| B, A, B), (30)ãäå L � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.Ïàðàìåòð Θ íàõîäèòñÿ ïóòåì ìàêñèìèçàöèè êà÷åñòâà ìîäåëè Q(Θ| X , B, A) íàîáó÷àþùåé âûáîðêå S.4.3 Àëãîðèòì ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèèÑîïîñòàâèì êàæäîìó êëàññó Ck, k = 1, . . . , K âåêòîð ïàðàìåòðîâ wκ ∈ R
n, ãäå n�÷èñëî ïðèçíàêîâ. Òîãäà äëÿ îáúåêòà xi âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â êëàññ Cκ â ìîäåëèëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ðàâíà

P (Cκ|xi) =
expwT

κxi
∑K

j=1 expw
T
jxi

. (31)Ââåäåì äëÿ P (Cκ|xi) îáîçíà÷åíèå yiκ. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi, i ∈ I ââåäåì öåëåâîéâåêòîð ti, ãäå tiκ ∈ [0, 1] � ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòà xi êëàññó Cκ. Íà îáó÷àþùåé16



âûáîðêå ñ÷èòàåì tiκ = 1, åñëè îáúåêò xi ëåæèò â êëàññå Cκ, èíà÷å tiκ = 0. Îáîçíà÷èìöåëåâóþ ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç tiκ T = [tiκ]. Çàïèøåì �óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿâûáîðêè, èñïîëüçóÿ (31).
p(T|w1, . . . , wK) =

N
∏

i=1

K
∏

κ=1

P (Cκ|xi)
tiκ

N
∏

i=1

K
∏

κ=1

ytiκiκ . (32)Çàïèøåì îòðèöàòåëüíûé ëîãàðè�ì �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (32) è ïîñòàâèì çàäà÷óåãî ìèíèìèçàöèè:
E(w1, . . . , wK) = −

K
∑

κ=1

N
∑

i=1

tiκ log yikκ → min
w1, ...,wK

. (33)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà �óíêöèè (33) ðàññ÷èòàåì åå ãðàäèåíò è ãåññèàí. Ââåäåìîáîçíà÷åíèå aiκ = wT
κxi. �àññ÷èòàåì ∂aiκ

∂wj

è ∂yiκ

∂aij
.

∂aiκ
∂wj

= xi · Iκj, (34)ãäå Iκj � ýëåìåíò åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Çàïèøåì yiκ ÷åðåç {aij}
K
j=1 ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

yik =
exp aiκ

∑K

l=1 exp a
i
l

(35)è ñ ó÷åòîì (34) ïîëó÷èì:
∂yiκ

∂aij
=

exp aiκ
∑K

l=1 exp a
i
l

·
∂aiκ
∂aij

−
exp aiκ

(

∑K

l=1 exp a
i
l

)2

∂
(

∑K

l=1 exp a
i
l

)

∂aij
= yiκIκj − yiκyij.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

∂yiκ

∂aij
= yiκ(Iκj − yij). (36)Èç (34) è (36) ïîëó÷àåì:

∂yiκ

∂wj

=
∂yiκ

∂aij
·
∂aij

∂wj

,òî åñòü
∂yiκ

∂wj

= yiκ(Iκj − yij)xi. (37)Èñêîìûé ãðàäèåíò ∇wj
E(w1, . . . , wK) èìååò âèä

∇wj
E(w1, . . . , wK) = −

N
∑

i=1

K
∑

κ=1

tiκ
1

yiκ

∂yiκ

∂wj

= −

N
∑

i=1

K
∑

κ=1

tiκ
1

yiκ
yiκ(Iκj − yij)xi =

= −

N
∑

i=1

tijxi +

N
∑

i=1

yijxi

K
∑

κ=1

tiκ =

N
∑

i=1

(yij − tij)xi. (38)17



Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòà (38) è (37) äëÿ ïîäìàòðèöû Hκj ðàçìåðà n×n ãåññèàíà
H ïîëó÷àåì:
∇wκ

∇wj
E(w1, . . . , wK) = ∇wκ

(

N
∑

i=1

(yij − tij)xi

)

=

N
∑

i=1

xi∇wκ
yij =

N
∑

i=1

yij(Ijκ − yiκ)xx
T .(39)�åññèàí H åñòü ìàòðèöà ðàçìåðà nK × nK âèäà

H =







H11 · · · H1K... . . . ...
HK1 · · · HKK






.Åñëè áû H áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, òî äëÿ íàõîæäåíèÿîïòèìàëüíîãî âåêòîðà âåñîâ ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà-�à�ñîíà:

wt+1 = wt − αH−1∇E, α > 0. (40)Îäíàêî èç (39) ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû H ñóììà ðàâíà íóëþ, òî åñòüìàòðèöà H âûðîæäåíà è ìåòîä Íüþòîíà-�à�ñîíà íå ïðèìåíèì. Ïîýòîìó â ðàáîòåèñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.Íàéäÿ âåêòîðû w1, . . . , wK , ïî �îðìóëå (31), íàéäåì äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xiâåðîÿòíîñòè P (Cκ|xi). Êëàññ Cκ∗, ê êîòîðîìó áóäåò îòíåñåí îáúåêò xi íàéäåì èçóñëîâèÿ
κ∗ = argmax

κ=1, ...,K
P (Cκ|xi). (41)Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðå-ãðåññèè. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, îïèñàí-íûé âûøå, êëàññè�èöèðóåò îáúåêòû è ïîòîìó íå ïîäðàçóìåâàåò ñðàâíåíèÿ îáúåê-òîâ âíóòðè êëàññîâ (îáúåêòû èç ðàçíûõ êëàññîâ ñðàâíèìû, òàê êàê ìåòêè êëàññîâëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû). Ýòî âåäåò ê íåóñòîé÷èâîé è ÷àñòî íåïðàâèëüíîé êëàññè�è-êàöèè îáúåêòîâ, ó êîòîðûõ íåñêîëüêî êëàññîâ áëèçêè ê âûïîëíåíèþ (41). Ïîýòî-ìó äàëåå îòêàæåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ òîãî, ÷òî ŷi ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó ëèíåéíî-óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó Y , çàìåíèâ åãî íà òðåáîâàíèå ŷi ïðèíàäëåæèò îòðåç-êó [C1, CK ], ñ÷èòàÿ êàê è ðàíåå êëàññû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè. Ïîä çàïèñüþ

ŷi ∈ [C1, CK ] ïîíèìàåòñÿ, ÷òî êàæäîìó êëàññó Cκ ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñ-ëî Cκ, ïðè÷åì â ñèëó ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè C1 < C2 < . . . < CK . Òîãäà ðàñ-ñìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïåðåñòàåò áûòü çàäà÷åé êëàññè�èêàöèè, à ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åéðåãðåññèè íà îòðåçîê. Îäíàêî äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå ðàíååðåøåíèå çàäà÷è êëàññè�èêàöèè. Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè ìåòîê êëàññîââ êà÷åñòâå îöåíêè ŷi ðàññìîòðèì̂
yi =

K
∑

κ=1

CκP (Cκ|xi). (42)4.4 Ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëèÎïðåäåëåíèå. Ìíîãîóðîâíåâîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ íàáîð ðåãðåñ-ñèîííûõ ìîäåëåé fk, k = 1, . . . , K òàêîé, ÷òî ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà èíäåêñîâîáúåêòîâ I = ⊔K
k=1Ik äëÿ âñåõ îáúåêòîâ èç Ik èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü fk.18



Îïèøåì ïðàâèëî âûáîðà ìîäåëè íà îáó÷åíèè. Çàïèøåì ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè
fk

p(fk|xi, yi) =
p(fk,xi, yi)

p(xi, yi)
=

p(yi|fk,xi)p(fk,xi)

p(xi, yi)
.�àññìîòðèì äâå ìîäåëè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîäåëè f1 è f2 è îïðåäåëèì,êàêàÿ èç íèõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ îáúåêòà (xi, yi). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì îòíîøåíèåïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëåé

p(f1|xi, yi)

p(f2|xi, yi)
=

p(yi|f1,xi)

p(yi|f2,xi)

p(f1)

p(f2)
.Ìîäåëü f1 áóäåò ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì f2, åñëè

p(yi|f1,xi)

p(yi|f2,xi)
> 1 (43)è íàîáîðîò. Â ñëó÷àå K ìîäåëåé èìååì òîãäà ñëåäóþùåå ðåøàþùåå ïðàâèëî îòíåñå-íèÿ ê ìîäåëè

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
p(yi|fk,xi).Òðåáóåìîå ÷èñëî ìîäåëåé K áóäåì îïðåäåëÿòü òàê æå, êàê îïèñàíî âûøå äëÿ ñìåñèëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé.Ïðîöåäóðà âûáîðà ìîäåëè äëÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿ. Äëÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îñòîðîæíûé âûáîð ìîäåëè

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
min

u∈{0,1}
p(u|fk,xi),êîòîðûé â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ïðèíèìàåò âèä

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
{min(f(xTi wk), f(−xTi wk))}.Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå è ïîëó÷àåì ïðàâèëî îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿ êìîäåëè

k∗
i = arg max

k∈{1..K}
f(−|xTiwk|) = arg min

k∈{1..K}
f(|xTiwk|).Ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè ñèãìîèäíîé �óíêöèè ñâÿçè ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðà-æåíèå äëÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ êîíòðîëÿ ê ìîäåëÿì

k∗
i = arg min

k∈{1..K}
|xTiwk|. (44)Ôîðìóëà (44) �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ‖w‖ îáúåêò êîíòðîëÿ îò-íîñèòñÿ ê òîé ìîäåëè, ðàññòîÿíèå äî ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè êîòîðîé ìåíüøå(ñì.ðèñ. 1). 19
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�èñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ îòíåñåíèÿ îáúåêòà êîíòðîëÿ ê ìîäåëè.Ïðîáëåìû îïèñàííîãî ïîäõîäà è èõ óñòðàíåíèå. Ïðîáëåìîé îïèñàííîãî ïîä-õîäà, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ è íà ïðàêòèêå (ñì. ðèñ. 4) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåêòîð îòâåòîâ
y íà îáó÷åíèè èñïîëüçóåòñÿ íå òîëüêî äëÿ ïîäáîðà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðàçìåðíîñòè
n ≪ m, íî è äëÿ îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ ê ìîäåëÿì, òî åñòü ââîäèòñÿ åùå m áóëåâûõïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îïòèìèçèðóþòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå, îïðåäåëÿþùèõ îòíî-øåíèå îáúåêòà êàæäîãî îáúåêòà îáó÷àþùåé âûáîðêè ê îäíîé èç äâóõ ìîäåëåé. Èç-çàíàëè÷èÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ äâå ìîäåëè óæå èäåàëüíî ðàçäåëÿþò âûáîðêó.Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé îáó÷àþùåé âûáîðêè ïðè îïèñàííîì ìåòîäå âûáîðà ìîäåëèäëÿ îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîãîóðîâíåâàÿ ìîäåëü, ñîäåðæàùàÿ äâå ìîäåëè,èäåàëüíî ðàçäåëÿþùèå îáó÷àþùóþ âûáîðêó.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ìîäåëè, ó êîòîðûõ ðàçäåëÿ-þùèå ãèïåðïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, íî íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè â ñòîðîíó ïîëóïðîñòðàí-ñòâà, ãäå ëåæàò îáúåêòû êëàññà 1, ïðîòèâîïîëîæíû, òî åñòü w1 = w,w2 = −w. Òîãäàïðè âûáîðå äëÿ êàæäîãî îáúåêòà îáó÷åíèÿ (xi, yi) â ñîãëàñèè ñ (43) ìîäåëè, êîòîðîéýòîò îáúåêò îïèñûâàåòñÿ, áóäåò âûáðàíà ìîäåëü, êîòîðàÿ ïðàâèëüíî åãî êëàññè�è-öèðóåò, ïîñêîëüêó ìîäåëè f1 è f2 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû âåñîâ w2 = −w1,à ïîòîìó äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ðîâíî îäíà èç äâóõ ìîäåëåé êëàññè�èöèðóåò åãî ïðà-âèëüíî.Ïîñëå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ ïî ýòèì äâóì ìîäåëÿì äàëüíåéøåãî ïåðå-ðàñïðåäåëåíèÿ íå ïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðàâäîïîäîáèå ìíîãîóðîâ-íåâîé ìîäåëè ñ îøèáêàìè âûøå, ÷åì ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè áåç îøèáîê ÿâëÿåòñÿíåðåàëèçóåìîé, êàê ïîêàçûâàåò âû÷è
ëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò (ñì. ðèñ. 4).Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè èñïîëüçîâàòü òî æå ïðàâèëî (44)îòíåñåíèÿ îáúåêòîâ ê ìîäåëÿì, ÷òî è äëÿ êîíòðîëüíîé âûáîðêè. Ýòî ïðàâèëî íåèñïîëüçóåò èçâåñòíîãî âåêòîðà îòêëèêà íà îáó÷åíèè y, à ïîòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òîñóùåñòâåííîãî ïåðåîáó÷åíèÿ íå áóäåò. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåòýòî ïðåäïîëîæåíèå.5 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò5.1 Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõÑðàâíèì îïèñàííûå àëãîðèòìû ñìåñè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâóþìîäåëü ñ SVM è îäíîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. Â êà-÷åñòâå ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ (ñì.ðèñ. 3) ðàññìîòðèì âûáîðêó èç 2000 îáúåêòîâ20



w1

w2

�èñ. 2: Äâå ìîäåëè, èäåëüíî ðàçäåëÿþùèå ëþáóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó íà ïëîñêîñòè.ñ äâóìÿ ïðèçíàêàìè. Òûñÿ÷à èç ýòèõ îáúåêòîâ ñãåíåðèðîâàíà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
N ([−3, 0]T, diag(1, 1)), à åùå òûñÿ÷à èç ðàñïðåäåëåíèÿ N ([3, 0]T, diag(1, 1)). Èç ïåð-âîé òûñÿ÷è ê ïåðâîìó êëàññó áûëè îòíåñåíû îáúåêòû ñ ïîëîæèòåëüíûì âòîðûì ïðè-çíàêîì, à èç âòîðîé òûñÿ÷è � òå, ó êîòîðûõ ïåðâûé ïðèçíàê ïðåâûøàåò 3. Âî âñåéâûáîðêå ê êëàññó 1 îòíåñåíû 1010 îáúåêòîâ, à êëàññó 0 � 990 îáúåêòîâ.
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�èñ. 3: Ñèíòåòè÷åñêàÿ âûáîðêà.Ïðîèëëþñòðèðóåì îïèñàííûé ðàíåå òåîðåòè÷åñêè (ñì. òåîðåìó èç ðàçäåëà 4.4)ý��åêò äëÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî äâå ìîäåëè èäå-àëüíî ðàçäåëÿþò ëþáóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó, åñëè ïðè îòíåñåíèè îáó÷àþùèõ îáú-åêòîâ ê ìîäåëÿì èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð îòâåòîâ y. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ñ ïîìîùüþîïèñàííîãî àëãîðèòìà äâå ìîäåëè, ðàçäåëÿþùèå ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå. Â êà÷åñòâåîáó÷åíèÿ âîçüìåì 1000 ñëó÷àéíûõ îáúåêòîâ âûáîðêè. Ñèíòåòè÷åñêàÿ âûáîðêà è äâåïîñòðîåííûå ìîäåëè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 Â çàçîðå ìåæäó ðàçäåëÿþùèìè ïðÿìûìèìîäåëåé åñòü îáúåêòû òîëüêî êëàññà 0, à ïîòîìó ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â òî÷íîñòèñîîòâåòñòâóåò îïèñàííîìó òåîðåòè÷åñêè ðàíåå. Âñå îáúåêòû îáó÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ êòîé èç äâóõ ìîäåëåé, êîòîðàÿ èõ ïðàâèëüíî êëàññè�èöèðóåò. Òàê êàê äëÿ îáúåêòîâêîíòðîëÿ âåêòîð îòâåòîâ y íåèçâåñòåí, òî ïðèìåíåíèå îñòîðîæíîé ñòðàòåãèè âûáîðà21
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�èñ. 4: Èëëþñòðàöèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ äâóõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé.ìîäåëè ïðèâîäèò ê ÷àñòîé íåïðàâèëüíîé êëàññè�èêàöèè, òàê êàê ïîñòðîåííûå ìîäå-ëè ÷ðåçìåðíî ïîäîáðàíû ïîä îáó÷àþùèå äàííûå ñ ó÷åòîì èõ âåêòîðà îòâåòîâ. Äàëååèñïîëüçóåì ïðåäëîæåííóþ äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííîãî íåäîñòàòêà ìîäè�èêàöèþ ìå-òîäà ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, äîáàâèì òàêæå íîðìèðîâêó âåñîâ íà 1íà êàæäîì øàãå îïòèìèçàöèè â EM-àëãîðèòìå. Ïîñòðîåííûå ìîäåëè, ðàçäåëÿþùèåñèíòåòè÷åñêóþ âûáîðêó ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.
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�èñ. 5: Èëëþñòðàöèÿ óñòðàíåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ äâóõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé.Ïðèâåäåííûé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà âû-áîðà ìîäåëè íà îáó÷åíèè ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïåðåîáó÷åíèÿ. Çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëàêà÷åñòâà AUC íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå ïðè ýòîì ðàâíî 0.9696 è 0.9460 ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïðè K = 3 çíà÷åíèå AUC äîñòèãàåò 0.9771 è 0.9757 íà îáó÷åíèè è êîíòðîëåñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷èñëà ìîäåëåé óâåëè÷åíèÿ êà÷åñòâà íåïðîèñõîäèò, à èñõîäíûå äâå ìîäåëè çàìåíÿþòñÿ íà ìíîæåñòâî áîëåå ñëîæíûõ, ïðî-èñõîäèò ïåðåóñëîæíåíèå ìîäåëè. Ïðè ýòîì êà÷åñòâî áëèçêî ê çíà÷åíèþ äëÿ äâóõìîäåëåé (ñì.ðèñ. 6).Ïðèìåíèì íà òåõ æå äàííûõ ñìåñü ìîäåëåé è ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ AUC íàîáó÷åíèè è êîíòðîëå â òàáë. 2. Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâóþùåé êîëîíêå ÷åðåç òî÷êó ñ22
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(â) K = 5�èñ. 6: Êëàññè�èêàöèÿ âûáîðêè ñ ïîìîùüþ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ïðè ðàçíîì÷èñëå ìîäåëåéçàïÿòîé ñíà÷àëà ïðèâåäåíû äàííûå íà îáó÷åíèè, à çàòåì íà êîíòðîëå.Òàáëèöà 2: Ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé ïðè ðàçíîì ÷èñëå ìîäåëåé â ñìåñè ìîäåëåé.Êîëè÷åñòâî ìîäåëåé AUC2 0.8357; 0.83493 0.8687; 0.84005 0.9744; 0.9723Ìîäåëè, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ñìåñè ìîäåëåé îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî ïîñòðî-åíû ñ ïîìîùüþ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäè íèõ ìîæåò íå áûòüìîäåëåé, ðàçäåëÿþùèõ êàæäóþ èç êîìïîíåíò ñãåíåðèðîâàííîé âûáîðêè (ñì. ðèñ. 7).
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(â) K = 5�èñ. 7: Êëàññè�èêàöèÿ âûáîðêè ñ ïîìîùüþ ñìåñè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðè ðàçíîì÷èñëå ìîäåëåéÏðèâåäåì äàëåå ROC-êðèâûå äëÿ SVM, îäíîé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ñìåñè 2,3 è 5 ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à òàêæå 2 ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé (ñì. ðèñ. 8). Ñîîò-âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïëîùàäè ïîä ROC-êðèâîé AUC ïðèâåäåíû â òàáë. 3.Èç òàáë. 3 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîïîñòàâèìîãî êà÷åñòâà â ñìåñè ìîäå-ëåé òðåáóåòñÿ èõ áîëüøåå ÷èñëî, ÷åì â ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëÿõ.23
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Single logistic regression
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Mixture of 3 logistic models
Mixture of 5 logistic models
Two multilevel models�èñ. 8: AUC äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé.

Òàáëèöà 3: Ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé.Ìîäåëü AUClearn AUCtest1 ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü 0.7707 0.7346SVM 0.7512 0.7496Ñìåñü äâóõ ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé 0.8357 0.8349Ñìåñü òðåõ ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé 0.8687 0.84002 ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè 0.9696 0.9460Ñìåñü ïÿòè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé 0.9744 0.97233 ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè 0.9771 0.9757
24



5.2 Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïðè �èëüòðà-öèè âûáðîñîâÏðîèçâåäåì îòáîð âûáðîñîâ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî â ðàáîòå àëãîðèòìà, îñíîâàííîãîíà ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ (16) è (20). Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ�îðìóëû (16) è óïðîùåííîé �îðìóëû, íåèñïîëüçóþùåé êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöóîöåíîê ïàðàìåòðîâ (20). Äëÿ óêàçàííûõ öåëåé áóäåì èñïîëüçîâàòü òðè âûáîðêè ðå-àëüíûõ äàííûõ: äàííûå ïî çàáîëåâàíèÿì ñåðäöà (SAHD) [24℄, äàííûå ïî íåìåöêèìïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì [21℄ è äàííûå ïî âåíãåðñêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì.Ïîñëåäíèå â ñèëó èõ çàøóìëåííîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðèìå-íèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äëÿ îòäåëåíèÿ øóìîâîé êîìïîíåíòû äàííûõ.Ïðèâåäåì ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ñïåöè�è÷íîñòè îò íîìåðà îáúåêòà ïîñëå óïîðÿ-äî÷åíèÿ îáúåêòîâ ïî óáûâàíèþ ñïåöè�è÷íîñòè (ñì. ðèñ. 9). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñïåöè-�è÷íîñòü ìåíÿåòñÿ áåç ñêà÷êîâ è ëèøü íåáîëüøàÿ äîëÿ âûáîðêè îáëàäàåò âûñîêîéñïåöè�è÷íîñòüþ. �ðà�èêè ïðèâåäåíû äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ ñ çàìå-íîé Sp(xi) íà mSp(xi), ãäå m � ÷èñëî îáúåêòîâ, äëÿ ñïåöè�è÷íîñòè, ïîñ÷èòàííîé ïî�îðìóëå (16). Ïðèâåäåì äàëåå çàâèñèìîñòè ñïåöè�è÷íîñòåé äëÿ îáîèõ âûáîðîê îò
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(á) Äàííûå íåìåöêèõ ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ.�èñ. 9: Çàâèñèìîñòü ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ îò íîìåðà îáúåêòà.íîìåðà îáúåêòà áåç óïîðÿäî÷åíèÿ ïî âåëè÷èíå ñïåöè�è÷íîñòè äëÿ ñïåöè�è÷íîñòè,ïîñ÷èòàííîé ïî �îðìóëå (16) ñ ó÷åòîì êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê ïàðàìåòðîâ
H−1 è ïî �îðìóëå (20), íå èñïîëüçóþùåé ýòîé ìàòðèöû (ñì. ðèñ. 10). Â îáîèõ ñëó-÷àÿõ âèäû çàâèñèìîñòè ñïåöè�è÷íîñòè îò íîìåðà îáúåêòà äëÿ �îðìóë (16) è (20)ìàëî îòëè÷àþòñÿ, à ïîòîìó äëÿ ïðàêòèêè ïðèìåíèìà �îðìóëà (20), íå èñïîëüçóþùàÿïëîõî îáóñëîâëåííóþ ìàòðèöó H. Ïðèâåäåì äàëåå òàáëèöó èçìåíåíèÿ ïëîùàäè ïîäROC-êðèâîé, ñîñ÷èòàííîé ïî âñåé âûáîðêå ïðè óäàëåíèè íåáîëüøîé ÷àñòè îáúåêòîâ ñìàêñèìàëüíîé ñïåöè�è÷íîñòüþ, äëÿ äàííûõ ïî SAHD è íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèìêðåäèòàì.Äàííûå â òàáë. 4 äåìîíñòðèðóþò çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå êà÷åñòâà îäíîé ëîãè-ñòè÷åñêîé ìîäåëè ïî äàííûì â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî ýòî óâåëè÷åíèåâûçâàíî íå òîëüêî óìåíüøåíèåì îáúåêòîâ â ìîäåëè, íî è êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåìèõ ñîñòàâà, òî åñòü óäàëåíèåì âûáðîñîâ. Äëÿ ýòîãî íà äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáè-òåëüñêèì êðåäèòàì è íà äàííûõ ïî çàáîëåâàíèÿì ñåðäöà â Þæíîé À�ðèêå ïðîâåäåì25
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(ã) Äàííûå êðåäèòîâ. Ôîðìóëà (20).�èñ. 10: Çàâèñèìîñòü ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ îò íîìåðà îáúåêòà áåç óïîðÿäî÷åíèÿïî ñïåöè�è÷íîñòè.
Òàáëèöà 4: Èçìåíåíèå ïëîùàäè ïîä ROC-êðèâîé ïðè îòáîðå îáúåêòîâ.Äàííûå AUC äî îòáîðà AUC ïîñëå îòáîðà Êîëè÷åñòâî óäàëåííûõ îáúåêòîâSAHD 0.7948 0.8275 15 èç 462Êðåäèòû 0.8179 0.8779 50 èç 1000
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ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Áóäåì ñýìïëèðîâàòü ðàâíîâåðîÿòíî âûáîðêè èç 950 è 447ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ óêàçàííûõ äàííûõ. Ïî ïîëó÷åííîé âûáîðêå áóäåì èñ-êàòü íàèëó÷øóþ ìîäåëü è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé AUC è ïðîâåðÿòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òîïîëó÷åííîå óëó÷øåíèå ñëó÷àéíî. Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè áóäåì ðàññ÷èòû-âàòü ïî äîëå ñýìïëîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííîå AUC ïðåâûøàåò, ïîëó÷åííîå ïîñëåóäàëåíèÿ âûáðîñîâ. Îäíàêî òàêîå îïðåäåëåíèå äîñòèãàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè äà-åò çíà÷åíèå p = 0, òàê êàê äàæå ïðè êîëè÷åñòâå ñýìïëîâ N = 1000 íåò íè îäíîãîñýìïëà, êà÷åñòâà íà êîòîðîì áûëî áû áëèçêî ê êà÷åñòâó ó ïîñòðîåííîé ìîäåëè.Ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ïîñòðîåííîãî ýìïèðè÷å-ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëüíîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü êðèòåðèéØàïèðî-Óèëêà. �èñòðîãðàììû ýìïèðè÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ íîð-ìàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 11. Äàëåå ïðèâåäåì ñëåäóþùèå õàðàê-
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(á) Äàííûå êðåäèòîâ.�èñ. 11: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC è åãî íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿäàííûõ êðåäèòîâ è ñåðäå÷íûõ çàáîëåâàíèé.òåðèñòèêè ïîñòðîåííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî íîðìàëüíîé àïïðîêñè-ìàöèè äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì è äàííûì ïî ñåðäå÷íûìçàáîëåâàíèÿì (ñì. òàáë. 5):
• Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè â êðèòåðèè Øàïèðî-Óèëêà äëÿ ïðîâåðêèíîðìàëüíîñòè pSW ,
• Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ AUC m̂,
• Îöåíêà äèñïåðñèè äëÿ AUC σ̂2,
• Îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ AUC σ̂,
• Îòêëîíåíèå AUC ìîäåëè áåç âûáðîñîâ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, â ñòàí-äàðòíûõ îòêëîíåíèÿõ îòêëîíåíèÿõ, M =

AUC − m̂

σ̂
,27



• Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè p0 äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñëó÷àéíîñòè ïî-ëó÷åííîãî óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà.Òàáëèöà 5: Õàðàêòåðèñòèêè ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî íîðìàëüíîé àïïðîê-ñèìàöèè.
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Õàðàêòåðèñòèêè Äàííûå Íåìåöêèå êðåäèòû Ñåðäå÷íûå çàáîëåâàíèÿ
pSW 0.0317 0.2035
m̂ 0.8186 0.7951
σ̂2 1.17 ·10−5 1.63 ·10−5

σ̂ 0.00342 0.00404
M 17.33 7.39
p0 0 0Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû ïîëó÷àåì, ÷òî íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 ãèïîòåçàíîðìàëüíîñòè äëÿ äàííûõ ïî êðåäèòàì îòâåðãàåòñÿ, îäíàêî ïîñòðîåííûå îöåíêè òåìíå ìåíåå áóäåì èñïîëüçîâàòü. �èïîòåçà íîðìàëüíîñòè äëÿ äàííûõ ïî ñåðäå÷íûì çàáî-ëåâàíèÿì íå îòâåðãàåòñÿ. Äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïðè ïðîâåðêè ãèïîòåçûî ñëó÷àéíîñòè ïîëó÷åííîãî óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðàâåí 0 ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ, àïîòîìó ïîëó÷åííîå óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî. Â òàáëèöå äëÿ èëëþ-ñòðàöèè òàêæå ïðèâåäåíî îòêëîíåíèå â áîëüøóþ ñòîðîíó îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-íèÿ äëÿ êà÷åñòâà ìîäåëè ñ îòîáðàííûìè âûáðîñàìè â ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèÿõ. Òî,÷òî ýòè çíà÷åíèÿ î÷åíü âåëèêè, êàê ðàç è èëëþñòðèðóåò íåñëó÷àéíîñòü ïîëó÷åííîãîïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà.Ïðèâåäåì äàëåå ðåçóëüòàòû ïîäîáíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîãäà ïðîâîäèëîñü ðàçáè-åíèå íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ âûáîðêó âûáîðîê ïîëó÷åííûõ óäàëåíèåì çàäàííîãî÷èñëà îáúåêòîâ èç âñåé âûáîðêè (50 îáúåêòîâ äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáè-òåëüñêèì êðåäèòàì è 15 äëÿ äàííûõ ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì). Äëÿ äàííûõ ïîíåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì ðàçìåð îáó÷åíèÿ ðàâíÿëñÿ 690, äëÿ äàííûõ ïîñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì � 300 îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ãåíåðèðîâàëîñü 1000 ñýìïëîâ èäëÿ êàæäîãî ñýìïëà ïðîâîäèëîñü 50 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé îáúåêòîâ ñãåíåðèðîâàí-íîãî ñýìïëà íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü. Ïîëó÷åííûå AUC äëÿ êàæäîãî ñýìïëà óñðåä-íÿëèñü è ñíîâà ñòðîèëîñü ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå àïïðîêñèìèðîâàëîñüíîðìàëüíûì. Ïðèâåäåì óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ AUC íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå äëÿ êàæ-äîé èç âûáîðîê ïðè èñïîëüçîâàíèè �èëüòðàöèè âûáðîñîâ (ñì. òàáë. 6).Ïðèâåäåì ãèñòðîãðàììû ýìïèðè÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ íîðìàëü-íûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ îáó÷åíèÿ è êîíòðîëÿ (ñì. ðèñ. 12). Äàëåå óêàæåì, êàê èðàíåå, õàðàêòåðèñòèêè ïîñòðîåííûõ ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ íîðìàëüíûõàïïðîêñèìàöèé äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì è äàííûì ïîñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì (ñì. òàáë. 7). Ïðè ýòîì â êàæäîé ÿ÷åéêå çíà÷åíèÿ íà îáó-÷åíèè è êîíòðîëå óêàæåì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû ïîëó÷àåì, ÷òî íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05 ãèïîòåçàíîðìàëüíîñòè AUC äëÿ îáîèõ âûáîðîê äàííûõ íå îòâåðãàåòñÿ. Äîñòèãàåìûé óðîâåíüçíà÷èìîñòè ïðè ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ñëó÷àéíîñòè ïîëó÷åííîãî óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà28



Òàáëèöà 6: Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ AUC äëÿ âûáîðîê íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå ïîñëåîòáîðà âûáðîñîâ.
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Õàðàêòåðèñòèêè Äàííûå Íåìåöêèå êðåäèòû Ñåðäå÷íûå çàáîëåâàíèÿ
AUClearn 0.8819 0.8507
AUCtest 0.8308 0.8093
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(ã) Äàííûå ïî SAHD. Êîíòðîëü.�èñ. 12: Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå AUC íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå è åãî íîðìàëüíàÿàïïðîêñèìàöèÿ äëÿ äàííûõ êðåäèòîâ è ñåðäå÷íûõ çàáîëåâàíèé.29



Òàáëèöà 7: Õàðàêòåðèñòèêè ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé AUC è èõ íîðìàëüíûõ àï-ïðîêñèìàöèé íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå.
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Õàðàêòåðèñòèêè Äàííûå Íåìåöêèå êðåäèòû Ñåðäå÷íûå çàáîëåâàíèÿ
pSW 0.2655; 0.2364 0.2786; 0.7879
m̂ 0.8233; 0.7889 0.7994; 0.7722
σ̂2 1.75 ·10−5; 8.27 ·10−5 3.73 ·10−5; 1.26 ·10−4

σ̂ 0.0042; 0.0091 0.0061; 0.011
M 14.0; 6.8 5.15; 3.32
p0 0; 5.3 · 10−12 1.33 · 10−7; 4.55 · 10−4áëèçîê ê íóëþ, à ïîòîìó ïîëó÷åííîå óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìî.Â òàáëèöå äëÿ èëëþñòðàöèè òàêæå ïðèâåäåíî îòêëîíåíèå â áîëüøóþ ñòîðîíó îòìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ êà÷åñòâà ìîäåëè ñ îòîáðàííûìè âûáðîñàìè â ñòàí-äàðòíûõ îòêëîíåíèÿõ. Òî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ î÷åíü âåëèêè, êàê ðàç è èëëþñòðèðóåòíåñëó÷àéíîñòü ïîëó÷åííîãî ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà.Ïðèâåäåì çàâèñèìîñòü ñïåöè�è÷íîñòè îò íîìåðà äëÿ äàííûõ ïî âåíãåðñêèì ïî-òðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì, êîòîðûå îêàçàëèñü çàøóìëåíû. Äëÿ ðàñ÷åòà ïî ýòèì äàí-íûì ïîíàäîáèëàñü �îðìóëà (20), ïîñêîëüêó ìàòðèöà H îêàçàëàñü î÷åíü ïëîõî îáó-ñëîâëåííîé, ÷òî â ðàáî÷åì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿëàñü âûðîæäåííîé.
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�èñ. 13: Çàâèñèìîñòü ñïåöè�è÷íîñòè îáúåêòîâ îò íîìåðà îáúåêòà ïî äàííûì âåíãåð-ñêèõ ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ.
5.3 Òåñòèðîâàíèå ìóëüòèìîäåëüíîãî ïîäõîäà íà ðåàëüíûõäàííûõÏðèìåíèì ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè è ñìåñè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé íà äàííûõ ïîíåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì è äàííûõ ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì.30



�àññìîòðèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ê äàííûì ïî ñåð-äå÷íûì çàáîëåâàíèÿì. Åñëè íå ïðîèçâîäèòü íîðìèðîâêó âåêòîðîâ âåñîâ ìîäåëåé
wk, k = 1, . . . , K, òî ñðåäè ìîäåëåé âûäåëÿåòñÿ îäíà, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ âñå îáú-åêòû è êîíòðîëÿ, è îáó÷åíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáúåêò ïðè îñòîðîæíîì âûáîðåìîäåëè îòíîñèòñÿ ê òîé ìîäåëè, ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü êîòîðîé áëèæå ñ òî÷-íîñòüþ äî íîðìû âåêòîðà âåñîâ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè íîðìà ‖wk‖ ≫ ‖wj‖ ∀ j 6= k, òîâñå îáúåêòû áóäóò îòíåñåíû ê ìîäåëè ñ íîìåðîì k. Çíà÷èòåëüíîå æå ðàçëè÷èå â íîð-ìàõ âåñîâ ìîäåëåé ñâÿçàíî ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ ìàòðèöû H. Ïîýòîìó áóäåìíîðìèðîâàòü âåêòîðà âåñîâ íà îäíó è òó æå ïîñòîÿííóþ C â ñîîòâåòñòâèè ñ (45).

wk 7→
Cwk

max(C,
√

wT
kwk)

. (45)Çàâèñèìîñòü ïëîùàäè ïîä ROC-êðèâîé îò ÷èñëà ìîäåëåé íà îáó÷åíèè è êîí-òðîëå ïðèâåäåíà íà ðèñ. 14. �èñ. 14 a) ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíûì äàííûì, à ðèñ. 14b) � äàííûì ñ óäàëåííûìè âûáðîñàìè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷èòåëüíîãî óëó÷øåíèÿíà îáó÷åíèè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé íå íàáëþäàåòñÿ. Íàèñõîäíûõ äàííûõ íàáëþäàåòñÿ ðîñò AUC äëÿ òðåõ ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé ïî ñðàâ-íåíèþ ñ îäíîé íà 0.005. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåì è íà äàííûõ ïî íåìåöêèìïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì (ñì. ðèñ. 15).
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(á) Óäàëåíû âûáðîñû.�èñ. 14: Çàâèñèìîñòü AUC îò ÷èñëà ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé äëÿ äàííûõ SAHDÂîñïîëüçóåìñÿ ñìåñüþ ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ êëàññè�èêàöèè òåõ æå äàí-íûõ. Êàê è â ñëó÷àå ñ ìíîãîóðîâíåâûìè ìîäåëÿìè áóäåì íîðìèðîâàòü ïàðàìåòðûìîäåëåé íà êîíñòàíòó. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåííûì ïîøàãîâûì àëãîðèòìîìóâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ìîäåëåé. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ìîäå-ëåé 10. �åçóëüòàò íà äàííûõ ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì ñëåäóþùèé: âñå ïîñòðîåí-íûå ìîäåëè ñîâïàäàþò. Ýòîò âûâîä áûë ñäåëàí ïðè êîíñòàíòå íîðìèðîâêè C = 100,ïîñêîëüêó ïðè ìàêñèìàëüíîé íîðìå âåêòîðà âåñîâ 100, ìàêñèìàëüíîå îòëè÷èå â ïà-ðàìåòðàõ ìîäåëåé èìååò ïîðÿäîê 10−14. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ wTx ïîýòîìó äëÿ ýòèõìîäåëåé ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ, òàê êàê |xij | ≤ 1 ∀i, j. Îäíàêî óêàçàííûé âûâîä ìîæíîñäåëàòü è ñòàòèñòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíîé íîðìàëüíîñòüþ îöåíîê31
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(á) Óäàëåíû âûáðîñû.�èñ. 15: Çàâèñèìîñòü AUC îò ÷èñëà ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé äëÿ äàííûõ ïî íåìåö-êèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàìïàðàìåòðîâ, òî åñòü ŵ ∼ N(w0, Σ
−1), ãäå

Σ =

K
∑

k=1

Hkâ ñèëó âèäà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (25), à Hk îïðåäåëåíî �îðìóëîé (27). Òîãäàåñëè ŵ1, ŵ2 åñòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ îäíîé ìîäåëè, ïîëó÷èì
ŵ1 − ŵ2 ∼ N(0, 2Σ−1),îòêóäà

1

2
(ŵ1 − ŵ2)

T
Σ−1 (ŵ1 − ŵ2) ∼ χ2(n).Ïðè óâåëè÷åíèè êîíñòàíòû íîðìèðîâêè C äî 1000 ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííîîòëè÷íûìè äðóã îò äðóãà, íî êà÷åñòâî â òåðìèíàõ AUC ðàñòåò òîëüêî íà îáó÷åíèè.Íà êîíòðîëå ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå êà÷åñòâà (ñì. ðèñ. 16). Íà ðèñ. 16 a) ïðèâåäåíàçàâèñèìîñòü AUC íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå îò ÷èñëà ìîäåëåé äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ,à íà ðèñ. 16 b) òà æå çàâèñèìîñòü äëÿ äàííûõ ñ óäàëåííûìè âûáðîñàìè.Äëÿ äàííûõ ïî íåìåöêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì ïîñòðîåííûå ìîäåëè ïðè

C = 300 òîæå ïî÷òè ñîâïàäàþò (õîòÿ ïîðÿäîê ðàçëè÷èé â ïàðàìåòðàõ óæå 10−3). Ïðèäàëüíåéøåì ñèëüíîì óâåëè÷åíèè C ìåòîä IRLS ïåðåñòàåò ñõîäèòüñÿ. Ïîýòîìó äàëååïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ C = 300. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè C çíà÷èòåëüíîãî óëó÷øåíèÿêà÷åñòâà íå ïðîèñõîäèò, êàê è åãî óõóäøåíèÿ (ñì. ðèñ. 17). Òàêèå æå ðåçóëüòàòûèìåþò ìåñòî è ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ C.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûå äàííûåíå îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ èëè áîëåå ìîäåëÿìè. Ýòî êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò âèä ïðîåê-öèè äàííûõ íà äâå ïåðâûå ãëàâíûå êîìïîíåíòû (ñì. ðèñ. 18).Ñèíèì íà ðèñ. 18 îáîçíà÷åíû òî÷êè êëàññà 1, à êðàñíûì � êëàññà 0.32
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(á) Óäàëåíû âûáðîñû.�èñ. 17: Çàâèñèìîñòü AUC îò ÷èñëà ìîäåëåé â ñìåñè äëÿ äàííûõ íåìåöêèì ïîòðåáè-òåëüñêèì êðåäèòàì.
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(ã) Äàííûå ïî ñåðäå÷íûì çàáîëåâàíèÿì. Îòîáðà-íû âûáðîñû.�èñ. 18: Äâå ïåðâûå ãëàâíûå êîìïîíåíòû äàííûõ.
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5.4 �åçóëüòàòû îòáîðà ïðèçíàêîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîéìîäè�èêàöèè ìåòîäà ÁåëñëèÏðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó ïðåäëîæåííîé ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè íà äàííûõâåíãåðñêèõ ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ è äàííûõ íåìåöêèõ ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäè-òîâ. Äëÿ âûáîðêè íåìåöêèõ ïîòðåáèòåëüñêèõ êðåäèòîâ âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåííûìâ ðàáîòå ïîøàãîâûì àëãîðèòìîì îòáîðà ïðèçíàêîâ, â ýòàïå óäàëåíèÿ êîòîðîãî è èñ-ïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Áåëñëè. Çàâèñèìîñòü îòðèöàòåëüíî-ãî ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ îò íîìåðà øàãà àëãîðèòìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 19. Ïðèýòîì â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà Z1, îïðåäåëÿþùåãî ìîìåíòîñòàíîâêè íà ýòàïå äîáàâëåíèÿ ïðèçíàêîâ, áûëî âçÿòî çíà÷åíèå -0.5. Ýòàï óäàëåíèÿïðèçíàêîâ ïðîäîëæàëñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëó÷åííîå óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ − logL íåïðåâûñèò ïîëîâèíó åãî óìåíüøåíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå.
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�èñ. 19: Çàâèñèìîñòü − logL îò íîìåðà øàãà â àëãîðèòìå îòáîðà ïðèçíàêîâ.Èç ðèñ. 19 çàêëþ÷àåì, ÷òî ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Áåëñëè íå ïðèãîäíà äëÿ ïðèìå-íåíèÿ â êà÷åñòâà ñòðàòåãèè óäàëåíèÿ ïðèçíàêîâ â àëãîðèòìå îòáîðà ïðèçíàêîâ òèïàAdd-Del. Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Áåëñëè ïîçâîëÿ-åò ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü, ÷òî â òåðìèíàõ çàäà÷è îçíà÷àåò ñíèçèòü ÷èñëî îáóñëîâ-ëåííîñòè ìàòðèöû H, îáðàòíàÿ ê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàòðèöû êîâàðèàöèéïàðàìåòðîâ ìîäåëè è èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå IRLS, ñõîäèìîñòü â êîòîðîì ïðè ïëîõîéîáóñëîâëåííîñòè ýòîé ìàòðèöû ìîæåò íå íàáëþäàòüñÿ èëè çàâèñåòü îò íà÷àëüíîéòî÷êè. Ïðèìåíèì ïðåäëîæåííóþ ìîäè�èêàöèþ ìåòîäà Áåëñëè äëÿ óäàëåíèÿ êîð-ðåëèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ èç äàííûõ ïî âåíãåðñêèì ïîòðåáèòåëüñêèì êðåäèòàì. Íàðèñ. 20 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû H è çíà÷åíèÿ îòðè-öàòåëüíîãî ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ − logL îò êîëè÷åñòâà óäàëåííûõ ñ ïîìîùüþìîäè�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè ïðèçíàêîâ. Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî ïðèçíàêîâ äî óäàëå-íèÿ ðàâíî 90.Èç ðèñ. 20 çàêëþ÷àåì, ÷òî óäàëåíèå 10 ïðèçíàêîâ ìàëî èçìåíÿåò ïðàâäîïîäîáèåìîäåëè, òî åñòü ñëàáî óìåíüøàåò êà÷åñòâî, íî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñíèæàåòñÿ â10 ðàç. Ýòî è ãîâîðèò î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Áåëñëè äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòèìîäåëè. 35



20 40 60 80

200

400

600

800

1000

1200

Number of steps

λ
m

a
x
/λ

m
i
n

(à) ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè η ìàòðèöû H

20 40 60 80

1150

1200

1250

1300

Number of steps

−
lo

g
L

(á) − logL�èñ. 20: Çàâèñèìîñòü ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè η ìàòðèöû H è − logL îò êîëè÷åñòâàóäàëåííûõ ïðèçíàêîâ.5.5 �åçóëüòàòû íà ðåàëüíûõ äàííûõ ßíäåêñà�åàëüíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûáîðêó îáúåìîì 97290 îáúåêòîâ, êîòîðûåîòíîñÿòñÿ ê ïÿòè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì êëàññàì {0, 1, 2, 3, 4}. Îáúåêòû ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé âûäà÷è ßíäåêñà íà ïîèñêîâûå çàïðîñû. Âñå ïðèçíàêè íîðìèðîâàíû íàîòðåçîê [0, 1], íîìåðà êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò ðåëåâàíòíîñòè ïîëó÷åííîé âûäà÷è ñî-îòâåòñòâóþùåìó çàïðîñó. Îáùåå ÷èñëî ïðèçíàêîâ�245.Êðàòêî îïèøåì �óíêöèîíàë êà÷åñòâà, èñïîëüçóåìûé ßíäåêñîì äëÿ îöåíêè êà÷å-ñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàíæèðîâàíèÿ äîêóìåíòîâ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé çàïðîñ
qj ∈ Q, ãäå Q � ìíîæåñòâî âñåõ çàïðîñîâ, è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó äîêóìåíòû è îöåíêèèõ ðåëåâàíòíîñòè Ωj = {xi, ŷi}, i ∈ Ij . Çäåñü Ij çàäàåò íàáîð èíäåêñîâ äîêóìåíòîâ,ñîîòâåòñòâóþùèõ çàïðîñó qj . Äëÿ êàæäîãî qj îòñîðòèðóåì äîêóìåíòû âíóòðè Ωj ïîóáûâàíèþ èõ îöåíîê ðåëåâàíòíîñòè y, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî Ω∗

j . Ïðè ýòîì äîêóìåíòû
xi, xj ñ îäèíàêîâûìè îöåíêàìè ðåëåâàíòíîñòè ŷi = ŷj ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå óáû-âàíèÿ èõ ðåàëüíûõ ðåëåâàíòíîñòåé yi è yj. Îáîçíà÷èì ind(xi) �íîìåð äîêóìåíòà xi â
I. Â êà÷åñòâå �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü DCG (àíãë. Dis
ountedCumulative Gain), óñðåäíåííûé ïî çàïðîñàì:

Q2(ŷ) =
1

|Q|

|Q|
∑

j=1

DCGj , (46)ãäå
DCGj =

|Ωj |
∑

i=1

yind(xi)

log2 i+ 1
. (47)Ïîäãîòîâêà äàííûõ. Îñîáåííîñòüþ ïðåäñòàâëåííîé âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ ìàëîå÷èñëî îáúåêòîâ êëàññîâ 3 è 4, ìåíåå 3% îáúåêòîâ êàæäîãî èç êëàññîâ è íàëè÷èå ïî÷òè36



ïîñòîÿííûõ ïðèçíàêîâ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòî-äîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò [30℄. Â äàííîé ðàáîòå áûëè âçÿòû 63 ãëàâíûõ êîìïîíåíòûèç óñëîâèÿ λ

λmax

> β = 3 ·10−3, ãäå λmax � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû
XTX, à λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññìàòðèâàåìîé ãëàâíîé êîìïîíåí-òå. Êðîìå òîãî, ñ ó÷åòîì ìàëîãî ÷èñëà îáúåêòîâ êëàññîâ 3 è 4 îáó÷àþùàÿ âûáîðêàáûëà äîïîëíèòåëüíî ñáàëàíñèðîâàíà è ñîäåðæàëà ïðèìåðíî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâîîáúåêòîâ èç êàæäîãî êëàññà.Ñðàâíåíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è SVM. Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ �óíêöèî-íàëà Q2 ïðè êëàññè�èêàöèè îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ ìíîãîêëàññîâîé ëîãèñòè÷åñêîé ðå-ãðåññèè è ñ ïîìîùüþ áàçîâîãî àëãîðèòìà SVM (ñì. òàáë. 8). Àëãîðèòì ëîãèñòè÷åñêîéÒàáëèöà 8: Ñðàâíåíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è áàçîâîãî àëãîðèòìà SVM .Àëãîðèòì Çíà÷åíèå Q2SVM 3.520Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ 3.639ðåãðåññèè îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì â òåðìèíàõ �óíêöèîíàëà Q2 (46).Äàëåå ïî îòîáðàííûì íàáîðàì ïðèçíàêîâ ðåøàëàñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåêòîðîââåñîâ w1, . . . , wK â ñîîòâåòñòâèè ñ (33). Çàòåì ïðèìåíÿëàñü ïðåäëîæåííàÿ ìîäè�è-êàöèÿ àëãîðèòìà ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. �åçóëüòàòû â òåðìèíàõ Q2 (46) ïðèâåäåíûâ òàáë. 9. Â íåé Q2 îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå Q2 äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè áåç ïðåäëîæåí-íîé ìîäè�èêàöèè, à Q̂2 � ñ ìîäè�èêàöèåé. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå Q2 4.058 ïðåâîñõîäèòbaseline, ïðåäëîæåííûé ßíäåêñîì [23℄. Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ïåðåñïåêòèâíîñòèïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ äîêóìåíòîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ êà÷åñòâà ññóùåñòâóþùèìè àëãîðèòìàìè áûë èñïîëüçîâàí ïàêåò SVM light â ðåæèìå ïîñòðîåíèÿðåãðåññèè. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà DCG ðàâíî 4.234 ïðè îáó÷å-íèè ïî âñåé îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ýòî íà 4.5% âûøå, ÷åì ïîëó÷åíî ïðåäëîæåííûìàëãîðèòìîì, ïîòîìó ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì åùå, âèäèìî, ìîæíî óëó÷øàòü.Òàáëèöà 9: Ñðàâíåíèå êà÷åñòâà Q2 äëÿ äâóõ àëãîðèòìîâ îòáîðà ïðèçíàêîâ.Àëãîðèòì îòáîðà ×èñëî ïðèçíàêîâ Q2 Q̂2Ïîøàãîâûé 12 3.612 4.028�åíåòè÷åñêèé 18 3.639 4.058

6 Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåí àëãîðèòì îòáîðà îáúåêòîâ è ïðèçíàêîâ. Îòáîð ïðèçíàêîâ îñíîâàí íàïðåäëîæåííîé ìîäè�èêàöèè ìåòîäà Áåëñëè îòáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé37
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