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Цель

Цель: Предложить метод оценки объема выборки на основе
близости между эмпирическими распределениями побвыборок
для получения оптимального качества классификации при
выборе между порождающим и разделяющим подходами.

1 Определение достаточного объема выборки. Оценка
объема выборки на основе расстояния Кульбака-Лейблера

2 Свойства расстояния Кульбака-Лейблера
3 Задача классификации: разделяющий и порождающий

подходы
4 Оценка объема выборки при выборе между подходами
5 Основные результаты
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Изменение эмпирических распределений при недостаточном
объеме выборки
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a. Изменение положения разделяющей гиперплоскости
xTw + c = 0 при добавлении двух объектов в выборку.

b. Эмпирические плотности распределения p̂1 и p̂2,
оцененные на различных подвыборках.

Будем называть объем выборки m∗ из распределени P
достатоточным, если все выборки X1, X2 объема m > m∗ из P
близки согласно некоторой функции расстояния D(P̂1, P̂2)
между эмпирическими распределениями, оцененными на этих
выборках.

А.П.Мотренко Оценка объема выборки 3 / 20



Сравнение гистограмм

Рассмотрим выборку X объема m и разбиение области
значений X на N промежутков [ai , ai+1]. Набор оценок

P̂m(ai < x ≤ ai+1) =
ni
m

= p̂i , i = 1, . . . ,N

вероятности pi = P(ai < x ≤ ai+1) будем называть
гистограммой P̂m.
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Способы сравнения эмпирических распределений

Расстояние Кулльбака-Лейблера между распределениями Q иP

DKL(Q||P) =
∑

P · f
(
Q

P

)
, где f (t) = t ln t.

Свойства:
1 Расстояние DKL(Q,P) определено на всех парах

распределений с одним носителем.
2 Значение DKL(Q,P) минимально при P = Q.
3 Пусть Pm — гистограмма, построенная по выборке из

распределения P . При m→∞ имеет место

2m · DKL(P̂m||P)→ χ2
N .
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Theorem (Мотренко, 2014)

Случайная величина 2m · DKL(P||P̂m)→ χ2
N по распределению

при m→∞.

DKL(P||P̂m) ∼ 1

2m

N∑
i=1

(ni −mpi )
2

ni
.

Пусть Gm(x) — ф-ия распределения величины
∑N

i=1
(ni−mpi )

2

mpi
,

Fm(x) — случайной величины
∑N

i=1
(ni−mpi )

2

ni
. Нужно показать,

что |Fm(x)− Fχ2
N−1
| < ε. Так как

|Fm(x)− Fχ2
N−1
| < |Fm(x)− Gm(x)|+ |Gm(x)− Fχ2

N−1
|,

достаточно показать, что |Fm(x)− Gm(x)| < ε/2.
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Схема доказательства

Покажем, что ∀ε > 0 ∃m0 : при всех m > m0 выполняется

P

(∣∣∣∣(ni −mpi )
2

ni
− (ni −mpi )

2

mpi

∣∣∣∣ ≤ ε

N

)
> 1− ε.

Согласно ЦПТ, ni−mpi
pi (1−pi )

√
m
→ N (0, 1), причем

P

(∣∣∣∣ ni −mpi
pi (1− pi )

√
m

∣∣∣∣ < C

)
≥ 2Φ(C )− 1− 2A√

m
.

Пусть ∀i выполнено 1− p < pi < p. Тогда c вероятнотью
Pm(ε) ≥ 2Φ(Cm,ε)− 1− 2A√

m
при m > [4C 2(1− p)2]∣∣∣∣(ni −mpi )

2

ni
− (ni −mpi )

2

mpi

∣∣∣∣ =
|ni −mpi |3

mnipi
≤ C 3(1− p)3p√

m
<

ε

N
.

Выберем

Cm,ε =
ε1/3m1/6

(1− pi )(2piN)1/3
, Pm(ε) = 2Φ(Cε)− 1− 2A√

m
.
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Следствия

Следствие 1: 2m · DKL(P̂m||P̂ ′m) ≤ χ2
2N в пределе при m→∞.

Следует из неравенства треугольника

DKL(P̂m||P̂ ′m) ≤ DKL(P̂m||P) + DKL(P||P̂ ′m).

Следствие 2: Пусть объем выборок X , X ′ растет таким
образом, что m/l → ρ, 0 < ρ <∞. Тогда

2
ml

m + l
· DKL(P̂m||P̂l) ≤ χ2

2N

в пределе при m, l →∞.
Доказательство. При выполнении условия
m/l → ρ, 0 < ρ <∞, имеем

l

m + l
→ 1

1 + ρ
,

m

m + l
→ ρ

1 + ρ

и
2ml

m + l
DKL(P̂m||P̂l) ≤

l

m + l
2mDKL(P̂m||Q)+

m

m + l
2lDKL(Q||P̂l)→ χ2

2N .
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Критерий близости распределений

Используем статистику tm,l = 2ml
m+lDKL(P̂m||P̂l) для проверки

гипотезы

H0 : P(x) = P ′(x) при альтернативе H1 : P(x) 6= P ′(x).

Так как критическая область

U(α) = {t : t̄1−α > t или t > t̄α}, где P(t > t̄α|H0) = α,

невычислима, предлагается использовать ее приближение

Uχ2
(α) = {t : t̄χ

2

1−α > t или t > t̄χ
2

α }, где P(t > t̄χ
2

α |t ∼ χ2
2N) = α.

Из следствия 2 (tm,l ≤ χ2
2N при m, l →∞) получаем

t̄1−α < t̄χ
2

1−α, t̄α < t̄χ
2

α .
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Исследование взаимного положения U и Uχ2

1. t̄χ
2

1−α < tm,l < t̄α, тогда tm,l 6∈ U, и tm,l 6∈ Uχ2
.

2. t̄1−α < tm,l < t̄χ
2

1−α, тогда tm,l 6∈ U, но tm,l ∈ Uχ2
. Зазор

между t̄1−α и t̄χ
2

1−α повышает вероятность ошибки второго рода.
При переходе к одностороннему критерию

U1(α) = {t : t > t̄α}, Uχ2

1 (α) = {t : t > t̄χ
2

α },

имеем tm,l ∈ Uχ2

1 ⇒ tm,l ∈ U1.
3. t̄α < tm,l < t̄χ

2

α , тогда tm,l 6∈ Uχ2
, но tm,l ∈ U. Зазор между t̄α

и t̄χ
2

α повышает вероятность ошибки первого рода.

−2 −1 0 1 2
0

5

10

Observed variables
−2 −1 0 1 2

0

10

20

30

Observed variables
50 80 110 140 170 200

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

Sample size

C
o
n
fi
d
e
n
c
e
in
te
rv
a
l,
α
=

0
,
1

 

 

t
m

/2m

tχ
2

α /2m

tχ
2

1−α/2m

tα/2m

t
1−α/2m

А.П.Мотренко Оценка объема выборки 11 / 20



Состоятельность критерия

Theorem (Мотренко, 2014)
Критерий состоятелен:

lim
m→∞

P(tm ∈ U|H1) = 1.

Пусть P 6= P ′, тогда найдется x∗ ∈ R : P(x∗) 6= P ′(x∗). Тогда
найдется {a1, . . . , aN−1}, что для некоторого i

P(ai < x ≤ ai+1) = pi 6= p′i = P ′(ai < x ≤ ai+1).

При больших m с P > (2Φ(C1)− 1)(2Φ(C2)− 1) выполнено

|ni −mpi | < C1

√
m, |n′i −mp′i | < C2

√
m.

Для любого ε > 0 выберем
C1 = C2 = Cε : P > (2Φ(Cε)− 1)2 > 1− ε. Тогда

(ni − n′i )
2

ni
> m

(pi − p′i )
2

pi
+ O(

√
m) > Cm.

Следовательно, для ∀α ∈ (0, 1) P(tm > t̄α)→ 1 при m→∞.
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Пример применения критерия к различным парам
распределений
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Уровень значимости критерия

Зависимость фактического уровня значимости от объема
выборки различных уровнях значимости критерия χ2

2N .
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Задача классификации

Дана выборка D = {(xi , yi )}, i = 1, . . . ,m
yi ∈ {0, 1}, xi ∈ Rn.
Kлассификатор:

a(x) = [wTx + c > 0] ∈ {0, 1}.

Оптимизация параметров разделяющего

{wD, cD} = argmax
{wD,cD}∈Rn+1

LD(wD, cD), где LD = ln
m∏
i=1

p(yi |xi ).

и порождающего классификаторов:

{wG, cG} = argmax
{wG,cG}∈Rn+1

LG(wG, cG), где LG = ln LD(wG, cG)+ln
m∏
i=1

p(xi ).

Вероятность ε(aD) ошибки классификатора вида a(x):

ε(a) = P · P(wTx + c ≥ 0|y = 0) + (1− P)P(wTx + c < 0|y = 1).
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Об ошибке разделяющего и порождающего классификаторов в
предельных случаях

LG = ln LD(wG, cG) + ln
m∏
i=1

p(xi ).

Учитывая вид оптимизируемых функционалов LD, LG, имеем:
m∏
i=1

pD(yi |xi) >
m∏
i=1

pG(yi |xi ),

и при m→∞ с достаточно большой вероятностью

wT
Dx + cD < wT

Gx + cG для y = 1,

wT
Dx + cD > wT

Gx + cG для y = 0.

Следовательно, при m→∞ имеем εD < εG.
Пусть m = 1,D = {(x, 1)}. Тогда
wD = argmax LD = wTx + c →∞. С другой стороны, слагаемое
ln
∏m

i=1 p(xi ) в определении функционала LG выступает в роли
регуляризатора, поэтому при m ≈ 1 имеем εG < εD.
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Сравнение εD(m) и εG(m) на синтетических данных

В качестве приближения вероятности ошибки ε рассмотрим
частоту ошибки каждого классификатора a на выборке D:

ε̂m(a) =
1

m

m∑
i=1

[a(xi ) 6= yi ].
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Красный — логистическая регрессия, синий — наивный Байес.
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Сравнение εD(m) и εG(m) на синтетических данных
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Зависимость объема выборки, при котором происходит
пересечение кривых εD(m) и εG(m) от дисперсии σ2 для
синтетических данных с фиксированными µ1 = 1, µ0 = 0.
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Оценка объема выборки
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Результаты

• Получены предельные оценки сверху распределения расстояния
Кульбака-Лейблера между гистограммами из одного распределения.

• Предложен способ оценки достаточности объема выборки на основе
расстояния Кульбака-Лейблера.

• Продемонстрирована возможность использования предложенного
метода оценки объема выборки для выбора между порождающим и
разделяющим подходами к классификации.
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