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Ââåäåíèå

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ �

êâàäðàòè÷íàÿ åâêëèäîâà NP-òðóäíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à
ðàçáèåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ �

îáîñíîâàíèå òî÷íîãî ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ
ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ýòîé çàäà÷è (êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ôèêñèðîâàíà).

Îáëàñòè ïðèëîæåíèé:

àíàëèç äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ.
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Ââåäåíèå

Îäíîé èç ñàìûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ ÿâëÿåòñÿ

Çàäà÷à MSSC (Minimum Sum-of-Squares Clustering) [Fisher, 1958]

Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq.
Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà
(êëàñòåðû) C1, . . . , CJ òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

∑
y∈Cj

‖y − y(Cj)‖2 → min,

ãäå y(Cj) = 1
|Cj |

∑
y∈Cj

y , j = 1, . . . , J, � öåíòð j-ãî êëàñòåðà.

Ýòà çàäà÷à òàêæå èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì k-Means [Edwars,
Cavalli-Sfarza, 1965].
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Ââåäåíèå

Ê ÷èñëó ñëàáîèçó÷åííûõ îòíîñèòñÿ çàäà÷à

Çàäà÷à J-MSSC-F
(Minimum Sum-of-Squares Clustering for the case of Fixed cardinalities
and one cluster with known center)

Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq, íàòóðàëüíûå
÷èñëà M1, . . . ,MJ .
Íàéòè: íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà C1, . . . , CJ ⊆ Y òàêèå, ÷òî

J∑
j=1

∑
y∈Cj

‖y − y(Cj)‖2 +
∑

y∈Y\(C1∪...∪CJ )

‖y‖2 → min,

ãäå y(Cj) = 1
|Cj |

∑
y∈Cj

y , j = 1, . . . , J, � öåíòð j-ãî êëàñòåðà, ïðè

óñëîâèè |Cj | = Mj , j = 1, . . . , J.
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Ââåäåíèå

Ïðèìåð 1

1000 ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê 4-õ îáúåêòîâ,
èçîáðàæ¼ííûå íà ïëîñêîñòè.
Êàæäûé îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â àêòèâíîì è ïàññèâíîì
ñîñòîÿíèè.
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è
J-MSSC-F ïðè J = 1.

Çàäà÷à 1-MSSC-F

Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòóðàëüíîå
÷èñëî M.
Íàéòè: ïîäìíîæåñòâî C ⊆ Y ìîùíîñòè M òàêîå, ÷òî

S(C) =
∑
y∈C
‖y − y(C)‖2 +

∑
y∈Y\C

‖y‖2 → min,

ãäå y(C) = 1
|C|
∑
y∈C

y � ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ïîäìíîæåñòâà C.
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Ñîäåðæàòåëüíàÿ òðàêòîâêà

Ïðèìåð 2

1000 ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, èçîáðàæ¼ííûå
íà ïëîñêîñòè.
100 ðàç áûëè èçìåðåíû õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà â àêòèâíîì
ñîñòîÿíèè è 900 ðàç � â ïàññèâíîì.

Alexander Kel'manov, Vladimir Khandeev An exact pseudopolynomial algorithm 7 / 22



Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

Çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå (Êåëüìàíîâ À. Â.,
Ïÿòêèí À. Â. 2008).

Ïðåäëîæåíû:

2-ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(qN2)
(Äîëãóøåâ À. Â., Êåëüìàíîâ À. Â. 2011),
ñõåìà PTAS, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîé O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε),
ãäå ε � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü (Äîëãóøåâ À. Â.,
Êåëüìàíîâ À. Â., Øåíìàéåð Â. Â. 2012),
ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ
óñòàíîâëåííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε è γ
íàõîäèòü (1 + ε)-ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1-γ çà
âðåìÿ O(qN) (Êåëüìàíîâ À. Â., Õàíäååâ Â.È. 2013).
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(q2N2q),
ïîëèíîìèàëüíîå â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà
ôèêñèðîâàíà.

2. Ïîñòðîåí òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ öåëî÷èñëåííû, à ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà; âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü
âåëè÷èíà O(N(MD)q); çäåñü D � ìàêñèìàëüíîå àáñîëþòíîå
çíà÷åíèå êîîðäèíàò âåêòîðîâ âõîäíîãî ìíîæåñòâà; àëãîðèòì
ýôôåêòèâíåå èçâåñòíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ïðè

MD < N2− 1
q .
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1. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïðè

ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà

Óòâåðæäåíèå

Çàäà÷à 1-MSSC-F ðàçðåøèìà çà âðåìÿ O(q2N2q), ïîëèíîìèàëüíîå
ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè q ïðîñòðàíñòâà.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

S(C) =
∑
y∈Y
‖y‖2 − 1

|C|

∥∥∥∥∑
y∈C

y

∥∥∥∥2 (1)

è ðåçóëüòàòîâ Ãèìàäè Ý. Õ., Ïÿòêèíà À. Â., Ðûêîâà È. À. (2008),
óñòàíàâëèâàþùèõ ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü ïðè
ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè
âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (1).
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Ïîëîæèì
G (B, b) =

∑
y∈B
‖y − b‖2 +

∑
y∈Y\B

‖y‖2, (2)

ãäå B ⊆ Y, |B| = M, b ∈ Rq.

Ëåììà

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ïîäìíîæåñòâå B ⊆ Y ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëà (2) äîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì y(B) = 1
M

∑
y∈B

y è ðàâåí

S(B).
Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå b ∈ Rq ìèíèìóì

ôóíêöèîíàëà (2) äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì èç M
âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Y, èìåþùèõ íàèáîëüøèå ïðîåêöèè íà

âåêòîð b.
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Ïóñòü âåêòîðû èç ìíîæåñòâà Y èìååþò öåëî÷èñëåííûå êîìïîíåíòû.

Ïîëîæèì
D = max

y∈Y
max

j∈{1,...,q}
|(y)j |

è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

D = {d | d ∈ Rq, (d)j =
1

M
(v)j ,

(v)j ∈ Z, |(v)j | ≤ MD, j = 1, . . . , q}. (3)
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Çàìå÷àíèå 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî öåíòð y(C) = 1
M

∑
y∈C

y ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà C ⊆ Y ìîùíîñòè M ëåæèò âî ìíîæåñòâå D.
Ñëåäîâàòåëüíî, è öåíòð îïòèìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ëåæèò â ýòîì
æå ìíîæåñòâå.

Çàìå÷àíèå 2.

|D| = (2MD + 1)q.
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Àëãîðèòì A
Âõîä àëãîðèòìà: ìíîæåñòâî Y, íàòóðàëüíîå ÷èñëî M.

Øàã 1. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà b ∈ D ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B(b),
ñîñòîÿùåå èç M âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Y, èìåþùèõ íàèáîëüøèå
ïðîåêöèè íà âåêòîð b. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå G (B(b), b).

Øàã 2. Íàéä¼ì âåêòîð bA = arg min
b∈D

G (B(b), b) è ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó ïîäìíîæåñòâî B(bA). Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è âîçüì¼ì
ïîäìíîæåñòâî CA = B(bA). Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, òî âûáåðåì
ëþáîå èç íèõ.

Âûõîä àëãîðèòìà: ìíîæåñòâî CA.
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Òåîðåìà

Ïóñòü â óñëîâèÿõ çàäà÷è 1-MSSC-F âåêòîðû èç ìíîæåñòâà Y èìååþò

öåëî÷èñëåííûå êîìïîíåíòû èç èíòåðâàëà [−D,D]. Òîãäà àëãîðèòì A
íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1-MSSC-F çà âðåìÿ

O(qN(2MD + 1)q).
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ïî îïðåäåëåíèþ øàãà 2 àëãîðèòìà èìååì

G (CA, bA) ≤ G (B(y∗), y∗), (4)

ãäå y∗ = 1
M

∑
y∈C∗

y � öåíòð îïòèìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà C∗.

Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò îöåíêà

S(CA) ≤ G (CA, bA), (5)

à èç âòîðîãî � ðàâåíñòâî

G (B(y∗), y∗) = S(C∗). (6)

Îáúåäèíÿÿ (4) � (6), ïîëó÷àåì îöåíêó

S(CA) ≤ S(C∗).
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ìíîæåñòâî CA ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì
ðåøåíèåì çàäà÷è 1-MSSC-F, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

S(C∗) ≤ S(CA),

÷òî óñòàíàâëèâàåò ðàâåíñòâî çíà÷åíèé S(C∗) è S(CA).
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû

Îöåíèì âðåìåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.

Øàã 1. Äëÿ êàæäîãî èç (2MD + 1)q âåêòîðîâ ìíîæåñòâà D:
âû÷èñëåíèå ïðîåêöèé íà ýòîò âåêòîð � O(qN) îïåðàöèé;
âûáîð M âåêòîðîâ, èìåþùèõ íàèáîëüøèå ïðîåêöèè � O(N)
îïåðàöèé;
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè G(B(b), b) � O(qN) îïåðàöèé.

Øàã 2. Ïîèñê íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà � O((2MD + 1)q)
îïåðàöèé.

Èòîãîâàÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü � O(qN(2MD + 1)q).
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2. Òî÷íûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ

ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Çàìå÷àíèå

Åñëè ðàçìåðíîñòü q ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà, òî òðóäî¼ìêîñòü
O(qN(2MD + 1)q) àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé O(N(MD)q).
Âðåìÿ ðàáîòû òî÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà åñòü âåëè÷èíà
O(N2q). Ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

áîëåå ýôôåêòèâåí ïðè MD < N2− 1
q .
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Óñòàíîâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è 1-MSSC-F â
ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàíà.

2. Îáîñíîâàí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ãàðàíòèðóþùèé
îòûñêàíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ öåëî÷èñëåííû è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ôèêñèðîâàíà. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòîò àëãîðèòì
áûñòðåå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà.
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Çàêëþ÷åíèå

Àêòóàëüíûå âîïðîñû

1. Ïîñòðîåíèå FPTAS äëÿ ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà.

2. Ðàññìîòðåíèå îáîáùåíèÿ çàäà÷è íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ êëàñòåðîâ
� çàäà÷è J-MSSC-F.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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