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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ

îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì, âîññòàíîâëåíèÿ

çàâèñèìîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì, êëàññèôèêàöèè, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðîãíî-

çèðîâàíèÿ ÷àñòî âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïåðåîáó÷åíèÿ. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøàþùàÿ

ôóíêöèÿ (àëãîðèòì), ïîñòðîåííàÿ ïî êîíå÷íîé îáó÷àþùåé âûáîðêå, ìîæåò äîïóñêàòü

îøèáêè íà îáúåêòàõ êîíòðîëüíîé âûáîðêè ñóùåñòâåííî ÷àùå, ÷åì íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé

âûáîðêè. Äëÿ êîíòðîëÿ ïåðåîáó÷åíèÿ íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà íåîáõîäèìî èìåòü

îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Òàêèå îöåíêè èçâåñòíû â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷å-

íèÿ, îäíàêî îíè ëèáî ñèëüíî çàâûøåíû, ëèáî èìåþò ñëèøêîì óçêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Îñíîâû ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ áûëè çà-

ëîæåíû â ðàáîòàõ Â. Í. Âàïíèêà è À. ß. ×åðâîíåíêèñà â êîíöå 60-õ ãîäîâ. Èìè

áûëà äîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì è ïîëó÷åíû êîëè÷åñòâåííûå

îöåíêè, ñâÿçûâàþùèå îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü ìåòîäà îáó÷åíèÿ ñ äëèíîé îáó÷àþùåé

âûáîðêè è ñëîæíîñòüþ ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ

èõ çàâûøåííîñòü. Äëÿ óñòðàíåíèÿ çàâûøåííîñòè ïðåäëàãàëîñü ñòðîèòü îöåíêè, çàâèñÿ-

ùèå îò âûáîðêè (D. Haussler, 1992); ó÷èòûâàòü øèðèíó çàçîðà, ðàçäåëÿþùåãî êëàññû

(P. Bartlett, 1998); ñòðîèòü îöåíêè íà îñíîâå ëîêàëüíîé ðàäåìàõåðîâñêîé ñëîæíîñòè ñåìåé-

ñòâà àëãîðèòìîâ (V. Koltchinskii, 1998); ó÷èòûâàòü àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå

àëãîðèòìîâ (L. Valiant, 1982; D. McAllester, 1999; J. Langford, 2005); à òàêæå ðÿä äðóãèõ

ïîäõîäîâ.

Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îöåíîê

è ñîêðàùåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàòü ýôôåêòû ðàññëîåíèÿ

è ñõîäñòâà â ñåìåéñòâàõ àëãîðèòìîâ (Ê. Â. Âîðîíöîâ, 2010). Áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà

ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñåìåéñòâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

ñâÿçíîãî ãðàôà (Ê. Â. Âîðîíöîâ, À. À. Èâàõíåíêî, È. Ì. Ðåøåòíÿê, 2010). Äëÿ íåêîòîðûõ

ìîäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåóëó÷-
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øàåìûõ (òî÷íûõ) îöåíîê. Òàêèì îáðàçîì, êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ

íîâûì ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì. Äàííàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà åå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå:

ðàñøèðåíèå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè, ðàçðàáîòêó íîâûõ ìåòîäîâ âûâîäà îöåíîê îáîáùàþùåé

ñïîñîáíîñòè è ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ýòèõ îöåíîê.

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû: ïîâûøåíèå òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ; ïåðåõîä îò òðåáîâàíèÿ ñâÿçíîñòè ê áîëåå ñëàáîìó òðåáîâàíèþ ñõîäñòâà

àëãîðèòìîâ; ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè, ïðè-

ìåíèìûõ ê íåñâÿçíûì ñåìåéñòâàì àëãîðèòìîâ âûñîêîé ìîùíîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âïåðâûå ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ

ðàçðàáîòàí íîâûé òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ó÷åòå ñèììåòðèé ìíîæåñòâà

àëãîðèòìîâ. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

äëÿ äåâÿòè ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ. Ïîëó÷åíà êîìáèíàòîðíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðàçëîæåíèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà (êëàñòåðû). Êàæäûé êëàñòåð ïîïîëíÿåòñÿ àëãîðèòìàìè äî îáúåìëþùåãî

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ñ èçâåñòíîé òî÷íîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Èòîãîâàÿ

îöåíêà ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ

ïî ÷èñëó îøèáîê ìåæäó ðàçíûìè êëàñòåðàìè. Äàííàÿ îöåíêà ïðèìåíèìà ê øèðîêîìó

êëàññó ñåìåéñòâ, â òîì ÷èñëå è ê ñåìåéñòâàì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äàííàÿ ðàáîòà âíîñèò ñóùåñòâåííûé

âêëàä â ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ïåðåîáó÷åíèÿ è ðàñøèðÿåò ãðàíèöû åå ïðèìåíè-

ìîñòè íà íåñâÿçíûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ âûñîêîé ìîùíîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàíà

ñëàáàÿ (ïåðåñòàíîâî÷íàÿ) âåðîÿòíîñòíàÿ àêñèîìàòèêà, êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó-

÷åíèÿ, ýëåìåíòû êîìáèíàòîðêè, òåîðèè ãðóïï, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ãðàôîâ.

Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

íà ìîäåëüíûõ äàííûõ è çàäà÷àõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ìåòîä îðáèò, ïîçâîëÿþùèé âûâîäèòü îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïå-

ðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ è ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà

ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

2. Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè

ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ: ìîíîòîííîé è óíèìîäàëüíîé ñåòåé,

ñëîÿ õýììèíãîâà øàðà è ðÿäà äðóãèõ.

3. Îáùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðàçëîæåíèè è ïîêðûòèè

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî íîâàÿ îöåíêà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ìåíåå çàâûøåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè êîìáèíàòîðíûìè îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåð-

æäåíà ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ

îöåíîê ïåðåîáó÷åíèÿ íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè; ïóáëèêàöèÿìè ðåçóëüòàòîâ

èññëåäîâàíèÿ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì ÷èñëå ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ

ÐÔ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü, îáñóæäàëèñü è ïîëó÷èëè îäîáðåíèå ñïåöèàëèñòîâ

íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿

ÌÌÐÎ-14, 2009 ã. [31];

• 52-ÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ÌÔÒÈ, 2009 ã. [32];

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè¿ ÈÎÈ-

8, 2010 ã. [33];

• Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿

ÌÌÐÎ-15, 2011 ã. [34];

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾25th European Conference on Operational Research¿,

2012 ã.
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• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè¿ ÈÎÈ-

9, 2012 ã. [35];

• Íàó÷íûå ñåìèíàðû îòäåëà Èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì Âû÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà ÐÀÍ

è êàôåäðû ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû¿ ÌÔÒÈ, 2010 � 2013 ã.ã.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ ÐÔ� îäíà [54]. Äðóãèå

ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè: [31, 32, 33, 34, 35, 72, 36].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ,

ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, âêëþ÷àþùåãî 78 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû

ñîñòàâëÿåò 102 ñòðàíèöû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ãëàâàì. Â ãëàâå 1 äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííîãî

ñîñòîÿíèÿ òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ (statistical learning theory). Îáñóæäàåòñÿ ïðî-

áëåìà çàâûøåííîñòè êëàññè÷åñêèõ îöåíîê ïåðåîáó÷åíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ ìîòèâàöèè ïåðåõîäà

îò êëàññè÷åñêèõ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ê êîìáèíàòîðíûì.

Â ãëàâå 2 ââîäèòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îïèñûâàþòñÿ ýôôåêòû ðàñ-

ñëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè, à òàêæå èõ âëèÿíèå íà ïåðåîáó÷åíèå. Ïðèâîäèòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ

îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè. Äåìîíñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ, óêàçûâà-

þùèõ íà ñëàáîå ìåñòî ýòîé îöåíêè. Àíàëèç è óñòðàíåíèå ïðè÷èí çàâûøåííîñòè îöåíêè

ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ãëàâå 3 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ è ãðóïïû ñèììåòðèè

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ìåòîä îðáèò äëÿ âûâîäà îöå-

íîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ

îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðàçëîæåíèè è ïîêðûòèè ìíîæåñòâà

àëãîðèòìîâ. Ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ, ïðåäëîæåííûé Ê. Â. Âîðîí-

öîâûì, îáîáùàåòñÿ ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì: âî-ïåðâûõ, íà ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ ìíîæåñòâà

àëãîðèòìîâ íà êëàñòåðû, âî-âòîðûõ, íà ñëó÷àé ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ.

Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî

ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÐÌÝÐ) äëÿ äåâÿòè ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ

àëãîðèòìîâ. Ïðè âûâîäå îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ðàçðàáîòàííûé

â ãëàâå 4: ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé
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íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ èëè íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè, à òàêæå òåîðåìà î ïîðîæ-

äàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ ÐÌÝÐ.

Â ãëàâå 5 îïèñûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíûõ äàííûõ èç ðåïîçè-

òîðèÿ UCI. Â ýêñïåðèìåíòàõ ñðàâíèâàåòñÿ çàâûøåííîñòü óæå èçâåñòíûõ êîìáèíàòîðíûõ

îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ è íîâîé îöåíêè, îñíîâàííîé íà ðàçëîæåíèè è ïîêðûòèè

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-ì. í. Êîí-

ñòàíòèíó Âÿ÷åñëàâîâè÷ó Âîðîíöîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó â õîäå

èññëåäîâàíèé, çàâåäóþùåìó êàôåäðîé ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû¿ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Êîí-

ñòàíòèíó Âëàäèìèðîâè÷ó Ðóäàêîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå Àíäðåþ Èâàõíåíêî,

Èëüå Òîëñòèõèíó, Åâãåíèþ Ñîêîëîâó è äðóãèì êîëëåãàì ïî ó÷åáå â àñïèðàíòóðå ÌÔÒÈ

çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ðàáîòû.
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Ãëàâà 1. Òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îáçîð îáùåïðèíÿòîãî ïîäõîäà ê îöåíêå îáîáùàþùåé ñïî-

ñîáíîñòè, êîòîðûé îñíîâàí íà êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè [49, 52]. Íàñòîÿùèé

îáçîð íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó èçëîæåíèÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî îöåíêàì,

èñïîëüçóþùèì ïîíÿòèå VC-ðàçìåðíîñòè, ëîêàëüíûì îöåíêàì èçáûòî÷íîãî ðèñêà è PAC-

Bayes îöåíêàì ïåðåîáó÷åíèÿ, ïðèìåíèìûì ê ëèíåéíûì ðåøàþùèì ïðàâèëàì.

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ SLT

Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ â [59]. Ïóñòü

(Ω,Σ,P)� âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, à X,X1, . . . , Xn � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (S,A ) ñ îáùèì

ðàñïðåäåëåíèåì P . ×åðåç Pn îáîçíà÷èì ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîñòðîåííîå ïî n

íàáëþäåíèÿì:

Pn =
1

n

n∑
j=1

δXj
,

ãäå δx, x ∈ S �äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ïóñòü F = {f : S → [0, 1]}�êëàññ èçìåðèìûõ

ôóíêöèé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f ∈ F êàê

¾ïîòåðè¿, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå f(X),

Ef(X) =

∫
S

fdP = Pf,

êàê ðèñê, ñâÿçàííûé ñ îïðåäåëåííûì ¾ðåøàþùèì ïðàâèëîì¿.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè. Ïóñòü X�ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, à Y�

ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (èëè öåëî÷èñëåííûõ) îòâåòîâ. Ïîëîæèì S = X × Y. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè g : X → Y è ïðåöåäåíòà (x, y) ∈ S îïðåäåëèì

âåëè÷èíó ïîòåðü êàê f(x, y) = (g(x) − y)2. Ïîñëå íîðìèðîâêè ýòè ïîòåðè ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ f : S → [0, 1]. Òîãäà êëàññ ôóíêöèé ïîòåðü F ïîëó÷èòñÿ, åñëè

ïåðåáðàòü âñå êëàññèôèêàòîðû g èç îïðåäåëåííîãî ñåìåéñòâà (íàïðèìåð, èç ñåìåéñòâà âñåõ

ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ â èñõîäíîì ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà÷è). Â äàëüíåéøåì

äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé íàì áóäåò óäîáíåå çàáûòü îá ýòîé ñòðóêòóðå ìíîæåñòâ S è F .
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Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðèñêà

Pf → min, f ∈ F , (1.1)

â óñëîâèÿõ íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P . Ïîýòîìó âìåñòå ñ çàäà÷åé (1.1) áóäåò òàêæå

ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

1

n

n∑
j=1

f(Xj) =

∫
S

fdPn = Pnf → min, f ∈ F . (1.2)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Èçáûòî÷íûì ðèñêîì ôóíêöèè f ∈ F íàçîâåì âåëè÷èíó

E(f) = Pf − inf
g∈F

Pg.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ = f̂n ∈ Argmin
f∈F

Pnf ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî

ðèñêà (1.2). Ôóíêöèÿ f̂n èñïîëüçóåòñÿ êàê ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

èñòèííîãî ðèñêà (1.1), à çíà÷èò, èçáûòî÷íûé ðèñê E(f̂n) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ìåðîé îøèá-
êè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Êðîìå èçáûòî÷íîãî ðèñêà ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü óêëîíåíèå

Pf − Pnf , ïîêàçûâàþùåå, êàê òî÷íî ýìïèðè÷åñêèé ðèñê ïðèáëèæàåò èñòèííûé ðèñê.

Ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {(P − Pn)f}f∈F íàçûâàþò ýìïèðè÷åñêèì ïðîöåñ-

ñîì, èíäåêñèðîâàííûì êëàññîì F . Íîðìîé ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà íàçûâàþò âåëè÷èíó

||P − Pn||F ≡ sup
f∈F

|(P − Pn)f |.

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îöåíêè ñëåäóþùåãî âèäà:

Pn
{
E(f̂n) > ε

}
6 B1(ε, n,F ),

Pn
{
P f̂n − Pnf̂n > ε

}
6 B2(ε, n,F ),

(1.3)

à òàêæå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïðè çàäàííîì óðîâíå íàäåæíîñòè η:

Pn
{
E(f̂n) > ε1(η, n,F )

}
6 η,

Pn
{
P f̂n − Pnf̂n > ε2(η, n,F )

}
6 η.

(1.4)

Âî âñåõ îöåíêàõ (1.3) è (1.4) âåðîÿòíîñòü Pn ≡ P⊗n ñîîòâåòñòâóåò ðåàëèçàöèÿì âûáîðêè

(X1, . . . , Xn) ⊂ S.

1.2 Íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû

Íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû [48, 51, 65] èãðàþò áîëüøóþ ðîëü ïðè âûâîäå îöåíîê

âèäà (1.3) è (1.4). Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé (êëàññ F ,
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ñîñòîÿùèé ëèøü èç îäíîé ôóíêöèè f) è ïîêàæåì, êàê â ýòîé ñèòóàöèè ïðèìåíèòü íåðà-

âåíñòâî Õåâäèíãà. Ñëó÷àé |F | = 1 îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå îáó÷åíèå îòñóòñòâóåò, à ðàçëè÷èÿ

ìåæäó èñòèííûì ðèñêîì Pf è ýìïèðè÷åñêèì ðèñêîì Pnf âîçíèêàþò ëèøü èç-çà íàøåé

âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äàííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî Pf −Pnf = Ef(X)− 1
n

n∑
j=1

f(Xj). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

ýìïèðè÷åñêèé ðèñê õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò èñòèííûé ðèñê ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n:

Pn
{

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

f(Xj)− Ef(X) = 0
}
= 1.

Íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà äàåò êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó íà ñêîðîñòü ýòîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 1.1 (Õåâäèíã). Ïóñòü X1, . . . , Xn �íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà äëÿ âñåõ ε > 0

âûïîëíåíî

Pn
{
Ef(X)− 1

n

n∑
j=1

f(Xj) > ε
}
6 exp

(
− 2nε2

(b− a)2

)
. (1.5)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (1.5) ÷åðåç δ è âûðàçèì ε ÷åðåç δ. Ïîëó÷èì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ

íå ìåíåå 1− δ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Pf − Pnf 6 (b− a)

√
log 1

δ

2n
. (1.6)

Áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà. Îíî óòî÷íÿåò

íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà áëàãîäàðÿ ó÷åòó äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn.

Òåîðåìà 1.2 (Áåðíøòåéí). Ïóñòü X1, . . . , Xn �íåçàâèñèìûå (íî íå îáÿçàòåëüíî îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì,

ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [−c, c]. Ïóñòü

σ2 =
1

n

n∑
j=1

DXj.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûïîëíåíî

Pn
{ 1

n

n∑
j=1

Xj > ε
}
6 exp

(
− nε2

2σ2 + 2cε/3

)
.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó, âûïîëíåííóþ

ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1− δ:

Pf − Pnf 6

√
2σ2 log 1

δ

n
+

2 log 1
δ

3n
, (1.7)
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ãäå σ2 = Df(X).

Ê ñîæàëåíèþ, íåðàâåíñòâà (1.6) è (1.7) îêàçûâàþòñÿ âåðíûìè ëèøü äëÿ ôèêñèðîâàííîé

ôóíêöèè f , è îêàçûâàþòñÿ íåâåðíûìè, åñëè ôóíêöèÿ âûáèðàåòñÿ èç êëàññà F ïî äàííûì

(X1, . . . , Xn).

1.3 Òåîðèÿ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà

×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ ñèòóàöèåé |F | > 1, âåëè÷èíó P f̂n − Pnf̂n äëÿ ôóíêöèè f̂ ∈ F

îãðàíè÷èâàþò ñâåðõó ñóïðåìóìîì ïî âñåìó êëàññó ôóíêöèé [4, 5]:

P f̂n − Pnf̂n 6 sup
f∈F

Pf − Pnf.

Äëÿ êîíå÷íîãî êëàññà ôóíêöèé |F | < ∞ ýòó âåëè÷èíó ëåãêî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ

íåðàâåíñòâà Áóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F = {f1, . . . , fN}. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

fi ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ci = {(X1, . . . , Xn) ∈ Sn : Pfi(X)− Pnfi(X) > ε}

�ìíîæåñòâî òåõ âûáîðîê, äëÿ êîòîðûõ fi îêàçàëàñü ïðåîáó÷åííîé. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó

Áóëÿ âûïîëíåíî

Pn{C1 ∪ · · · ∪ CN} 6
N∑
i=1

Pn{Ci}.

Ïðèìåíÿÿ äëÿ êàæäîé fi íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà, ïîëó÷èì

Pn
{
sup
f∈F

Pf − Pnf > ε
}
6 Nε(−2nε2).

Ýòî çíà÷èò, ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1− δ âûïîëíåíî

P f̂n − Pnf̂n 6

√
logN + log 1

δ

2n
.

Òåîðèÿ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà [6, 71] ïîçâîëÿåò ñïðàâèòüñÿ äàæå ñ áåñêîíå÷íûì êëàñ-

ñîì ôóíêöèé F â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå áèíàðíîé ôóíêöèè ïîòåðü (f : S → {0, 1}). Äëÿ
ýòîãî êëàññ ôóíêöèé F ¾ïðîåöèðóåòñÿ¿ íà êîíå÷íóþ âûáîðêó. Áîëåå ñòðîãî, ðàññìîòðèì

âûáîðêó (X1, . . . , Xn), è ïóñòü

FX1,...,Xn = {(f(X1), . . . , f(Xn) : f ∈ F}.

Ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ðàçíîîáðàçèÿ. Êîýôôèöèåíò ðàçíî-

îáðàçèÿ çàâèñèò è îò ñåìåéñòâà ôóíêöèé F , è îò âûáîðêè (X1, . . . , Xn).
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíêöèåé ðîñòà SF (n) íàçûâàþò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñïîñîáîâ,

êîòîðûì n îáúåêòîâ ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ôóíêöèÿìè èç F :

SF (n) = sup
(X1,...,Xn)

|FX1,...,Xn |.

Òåîðåìà 1.3 (Âàïíèê, ×åðâîíåíêèñ, [6]). Äëÿ âñåõ δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå

1− δ âûïîëíåíî

P f̂n − Pnf̂n 6 2

√
2
logSF (2n) + log 2

δ

n
.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ áèíàðíîé ôóíêöèè ïîòåðü ôóíêöèÿ ðîñòà íå ïðåâîñõîäèò 2n.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü h�ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî SF (h) < 2h. Òîãäà h

íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà (èëè V C-ðàçìåðíîñòüþ) äëÿ ñåìåéñòâà F .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ h <∞, à ôóíêöèÿ ðîñòà ïðè

n > h ðàñòåò ïîëèíîìèàëüíî:

SF (h) 6
h∑

i=0

C i
n 6

(en
h

)h

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíà îöåíêà

P f̂n − Pnf̂n 6 2

√
2
h log 2en

h
+ log 2

δ

n
. (1.8)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êîíå÷íîé V C-ðàçìåðíîñòè ýìïèðè÷åñêèé ðèñê ñõîäèòñÿ ê èñòèí-

íîìó ðèñêó ðàâíîìåðíî ïî êëàññó ôóíêöèé F . Ýòî äîêàçûâàåò ñîñòîÿòåëüíîñòü ìåòîäîâ

ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïî êîíå÷íûì âûáîðêàì äàííûõ. Âìåñòå ñ òåì, îöåíêà (1.8) íå ïðè-

ìåíèìà íà ïðàêòèêå èç-çà åå âûñîêîé çàâûøåííîñòè, âîçíèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè

ñóïðåìóìà ïî âñåìó êëàññó ôóíêöèé.

Êîìïîçèöèè àëãîðèòìîâ. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè VC-îöåíîê øëî ïî ïó-

òè ó÷åòà ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ è ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåòîäà îáó÷åíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ (â ÷àñòíîñòè,

ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà, ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé [1],

ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû, è äðóãèå) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ êîìïîçèöèåé áîëåå ïðîñòûõ

àëãîðèòìîâ. Â ðàáîòàõ [11, 12, 13, 14] èçó÷àåòñÿ øèðîêèé êëàññ êîððåêòíûõ ëèíåéíûõ

è àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïîçèöèé àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê. Äëÿ òàêèõ êîìïîçèöèé áûëè

ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè îøèáêè [21, 22, 23], à òàêæå ðàçðàáîòàíà
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òåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ è ëîêàëüíûõ îãðàíè÷åíèé [26, 27, 28], êîòîðàÿ ïîçâîëèëà óíèôèöè-

ðîâàòü êàê ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïîçèöèé, òàê è ïðè¼ìû äîêàçàòåëüñòâà

èõ êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ (òàêèõ êàê ðåãóëÿðíîñòü è ïîëíîòà). Äðóãèì øèðîêèì íàïðàâëåíèåì

â îáëàñòè àëãîðèòìè÷åñêèõ êîìïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòíûé ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ àë-

ãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ [19, 20], äëÿ êîòîðîãî òàêæå óäàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêè åìêîñòè

êëàññà ðåøàþùèõ ïðàâèë è íàéòè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò

ê âåðîÿòíîñòÿì ïî êëàññó êîìèòåòíûõ ñîáûòèé [37, 38, 25].

1.4 Ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ

Ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ [62, 60] ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îöåíêè, âû÷èñëèìûå ïî íàáëþ-

äàåìîé âûáîðêå è íå çàâèñÿùèå îò íåèçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Êðîìå

ýòîãî, ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå ïîëåçíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì,

óäîáíûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé (íàïðèìåð, òåîðåìû 1.3).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü ε1, . . . , εn �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òàêèå ÷òî

P (εi = +1) = P (εi = −1) = 1
2
. Òîãäà ðàäåìàõåðîâñêèì ïðîöåññîì íàçûâàþò ñëåäóþùèé

ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ:

Rn(f) =
1

n

n∑
j=1

εjf(Xj), f ∈ F .

Ñðåäíþþ íîðìó ýòîãî ïðîöåññà Eε||Rn||F = Eε sup
f∈F

|Rn(f)| íàçûâàþò ðàäåìàõåðîâñêîé

ñëîæíîñòüþ ñåìåéñòâà F , ãäå Eε îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ðàäåìàõåðîâñêèì ñëó÷àéíûì

âåëè÷èíàì ε1, . . . , εn.

Áîëüøàÿ ðàäåìàõåðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ñåìåéñòâà F îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ðåàëèçà-

öèè âåêòîðà øóìà (εi)
n
i=1 â ñåìåéñòâå íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, õîðîøî êîððåëèðóþùàÿ ñ ýòèì

âåêòîðîì.

Ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ÷àñò-

íîñòè, îí îãðàíè÷èâàåò âåëè÷èíó En||P − Pn||F , ãäå En îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âñåì

ðåàëèçàöèÿì âûáîðêè (X1, . . . , Xn). Ýòîò ðåçóëüòàò ÷àñòî íàçûâàþò ¾ñèììåòðèçàöèåé¿

áëàãîäàðÿ èíòåðåñíîìó ïðèåìó äîêàçàòåëüñòâà, îñíîâàííîìó íà èñêóññòâåííîì ââåäåíèè

äîïîëíèòåëüíîé âûáîðêè (X ′
1, . . . , X

′
n).

Ëåììà 1.4. (Ñèììåòðèçàöèÿ)

1

2
EnEε||Rn||Fc 6 En||P − Pn||F 6 2EnEε||Rn||F ,

ãäå Fc = {f − Pf, f ∈ F}.
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Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ïðèåìîì ïðè ðàáîòå

ñ ðàäåìàõåðîâñêèìè ïðîöåññàìè:

Ëåììà 1.5. (Íåðàâåíñòâî ñæàòèÿ) Ïóñòü ôóíêöèè êëàññà F ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

èç [−1, 1]. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ : [−1, 1] → R�ëèïøåöåâà ñ êîíñòàíòîé L, è φ(0) = 0. Òîãäà

äëÿ êëàññà ôóíêöèé φ ◦ F = {φ ◦ f : f ∈ F} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Eε||Rn||φ◦F 6 2LEε||Rn||F .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè φ(t) = t2 âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

Eε sup
f∈F

∣∣∣ n∑
j=1

εjf
2(Xj)

∣∣∣ 6 4Eε sup
f∈F

∣∣∣ n∑
j=1

εjf(Xj)
∣∣∣ (1.9)

Ðàññìîòðèì åùå îäíî íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè, îáîáùàþùåå íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà.

Òåîðåìà 1.6 (ÌàêÄèàðìèä). Ïóñòü ôóíêöèÿ F : Sn → R äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n

è ôèêñèðîâàííîãî c > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè:

sup
z1,...,zn,z′i

|F (z1, . . . , zi, . . . , zn)− F (z1, . . . , z
′
i, . . . , zn)| 6 c,

è ïóñòü X1, . . . , Xn �íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûïîëíåíî

Pn
{
|F (X1, . . . , Xn)− EnF (X1, . . . , Xn)| > ε

}
6 2 exp

(
− 2ε2

nc2

)
. (1.10)

Çàìåòèì, ÷òî îáà âûðàæåíèÿ ||P −Pn||F è ||Rn||F ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò (X1, . . . , Xn),

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ êîíñòàíòîé c = 1
n
. Ýòî ïîçâîëÿåò

ïðèìåíèòü îöåíêó (1.10) ê ||P − Pn||F , çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé ñèììåòðèçàöèè 1.4,

ïîñëå ÷åãî âíîâü ïðèìåíèòü (1.10), íî äëÿ ||Rn||F . Èòîãîâîå íåðàâåíñòâî äàåò âåðõíþþ

îöåíêó íà èçáûòî÷íûé ðèñê, â êîòîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò ëèøü îò íàáëþäàåìîé âûáîðêè

è íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îáðàòèâ îöåíêó (1.10), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1 − δ

âûïîëíåíî

P f̂ − Pnf̂ 6 2Eε sup
f∈F

|Rnf |+

√
2 log 2

δ

n
. (1.11)

Äàííàÿ îöåíêà, êàê è íåðàâåíñòâî Õåâäèíãà (1.5), íå ó÷èòûâàåò äèñïåðñèþ êëàññà ôóíêöèé.

Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà, ó÷èòûâàþùåãî äèñïåðñèè, îêàçà-

ëîñü íàìíîãî áîëåå òðóäíîé çàäà÷åé, ðåøåííîé ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà.
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1.5 Íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà

Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà íåðàâåíñòâà

Òàëàãðàíà:

Òåîðåìà 1.7 (Òàëàãðàí, [70]). Ïóñòü (X1, . . . , Xn)�íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ïóñòü F �êëàññ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ êîíñòàíòîé U > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0

Pn
{∣∣∣||Pnf ||F − En||Pnf ||F

∣∣∣ > ε
}
6 K exp

{
− 1

K

ε

nU
log

(
1 +

εU

nV

)}
,

ãäå Pnf = 1
n

n∑
j=1

f(Xj), K �íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, V �ëþáîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ

V > En sup
f∈F

n∑
j=1

f 2(Xj).

Â ýòîé òåîðåìå êîíñòàíòó V ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äèñïåðñèþ êëàññà ôóíêöèé

F . Áîëåå êîíñòðóêòèâíîå âûðàæåíèå äëÿ V ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ëåììó 1.4 î

ñèììåòðèçàöèè, à çàòåì íåðàâåíñòâî ñæàòèÿ (1.9):

En sup
f∈F

n∑
j=1

f 2(Xj) 6 n sup
f∈F

Pf 2 + 8nUEε||Rn||F ≡ V.

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà, íî ñ áîëåå ñòðîãèìè êîíñòàíòàìè, áûëè äîêàçàíû â [50] è [58].

Pn
{
||Pn − P ||F > En||Pn − P ||F +

√
2
t

n

(
σ2
P (F ) + 2En||Pn − P ||F

)
+

t

3n

}
6 e−t;

Pn
{
||Pn − P ||F 6 En||Pn − P ||F −

√
2
t

n

(
σ2
P (F ) + 2En||Pn − P ||F

)
− t

n

}
6 e−t;

ãäå

σ2
P (F ) ≡ sup

f∈F

(
Pf 2 − (Pf)2

)
.

Áëàãîäàðÿ ó÷åòó äèñïåðñèè ôóíêöèé êëàññà F , íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà ïîçâîëÿåò ñóùå-

ñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü îöåíîê íà èçáûòî÷íûé ðèñê.

1.6 Ëîêàëüíûå îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêà

Âñå îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêà, ïðèâåäåííûå â ïðîøëûõ ïàðàãðàôàõ, îñíîâûâàëèñü

íà ñëåäóþùåì íåðàâåíñòâå:

P f̂n − Pnf̂n 6 sup
f∈F

Pf − Pnf,
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ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåìó êëàññó ôóíêöèé F . Ýòî ïðèâîäèò ê çàâûøåííîñòè îöåíîê,

ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå ìåòîäû îáó÷åíèÿ ïåðåáèðàþò íå âñå ôóíêöèè èç F , à ëèøü ìàëóþ

÷àñòü àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè, ðàñïîëîæåííûõ â îêðåñòíîñòè ëó÷øåãî ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [42, 44, 43, 61] ýòà ïðîáëåìà ðåøåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

δ > 0 èç ñåìåéñòâà F âûäåëÿåòñÿ δ-ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî, ó ôóíêöèé êîòîðîãî

èñòèííûé ðèñê íå ïðåâîñõîäèò δ:

F (δ) = FP (δ) = {f ∈ F : EP (f) 6 δ}.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f̄ ∈ Argmin
f∈F

Pf ìèíèìèçèðóåò èñòèííûé ðèñê, à ôóíêöèÿ f̂ ∈ Argmin
f∈F

Pnf

ìèíèìèçèðóåò ýìïèðè÷åñêèé ðèñê. Îáîçíà÷èì δ̂ = EP (f̂) è äîïóñòèì, ÷òî f̄ ∈ F . Òîãäà

f̂ , f̄ ∈ F (δ̂) è Pnf̂ 6 Pnf̄ . Ñëåäîâàòåëüíî,

δ̂ = EP (f̂) = P (f̂ − f̄) = Pn(f̂ − f̄) + (P − Pn)(f̂ − f̄),

à çíà÷èò,

δ̂ 6 sup
f,g∈F (δ)

|(Pn − P )(f − g)|.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñëó÷àéíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âèäà

Un(δ) > sup
f,g∈F (δ)

|(Pn − P )(f − g)|, (1.12)

âåðíàÿ ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ðàâíîìåðíî ïî δ. Òîãäà èçáûòî÷íûé ðèñê εP (f̂) áóäåò ñ òîé

æå âåðîÿòíîñòüþ îãðàíè÷åí ñâåðõó íàèáîëüøèì ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà δ 6 Un(δ).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêó âèäà (1.12) ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Òàëàãðà-

íà. Ïóñòü D(F ) îáîçíà÷àåò L2(P )-äèàìåòð δ-ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà:

D(δ) = sup
f,g∈F (δ)

(
P (f − g)2 − (P (f − g))2

)
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φn(δ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φn(δ) = En sup
f,g∈F (δ)

|(Pn − P )(f − g)|;

Òåîðåìà 1.8 (Êîë÷èíñêèé, [59]). Ïóñòü {δj}j>0 �óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî δ0 = 1. Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ Un(δ),

îïðåäåëåííóþ íà ïðîìåæóòêàõ δ ∈ (δj+1, δj] ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Un(δ, t) = φn(δj) +

√
2
t

n
(D2(δj) + 2φn(δj)) +

t

2n
, ãäå t > 0.
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Ïîëîæèì

δn(t) = sup{δ ∈ (0, 1] : δ 6 Un(δ)}.

Òîãäà äëÿ âñåõ δ > δn(t) âûïîëíåíî

Pn
{
E(f̂n) > δ

}
6 C(δ)e−t, (1.13)

ãäå C(δ)�êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δj}j>0, ïðåâûøàþùèõ δ.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî q > 1 è ïîëîæèì δj = q−j. Òîãäà â óñëîâèÿõ ïðîøëîé òåîðåìû

ïîëó÷èì îöåíêó

Pn
{
E(f̂) > δ

}
6

(
logq

q

δ

)
e−t,

ñïðàâåäëèâóþ ïðè δ > δn(t).

Íà îöåíêè, ïðèâåäåííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ. Íà ïåðâîé èòåðàöèè íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè ìåðû ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåìó

ñåìåéñòâó ôóíêöèé F , è ïîëó÷àåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà èçáûòî÷íûé ðèñê E(f̂) 6 δ0.

Íà ñëåäóþùåì øàãå îöåíêà ïðèìåíÿåòñÿ óæå ê δ0-ìèíèìàëüíîìó ìíîæåñòâó F (δ0),

è ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ îöåíêà E(f̂) 6 δ1. Ïðè ýòîì ñóæåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà

ôóíêöèé F ⊃ F (δ0) ⊃ F (δ1) ⊃ . . . ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äèñïåðñèè è, êàê

ñëåäñòâèå, ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè îöåíêè íà êàæäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Èìåííî äëÿ

ýòîãî âàæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâà òèïà Áåðíøòåéíà, à íå Õåâäèíãà. Îòìåòèì, ÷òî

íà êàæäîé èòåðàöèè íåðàâåíñòâî âåðíî ëèøü ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì,

âåðîÿòíîñòü îøèáêè íàêàïëèâàåòñÿ, íî âåñü ïðîöåññ óäàëîñü îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî îí

ñõîäèòñÿ ê èòîãîâîé îöåíêå (1.13).

1.7 PAC-Bayes îöåíêè

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè, ïîëó÷åííûå

äëÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Ïóñòü X = Rd �ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, îïè-

ñàííûõ d âåùåñòâåííûìè ïðèçíàêàìè, à Y = {+1,−1}�ìåòêè öåëåâûõ êëàññîâ. Êàæäûé

âåêòîð âåñîâ w ∈ Rd îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð cw, äåéñòâóþùèé íà îáúåêòû

x ∈ Rd ïî ïðàâèëó cw(x) = sign(wTx).

Êàê è â ïðîøëûõ ãëàâàõ, äëÿ êàæäîãî êëàññèôèêàòîðà cw íàñ èíòåðåñóåò åãî èñòèííûé
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ðèñê P (cw) è ýìïèðè÷åñêèé ðèñê Pn(cw) íà âûáîðêå (xi, yi)
n
i=1:

P (cw) =

∫
(x,y)∈S

I(sign(wTx), y)dP,

Pn(cw) =
1

n

n∑
i=1

I(sign(wTxi), yi),

(1.14)

ãäå I(y1, y2) = [y1 ̸= y2]�ôóíêöèÿ ïîòåðü, [èñòèíà] = 1, [ëîæü] = 0.

Îñíîâíàÿ èäåÿ PAC-Bayes ïîäõîäà [63, 64, 67, 69] çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè

ñòîõàñòè÷åñêèõ êëàññèôèêàòîðîâ. Ïóñòü C �ìíîæåñòâî êëàññèôèêàòîðîâ, à Q çàäàåò

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íà ýòîì ìíîæåñòâå. Èñòèííûé è ýìïèðè÷åñêèé ðèñêè ñòîõà-

ñòè÷åñêîãî êëàññèôèêàòîðà îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (Q) = Ew∼QP (cw) =

∫
w∈C

∫
(x,y)∈S

I(sign(wTx), y)dPdQ,

Pn(Q) = Ew∼QPn(cw) =

∫
w∈C

1

n

n∑
i=1

I(sign(wTxi), yi)dQ,

(1.15)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêó îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî êëàñ-

ñèôèêàòîðà.

Òåîðåìà 1.9 (Langford, [63]). Ïóñòü Q0 �ïðîèçâîëüíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà

ìíîæåñòâå êëàññèôèêàòîðîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1) âûïîëíåíî

Pn
{
∀Q, kl

(
Pn(Q), P (Q)

)
6
KL(Q||Q0) + ln n+1

δ

n

}
> 1− δ,

ãäå KL(Q||Q0) îáîçíà÷àåò äèâåðãåíöèþ Êóëüáàêà - Ëåéáëåðà ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè Q

è Q0, kl(q||p) = q log q
p
+ (1 − q) log 1−q

1−p
îïðåäåëåíà ïðè q, p ∈ [0, 1] è îáîçíà÷àåò KL-

äèâåðãåíöèþ ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Áåðíóëëè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì, ðàñïðåäåëåíèå Q0 â òåîðåìå 1.9 ñëå-

äóåò âîñïðèíèìàòü êàê àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, âûáðàííîå äî ðåàëèçàöèè îáó÷àþùåé

âûáîðêè. Ðàñïðåäåëåíèå Q ìîæíî âûáðàòü óæå ïîñëå òîãî, êàê ñòàëà èçâåñòíà îáó÷àþùàÿ

âûáîðêà (xi, yi)
n
i=1.

Òåîðåìó 1.9 ìîæíî ïðèìåíèòü ê ñåìåéñòâó ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ. Ïóñòü ðåçóëü-

òàòîì îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàòîð ŵ ∈ Rn. Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q0

âñåãäà âûáèðàþò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (0, Id) ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé

Id è íóëåâûì âåêòîðîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Q

ïîëàãàþò ðàâíûì N (µŵ, Id), ò. å. âíîâü èñïîëüçóþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ åäèíè÷íîé
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äèñïåðñèåé, íî âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûáèðàþò â íàïðàâëåíèè êëàññèôèêàòî-

ðà ŵ; äëèíîé âåêòîðà óïðàâëÿåò êîíñòàíòà µ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî.

Òåîðåìà 1.10 (Langford, [63]). Ïóñòü X = Rd, µ > 0�êîíñòàíòà, ŵ ∈ Rd, ||ŵ|| = 1�

åäèíè÷íûé âåêòîð. Ïóñòü Q(µ, ŵ) îáîçíà÷àåò ðàñïðåäåëåíèå íà ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðàõ

cw, ãäå w ∼ N (µŵ, Id). Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1 − δ

îòíîñèòåëüíî ðåàëèçàöèé îáó÷àþùåé âûáîðêè (xi, yi)
n
i=1

kl(Pn(Q(µ, ŵ)), P (Q(µ, ŵ))) 6
µ2

2
+ ln n+1

δ

n

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ µ > 0 è âñåõ ŵ ∈ Rd ïðè ||ŵ|| = 1. Êðîìå ýòîãî, ýìïèðè÷åñêèé ðèñê

ñòîõàñòè÷åñêîãî êëàññèôèêàòîðà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Pn(Q(µ, ŵ)) =
1

n

n∑
i=1

Φ(µγ(ŵ,xi, yi)),

ãäå γ(ŵ,x, y)) = y ŵTx
||xi|| � îòñòóï ïðåöåäåíòà (x, y) îò ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè ŵ;

Φ(t) = 1− Φ(t) =

∫ ∞

t

1√
2π
eτ

2/2dτ

äàåò âåðîÿòíîñòü ïðàâîãî õâîñòà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî µ > 0 èñòèííûé ðèñê êëàññèôèêàòîðà cŵ íå ïðåâîñõî-

äèò óäâîåííîãî ðèñêà ñòîõàñòè÷åñêîãî êëàññèôèêàòîðà Q(µ, ŵ). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü

òåîðåìó 1.10 ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ëèíåéíîìó êëàññèôèêàòîðó. Àëãîðèòì 1.7.1 ïîêàçû-

âàåò ÿâíóþ ñõåìó âû÷èñëåíèé. Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1.10 ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ, ÷òî ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü îöåíêó ïî ýòîìó ïàðàìåòðó.
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Àëãîðèòì 1.7.1 PAC-Bayes îöåíêà äëÿ ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà

Âõîä: Êëàññèôèêàòîð ŵ ∈ Rd, âûáîðêà (xi, yi)
n
i=1, ïàðàìåòðû δ;

Âûõîä: Âåðõíÿÿ îöåíêà E = P (ŵ) íà èñòèííûé ðèñê êëàññèôèêàòîðà ŵ.

1: Íîðìèðîâàòü êëàññèôèêàòîð: ŵ := ŵ
/
||ŵ||;

2: Âû÷èñëèòü îòñòóïû: γi := yiŵ
Txi, ïðè i = 1, . . . , n;

3: Ñãåíåðèðîâàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñåòêó M := exp(−7: 0.01: 15);

4: äëÿ âñåõ µ ∈M

5: Âû÷èñëèòü ýìïèðè÷åñêèé ðèñê: En :=
n∑

i=1

Φ(µγi);

6: Ïîëîæèòü T := µ2

2n
+ 1

n
ln n+1

δ
;

7: Ïîëîæèòü Eµ := max
{
p ∈ [0, 1] : kl(En, p) 6 T

}
;

8: Âåðíóòü P (ŵ) := 2 · Argmin
µ∈M

Eµ.

1.8 Îñíîâíûå âûâîäû

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ (SLT) � âûâîä òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê

îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè äëÿ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïîäîáíûå îöåíêè èñïîëüçóþò-

ñÿ ïðè îòáîðå ïðèçíàêîâ, âûáîðå ìîäåëåé ïðè ñòðóêòóðíîé ìèíèìèçàöèè ðèñêà, à òàêæå

êàê àëüòåðíàòèâà âû÷èñëèòåëüíî òðóäîåìêîé ïðîöåäóðå ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ.

Â îñíîâå SLT ëåæèò ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà íåèçâåñòíîì è ïðèíöèïèàëüíî íåíàáëþäàå-

ìîì âåðîÿòíîñòíîì ðàñïðåäåëåíèè íà ìíîæåñòâå âñåõ îáúåêòîâ êëàññèôèêàöèè. Ìîäåëü

SLT ãàðàíòèðóåò, ÷òî îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè áóäóò âûïîëíåíû äëÿ íîâûõ

îáúåêòîâ, íåäîñòóïíûõ íà ýòàïå îáó÷åíèÿ, ñ çàðàíåå ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ.

Îöåíêè, ïîëó÷åííûå â SLT, îñòàþòñÿ ñëèøêîì çàâûøåííûìè äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ

â áîëüøèíñòâå ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà â òîì, ÷òî SLT äàåò îöåíêè õóäøåãî

ñëó÷àÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ,

à òàêæå äëÿ ïðàêòè÷åñêè ëþáîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè âîçìîæ-

íî ëèøü çà ñ÷åò ó÷åòà ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíêðåòíûõ çàäà÷ è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.
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Ãëàâà 2. Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä

Â äàííîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà ê

îöåíêå îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè.

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà X = {x1, . . . , xL}, ñîñòîÿùàÿ èç L îáúåêòîâ. Ïóñòü

A �íåêîòîðîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ (íàïðèìåð, ñåìåéñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ðàçäåëÿþùèõ

ïîâåðõíîñòåé â èñõîäíîì ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäà÷è). Êàæäûé àëãîðèòì êëàñ-

ñèôèêàöèè α ∈ A , ïðèìåíåííûé ê âûáîðêå X, ïîðîæäàåò áèíàðíûé âåêòîð îøèáîê

a ≡
(
I(α, xi)

)
L
i=1, ãäå I(α, xi) ∈ {0, 1}�èíäèêàòîð îøèáêè àëãîðèòìà α íà îáúåêòå

xi. Ìíîæåñòâî ïîïàðíî-ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ îøèáîê, èíäóöèðîâàííûõ ñåìåéñòâîì A

è âûáîðêîé X, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îøèáîê ñåìåéñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A. Â

äàëüíåéøåì âûáîðêà X ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé, ïîýòîìó àëãîðèòìû α ∈ A áóäóò

îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ âåêòîðàìè ñâîèõ îøèáîê íà âûáîðêå X, à ñåìåéñòâî A � ñ ìàòðèöåé

îøèáîê A.

Çàìå÷àíèå 2.1. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî íà îáúåêòàõ âûáîðêè X = {x1, . . . , xL} âûáðàí

ôèêñèðîâàííûé ïîðÿäîê (íóìåðàöèÿ îò 1 äî L). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áèíàðíûå

âåêòîðû îøèáîê àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ íóëåé è åäèíèö îïðåäåëÿåòñÿ

âûáðàííûì ïîðÿäêîì îáúåêòîâ âûáîðêè. Âìåñòå ñ òåì íà àëãîðèòìàõ α ∈ A è íà

èõ âåêòîðàõ îøèáîê ïîðÿäîê íå ââåäåí. Ãîâîðÿ ¾ìàòðèöà îøèáîê¿, ìû íà ñàìîì äåëå

èìååì â âèäó íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ îøèáîê. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà

îøèáîê A ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî A ⊂ A ≡ {0, 1}L ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ

âåêòîðîâ îøèáîê. Êðîìå ýòîãî, âìåñòî òåðìèíà ¾ìàòðèöà îøèáîê àëãîðèòìîâ¿ ÷àñòî áóäåò

óïîòðåáëÿòüñÿ òåðìèí ¾ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ¿.

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìû áóäåì èñêóññòâåííî ãåíåðèðîâàòü ìàòðèöó îøèáîê

àëãîðèòìîâ A â ÿâíîì âèäå, íå óêàçûâàÿ, èç êàêîãî ñåìåéñòâà A îíà áûëà ïîëó÷åíà. Â

òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ãîâîðèòü î ìîäåëüíîì ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ.
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Ìåòîä îáó÷åíèÿ. Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàþò îòîáðàæåíèå âèäà µ : 2X → A. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè X ⊂ X ìåòîä îáó÷åíèÿ âîçâðàùàåò àëãîðèòì a = µX

èç ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà A. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ µ(X,A) â òåõ

ñëó÷àÿõ, êîãäà íóæíî ÿâíî ïîä÷åðêíóòü, èç êàêîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ïðîèçâîäèòñÿ

âûáîð.

Äëÿ âûáîðêè X ⊂ X îáîçíà÷èì ÷åðåç n(a,X) =
∑
x∈X

I(a, x) ÷èñëî îøèáîê, à ÷åðåç

ν(a,X) = n(a,X)/|X|� ÷àñòîòó îøèáîê àëãîðèòìà a íà âûáîðêå X. Ïîäìíîæåñòâî

Am = {a ∈ A : n(a,X) = m} íàçûâàþò m-ñëîåì àëãîðèòìîâ.

×àñòîòó îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå íàçûâàþò ýìïèðè÷åñêèì ðèñêîì.Ìèíèìèçàöèÿ

ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÌÝÐ)� ýòî ìåòîä îáó÷åíèÿ, êîòîðûé èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ A

âûáèðàåò àëãîðèòì a ∈ A, äîïóñêàþùèé íàèìåíüøåå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå

X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ X ⊂ X âûïîëíåíî µX ∈ A(X), ãäå ìíîæåñòâî

A(X) = Argmin
a∈A

n(a,X) (2.1)

ñîîòâåòñòâóåò ñëîþ àëãîðèòìîâ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X.

Èç-çà äèñêðåòíîñòè ôóíêöèè n(a,X) ìèíèìàëüíûé ýìïèðè÷åñêèé ðèñê ìîæåò äîñòèãàòü-

ñÿ ñðàçó äëÿ íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ. ×òîáû ðàçðåøèòü ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü, ââîäèòñÿ

ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ. Îí ðàçðåøàåò íåîäíîçíà÷íîñòü, âûáèðàÿ â A(X) àëãîðèòì

ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå:

µX ∈ Arg max
a∈A(X)

n(a,X). (2.2)

Ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ïðàêòèêå, ò.ê. îí ïîäãëÿäûâàåò

â ñêðûòóþ ÷àñòü âûáîðêè. Òåì íå ìåíåå, ïåññèìèñòè÷åñêèé ÌÝÐ ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé òåîðå-

òè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé, ïîñêîëüêó îí ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âåðõíèå îöåíêè íà âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ ëþáîãî ÌÝÐ.

Ïåðåñòàíîâî÷íàÿ âåðîÿòíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X]ℓ ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ãåíå-

ðàëüíîé âûáîðêè X íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó X äëèíû ℓ è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó X̄ äëèíû

k = L− ℓ.

Äëÿ ïðåäèêàòà φ : [X]ℓ → {0, 1} è âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ψ : [X]ℓ → R îïðåäåëèì

îïåðàòîð âåðîÿòíîñòè P è ìàòîæèäàíèÿ E:

Pφ =
1

Cℓ
L

∑
X∈[X]ℓ

φ(X), Eψ =
1

Cℓ
L

∑
X∈[X]ℓ

ψ(X).
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Åñëè óêëîíåíèå ÷àñòîò δ(a,X) = ν(a, X̄)− ν(a,X) ïðåâîñõîäèò ôèêñèðîâàííûé ïîðîã

ε > 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì a = µX ÿâëÿåòñÿ ïåðåîáó÷åííûì. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ

îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ [7, 73]:

Qε(µ,X) = P
[
δ(µ,X) > ε

]
. (2.3)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå δ(µ,X) = δ(µX,X), à êâàäðàòíûå ñêîáêè äåéñòâóþò

ïî ïðàâèëàì [èñòèíà] = 1, [ëîæü] = 1.

Îáðàùåíèåì îöåíêè Qε 6 η(ε) íàçûâàþò íåðàâåíñòâî âèäà

ν(µX, X̄)− ν(µX,X) 6 ε(η),

âûïîëíåííîå ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1−η, ãäå ε(η) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé äëÿ η(ε).
Ìåäèàíîé îöåíêè Qε 6 η(ε) íàçûâàþò èíâåðñèþ â òî÷êå η = 1/2.

Ñðåäíèå ÷àñòîòû îøèáîê íà îáó÷åíèè è íà êîíòðîëå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νℓ(µ,X) = Eν(µX,X); (2.4)

ν̄ℓ(µ,X) = Eν(µX, X̄). (2.5)

Ïðèìåð 2.1. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïîêàçàí ïðèìåð ìîäåëüíîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ,

äëÿ êîòîðîãî ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïðèâîäèò ê ïåðåîáó÷åíèþ. Ñòîëáöû

òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò àëãîðèòìàì, ñòðîêè� îáúåêòàì îáó÷àþùåé âûáîðêè {x1, . . . , xℓ}
è êîíòðîëüíîé âûáîðêè {xℓ+1, . . . , xL}. Åäèíèöà â [i, d]-é ÿ÷åéêå òàáëèöû îçíà÷àåò, ÷òî

àëãîðèòì ad äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå xi.



a1 a2 · · · ad · · · aD

x1 0 1 · · · 0 · · · 1

· · · 1 1 · · · 0 · · · 0

xℓ 0 0 · · · 0 · · · 0

xℓ+1 1 1 · · · 1 · · · 1

· · · 1 0 · · · 1 · · · 0

xL 0 0 · · · 1 · · · 0


Â äàííîì ïðèìåðå ïåðåîáó÷åíèå ìîãëî áûòü ñëåäñòâèåì ¾íåóäà÷íîãî¿ ðàçáèåíèÿ ãåíåðàëü-

íîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ (2.3)

ñîäåðæèò óñðåäíåíèå ïî âñåì ðàçáèåíèÿì X = X⊔X̄ íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü ôèêñèðîâàííîé

äëèíû.
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Îïðåäåëåíèå (2.3) âïåðâûå óïîìèíàåòñÿ â ðàáîòå [56] äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ k = 1.

Êðîìå ýòîãî, îíî âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ [47, 45], íà ýòîò ðàç äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k, íî

ñ ñóùåñòâåííûìè ðàçëè÷èÿìè â îáîçíà÷åíèÿõ. Ýòî îïðåäåëåíèå íå ñëó÷àéíî íàïîìèíàåò

ïðîöåäóðó ïîëíîé êðîññ-âàëèäàöèè, ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ êðîññ-

âàëèäàöèÿ çàðåêîìåíäîâàëà ñåáÿ êàê íàèáîëåå òî÷íûé èíñòðóìåíò äëÿ îöåíêè îáîáùàþùåé

ñïîñîáíîñòè.

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì a, äîïóñêàþùèé

m = n(a,X) îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç m îøèáîê â îáó÷àþùåé

âûáîðêå X îêàæåòñÿ ðîâíî s îøèáîê, ðàâíà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè:

P[n(a,X) = s] =
Cs

mC
ℓ−s
L−m

Cℓ
L

≡ hℓ,mL (s) ,

ãäå ïàðàìåòð s ïðîáåãàåò îò s0 = max{0,m− k} äî s1 = min{m, ℓ}, à ïàðàìåòðm ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ 0, . . . , L. Ìû ïîëàãàåì Cs
m = hℓ,mL (s) = 0 äëÿ âñåõ ïðî÷èõ çíà÷åíèé m, s.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hℓ,m
L (z) =

⌊z⌋∑
s=s0

hℓ,mL (s) .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = {a}, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî àëãîðèòìà. Òîãäà µX = a äëÿ

ëþáîé âûáîðêè X ∈ [X]ℓ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε ïðåîáðàçîâàëàñü

â âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ óêëîíåíèé ìåæäó ÷àñòîòàìè îøèáîê â âûáîðêàõ X, X̄. Äîïóñòèì,

÷òî ÷èñëî îøèáîê n(a,X) íàì èçâåñòíî, è ïîëó÷èì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Qε.

Òåîðåìà 2.1 (FC-îöåíêà [76]). Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî àëãîðèòìà a,

òàêîãî ÷òî m = n(a,X), ëþáîé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ëåâûì õâîñòîì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Qε(a,X) = Hℓ,m
L

(
ℓ
L
(m− εk)

)
. (2.6)

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ

îöåíêàõ. Îöåíêà (2.6), ïðèìåíåííàÿ ñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâîì Áóëÿ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

âåðõíþþ îöåíêó íà Qε(µ,X), ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ:

Òåîðåìà 2.2 (VC-îöåíêà [76]). Äëÿ ëþáîé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X, ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ
è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îãðàíè÷åíà ñóììîé FC-îöåíîê ïî ìíîæåñòâó

àëãîðèòìîâ A:

Qε(µ,X) 6 P
[
max
a∈A

δ(a,X) > ε
]
6

∑
a∈A

Hℓ,m
L

(
ℓ
L
(m− εk)

)
, m = n(a,X). (2.7)
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Íàçîâåì äâå ïðè÷èíû çàâûøåííîñòè îöåíêè (2.7). Âî-ïåðâûõ, áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ

èç A èìåþò âûñîêóþ ÷àñòîòó îøèáîê, à ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò èñ÷åçàþùå ìàëóþ âåðîÿò-

íîñòü ðåàëèçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå, îöåíêà ðàâíîìåðíîãî óêëîíåíèÿ

èãíîðèðóåò ýòî ñâîéñòâî ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ. Âî-âòîðûõ, íåðàâåíñòâî Áóëÿ èãíîðèðóåò òîò

ôàêò, ÷òî àëãîðèòìû ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê ïåðåîáó÷àþòñÿ â îñíîâíîì íà îäíèõ

è òåõ æå ðàçáèåíèÿõ. Áîëåå òî÷íûå îöåíêè äîëæíû ó÷èòûâàòü ñâîéñòâà ìåòîäà îáó÷åíèÿ

è ñõîäñòâî ìåæäó àëãîðèòìàìè.

2.2 Ðàññëîåíèå è ñâÿçíîñòü

Ãðàô ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè. Íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ A åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: a 6 b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(a, x) 6 I(b, x)

äëÿ âñåõ x ∈ X. Îïðåäåëèì a < b åñëè a 6 b è a ̸= b. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïàðîé àëãîðèòìîâ

íàçûâàþò õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ âåêòîðàìè îøèáîê: ρ(a, b) =
L∑
i=1

|ai − bi|. Åñëè

a < b è ρ(a, b) = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî a ïðåäøåñòâóåò b, è çàïèñûâàþò a ≺ b. Î÷åâèäíî, ÷òî

ïðè ýòîì n(a,X) + 1 = n(b,X).

Îïðåäåëåíèå 2.1 (Âîðîíöîâ, [74]). Ãðàôîì ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè1 ìíîæåñòâà àëãî-

ðèòìîâ A íàçûâàþò íàïðàâëåííûé ãðàô ⟨A,E⟩ ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð E =
{
(a, b) : a ≺ b

}
.

Ïðèìåð 2.2. Íà ðèñ. 2.1 ïîêàçàí ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè, ïîðîæäàåìûé ñåìåéñòâîì

ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè íà âûáîðêå äëèíû L = 10. Âûáîðêà ëèíåéíî

ðàçäåëèìà, ïîýòîìó â ãðàôå èìååòñÿ íóëåâîé ñëîé. Ýòîò ñëîé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé

âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîìó âåêòîðó îøèáîê. Ïåðâûé ñëîé îáðàçóåòñÿ 5 àëãîðèò-

ìàìè ñ îäíîé îøèáêîé, âòîðîé ñëîé� 8 àëãîðèòìàìè ñ äâóìÿ îøèáêàìè, è ò. ä.

Ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîäîëüíûì, äîëè ñîîòâåòñòâóþò ñëî-

ÿì Am = {a ∈ A : n(a,X) = m}, ðåáðàìè ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ òîëüêî àëãîðèòìû ñîñåäíèõ

ñëîåâ. Êàæäîìó ðåáðó a ≺ b ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí

îáúåêò xab ∈ X, òàêîé, ÷òî I(a, xab) = 0 è I(b, xab) = 1.

Îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåðõíåé ñâÿçíîñòüþ u(a) àëãîðèòìà a ∈ A íàçûâàþò ÷èñëî ðåáåð

ãðàôà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû a:

u(a) = #
{
xab ∈ X : a ≺ b

}
. (2.8)

1Â [56] àíàëîãè÷íûé ãðàô íàçûâàþò òåðìèíîì 1-inclusion graph.
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Ðèñ. 2.1: Ïðèìåð ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè (ââåðõó ñëåâà; ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíû

íîìåðà ñëîåâ), ïîðîæäàåìîãî ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè íà âûáîðêå

èç 10 îáúåêòîâ, ïî 5 îáúåêòîâ â êàæäîì êëàññå (ââåðõó ñïðàâà). Ïåðâûé ñëîé îáðàçóåòñÿ

5 àëãîðèòìàìè ñ îäíîé îøèáêîé (âíèçó ñëåâà), âòîðîé ñëîé� 8 àëãîðèòìàìè ñ äâóìÿ îøèáêàìè

(âíèçó ñïðàâà), è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íåïîëíîöåííîñòüþ q(a) àëãîðèòìà a ∈ A íàçûâàþò ÷èñëî îáúåê-

òîâ x ∈ X, íà êîòîðûõ àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ, ïðè òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì b ∈ A,

ëó÷øèé, ÷åì a (òî åñòü b < a), íå îøèáàþùèéñÿ íà x:

q(a) = #{x ∈ X
∣∣ ∃b ∈ A : I(b, x) < I(a, x), b 6 a} (2.9)

Â òåðìèíàõ ãðàôà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè q(a) ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ xbc, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì ðåáðàì (b, c) íà ïóòÿõ, âåäóùèõ ê âåðøèíå a.

Ïðèìåð 2.3. Íà ðèñ. 2.2 ïîêàçàí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ñâÿçíîñòè è íåïîëíîöåí-

íîñòè àëãîðèòìà ïî ãðàôó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 2.3 (SC-îöåíêà [76]). Ïóñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ µ ÿâëÿåòñÿ ïåññèìèñòè÷åñêèì

ÌÝÐ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ∈ [0, 1] âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îãðàíè÷åíà âçâåøåííîé ñóììîé
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m - 1

m

m + 1

 a

x1 x2

x3 x2 x1 x4

x5 x2 x3 x4 x1 x6

x7 x2 x5 x4 x3 x6 x1 x8

Ðèñ. 2.2: Ïðèìåð äâóìåðíîé ñåòè àëãîðèòìîâ. Äëÿ àëãîðèòìà a âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü

u(a) = #{x3 , x4} = 2, íåïîëíîöåííîñòü q(a) = #{x1 , x2} = 2.

FC-îöåíîê ïî ìíîæåñòâó A:

Qε(µ,X) 6
∑
a∈A

Cℓ−u
L−u−q

Cℓ
L

Hℓ−u,m−q
L−u−q

(
ℓ
L
(m− εk)

)
, (2.10)

ãäå m = n(a,X), u = u(a)� âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü, q = q(a)�íåïîëíîöåííîñòü àëãîðèòìà a.

SC-îöåíêà (2.10) ïðåâðàùàåòñÿ â VC-îöåíêó (2.7), åñëè ïîëîæèòü âñå q(a) è r(a) ðàâíûìè

íóëþ. Âåñ Pa = Cℓ−u
L−u−q

/
Cℓ

L â ñóììå (2.10) ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé îöåíêå íà âåðîÿòíîñòü

P[µX = a] ïîëó÷èòü àëãîðèòì a â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà óìåíüøàåòñÿ

ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñ ðîñòîì ñâÿçíîñòè u(a) è íåïîëíîöåííîñòè q(a). Òàêèì îáðàçîì,

ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå Qε(µ,X) òðåáóåò çíàíèé íå ïðî âñå ìíîæåñòâî A, à ëèøü ïðî

íåñêîëüêî íèæíèõ ñëîåâ A.

Îöåíêà ðàññëîåíèÿñâÿçíîñòè (2.10) óòî÷íÿåò VC-îöåíêó (2.7), íî â ðÿäå ñëó÷àåâ îñòàåòñÿ

çàâûøåííîé.

Ýêñïåðèìåíò 2.1. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî A = (a1, a2), ñîñòîÿùåå èç äâóõ

àëãîðèòìîâ. Âåêòîðû îøèáîê ïîäîáðàíû òàê, ÷òî îáà àëãîðèòìà äîïóñêàþò ïî m îøèáîê

íà ïîëíîé âûáîðêå, à õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå ρ(a1, a2) ðàâíÿåòñÿ çàðàíåå ôèêñèðîâàííîìó

÷èñëó d. Íà ðèñ. 2.3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ Qε(A) îò õýììèíãîâà

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àëãîðèòìàìè. Âèäíî, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ρ(a1, a2).

Âìåñòå ñ òåì è íåïîëíîöåííîñòü, è âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü îáîèõ àëãîðèòìîâ äàííîãî ìíîæåñòâà

ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, SC-îöåíêà íå ó÷èòûâàåò çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷å-

íèÿ îò ρ(a1, a2).

Ýôôåêò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ åùå ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî ìîäåëü-

íîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.
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Ðèñ. 2.3: Çàâèñèìîñòü ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ Qε îò õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ d = ρ(a1, a2) ìåæäó

âåêòîðàìè îøèáîê ïàðû àëãîðèòìîâ. L = 100, ℓ = 50.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü a0 �ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ñ m îøèáêàìè, r 6 m�íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî. Öåíòðàëüíûì ñëîåì õýììèíãîâà øàðà íàçûâàåòñÿ ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî

àëãîðèòìîâ

Bm
r (a0) = {a ∈ A : ρ(a, a0) 6 r è n(a,X) = m}.

Äàííîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç àëãîðèòìîâ õýììèíãîâà øàðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a0,

äîïóñêàþùèõ íà ïîëíîé âûáîðêå ñòîëüêî æå îøèáîê, ñêîëüêî è öåíòð øàðà. Âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r (a0)) çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà øàðà r è ÷èñëà îøèáîê n(a0,X),

ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âìåñòî Bm
r (a0) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü B

m
r .

Ýêñïåðèìåíò 2.2. Èññëåäóåì âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(B
m
r ) ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, óñðåäíèâ ïåðåîáó÷åííîñòü δ(µX,X) íå ïî âñåì X ∈ [X]ℓ, à ïî 10 òûñ.

ñëó÷àéíûì ïîäâûáîðêàì. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìû ðàññìîòðèì åùå îäíî ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî

Rm
n , ñîñòàâëåííîå èç n àëãîðèòìîâ, äîïóñêàþùèõ ïîm îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Âåêòîðû

îøèáîê âñåõ àëãîðèòìîâ èç Rm
n ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî. Â ñëåäóþùåé

òàáëèöå ïîêàçàíî, ïðè êàêîì ÷èñëå àëãîðèòìîâ n â Rm
n ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèé Qε(R

m
n )

è Qε(B
m
r ) ñîâïàäàþò.

Èç òàáëèöû 2.1 âèäíî, ÷òî âñåãî ñåìü àëãîðèòìîâ ñî ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè îøèáîê

ìîãóò ïåðåîáó÷èòüñÿ òàê æå ñèëüíî, êàê è ìíîæåñòâî èç äåñÿòêîâ òûñÿ÷ àëãîðèòìîâ

ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìíîæåñòâà Bm
r

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ.

Îñíîâíîé çàäà÷åé äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöåíîê, îäíî-

âðåìåííî ó÷èòûâàþùèõ è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê, è ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ

âíóòðè îäíîãî ñëîÿ.
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Òàáëèöà 2.1: Ñðàâíåíèå |Rm
n | è |Bm

r | ïðè L = 50, ℓ = 25, m = 10

r |Bm
r | |Rm

n | EOF (µ,X) ε : Qε(B
m
r ) = 0.5

2 401 2 0.079 0.320

4 35 501 7 0.160 0.400

6 1 221 101 39 0.240 0.400

8 20 413 001 378 0.319 0.400

2.3 Îñíîâíûå âûâîäû è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè èçó÷àåòñÿ ôóíêöèîíàë

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Ýòîò ôóíêöèîíàë îñíîâàí íà ïðèíöèïå ïîëíîãî ñêîëüçÿùåãî

êîíòðîëÿ è çàâèñèò êàê îò çàäà÷è, òàê è îò ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Êàê èñõîäíûé ôóíêöèîíàë

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, òàê è âñå åãî îöåíêè çàâèñÿò òîëüêî îò íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí,

òàêèõ êàê êîíå÷íàÿ ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà îáúåêòîâ èëè ìàòðèöà îøèáîê àëãîðèòìîâ.

Â áîëüøèíñòâå êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê â êà÷åñòâå ìåòîäà îáó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìèíèìè-

çàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Äàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü òàêèå ÿâëåíèÿ,

êàê ñõîäñòâî è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ, òàêæå èçó÷àåìûå â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè SLT.

Îñíîâíîé êîìáèíàòîðíîé îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ

ìåíåå çàâûøåííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè îöåíêàìè è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ

ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè. Âìåñòå ñ òåì äàííàÿ îöåíêà

íå ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ âíóòðè ñëîÿ àëãîðèòìîâ ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê. Àíà-

ëèç è óñòðàíåíèå ïðè÷èí çàâûøåííîñòè îöåíêè ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè

öåëÿìè äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
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Ãëàâà 3. Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ãëàâû� ïîëó÷åíèå íîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ âûâîäà

îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

3.1 Ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ è ÐÌÝÐ

Ïðè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæåò âîçíèêàòü íåîäíîçíà÷íîñòü � íåñêîëüêî

àëãîðèòìîâ èçA(X) ≡ Argmin
a∈A

n(a,X) ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé

âûáîðêå. Â [8] äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè è ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ îöåíîê

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïåññèìèñòè÷íàÿ ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî

ðèñêà (2.2) � ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîñòè âûáèðàåòñÿ àëãîðèòì ñ íàè-

áîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X. Ýòî íå óñòðàíÿåò íåîäíîçíà÷íîñòü

îêîí÷àòåëüíî. Âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ èìåþò íàèìåíüøåå ÷èñëî

îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X è îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîð-

êå X. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ ââîäèëñÿ ëèíåéíûé ïîðÿäîê, è ñðåäè

íåðàçëè÷èìûõ àëãîðèòìîâ âûáèðàëñÿ àëãîðèòì ñ á�îëüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì. Ââåäåíèå

ïðèîðèòåòíîñòè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì ïðèåìîì, íå èìåþùèì àäåêâàòíûõ

àíàëîãîâ ñðåäè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.

Ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîìó ìíîæåñòâó àëãîðèòìîâ A ⊆ A

è ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå X ∈ [X]ℓ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåñîâ íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ:

µ : 2A × [X]ℓ → {f : A → [0, 1]}. (3.1)

Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íîðìèðîâàíà è ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê

âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êàæäûé àëãîðèòì â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ.

Äåòåðìèíèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàíäîìèçèðîâàííîãî,

êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ f(a) ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå ðîâíî íà îäíîì

àëãîðèòìå è íóëåâîå íà âñåõ îñòàëüíûõ.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî îïðåäåëåíèÿ (3.1) ìîæíî çàäàòü òî æå ñàìîå îòîáðàæåíèå
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ýêâèâàëåíòíûì ñïîñîáîì:

µ : 2A × [X]ℓ × A → [0, 1].

Ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÐÌÝÐ) âûáèðàåò ïðî-

èçâîëüíûé àëãîðèòì èç ìíîæåñòâà A(X) ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî:

µ(A,X, a) =
[a ∈ A(X)]

|A(X)|
. (3.2)

Ïîñêîëüêó â çàäà÷å ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ âòîðîé íåçàâèñèìûé èñòî÷íèê

ñëó÷àéíîñòè, îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(A) ïðèõîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé âàðèàíò ìîäèôèêàöèè� óñðåäíåíèå ïî ìíîæåñòâó A(X):

Qε(A) = E
1

|A(X)|
∑

a∈A(X)

[
δ(a,X) > ε

]
. (3.3)

Ïåðåñòàâèì ìåñòàìè çíàêè ñóììèðîâàíèÿ, E
∑

=
∑

E. Ïîëó÷èì ñóììó ïî âñåì àëãî-

ðèòìàì a ∈ A, êàæäîå ñëàãàåìîå êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç Qε(a,A) è íàçîâåì âêëàäîì

àëãîðèòìà a â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) =
∑
a∈A

Qε(a,A), Qε(a,A) = E

[
a ∈ A(X)

]
|A(X)|

[
δ(a,X) > ε

]
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà a:

P (a,A) = E

[
a ∈ A(X)

]
|A(X)|

. (3.4)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñåõ X ∈ [X]ℓ ìíîæåñòâî A(X) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî

àëãîðèòìà, âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ (3.3) è âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè (3.4) ïðèíèìàþò

ïðèâû÷íûé âèä:

Qε(A) = E
[
δ(µX,X) > ε

]
, P (a,A) = E

[
a=µX

]
.

Ðàíäîìèçèðîâàííûé ÌÝÐ µr çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó îïòèìèñòè÷-

íûì è ïåññèìèñòè÷íûì ìåòîäàìè:

µoX = arg min
a∈A(X)

n(a, X̄)� îïòèìèñòè÷íûé ÌÌÝÐ;

µpX = arg max
a∈A(X)

n(a, X̄)�ïåññèìèñòè÷íûé ÌÌÝÐ.

Ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà

àëãîðèòìîâ A ⊆ A è êàæäîãî ε ∈ (0, 1] ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

Qε(µo, A) 6 Qε(µo, A) 6 Qε(µp, A). (3.5)
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3.2 Ïåðåñòàíîâêè îáúåêòîâ

Ââåäåì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó SL âñåõ L! ïåðåñòàíîâîê, äåéñòâóþùóþ íà âûáîðêå

X = {x1, . . . , xL}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL îáîçíà÷èì ÷åðåç πx îáðàç îáúåê-

òà x ∈ X ïîä äåéñòâèåì ïåðåñòàíîâêè π. Äåéñòâèå ïåðåñòàíîâîê íà îáúåêòàõ åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà îáúåêòîâ, íà àëãîðèòìû êàê áèíàðíûå âåêòîðû

îøèáîê äëèíû L è íà ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ. Ýòè äåéñòâèÿ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

• äåéñòâèå ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL íà ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ:

πX =
{
πx : x ∈ X

}
;

• äåéñòâèå ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL íà àëãîðèòì:

πa =
(
I(πa, xi)

)
L
i=1 =

(
I(a, π−1xi)

)
L
i=1;

• äåéñòâèå ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL íà ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ:

πA =
{
πa : a ∈ A

}
.

Çàìåòèì, ÷òî äåéñòâèå îäíîé è òîé æå ïåðåñòàíîâêè π ñíà÷àëà íà âûáîðêó X, à çàòåì

íà àëãîðèòì a âîññòàíàâëèâàåò èñõîäíûé âåêòîð îøèáîê àëãîðèòìà a. Áëàãîäàðÿ òàêîìó

îïðåäåëåíèþ äåéñòâèå íà àëãîðèòì îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ.

Ëåììà 3.1. Ñâîéñòâà äåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL:

1) I(πa, πx) = I(a, x) äëÿ ëþáûõ a ∈ A è x ∈ X;

2) n(πa,X) = n(a,X) äëÿ ëþáîãî a ∈ A;

3) n(πa, πX) = n(a,X) äëÿ ëþáûõ a ∈ A è X ⊆ X;

4) δ(πa, πX) = δ(a,X) äëÿ ëþáûõ a ∈ A è X ⊆ X;

5) [a ∈ A(X)] = [πa ∈ (πA)(πX)] äëÿ ëþáûõ a ∈ A è X ⊆ X;

6) |A(X)| = |(πA)(πX)| äëÿ ëþáûõ A è X ⊆ X;

7) ρ(a, a′) = ρ(πa, πa′) äëÿ ëþáûõ a, a′ ∈ A, ãäå ρ(a, a′)�ðàññòîÿíèå Õýììèíãà âåêòîðàìè

ìåæäó îøèáîê àëãîðèòìîâ a è a′:

ρ(a, a′) =
∑
x∈X

|I(a, x)− I(a′, x)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî 1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ:

I(πa, πx) = I(a, π−1πx) = I(a, x).

Ñâîéñòâî 2) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1):

n(πa,X) =
L∑
i=1

I(πa, xi) =
L∑
i=1

I(πa, πxi) =
L∑
i=1

I(a, xi) = n(a,X).

Ñâîéñòâî 3) òàêæå ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1):

n(πa, πX) =
∑
x∈πX

I(πa, x) =
∑
x∈X

I(πa, πx) =
∑
x∈X

I(a, x) = n(a,X).

Ñâîéñòâî 4) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3):

δ(a,X) =
L− n(a,X)

k
− n(a,X)

ℓ
=

=
L− n(πa, πX)

k
− n(πa, πX)

ℓ
= δ(πa, πX).

Ñâîéñòâî 5) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (2.1) è ñâîéñòâà 1):

a0 ∈ A(X) ⇔ a0 ∈ argmin
a∈A

n(a,X) ⇔

∀a ∈ A→ n(a0, X) 6 n(a,X) ⇔

∀a ∈ A→ n
(
πa0, πX

)
6 n

(
πa, πX

)
⇔

∀a′ ∈ πA→ n
(
πa0, πX

)
6 n

(
a′, πX

)
⇔

πa0 ∈ arg min
a′∈πA

n(a′, πX) ⇔ πa0 ∈ (πA)(πX).

Ñâîéñòâî 6) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 5):

|A(X)| =
∑
a∈A

[a ∈ A(X)] =
∑
a∈A

[πa ∈ (πA)(πX)] =

=
∑
a′∈πA

[a′ ∈ (πA)(πX)] = |(πA)(πX)|.

Ñâîéñòâî 7) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 1):

ρ(πa, πa′) =
∑
x∈X

|I(πa, x)− I(πa′, x)| =

=
∑
x′∈X

|I(πa, πx′)− I(πa′, πx′)| =

=
∑
x′∈X

|I(a, x′)− I(a′, x′)| = ρ(a, a′).
�
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Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò íóæíî äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ëåììå 3.1, íî

äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé. ×òîáû óïðîñòèòü ýòó çàäà÷ó, ââåäåì ñëåäóþùóþ êëàññèôè-

êàöèþ ôóíêöèé.

• Ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ïåðâîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü g : A × [X]ℓ → R, òàêóþ ÷òî

äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî g(a,X) = g(πa, πX);

• Ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé âòîðîãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü G : 2A × [X]ℓ → 2A, òàêóþ ÷òî

äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî πG(A,X) = G(πA, πX);

• Ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà áóäåì íàçûâàòü f : 2A× [X]ℓ → R, òàêóþ ÷òî

äëÿ âñåõ π ∈ SL âûïîëíåíî f(A,X) = f(πA, πX).

Ëåììà 3.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèè n(a,X) è ν(a,X) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè

ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ðîäà, à A(X) êàê ôóíêöèÿ A è X ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé

âòîðîãî ðîäà.

Äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü íîâûå ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè èç óæå

èìåþùèõñÿ:

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü g1, g2, . . . , gp � ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè ïåðâîãî ðîäà, f1, f2, . . . , fp �

ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè òðåòüåãî ðîäà, F : Rp → R�ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíî-

ãèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà F (g1, g2, . . . , gp)� âíîâü ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà,

F (f1, f2, . . . , fp)� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ òðåòüåãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäÿ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì

F (πa, πX) ≡ F (g1(πa, πX), . . . , gp(πa, πX)) = F (g1(a,X), . . . , gp(a,X)) ≡ F (a,X),

è àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé òðåòüåãî ðîäà. �

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü g� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ðîäà, G� ñèììåòðè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ âòîðîãî ðîäà. Òîãäà

f(A,X) ≡ |G(A,X)| è f(A,X) ≡
∑

a∈G(A,X)

g(a,X)

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè òðåòüåãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ A âûïîëíåíî |A| = |πA|, ïîñêîëüêó π,
êàê ýëåìåíò ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî,

|G(A,X)| = |πG(A,X)| = |G(πA, πX)|
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.

Äëÿ ôóíêöèè f(A,X) ≡
∑

a∈G(A,X)

g(a,X) çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

f(πA, πX) =
∑

a∈G(πA,πX)

g(a, πX) =
∑

a∈πG(A,X)

g(a, πX) =

=
∑

a∈G(A,X)

g(πa, πX) =
∑

a∈G(A,X)

g(a,X) = f(A,X).

�

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî âêëàä êàæäîãî ðàçáèåíèÿ â âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé òðåòüåãî ðîäà.

Qε(A,X) ≡ 1

|A(X)|
∑

a∈A(X)

[δ(a,X) > ε] = Qε(πA, πX).

Ýòî óòâåðæäåíèå, êàê è áîëüøèíñòâî òåîðåì ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà, îêàçûâàåòñÿ âåðíî

íå òîëüêî äëÿ ÐÌÝÐ, íî è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà êîððåêòíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ µ : 2A × [X]ℓ × A → [0, 1]

íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì, åñëè ïðè ëþáûõ A ∈ 2A, X ∈ [X]ℓ, a, b ∈ A è π ∈ SL âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) íîðìèðîâêà: ∑
a∈A

µ(A,X, a) = 1; (3.6)

2) íåðàçëè÷èìîñòü àëãîðèòìîâ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé îøèáîê íà îáó÷åíèè:

n(a,X) = n(b,X) → µ(A,X, a) = µ(A,X, b); (3.7)

3) èíâàðèàíòíîñòü ðåçóëüòàòà îáó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíû ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A

íà πA:

µ(A,X, a) = µ
(
πA, πX, πa

)
. (3.8)

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò ¾âåðîÿòíîñòíóþ¿ íîðìèðîâêó âåñîâ àëãîðèòìîâ è îáåñïå÷èâàåò

íóëåâóþ ¾âåðîÿòíîñòü¿ àëãîðèòìàì, íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A. Âòîðîå óñëîâèå

îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè X = X ⊔ X̄, X ∈ [X]ℓ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü àëãîðèòì

â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà îøèáîê àëãîðèòìà íà îáó÷åíèè. Òðåòüå

óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò îáó÷åíèÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîäåéñòâîâàòü ïåðåñòàíîâ-

êîé π îäíîâðåìåííî è íà ìíîæåñòâî îáúåêòîâ [X]ℓ, è íà ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A.
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Òåîðåìà 3.4. Ðàíäîìèçèðîâàííûé ÌÝÐ µ(A,X, a) =

[
a∈A(X)

]
|A(X)| ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì

ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì îáó÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óñëîâèå ïðîâåðÿåòñÿ ÿâíî:∑
a∈A

µ(A,X, a) =
∑

a∈A(X)

1

|A(X)|
= 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äâà àëãîðèòìà

a1 è a2 ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê íà îáó÷åíèè ìîãóò ëåæàòü â ìíîæåñòâå A(X) òîëüêî

îäíîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü êàæäûé èç àëãîðèòìîâ â ðåçóëüòàòå

îáó÷åíèÿ ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî 1
|A(X)| .

Äëÿ ïðîâåðêè òðåòüåãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

a0 ∈ Argmin
a∈A

n(a,X) ⇔ πa0 ∈ Arg min
a∈πA

n(a, πX).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.1, ïðîâåäåì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé:

a0 ∈Argmin
a∈A

n(a,X) ⇔

⇔ ∀a ∈ A→ n(a0, X) 6 n(a,X) ⇔

⇔ ∀a ∈ A→ n
(
πa0, πX

)
6 n

(
πa, πX

)
⇔

⇔ ∀a′ ∈ πA→ n
(
πa0, πX

)
6 n

(
a′, πX

)
⇔

⇔ πa0 ∈ Arg min
a∈πA

n(a, πX).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

3.3 Ãðóïïà ñèììåòðèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ãðóïïîé ñèììåòðèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A íàçûâàþò ìíîæåñòâî

âñåõ ïåðåñòàíîâîê, äåéñòâèå êîòîðûõ íà A íå ìåíÿåò åãî:

Sym(A) = {π ∈ SL : πA = A}.

Åñëè ïîäåéñòâîâàòü ëþáîé èç ïåðåñòàíîâîê π ∈ Sym(A) íà ñòðîêè ìàòðèöû îøèáîê

ìíîæåñòâà A, òî ïîëó÷èòñÿ òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ; ïåðåñòàâèâ ñòîëáöû, ìîæíî

ïîëó÷èòü èñõîäíóþ ìàòðèöó îøèáîê. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Sym(A) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.
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Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, çàäàííîå ìàòðèöåé îøèáîê



a1 a2 a3 a4 a5

x1 1 1 1 0 0

x2 0 1 1 1 0

x3 0 0 1 1 1

x4 1 0 0 1 1

x5 1 1 0 0 1



x1

x2
{{vvv

vvv

x3
��)
))
))
)

x4//

x5JJ������

ccHHHHHH

Ãðóïïà ñèììåòðèé äàííîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé

ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà è íàçûâàåòñÿ äèýäðàëüíîé ãðóïïîé. Îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè

ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà π1 = (x1, x2, x3, x4, x5) è îñåâàÿ ñèììåòðèÿ

π2 = (x2, x5)(x3, x4).

Ïóñòü äàëåå G ⊆ Sym(A)�ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Sym(A).

Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ G è ëþáîãî àëãîðèòìà a ∈ A àëãîðèòì πa ñíîâà ëåæèò

â A. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå A.

Îðáèòîé àëãîðèòìà a ∈ A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ Ga =
{
πa : π ∈ G

}
. Îðáè-

òà òàêæå öåëèêîì ëåæèò â A. Îðáèòû äâóõ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâGa èGa′ ëèáî ñîâïàäàþò,

ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà � îðáèòû:

A =
⊔

ω∈Ω(A)

ω =
⊔

ω∈Ω(A)

Gaω,

ãäå Ω(A)�ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â A, aω �ïðîèçâîëüíûé ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû ω.

Èç ñâîéñòâà 2) ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòìû îäíîé îðáèòû îáÿçàòåëüíî ëåæàò

â îäíîì ñëîå. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ëåììà 3.5. Àëãîðèòìû èç îäíîé îðáèòû èìåþò ðàâíûå âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè è ðàâíûå

âêëàäû â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ: äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π èç G

P (a,A) = P (πa,A), Qε(a,A) = Qε(πa,A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè (3.4), ñâîéñòâà-

ìè 5), 6) èç ëåììû 3.1, è ñâîéñòâîì A = πA:

P (a,A) = E

[
a ∈ A(X)

]
|A(X)|

= E

[
πa ∈ (πA)(πX)

]
|(πA)(πX)|

= E

[
πa ∈ A(πX)

]
|A(πX)|

.
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Ïîä çíàêîì E ìîæíî âñþäó çàìåíèòü πX íà X, òàê êàê ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà

ñóììèðîâàíèÿ ðàçáèåíèé:

P (a,A) = E

[
πa ∈ A(X)

]
|A(X)|

= P (πa,A).

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè (3.4), ñâîéñòâàìè 4), 5), 6) èç ëåì-

ìû 3.1, è ñâîéñòâîì A = πA:

Qε(a,A) = E

[
a ∈ A(X)

]
|A(X)|

[
δ(a,X) > ε

]
=

= E

[
πa ∈ (πA)(πX)

]
|(πA)(πX)|

[
δ(πa, πX) > ε

]
=

= E

[
πa ∈ A(πX)

]
|A(πX)|

[
δ(πa, πX) > ε

]
.

Âíîâü çàìåíÿÿ πX íà X ïîä çíàêîì E, ïîëó÷èì:

Qε(a,A) = E

[
πa ∈ A(X)

]
|A(X)|

[
δ(πa,X) > ε

]
= Qε(πa,A).

�

Ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

Èç òåîðåìû î ðàâíîì âêëàäå àëãîðèòìîâ îäíîé îðáèòû íåìåäëåííî ñëåäóåò ôîðìóëà

ðàçëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì. Îíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì

ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê äëÿ ÐÌÝÐ.

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ëþáîé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X, ëþáîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A

ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè îøèáîê è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ðàçëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà A:

Qε(A) =
∑

ω∈Ω(A)

|ω| E
[
aω ∈ A(X)

]
|A(X)|

[
δ(aω, X) > ε

]
, (3.9)

ãäå Ω(A)�ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â A, aω �ïðîèçâîëüíûé ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â (3.3) ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà A, çàòåì

ïðèìåíèì ëåììó 3.5 î ðàâíîì âêëàäå àëãîðèòìîâ îäíîé îðáèòû:

Qε(A) =
∑

ω∈Ω(A)

∑
a∈ω

E

[
a ∈ A(X)

]
|A(X)|

[
δ(a,X) > ε

]
=

=
∑

ω∈Ω(A)

|ω| E
[
aω ∈ A(X)

]
|A(X)|

[
δ(aω, X) > ε

]
.

�
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Ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà ðàçáèåíèé. Â [30]

îòìå÷åíî, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ äåéñòâèåì ãðóïïû Sym(A) íà ìíîæåñòâå A ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü äåéñòâèå ýòîé æå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå [X]ℓ âñåõ ℓ-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X.

Îðáèòîé âûáîðêèX ∈ [X]ℓ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî GX =
{
πX : π ∈ G

}
. Ìíîæåñòâî âñåõ

âûáîðîê äëèíû ℓ ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû:

[X]ℓ =
⊔

τ∈Ω[X]ℓ
τ =

⊔
τ∈Ω[X]ℓ

GXτ ,

ãäå Ω[X]ℓ �ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â [X]ℓ, Xτ �ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû τ .

Òåîðåìà 3.7 (Òîëñòèõèí, [30]). Äëÿ ëþáîé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X, ëþáîãî ìíîæåñòâà
àëãîðèòìîâ A ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè îøèáîê è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ îäíîâðåìåííî è ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà A,

è ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà [X]ℓ:

Qε(A) =
∑

ω∈Ω(A)

|ω|
Cℓ

L

∑
τ∈Ω[X]ℓ

|{X ∈ τ : aω ∈ A(X)}|
[
δ(aω, Xτ ) > ε

]
|A(Xτ )|

. (3.10)

ãäå Ω[X]ℓ �ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â [X]ℓ, Ω(A)�ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â A, aω �ïðåäñòàâè-

òåëü îðáèòû ω, Xτ �ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû τ .

Ýòî ðàçëîæåíèå îäíîâðåìåííî èñïîëüçóåò è îðáèòû íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ, è îðáèòû

íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâîäèòñÿ åùå îäíî ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, â êî-

òîðîì èñïîëüçóþòñÿ ëèøü îðáèòû íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè. Îíî îêàçûâàåòñÿ

ïðîùå, ÷åì (3.10), è âìåñòå ñ òåì îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè âûâîäå ôîðìóë âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ öåëîãî ðÿäà ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ.

Ïðåäñòàâèì âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ â âèäå ñóììû âêëàäîâ ðàçáèåíèé:

Qε(A) = EQ(A,X), Qε(A,X) =
1

|A(X)|
∑

a∈A(X)

[
δ(a,X) > ε

]
,

ãäå Qε(A,X)� âêëàä ðàçáèåíèÿ X⊔X̄ â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ðàçáèåíèÿì

X ⊔ X̄ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò âûáîðêè X ∈ [X]ℓ, äàëåå áóäåì ãîâîðèòü òàêæå

î âêëàäå âûáîðêè X â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : 2A × [X]ℓ → R äëÿ âñåõ A ⊂ A, X ∈ [X]ℓ

è âñåõ π ∈ Sym(A) âûïîëíåíî óñëîâèå f(A,X) = f(A, πX). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
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ðàçëîæåíèå: ∑
X∈[X]ℓ

f(A,X) =
∑

τ∈Ω([X]ℓ)

|τ |f(A,Xτ ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç ãðóïïèðîâêè ðàâíûõ ñëàãàåìûõ. �

Ëåììà 3.9. Âûáîðêè èç îäíîé îðáèòû èìåþò ðàâíûå âêëàäû â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷å-

íèÿ: Qε(A,X) = Qε(πA,X) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π èç G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå

[
δ(a,X)>ε

]
|A(X)| ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé

ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.3 âûðàæåíèå Qε(X,A) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé

òðåòüåãî ðîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,

Qε(A,X) = Qε(πA, πX) = Qε(A, πX).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 3.8. �

Òåîðåìà 3.10. Äëÿ ëþáîé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X, ëþáîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A

ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè îøèáîê è ëþáîãî ε ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ðàçëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà [X]ℓ:

Qε(A) =
1

Cℓ
L

∑
τ∈Ω[X]ℓ

|τ |
|A(Xτ )|

∑
a∈A(Xτ )

[
δ(a,Xτ ) > ε

]
, (3.11)

ãäå Ω[X]ℓ �ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â [X]ℓ, Xτ �ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû τ .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A = {0, 1}L, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âîçìîæíûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ îøèáîê.

Òåîðåìà 3.11. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ, ïðèìåíåííîãî ê ìíîæåñòâó âñåõ àëãî-

ðèòìîâ A = {0, 1}L, äàåòñÿ ôîðìóëîé:

Qε(A) =
1

2k

k∑
m=⌈εk⌉

Cm
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê π ∈ SL âûïîëíåíî πA = A. Ñëåäîâàòåëüíî,

Sym(A) = SL. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû îáó÷àþùèõ âûáîðîê X, X ′ âîçìîæíî óêàçàòü

ïåðåñòàíîâêó π ∈ SL, òàêóþ ÷òî X ′ = πX. Òàêóþ ñèòóàöèþ íàçûâàþò ¾òðàíçèòèâíûì

äåéñòâèåì ãðóïïû SL íà ìíîæåñòâå [X]ℓ¿. Äëÿ íàñ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ ëèøü
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îäíà îðáèòà τ = [X]ℓ. Âûáðàâ ïðîèçâîëüíóþ âûáîðêó X â êà÷åñòâå åå ïðåäñòàâèòåëÿ

è âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 3.10, ïîëó÷èì

Qε(A) =
1

|A(X)|
∑

a∈A(X)

[δ(a,X) > ε].

Ìíîæåñòâî A(X) ñîñòîèò èç âñåõ àëãîðèòìîâ, íå äîïóñêàþùèõ îøèáîê íà X. Ñëåäîâàòåëü-

íî, |A(X)| = 2k. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïåðåîáó÷åííûìè

â A(X) áóäóò òå è òîëüêî òå àëãîðèòìû, ó êîòîðûõ íå ìåíåå ⌈εk⌉ îøèáîê íà êîíòðîëüíîé
âûáîðêå. �

Çàâåðøàÿ ïàðàãðàô, èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå àëãîðèòìû èç A

èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü âñå a ∈ A èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå:

n(a,X) = m. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Qε(A) =
1

Cℓ
L

∑
τ∈Ω([X]ℓ)

|τ |
[
min
a∈A

n(a,Xτ ) 6
ℓ

L
(m− εk)

]
. (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé îáó÷àþùåé âû-

áîðêè X âñå àëãîðèòìû èç ìíîæåñòâà A(X) ëèáî ïåðåîáó÷åíû, ëèáî íåò. Äåéñòâèòåëüíî,

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ A(X) îíè èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷åíèè. ×èñëî îøèáîê

íà ïîëíîé âûáîðêå îäèíàêîâî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà A. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå àëãîðèòìû

èç A èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå, à òàêæå ðàâíûå óêëîíåíèÿ

÷àñòîò. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (3.11) è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) =
1

Cℓ
L

∑
τ∈Ω([X]ℓ)

|τ | [δ(a,Xτ ) > ε] .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (3.12) îñòàëîñü âûðàçèòü óêëîíåíèå ÷àñòîò δ(a,Xτ ) ÷åðåç ÷èñëî

îøèáîê ëó÷øåãî àëãîðèòìà íà îáó÷åíèè è êîëè÷åñòâî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå m. �

3.4 Ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ

Äîïóñòèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçáèåíèÿ

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1⊔A2⊔· · ·⊔At òàê, ÷òî â êàæäîå Ai ïîïàëè ëèøü

àëãîðèòìû ñ áëèçêèìè âåêòîðàìè îøèáîê. Â äàííîé ñèòóàöèè áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâàAi

êëàñòåðàìè àëãîðèòìîâ. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ âñåãî

ìíîæåñòâà A ìîæíî ñâåñòè ê îöåíèâàíèþ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ îòäåëüíûõ êëàñòåðîâ.
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Ëåììà 3.12. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 ⊔ A2 ⊔ · · · ⊔ At. Òîãäà âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà îöåíèâàåòñÿ

ñâåðõó ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Qε(A) 6
t∑

i=1

Qε(At). (3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ t = 2 (îáùåå

óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(A,X) àëãîðèòì, âûáðàííûé

ïåññèìèñòè÷åñêèì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà èç ìíîæåñòâà A ïî îáó÷à-

þùåé âûáîðêå X. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå X ∈ [X]ℓ è ïîêàæåì ñëåäóþùåå:

[δ(µ(A,X), X) > ε] 6 [δ(µ(A1, X), X) > ε] + [δ(µ(A2, X), X) > ε]. (3.14)

Äëÿ ðàçáèåíèÿ X è ìíîæåñòâ A1, A2, A ìíîæåñòâà A1(X), A2(X), A(X) îïðåäåëåíû

ñîãëàñíî (2.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1(X), n2(X) è n(X) ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå

äëÿ àëãîðèòìîâ èç A1(X), A2(X) è A(X), ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî n1(X) > n(X)

è n2(X) > n(X), íî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ îáÿçàòåëüíî îáðàùàåòñÿ

â ðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: â ïåðâîì ñëó÷àå îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, âî âòîðîì

îáà íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâî.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n1(X) > n(X). Òîãäà A2(X) = A(X), à ñëåäîâà-

òåëüíî, µ(A2, X) = µ(A,X). Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò (3.14).

Ñëó÷àé 2. Èç n1(X) = n2(X) = n(X) ñëåäóåò, ÷òî A(X) = A1(X) ∪ A2(X). Òàêèì

îáðàçîì, ëèáî µ(A,X) ∈ A1(X), ëèáî µ(A,X) ∈ A2(X) (â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîå

èç ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ ïîïàë àëãîðèòì ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå).

Çíà÷èò, âíîâü âûïîëíåíî (3.14). �

Äëÿ îöåíêè Qε(Ai) ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîì Ai àëãîðèòìû äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî

îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå, ìîæíî ðàñøèðèòü Ai äî

ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà B ñ èçâåñòíîé îöåíêîé Qε(B).

Ëåììà 3.13 (Òîëñòèõèí, [30]). Ðàññìîòðèì âëîæåííûå

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ: Ai ⊆ B ⊆ A. Äîïóñòèì, ÷òî âñå àëãîðèòìû b ∈ B äîïóñêàþò

ïî m = n(b,X) îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå. Òîãäà äëÿ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Qε(Ai) 6 Qε(B).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ B = Ai ∪ {b}. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå X ∈ [X]ℓ. Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ðàçáèåíèÿ ñ µ(B,X) = b,

ïîòîìó ÷òî âêëàä îñòàëüíûõ ðàçáèåíèé â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ íå èçìåíèëñÿ. Ïóñòü

a = µ(Ai, X)� àëãîðèòì, âûáðàííûé íà ðàçáèåíèè X ìåòîäîì îáó÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Ai.

Ïîñêîëüêó µ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèåé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ïîëó÷èì n(b,X) 6 n(a,X).

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ àëãîðèòìû a è b èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå,

óêëîíåíèå ÷àñòîòû δ(b,X) > δ(a,X). Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä êàæäîãî ðàçáèåíèÿ îò äîáàâ-

ëåíèÿ àëãîðèòìà b ìîã òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. �

3.5 Òåîðåìû î ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ

ìíîæåñòâàõ (ÏÇÌ)

Ïåðâûé ïîäõîä, ïîçâîëèâøèé ïîëó÷àòü òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

â ðàìêàõ ñëàáîé âåðîÿòíîñòíîé àêñèîìàòèêè, îñíîâàí íà âûäåëåíèè ïîðîæäàþùèõ è çà-

ïðåùàþùèõ îáúåêòîâ [75].

Ãèïîòåçà 3.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî A, âûáîðêà X è äåòåðìèíèðîâàííûé ìåòîä îáó÷åíèÿ µ

òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà a ∈ A ìîæíî óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîäìíîæåñòâ Xa ⊂ X è X ′
a ⊂ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ[

µX=a
]
=

[
Xa ⊆ X

][
X ′

a ⊆ X̄
]
äëÿ âñåõ X ∈ [X]ℓ. (3.15)

ÌíîæåñòâîXa íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì, ìíîæåñòâîX ′
a � çàïðåùàþùèì äëÿ àëãîðèò-

ìà a. Ãèïîòåçà 3.1 îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä µ âûáèðàåò àëãîðèòì a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

â îáó÷àþùåé âûáîðêå X íàõîäÿòñÿ âñå ïîðîæäàþùèå îáúåêòû è íè îäíîãî çàïðåùàþùåãî.

Âñå îñòàëüíûå îáúåêòû X\Xa\X ′
a íàçûâàþòñÿ íåéòðàëüíûìè äëÿ àëãîðèòìà a.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà a ∈ A ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

La = L− |Xa| − |X ′
a| � ÷èñëî íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ â ãåíåðàëüíîé âûáîðêå;

ℓa = ℓ− |Xa| � ÷èñëî íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ â îáó÷àþùåé âûáîðêå;

ma = n(a,X\Xa\X ′
a) � ÷èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà íåéòðàëüíûõ îáúåêòàõ;

sa(ε) = ℓ
L

(
n(a,X) − εk

)
− n(a,Xa) � íàèáîëüøåå ÷èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà íåé-

òðàëüíûõ îáó÷àþùèõ îáúåêòàõ X \Xa, ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî áîëüøîå óêëîíåíèå ÷àñòîò

îøèáîê, δ(a,X) > ε.
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Ââåäåì ôóíêöèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Hℓ,m
L (z) =

⌊z⌋∑
s=0

Cs
mC

ℓ−s
L−m

Cℓ
L

.

Òåîðåìà 3.14. Åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà 3.1, òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå

îáó÷åíèÿ àëãîðèòì a ðàâíà Pa(A) = P[µX=a] = Cℓa
La
/Cℓ

L, âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàâíà

Qε(A) =
∑
a∈A

PaH
ℓa,ma

La

(
sa(ε)

)
.

Äàííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ øèðîêî-

ãî êëàññà ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, â ÷àñòíîñòè äëÿ ìîíîòîííûõ è óíèìîäàëüíûõ

ñåòåé.

Òåîðåìà 3.14 ïîëó÷åíà äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ðåçóëü-

òàòîì îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäèí àëãîðèòì a ∈ A. Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïðèâîäèì

äâà âàæíûõ îáîáùåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà: âî-ïåðâûõ, íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ íà ïîäìíîæåñòâà; âî-âòîðûõ, íà ñëó÷àé ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà

îáó÷åíèÿ.

3.5.1 ÏÇÌ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ

íà ïîäìíîæåñòâà

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îáîáùèì ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ [75]

òàê, ÷òîáû îí áûë ïðèìåíèì ê ïðîèçâîëüíîìó ðàçëîæåíèþ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ íà

ïîäìíîæåñòâà.

Ãèïîòåçà 3.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçáèåíèÿ íà íåïå-

ðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A = A1 ⊔ A2 ⊔ · · · ⊔ At. Ïóñòü âûáîðêà X è ìåòîä îáó÷åíèÿ µ

òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , t ìîæíî óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

Xi ⊂ X è X ′
i ⊂ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

[µ(A,X) ∈ Ai] 6 [Xi ⊂ X][X ′
i ⊂ X̄] äëÿ âñåõ X ∈ [X]ℓ.

Ïóñòü, êðîìå ýòîãî, âñå àëãîðèòìû a ∈ Ai íå äîïóñêàþò îøèáîê íà Xi è îøèáàþòñÿ íà âñåõ

îáúåêòàõ èç X ′
i.

Ìíîæåñòâî Xi áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèì, ìíîæåñòâî X ′
i � çàïðåùàþùèì äëÿ Ai.

Ãèïîòåçà 3.2 îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò îáó÷åíèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü Ai òîëüêî â òîì
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ñëó÷àå, åñëè â îáó÷àþùåé âûáîðêå X íàõîäÿòñÿ âñå ïîðîæäàþùèå îáúåêòû è íè îäíîãî

çàïðåùàþùåãî. Âñå îñòàëüíûå îáúåêòû Yi ≡ X\Xi\X ′
i áóäåì íàçûâàòü íåéòðàëüíûìè

äëÿ Ai.

Ïóñòü Li = L − |Xi| − |X ′
i|, ℓi = ℓ − |Xi|, ki = k − |X ′

i|. Ïóñòü Q′
ε(Ai) åñòü âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ Yi:

Q′
ε(Ai) =

1

Cℓi
Li

∑
Y ∈[Yi]ℓi

[δ(µ(Ai, Y ), Y ) > ε],

ãäå [Yi]
ℓi �ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé Yi íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó Y äëèíû ℓi è êîíòðîëüíóþ

âûáîðêó Ȳ äëèíû ki = Li − ℓi.

Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü âûïîëíåíà ãèïîòåçà 3.2, à íà ðàçáèåíèå A = A1 ⊔ A2 ⊔ · · · ⊔ At

íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå: âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà Ai âñå àëãîðèòìû

äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê (îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç mi). Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ

Qε(A) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñëåäóþùåé îöåíêîé:

Qε(A) 6
t∑

i=1

PiQ
′
εi
(Ai), (3.16)

ãäå Pi =
C

ℓi
Li

Cℓ
L
, εi = Li

ℓiki

ℓ k
L
ε +

(
1 − ℓ Li

Lℓi

)
mi

ki
− |X′

i|
ki
, Q′

ε(Ai)� îïðåäåëåííàÿ âûøå âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîé òåîðåìû èç [75].

Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) =
1

Cℓ
L

∑
X∈[X]ℓ

[δ(µ(A,X), X) > ε] =

=
1

Cℓ
L

t∑
i=1

∑
X∈[X]ℓ

[µ(A,X) ∈ Ai][δ(µ(Ai, X), X) > ε] 6

6 1

Cℓ
L

t∑
i=1

∑
X∈[X]ℓ

[Xi ⊂ X][X ′
i ⊂ X̄][δ(µ(Ai, X), X) > ε].

Ïóñòü Y = X\Xi. Òîãäà
∑

X∈[X]ℓ
ïðè óñëîâèè [Xi ⊂ X][X ′

i ⊂ X̄] ìîæíî çàìåíèòü

íà ñóììèðîâàíèå ïî Y ∈ [Yi]
ℓi .

Qε(A) 6
Cℓi

Li

Cℓ
L

t∑
i=1

1

Cℓi
Li

∑
Y ∈[Yi]ℓi

[δ(µ(Ai, X), X) > ε], ãäå X = Y ⊔Xi. (3.17)

Âûðàçèì óñëîâèå δ(µ(Ai, X), X) > ε â òåðìèíàõ Y . Îáîçíà÷èì a = µ(Ai, X), è ïóñòü

n(a, Y ) = s. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå n(a,Xi) = 0 è n(a,X ′
i) = |X ′

i| èç ãèïîòåçû 3.2,
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ïîëó÷èì n(a,X) = s, n(a, X̄) = mi − s, n(a, Ȳ ) = mi − |X ′
i| − s. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ

ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ X è Y çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[δ(µ(Ai, X), X) > ε] =
[
s 6 ℓ

L
(mi − εk)

]
,

[δ(µ(Ai, Y ), Y ) > εi] =
[
s 6 ℓi

Li

(
mi − |X ′

i| − εiki
)]
.

Ïóñòü εi = Li

ℓiki

ℓ k
L
ε +

(
1 − ℓ Li

Lℓi

)
mi

ki
− |X′

i|
ki
. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

[δ(µ(Ai, X), X) > ε] = [δ(µ(Ai, Y ), Y ) > εi]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.17), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

òåîðåìû. �

Ïîêàæåì, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ A = A1 ⊔ A2 ⊔ · · · ⊔ At ïîñòðîèòü ñèñòåìó

ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ [75], ââåäåì íà A îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî

ïîðÿäêà: a 6 b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I(a, x) 6 I(b, x) äëÿ âñåõ x ∈ X. Îïðåäåëèì

a < b åñëè a 6 b è a ̸= b. Åñëè a < b è ïðè ýòîì ρ(a, b) = 1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a

ïðåäøåñòâóåò b, è çàïèñûâàòü a ≺ b.

Äëÿ îòäåëüíîãî àëãîðèòìà a ∈ A ïîðîæäàþùèå è çàïðåùàþùèå ìíîæåñòâà îïðåäåëåíû

â [75]:

Xa = {x ∈ X : ∃b ∈ A : a ≺ b, I(a, x) < I(b, x)},

X ′
a = {x ∈ X : ∃b ∈ A : b < a, I(b, x) < I(a, x)}.

(3.18)

Äëÿ êëàñòåðà Ai ïîëîæèì

Xi =
∩
a∈Ai

Xa, X ′
i =

∩
a∈Ai

X ′
a. (3.19)

Ëåììà 3.16. Ìíîæåñòâà Xi è X ′
i, îïðåäåëåííûå â (3.19), ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

ïîðîæäàþùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâàìè äëÿ êëàñòåðà Ai â ñìûñëå ãèïîòåçû 3.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ X ∈ [X]ℓ îáîçíà÷èì a = µX, è ïóñòü

a ∈ Ai. Â [75] ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëåííûå â (3.18) ìíîæåñòâà Xa è X ′
a ÿâëÿþòñÿ

ïîðîæäàþùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâàìè äëÿ àëãîðèòìà a, ò. å. èç óñëîâèÿ µX = a

ñëåäóåò, ÷òî Xa ⊂ X è X ′
a ⊂ X̄. Èç îïðåäåëåíèÿ Xi è X

′
i ñëåäóåò, ÷òî Xi ⊂ Xa è X

′
i ⊂ X ′

a.

Ñëåäîâàòåëüíî, Xi ⊂ X è X ′
i ⊂ X̄.

Óñëîâèå ¾âñå àëãîðèòìû a ∈ Ai íå äîïóñêàþò îøèáîê íà Xi è îøèáàþòñÿ íà âñåõ

îáúåêòàõ èç X ′
i¿ òàêæå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ Xi è X

′
i. �
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3.5.2 ÏÇÌ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ

Â ñëó÷àå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ÌÝÐ ðåçóëüòàòîì îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

A(X) ⊆ A. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ

àëãîðèòìîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ

A(A) =
{
A(X) : X ∈ [X]ℓ

}
.

Ãèïîòåçà 3.3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A è âûáîðêà X òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ A(A)

ìîæíî óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Xα ⊂ X è X ′
α ⊂ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèþ [
A(X)=α

]
=

[
Xα ⊆ X

][
X ′

α ⊆ X̄
]
äëÿ âñåõ X ∈ [X]ℓ. (3.20)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì òåîðåìû 3.14 äëÿ ÐÌÝÐ.

Òåîðåìà 3.17. Åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà 3.3, òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ åñòü

Qε(A) =
∑
a∈A

∑
α∈A(A)

[a ∈ α]

|α|
Cℓα

Lα

Cℓ
L

H
ℓα,ma

α
Lα

(
saα(ε)

)
, (3.21)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Lα = L− |Xα| − |X̄α|; ℓα = ℓ− |Xα|;

ma
α = n(a,X\Xα\X ′

α);

saα(ε) =
ℓ
L

(
n(a,X)− εk

)
− n(a,Xα).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë Qε(A). Ââåäåì ïîä çíàê ñóììèðîâàíèÿ ïî X

äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ñóììèðîâàíèÿ: ïåðâîå � ïî âñåì α ∈ A(A) ïðè óñëîâèè α = A(X),

âòîðîå � ïî âñåì çíà÷åíèÿì s ÷èñëà îøèáîê àëãîðèòìà a íà ïîäâûáîðêå X\Xα. Î÷åâèäíî,

çíà÷åíèå Qε(A) îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ:

Qε(A) = E
∑

a∈A(X)

1

|A(X)|
[δ(a,X) > ε] =

= E
∑

α∈A(A)

∑
a∈α

[α = A(X)]

|α|
[δ(a,X) > ε] =

= E
∑

α∈A(A)

∑
a∈α

ℓα∑
s=0

[α = A(X)]

|α|
[n(a,X\Xα) = s][δ(a,X) > ε]. (3.22)

×èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà îáó÷àþùåé ïîäâûáîðêå X ðàâíî s + n(a,Xα), ïîýòîìó

îòêëîíåíèå ÷àñòîò âûðàæàåòñÿ â âèäå

δ(a,X) =
n(a,X)− s− n(a,Xα)

k
− s+ n(a,Xα)

ℓ
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

[δ(a,X) > ε] =
[
s 6 ℓ

L
(n(a,X)− εk)− n(a,Xα)

]
= [s > saα(ε)].

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (3.22), çàòåì çàìåíèì [α = A(X)] ïðàâîé ÷àñòüþ

ðàâåíñòâà (3.20) è ïåðåñòàâèì çíàê ñóììèðîâàíèÿ E ≡ 1
Cℓ

L

∑
X∈[X]ℓ

òàê, ÷òîáû îí îêàçàëñÿ

ïåðâûì ñïðàâà.

Qε(A) =
∑

α∈A(A)

∑
a∈α

ℓa∑
s=0

1

|α|
E
[
Xα ⊆ X

][
X ′

α ⊆ X̄
][
n(a,X\Xα) = s

]︸ ︷︷ ︸
N(α,a)

[
s 6 saα(ε)

]
. (3.23)

Âûäåëåííîå â äàííîé ôîðìóëå âûðàæåíèå N(α, a) åñòü äîëÿ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé

âûáîðêè X = X ⊔ X̄ òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ Xα öåëèêîì ëåæèò â X, ìíîæåñòâî

îáúåêòîâX ′
α öåëèêîì ëåæèò â X̄ è â ïîäâûáîðêóX\Xα äëèíû ℓα ïîïàäàåò ðîâíî s îáúåêòîâ,

íà êîòîðûõ àëãîðèòì a äîïóñêàåò îøèáêó.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì âåêòîð îøèáîê a ðàçáèòûì íà øåñòü áëîêîâ:

a =
(
Xα;

s︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1 ; 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

X\Xα︸ ︷︷ ︸
X

;X ′
α;

ma
α−s︷ ︸︸ ︷

1, . . . , 1 ; 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
X̄\X′

α︸ ︷︷ ︸
X̄

)
.

×èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà îáúåêòàõ, íå ïîïàäàþùèõ íè â Xα, íè â X ′
α, ðàâíî ma

α.

Ñóùåñòâóåò Cs
ma

α
ñïîñîáîâ âûáðàòü èç íèõ s îáúåêòîâ, êîòîðûå ïîïàäóò â X\Xα. Äëÿ

êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ èìååòñÿ ðîâíî Cℓα−s
La−ma

α
ñïîñîáîâ âûáðàòü ℓα − s îáúåêòîâ,

íà êîòîðûõ àëãîðèòì a íå äîïóñêàåò îøèáêó, è êîòîðûå òàêæå ïîïàäóò â X\Xα. Òåì ñàìûì

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòàâ âûáîðêè X\Xα, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñîñòàâ âûáîðêè X̄\X ′
α.

Òàêèì îáðàçîì, N(α, a) = Cs
ma

α
Cℓα−s

Lα−ma
α
/Cℓ

L. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (3.23) è âûäåëèì

â íåì ôîðìóëó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè:

Qε(A) =
∑

α∈A(A)

∑
a∈α

1

|α|
Cℓα

Lα

Cℓ
L

ℓα∑
s=s0

[
s 6 saα(ε)

]Cs
ma

α
Cℓα−s

Lα−ma
α

Cℓα
Lα

=

=
∑
a∈A

∑
α∈A(A)

[a ∈ α]

|α|
Cℓα

Lα

Cℓ
L

H
ℓα,ma

α
Lα

(
saα(ε)

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü âî ìíîæåñòâå A íàéäåòñÿ àëãîðèòì a0, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A

âåêòîð îøèáîê àëãîðèòìà a0 ñîäåðæèòñÿ â âåêòîðå îøèáîê àëãîðèòìà a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X0 ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ îøèáàåòñÿ àëãîðèòì a0. Ïóñòü ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ
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è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ A(A) âûïîëíåíî X0 ∩Xα = ∅
è X0 ∩X ′

α = ∅. Òîãäà

ma
α = n(a0,X), saα(ε) =

ℓ
L

(
n(a,X)− εk

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì îáó÷àþùóþ âûáîðêó X ∈ [X]ℓ, è ïóñòü α = A(X).

Äîêàæåì, ÷òî èç a ∈ α ñëåäóåò n(a,Xα) = 0. Ïóñòü a îøèáàåòñÿ íà îáúåêòå x. Íàì

íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî x /∈ Xα. Äîïóñòèì îáðàòíîå, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ çàïðåùàþùèõ

îáúåêòîâ x ∈ Xα îáÿçàí ëåæàòü â îáó÷åíèè. Óñëîâèå X0 ∩ Xα = ∅ îçíà÷àåò, ÷òî a0

íå îøèáàåòñÿ íà x. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì a äåëàåò êàê ìèíèìóì íà îäíó îøèáêó áîëüøå,

÷åì a0 íà îáó÷åíèè. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç a ∈ α ñëåäóåò n(a,X) = n(a0, X0) + n(a,X ′
α). Çàïèøåì ÷èñëî

îøèáîê àëãîðèòìà a â âèäå n(a,X) = n(a,X0) + n(a,X \X0). Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,

÷òî n(a,X0) = n(a0, X0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

n(a,X\X0) = n(a,X ′
α). Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ X0∩X ′

α ñëåäóåò, ÷òî X
′
α ⊂ X\X0, à çíà÷èò,

n(a,X \ X0) > n(a,X ′
α). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ îøèáêà a ∈ X \ X0 àëãîðèòìà a

ïðèíàäëåæèò X ′
α. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî àëãîðèòìû a0 è a îáà ëåæàò â A(X), à çíà÷èò

íåðàçëè÷èìû íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.

Èç äîêàçàííûõ âûøå óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî

ma
α = n(a,X\Xα\X ′

α) = n(a0, X0) = n(a0,X);

saα(ε) =
ℓ

L

(
n(a,X)− εk

)
− n(a,Xα) =

ℓ

L

(
n(a,X)− εk

)
.

�

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ëåãêî îáúåäèíÿåòñÿ ñ òåîðåìîé î ðàçáèåíèè ìíî-

æåñòâà àëãîðèòìîâ íà îðáèòû:

Qε(A) =
∑

ω∈Ω(A)

∑
α∈A(A)

[aω ∈ α]
|ω|
|α|

Cℓα
Lα

Cℓ
L

Hℓα,m
aω
α

Lα

(
saωα (ε)

)
. (3.24)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåììû 3.5 î ðàâíîì âêëàäå

àëãîðèòìîâ îäíîé îðáèòû â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ. �
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3.6 Îñíîâíûå âûâîäû

Òåîðåìû 3.6 è 3.10, ïîëó÷åííûå â äàííîì ïàðàãðàôå, ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì

äëÿ âûâîäà îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñåìåéñòâ àëãîðèò-

ìîâ. Îöåíêè (3.9) è (3.11) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðàâåíñòâàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íåóëó÷øàåìû.

Ïîìèìî ýòîãî, ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ (ÏÇÌ), ïðåäëîæåííûé

Ê.Â.Âîðîíöîâûì, áûë îáîáùåí ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì: âî-ïåðâûõ, íà ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ íà êëàñòåðû, âî-âòîðûõ, íà ñëó÷àé ÐÌÝÐ.
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Ãëàâà 4. Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ÐÌÝÐ

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ðÿä ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, íåïîñðåäñòâåííî çàäàí-

íûõ ñ ïîìîùüþ áèíàðíîé ìàòðèöû îøèáîê. Ýòè ñåìåéñòâà ìîäåëèðóþò èäåàëèçèðîâàííûå

ñâîéñòâà ðåàëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ: ðàçìåðíîñòü è ðàçðåæåííîñòü ñåìåéñòâà, ðàññëî-

åíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê, ñâÿçíîñòü è ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ, è äð.

Èçó÷åíèå ìîäåëüíûõ ìíîæåñòâ èíòåðåñíî íå òîëüêî â òåîðèè, íî òàêæå ìîæåò áûòü

ïîëåçíî íà ïðàêòèêå. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ï. Áîòîâà [3] ìîäåëüíûå ìíîæåñòâà èñïîëüçó-

þòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåàëüíîãî ñåìåéñòâà êëàññèôèêàòîðîâ ñ ïîìîùüþ óíèìîäàëüíîé

íåñèììåòðè÷íîé ñåòè àëãîðèòìîâ ìàëîé âûñîòû è ðàçìåðíîñòè, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû

òî÷íûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Ýêñïåðèìåíòû íà ðåøàþùèõ

äåðåâüÿõ è ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîé ïîäõîä ïîâûøàåò

îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü ïîëó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäåëüíûå ñåìåéñòâà â êà÷åñòâå îáú-

åìëþùåãî ìíîæåñòâà B (ñì. ëåììó 3.13) äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ îöåíêè (3.16),

îñíîâàííîé íà ðàçëîæåíèèè è ïîêðûòèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

4.1 Ìîíîòîííûå è óíèìîäàëüíûå öåïè

Îïðåäåëåíèå 4.1. Öåïüþ àëãîðèòìîâ íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, ýëåìåíòû êî-

òîðîãî ìîæíî âûñòðîèòü â òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ àëãîðèòìà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü íà îäíîì îáúåêòå.

Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÏÌÝÐ äëÿ ìîíîòîííûõ è óíèìîäàëüíûõ

öåïåé áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå Ê. Â. Âîðîíöîâûì. Íèæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áóäóò

ïîëó÷åíû äëÿ ÐÌÝÐ.
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4.1.1 Ìîíîòîííàÿ öåïü

Ìîíîòîííàÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì â òåîðèè êîìáèíàòîðíîãî îáó-

÷åíèÿ. Ýòî îäíî èç ïðîñòåéøèõ ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ, îäíîâðåìåííî îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè

ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ {a0, . . . , aD} íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé öåïüþ,

åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ öåïüþ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1, è êðîìå ýòîãî ÷èñëî îøèáîê ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé ôóíêöèåé íîìåðà àëãîðèòìà â öåïè:

n(ai,X) = n(a0,X) + i, ïðè i = 0, . . . , D.

Ìîíîòîííàÿ öåïü àëãîðèòìîâ � ýòî ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñâÿçíîãî

ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, ïðåäïîëàãàþùàÿ, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì óäàëåíèè íåêîòîðîãî ïàðà-

ìåòðà îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå òîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü A� ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè, ò. å. ñåìåéñòâî

ïàðàìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé èç X = Rn â Y = {−1,+1} âèäà

a(x,w) = sign (x1w1 + . . .+ xnwn) , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Ïàðàìåòð w ∈ Rn çàäàåò íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé ïðîñòðàí-

ñòâî Rn íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàì −1 è +1. Ïóñòü ôóíêöèÿ

ïîòåðü èìååò âèä I(a, x) =
[
a(x,w) ̸= y(x)

]
, ãäå y(x)�èñòèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ îáúåêòà x.

Ïóñòü ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X ëèíåéíî ðàçäåëèìî, ò. å. ñóùåñòâóåò âåêòîð w∗ ∈ Rn, ïðè

êîòîðîì àëãîðèòì a(x,w∗) íå äîïóñêàåò îøèáîê íà X. Òîãäà ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ

Aδ =
{
a(x,w∗ + tδ) : t ∈ [0,+∞)

}
ïîðîæäàåò ìîíîòîííóþ öåïü ïðè ëþáîì δ ∈ Rn, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì n(a0,X) = 0 â ñèëó ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.2 î ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâàõ äëÿ

ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìû âíà÷àëå óñòàíîâèì ñòðóêòóðó ìíî-

æåñòâà A(A) =
{
A(X) : X ∈ [X]ℓ

}
, çàòåì ïîñòðîèì ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ

ìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî α ∈ A(A) è, íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.2.

Ëåììà 4.1. Äëÿ ìîíîòîííîé öåïè äëèíû D ìíîæåñòâî A(A) ñîñòîèò èç D + 1 ýëåìåíòà:

A(A) = {α0, . . . , αD}, ïðè÷åì äëÿ âñåõ i âûïîëíåíî αi = {a0, . . . , ai}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ÐÌÝÐ 3.2

è ìîíîòîííîñòè ÷èñëà îøèáîê â öåïè. �
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×òîáû âûïèñàòü ñòðóêòóðó ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ, íåîáõîäèìî

çàôèêñèðîâàòü íóìåðàöèþ îáúåêòîâ âûáîðêè. Ñäåëàåì ýòî òàê, êàê ïîêàçàíî íèæå:

x1 x2 x3 xD
m︷ ︸︸ ︷

a0 = ( 0, 0, 0, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

a1 = ( 1, 0, 0, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

a2 = ( 1, 1, 0, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

a3 = ( 1, 1, 1, . . . 0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

. . . . . . . . . . . .

aD = ( 1, 1, 1, . . . 1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1 );

Ïðè òàêîé íóìåðàöèè êàæäûé èç àëãîðèòìîâ at, t = 1, . . . , D, äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåê-

òàõ x1, . . . , xt. Íóìåðàöèÿ îñòàëüíûõ îáúåêòîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê íà ýòèõ îáúåêòàõ

àëãîðèòìû íåðàçëè÷èìû.

Ëåììà 4.2. Ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ ìîíîòîííîé öåïè óñòðîåíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[A(X)=αt] = [x1, . . . , xD ∈ X̄], ïðè t = D,

[A(X)=αt] = [xt+1 ∈ X][x1, . . . , xt ∈ X̄], ïðè t 6 D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Åñëè t = D, òî αt ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì àëãîðèòìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

A(X) = αt òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îáúåêòû {x1, . . . , xD} áóäóò íàõîäèòüñÿ

â êîíòðîëüíîé ïîäâûáîðêå X̄. Â ýòîì ñëó÷àå

[A(X)=αt] = [x1, . . . , xD ∈ X̄].

2. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ A(X) = αt òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå îáúåêòû

{x1, . . . , xt} áóäóò íàõîäèòüñÿ â êîíòðîëüíîé ïîäâûáîðêå X̄, à îáúåêò xt+1 � â îáó÷àþùåé

ïîäâûáîðêå X. Â ýòîì ñëó÷àå

[A(X)=αt] = [xt+1 ∈ X][x1, . . . , xt ∈ X̄].

�

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ìîíîòîííîé öåïè ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà A(A) îêàçàëàñü èäåíòè÷-

íîé ñàìîìó ìíîæåñòâó A. Êðîìå ýòîãî, ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ

ðàíäîìèçèðîâàííîãî ÌÝÐ îêàçàëàñü òàêîé æå, êàê è ó äåòåðìèíèðîâàííîãî ÌÝÐ. Äàííîå

ñîâïàäåíèå âûçâàíî ïðîñòîé ñòðóêòóðîé ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ è íå èìå-

åò ìåñòà â îáùåì ñëó÷àå.
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Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ìîíîòîííîé öåïè èçD+1 àëãîðèòìîâ âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ

ðàâíà

Qε(A) =
D∑

d=0

D∑
t=d

1

1 + t

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ ′,m
L′

(
s(ε)

)
, (4.1)

ãäå L′ = L−t−F , ℓ′ = ℓ−F , F = [t̸=D], s(ε) =
⌊

ℓ
L
(m+d−εk)

⌋
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììàìè 4.1 è 4.2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ t = 0, . . . , D

âûïîëíåíî |αt| = t+1, Lt = L−t−1, ℓt = ℓ−[t = D],md
t = m+d−d = m, sdt (ε) =

ℓ
L
(m+d−εk),

ãäå äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé âìåñòî äâîéíûõ èíäåêñîâ Lαt , ℓαt ,m
d
αt
, sdαt

(ε) èñïîëüçîâàíû

îäèíàðíûå: Lt, ℓt, m
d
t , è s

d
t (ε). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ

ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ â ëåììå 4.2, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 3.2 òåîðåìû 3.17.

Ïîäñòàâèâ ïîñ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ Lt, ℓt, m
d
t , s

d
t (ε) â (3.21), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåé

òåîðåìû. �

Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ìû íå ðàññìàòðèâàëè îòäåëüíî ñëó÷àé D 6 k è D > k.

Ýòè ýôôåêòû óæå ó÷òåíû êîððåêòíî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ìû äîîïðåäåëèëè íóëåì áèíîìè-

àëüíûå êîýôôèöèåíòû â ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå

ìîíîòîííîé öåïè ãðóïïà ñèììåòðèè îêàçàëàñü òðèâèàëüíîé, è ïîòîìó íå ó÷èòûâàëàñü ïðè

âû÷èñëåíèÿõ.

4.1.2 Óíèìîäàëüíàÿ öåïü

Óíèìîäàëüíàÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëüþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñâÿç-

íîãî ñåìåéñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíîòîííîé öåïüþ. Åñëè ìû èìååì ëó÷øèé àëãîðèòì a0

c îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà, òî îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ

ýòîãî ïàðàìåòðà êàê â á�îëüøóþ, òàê è â ìåíüøóþ ñòîðîíó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà

îøèáîê.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ

{a0, a1, . . . , aD, a′1, . . . , a′D}

íàçûâàåòñÿ óíèìîäàëüíîé öåïüþ, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1) ëåâàÿ âåòâü {a0, a1, . . . , aD} è ïðàâàÿ âåòâü {a0, a′1, . . . , a′D} ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè

öåïÿìè;

2) ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà îøèáîê àëãîðèòìîâ aD è a′D ðàâíî ìíîæåñòâó îøèáîê àëãî-

ðèòìà a0.
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Ïàðàìåòð D áóäåì íàçûâàòü äëèíîé âåòâåé óíèìîäàëüíîé öåïè.

Ðàññìîòðèì óíèìîäàëüíóþ öåïü äëèíûD è ïðîíóìåðóåì îáúåêòû ãåíåðàëüíîé âûáîðêè

X òàê, êàê ïîêàçàíî íèæå:



a0 a1 a2 · · · aD a′1 a′2 · · · a′D

x1 0 1 1 · · · 1 0 0 · · · 0

x2 0 0 1 · · · 1 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xD 0 0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

x′1 0 0 0 · · · 0 1 1 · · · 1

x′2 0 0 0 · · · 0 0 1 · · · 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x′D 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1


Íóìåðàöèÿ îñòàëüíûõ îáúåêòîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê íà ýòèõ îáúåêòàõ àëãîðèòìû

íåðàçëè÷èìû.

Ëåììà 4.4. Ãðóïïà ñèììåòðèè óíèìîäàëüíîé öåïè ïðè D > 1 ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ñâîåé ïîäãðóïïû ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê S2. Äàííàÿ ïîäãðóïïà äåéñòâóåò íà àëãîðèòìû öåïè

ïåðåñòàíîâêîé ëåâîé è ïðàâîé âåòâè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðóïïó S2, ñîñòîÿùóþ èç íóëåâîé ïåðåñòàíîâêè è èç ïåðå-

ñòàíîâêè, äåéñòâóþùåé ïî ïðàâèëó (x1↔x′1, . . . , xD ↔x′D). Äàííàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ëåììû. �

Èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòìû ðàçíûõ âåòâåé ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê ëåæàò

â îäíîé îðáèòå äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè. Îðáèòà ω0 = {a0} ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé

àëãîðèòì. Äëÿ îñòàëüíûõ îðáèò ωd = {ad, a′d} äîãîâîðèìñÿ âûáèðàòü àëãîðèòì ad èç ëåâîé

âåòâè â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ îðáèòû.

Ëåììà 4.5. Äëÿ óíèìîäàëüíîé öåïè äëèíû D âûïîëíåíî A(A) = {αt1,t2)}, ãäå

t1, t2 = 0, . . . , D. Ïðè ýòîì αt1,t2 = {a0, a1, . . . , at1 , a′1, . . . , a′t2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ÐÌÝÐ 3.2

è ìîíîòîííîñòè ÷èñëà îøèáîê â êàæäîé âåòâè óíèìîäàëüíîé öåïè. �

Ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ îáúåêòîâ äëÿ óíèìîäàëüíîé öåïè ñòðîÿòñÿ

ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 4.2 äëÿ ìîíîòîííîé öåïè. Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü èõ â ÿâíîì âèäå
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è íåïîñðåäñòâåííî ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÌ

äëÿ óíèìîäàëüíîé öåïè.

Òåîðåìà 4.6. Äëÿ óíèìîäàëüíîé öåïè ñ âåòâÿìè äëèíû D âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ

ÐÌÝÐ ðàâíà

Qε(A) =
D∑

d=0

D∑
t1=d

D∑
t2=0

|ωd|
1 + t1 + t2

Cℓ ′

L′

Cℓ
L

Hℓ ′,m
L′

(
s(ε)

)
, (4.2)

ãäå ωd = [d = 0] + 2 · [d > 0], L′ = L− S − F , S = t1 + t2, F = [t1 ̸=D] + [t2 ̸=D], ℓ′ = ℓ−F ,
s(ε) =

⌊
ℓ
L
(m+d−εk)

⌋
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 4.4 è 4.5. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå

α ≡ αt1,t2 ∈ A(A). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè t1, t2 ñòðîãî ìåíüøå D ìíîæåñòâîì

ïîðîæäàþùèõ îáúåêòîâ áóäåò X ′
α = {xt1+1, xt2+1}. Óñëîâèå ti = D óìåíüøàåò êîëè-

÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ îáúåêòîâ â X ′
α íà åäèíèöó. Ìíîæåñòâî çàïðåùàþùèõ îáúåêòîâ

Xα = {x1, . . . , xt1 , x′1, . . . , x′t2}. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå F = [t1 ̸=D] + [t2 ̸=D], ïîëó÷èì

Lα = L− t1 − t2 − F, ℓα = ℓ− F ;

ma
α = m+ d− d = m, saα(ε) = ⌊ ℓ

L
(m+ d− εk)⌋.

Íàêîíåö, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà αt1,t2 ðàâíà |αt1,t2 | = 1
1+t1+t2

, à [ad ∈ αt1,t2 ] = [d 6 t1].

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â îáùóþ ôîðìóëó èç òåîðåìû 3.17 î ïîðîæäàþùèõ è çàïðå-

ùàþùèõ îáúåêòàõ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. �

4.2 Ìíîãîìåðíûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ

4.2.1 Ïó÷îê ìîíîòîííûõ öåïåé

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïó÷êîì èç h ìîíîòîííûõ öåïåé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ,

ïîëó÷åííîå îáúåäèíåíèåì h ìîíîòîííûõ öåïåé ðàâíîé äëèíû, ñ îáùèì ïåðâûì àëãîðèòìîì.

Êàê è â ñëó÷àå óíèìîäàëüíîé öåïè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ

îøèáàþòñÿ àëãîðèòìû âåòâåé, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñâÿçêà èç 2h ìîíîòîííûõ öåïåé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ h-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

àëãîðèòìîâ, â êîòîðîì ðàçðåøåíî èçìåíÿòü ëþáîé èç h ïàðàìåòðîâ ïðè ôèêñèðîâàííûõ

îñòàëüíûõ, à îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèå íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ íå äîïóñêàåòñÿ. Äàííîå ñå-

ìåéñòâî ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå òðåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ðàññìîòðåííûõ
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â [9]: ìîíîòîííîé öåïè (h = 1), óíèìîäàëüíîé öåïè (h = 2) è åäèíè÷íîé îêðåñòíîñòè

ëó÷øåãî àëãîðèòìà (D = 1).

Ëåììà 4.7. Ãðóïïà ñèììåòðèè ñâÿçêè èç h ìîíîòîííûõ öåïåé ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ïîäãðóïïû ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sh, äåéñòâóþùóþ íà âåòâè ñâÿçêè âñåâîçìîæíûìè

ïåðåñòàíîâêàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó π ∈ Sh è óêàçàòü

ïåðåñòàíîâêó g : X → X, äåéñòâóþùóþ íà âåòâè ñâÿçêè â ñîîòâåòñòâèè ñ π. Òàêàÿ

ïåðåñòàíîâêà ñòðîèòñÿ â ÿâíîì âèäå ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 4.4. �

Èç ëåììû 4.7 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòìû ðàçíûõ âåòâåé ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê ëåæàò

â îäíîé îðáèòå äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèè. Îðáèòà ω0 = {a0} ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé

àëãîðèòì. Äëÿ îñòàëüíûõ îðáèò ωd = {a1d, a2d, . . . , ahd} äîãîâîðèìñÿ âûáèðàòü àëãîðèòì a1d

èç ïåðâîé âåòâè â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ îðáèòû.

Ëåììà 4.8. Äëÿ ñâÿçêè èç h öåïåé äëèíû D âûïîëíåíî A(A) = {αt1,...,th)}, ãäå

ti = 0, . . . , D äëÿ âñåõ i. Ïðè ýòîì αt1,...,th = {aij}, ãäå i = 1, . . . , h, j = 1, . . . , ti.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ÐÌÝÐ 3.2

è ìîíîòîííîñòè ÷èñëà îøèáîê â êàæäîé âåòâè óíèìîäàëüíîé öåïè. �

Ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ îáúåêòîâ äëÿ ñâÿçêè öåïåé ñòðîÿòñÿ ïî àíà-

ëîãèè ñ ëåììîé 4.2 äëÿ ìîíîòîííîé öåïè. Ìû âíîâü íå áóäåì âûïèñûâàòü èõ â ÿâíîì âèäå

è íåïîñðåäñòâåííî ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÌ

äëÿ ñâÿçêè öåïåé. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ êîìáèíàòîðíûé êîýôôèöèåíò Rd
D,h(S, F ),

êîòîðûé çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ S è F , îò ÷èñëà ìîíîòîííûõ öåïåé h è îò èõ äëèíû D,

à òàêæå îò d�ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà S. Êîýôôèöèåíò Rd
D,h(S, F ) ðàâåí

÷èñëó ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ÷èñëî S â âèäå ñóììû h íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîíóìåðîâàííûõ

ñëàãàåìûõ, S = t1 + . . . + th, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò D. Ïðè ýòîì ðîâíî

F ñëàãàåìûõ íå äîëæíû ðàâíÿòüñÿD, à íà ïåðâîå ñëàãàåìîå íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå

îãðàíè÷åíèå t1 > d.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü â ñâÿçêå èç h ìîíîòîííûõ öåïåé ëó÷øèé àëãîðèòì äîïóñêàåò m îøè-

áîê íà ïîëíîé âûáîðêå, äëèíà êàæäîé âåòâè áåç ó÷åòà ëó÷øåãî àëãîðèòìà ðàâíà D.

Òîãäà ïðè îáó÷åíèè ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæåò áûòü

çàïèñàíà â âèäå:

Qε(A) =
D∑

d=0

hD∑
S=d

h∑
F=0

|ωd|Rd
D,h(S, F )

1 + S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′

(
s(ε)

)
, (4.3)
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ãäå L′ = L−S−F , ℓ′ = ℓ−F , s(ε) =
⌊

ℓ
L
(m+d−εk)

⌋
; |ωh| = 1 ïðè h = 0 è |ωd| = h ïðè d > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 4.7 è 4.8. Äëÿ αt, ãäå âñå ti ñòðîãî ìåíüøå

D, ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ îáúåêòîâ áóäåò X ′
α = {x1t1+1, . . . , x

h
th+1}. Óñëîâèå ti = D

óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ îáúåêòîâ â X ′
α íà åäèíèöó. Ìíîæåñòâî çàïðåùàþùèõ

îáúåêòîâ Xα = {x11, . . . , x1t1 , x
2
1, . . . , x

2
t2
, . . . , xh1 , . . . , x

h
th
}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ S =
p∑

i=1

ti, F =
p∑

i=1

[ti ̸= D]. Òîãäà Lα = L−S−F , ℓα = ℓ−F ,

ma
α = n(a0,X), saα = ⌊ ℓ

L
(m+ d− εk)⌋. Íàêîíåö, |αt| = 1

1+t1+...+th
, [a1d ∈ αt] = [d 6 t1].

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â îáùóþ ôîðìóëó èç òåîðåìû 3.17 î ïîðîæäàþùèõ è çàïðå-

ùàþùèõ ìíîæåñòâàõ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:

Qε(A) =
D∑

d=0

D∑
t1=d

D∑
t2=0

. . .
D∑

th=0

|ωd|
1+S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′

(
s(ε)

)
.

Òåïåðü îò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ti ìîæíî ïåðåéòè ê ñóììèðîâàíèþ ïî ìíîæå-

ñòâó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé S è F :

Qε(A) =
D∑

d=0

hD∑
S=d

h∑
F=0

|ωh|
Rd

D,h(S, F )

1+S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′

(
s(ε)

)
,

ãäå Rd
D,h(S, F )� îïðåäåëåííûé âûøå êîìáèíàòîðíûé êîýôôèöèåíò. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Äëÿ åäèíè÷íîé îêðåñòíîñòè èç h àëãîðèòìîâ âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ

ðàâíà

Qε(A) =
1∑

d=0

h∑
S=d

|ωd|CS−d
h−d

1+S

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′

(
s(ε)

)
, (4.4)

ãäå L′ = L−h, ℓ′ = ℓ+S−h.

Íà ðèñ. 4.1 è ðèñ. 4.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ

ñðàâíèâàëèñü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè-

÷åñêîãî ðèñêà. Èç ÷åòûðåõ êðèâûõ íà êàæäîì ãðàôèêå âåðõíÿÿ (æèðíàÿ) ñîîòâåòñòâóåò

ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, íèæíÿÿ� îïòèìèñòè÷åñêîé. Äâå

ïî÷òè ñëèâàþùèåñÿ êðèâûå ìåæäó íèìè ñîîòâåòñòâóþò ÐÌÝÐ. Îäíà èç êðèâûõ âû÷èñëåíà

ïî äîêàçàííûì ôîðìóëàì, à âòîðàÿ ïîñòðîåíà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïî 105 ñëó÷àéíûõ

ðàçáèåíèé, ïðè ðàâíîâåðîÿòíîì âûáîðå ëó÷øåãî àëãîðèòìà â ñëó÷àÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Ðàçëè÷èÿ ýòèõ äâóõ êðèâûõ íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Íà ðèñ. 4.3 è ðèñ. 4.4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ îò ÷èñëà h

âåòâåé â ñâÿçêå è îò èõ äëèíû D. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ ÐÌÝÐ. Ðèñ. 4.4 ïîêàçûâàåò,
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Ðèñ. 4.1: Çàâèñèìîñòü Qε(A) îò ε äëÿ ìîíîòîí-

íîé öåïè ïðè L = 100, ℓ = 60, D = 40, m = 20.
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Ðèñ. 4.2: Çàâèñèìîñòü Qε(A) îò ε äëÿ åäèíè÷íîé

îêðåñòíîñòè ïðè L = 100, ℓ = 60, h = 10,m = 20.
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Ðèñ. 4.3: Çàâèñèìîñòü Qε(A) îò h äëÿ ñâÿçêè

èç ìîíîòîííûõ öåïåé ïðè L = 300, ℓ = 150,

m = 15, D = 1, 2, 3, 5, 10, ε = 0.05.
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Ðèñ. 4.4: Çàâèñèìîñòü Qε(A) îò D äëÿ ñâÿç-

êè èç h = 1, 2, 3, 5, 10 ìîíîòîííûõ öåïåé ïðè

L = 300, ℓ = 150, m = 15, ε = 0.05.

÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèí öåïåé D âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòàåò ðàñòè

óæå ïðè D = 7. Ýòî ñâÿçàíî ñ ýôôåêòîì ðàññëîåíèÿ �ëèøü àëãîðèòìû èç íèæíèõ ñëîåâ

èìåþò ñóùåñòâåííî îòëè÷íóþ îò íóëÿ âåðîÿòíîñòü áûòü âûáðàííûìè ìåòîäîì ìèíèìè-

çàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Äîáàâëåíèå ¾ñëèøêîì ïëîõèõ¿ àëãîðèòìîâ íå óâåëè÷èâàåò

âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ. Ðèñ. 4.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà öåïåé (h) â ñâÿçêå

âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïðîäîëæàåò ðàñòè. Îäíàêî ñêîðîñòü ðîñòà ñóáëèíåéíà ïî h

áëàãîäàðÿ ýôôåêòó ñâÿçíîñòè � âñå àëãîðèòìû íàõîäÿòñÿ íà õýììèíãîâîì ðàññòîÿíèè

íå áîëåå D îò ëó÷øåãî àëãîðèòìà.
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4.2.2 Ìíîãîìåðíàÿ ìîíîòîííàÿ ñåòü àëãîðèòìîâ

Ââåäåì öåëî÷èñëåííûé âåêòîð èíäåêñîâ d = (d1, . . . , dh) ∈ Zh. Îáîçíà÷èì

∥d∥ = max
j=1,...,h

|dj|, |d| = |d1| + . . . + |dh|. Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ èíäåêñîâ ââåäåì

ïîêîìïîíåíòíîå îòíîøåíèå ñðàâíåíèÿ: d < d′, åñëè dj 6 d′j, j = 1, . . . , h, è õîòÿ áû îäíî

èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A =
{
ad

}
, ãäå d > 0 è ∥d∥ 6 D, íàçûâàåòñÿ

ìîíîòîííîé h-ìåðíîé ñåòüþ àëãîðèòìîâ äëèíû D, åñëè ñóùåñòâóþò h ∈ N è óïîðÿäî-

÷åííûå íàáîðû îáúåêòîâ Xj = {x1j , . . . , xDj } ⊂ X äëÿ âñåõ j = 1, . . . , h, à òàêæå ìíîæåñòâà

U1 ⊂ X è U0 ⊂ X, òàêèå ÷òî:

1) íàáîð
{
U0, U1, {Xj}hj=1

}
ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà;

2) ad(x
i
j) = [i 6 dj], ãäå x

i
j ∈ Xj;

3) ad(x0) = 0 ïðè âñåõ x0 ∈ U0;

4) ad(x1) = 1 ïðè âñåõ x1 ∈ U1.

Ìîíîòîííàÿ ñåòü àëãîðèòìîâ � ýòî ìîäåëü ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñâÿçíîãî ñåìåéñòâà àë-

ãîðèòìîâ, ïðåäïîëàãàþùàÿ, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì óäàëåíèè êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé âûáîðêå òîëüêî óâåëè÷è-

âàåòñÿ.

Îáîçíà÷èì |U1| = m. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n(ad,X) = m + |d|. Àëãîðèòì a0

ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì â ñåòè. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê t+m = n(ad,X)

íàçûâàþòñÿ t-ñëîåì ñåòè.

Ïðèìåð 4.2. Ìîíîòîííàÿ äâóìåðíàÿ ñåòü ïðè m = 0 è L = 4:



a0,0 a1,0 a2,0 a0,1 a1,1 a2,1 a0,2 a1,2 a2,2

x1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

x2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

x3 0 0 0 1 1 1 1 1 1

x4 0 0 0 0 0 0 1 1 1


×èñëî àëãîðèòìîâ â h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòè ñ âåòâÿìè äëèíû D ðàâíî (D + 1)h.

Óêîðî÷åííîé h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòüþ Ã ⊂ A íàçîâåì ïåðâûå D ñëîåâ èç A. Òàêèì
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Ðèñ. 4.5: Ìàòðèöà îøèáîê ìîíîòîííîé ñåòè (ñëåâà) è óêîðî÷åííîé ìîíîòîííîé ñåòè (ñïðàâà) ïðè

D = 20, h = 2, m = 5, L = 60.

îáðàçîì,

Ã = {ad ∈ A, |d| 6 D}.

×èñëî àëãîðèòìîâ â Ã ðàâíî Ch
D+h.

Ïðèìåð ìàòðèöû îøèáîê ìîíîòîííîé ñåòè ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.5.

Âïåðâûå ìîíîòîííûå ñåòè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè áûëè èçó÷åíû Ï. Áîòîâûì â [2,

3, 46]. Òàì æå áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî

ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðàçóìíûõ ñî÷åòàíèÿõ ïàðàìåòðîâ âåðî-

ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ äëÿ óêîðî÷åííîé ñåòè Ã è äëÿ ïðîñòîé ñåòè A ðàçëè÷àþòñÿ

êðàéíå ìàëî. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì íåóêîðî÷åííûõ

ìîíîòîííûõ ñåòåé. Äëÿ ýòîãî êëàññà ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ áóäóò ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ.

Ëåììà 4.10. Ãðóïïà ñèììåòðèè ìîíîòîííîé ñåòè ðàçìåðíîñòè h ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ïîäãðóïïû ãðóïïó Sh âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâ X1, . . . , Xh.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå àëãîðèòìû h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòè äëèíû D èíäåêñèðîâàíû

ìíîæåñòâîì âåêòîð-èíäåêñîâ d ∈ {0, . . . , D}h. Çäåñü ÷èñëî îøèáîê àëãîðèòìà ad = m+ |d|.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ad ∈ A è ïðîèçâîëüíóþ π ∈ Sh. Ïî äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ

äåéñòâèÿ π íà X ïîëó÷àåì, ÷òî πad = aπd, ãäå äåéñòâèå π íà âåêòîð d îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé åãî êîîðäèíàò. Ìíîæåñòâî {0, . . . , D}h ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðè-

ìåíåíèè ê íåìó ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò π ∈ Sh. Ïîýòîìó ∀d ∈ {0, . . . , D}h

âûïîëíåíî πd ∈ {0, . . . , D}h. À ñëåäîâàòåëüíî, aπd ∈ A. �
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Ðèñ. 4.6: Ñòðîåíèå ìíîæåñòâà A(X) äëÿ äâóìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòè; h = 2, D = 8.

Ïóñòü Y D
h �ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé èç h ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò D; ïóñòü |Shd|�÷èñëî

ðàçëè÷íûõ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ d1, . . . , dh.

Ëåììà 4.11. Ïóñòü A = {ad}, ∥d∥ 6 D�ìîíîòîííàÿ ñåòü äëèíû D ñ ðàçìåðíîñòüþ h.

Òîãäà ìíîæåñòâî îðáèò A ïîä äåéñòâèåì Sh èíäåêñèðîâàíî âñåâîçìîæíûìè âåêòîðàìè

λ ∈ Y D
h . ×èñëî àëãîðèòìîâ â îðáèòå ωλ, ãäå λ = (λ1, . . . , λh), ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñëîâ

äëèíû h, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ λ1, . . . , λh: |ωλ| = |Shλ|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî âìåñòî äåéñòâèÿ Sh íà A = {ad} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
äåéñòâèå Sh íà âåêòîð èíäåêñîâ d, ãäå íîâîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò âåêòîðà d.

Ðàññìîòðèì îðáèòó ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà ad. Âîçüìåì ïåðåñòàíîâêó π ∈ Sh,

óïîðÿäî÷èâàþùóþ êîîðäèíàòû d â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ. Ïîëîæèì λ = πd. Ïîñòðîåííàÿ

òàêèì îáðàçîì λ ëåæèò â ìíîæåñòâå Y D
h . Ïðè ýòîì ðàçëè÷íûì λ1 è λ2 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü

ðàçëè÷íûå îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû Sh íà {ad}.

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîâàìè äëèíû h èç ñèìâîëîâ λ1, . . . , λh è

êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ îðáèòû |ωλ| î÷åâèäíî. �

Ëåììà 4.12. Äëÿ ìîíîòîííîé ñåòè ìíîæåñòâî A(A) ≡
{
A(X) : X ∈ [X]ℓ

}
óñòðîåíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(A) = {αt : t ∈ [0, . . . , D]h},
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ãäå αt = {ad |d 6 t}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà A(X), ïðèâåäåííûé

íà ðèñ. 4.6. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííîé ñåòè ñëåäóåò, ÷òî â A(X) âñåãäà íàéäåòñÿ

¾êðàéíèé¿ àëãîðèòì at, òàêîé ÷òî A(X) = {ad |d 6 t}. È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî t

ëåãêî ïîñòðîèòü òàêóþ âûáîðêó Xt, äëÿ êîòîðîé A(X) = {ad |d 6 t}. Ñëåäîâàòåëüíî,
A(A) = {αt : t ∈ [0, . . . , D]h}, è ìíîæåñòâà αt óñòðîåíû òàê, êàê óòâåðæäàåòñÿ â íàñòîÿùåé

ëåììå. �

Ëåììà 4.13. Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà èíäåêñîâ t > 0 ìíîæåñòâî J(t) îáîçíà-

÷àåò ìíîæåñòâî òåõ èíäåêñîâ j ∈ {1, . . . , h}, äëÿ êîòîðûõ tj < D (ñòðîãî). Òîãäà äëÿ αt

ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X̄t =
∪

j∈J(t)

x
tj+1
j , X̄ ′

t =
h∪

j=1

tj∪
i=1

xij.

Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì X̄t è X̄
′
t ÿâëÿþòñÿ ïîðîæäàþùèì è çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâîì

äëÿ αt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ X̄t,

X̄ ′
t è îïðåäåëåíèÿ ÐÌÝÐ (3.2). �

Òåîðåìà 4.14. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèé ìîíîòîííîé ñåòè âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ çàïèñû-

âàåòñÿ â âèäå

Qε(A) =
∑
d∈Y D

h

∑
t>d,
∥t∥6D

|Shd|
V (t)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′

(
s(ε)

)
, (4.5)

ãäå Y D
h �ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ íåâîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé èç h ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò D, |Shd|�÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ,

ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ d1, . . . , dh.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (4.5) íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-

ìîé 3.3 è ëåììàìè 4.10, 4.11, 4.12 è 4.13. �

Ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå (4.5) òðåáóåò O(h ·Dh · Ch
D+h) îïåðàöèé. Îöåíèì, íàñêîëüêî áîëüøå

îïåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ, åñëè íå ó÷èòûâàòü ñèììåòðèè.

Òåîðåìà 4.15. Áåç ó÷åòà ñèììåòðèé âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ, ïðèìåíåííîãî

ê ìîíîòîííîé ñåòè A = {ad} ðàçìåðíîñòè h, ∥d∥ 6 D, äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Qε(A) =
∑
d>0,

∥d∥6D

∑
t>0,

∥t∥6D

[t > d]

V (t)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′

(
s(ε)

)
, (4.6)
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ãäå V (t) =
h∏

j=1

(tj+1), ℓ′ = ℓ−
h∑

j=1

[tj ̸=D], k′ = k−|t|, L′ = ℓ′ + k′, s(ε) = ℓ
L

[
m+ |d| − εk

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (4.6) íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-

ìîé 3.17 è ëåììàìè 4.12 è 4.13. �

Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî íîâîé ôîðìóëå, íå ó÷èòûâàþùåé ñèììåòðèè,

òðåáóåò O(h ·D2h) îïåðàöèé. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Dh/Ch
h+D, ïîêàçûâàþùåå, âî ñêîëüêî

ðàç óâåëè÷èëñÿ îáúåì âû÷èñëåíèé. Äàííàÿ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíà ïðè D ≫ h. Ýòî

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñåòåé áîëüøîé äëèíû, íà êîòîðûõ ãðóïïà ñèììåòðèè äåéñòâóåò

íàèáîëåå ýôôåêòèâíî. Â ýòîì ñëó÷àå ó÷åò ñèììåòðèé äàåò âûèãðûø â h! ðàç, ÷òî â òî÷íîñòè

ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ñèììåòðèé. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñåòè

áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé è ìàëîé äëèíû) âûèãðûø îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå.

4.2.3 Ìíîãîìåðíàÿ óíèìîäàëüíàÿ ñåòü àëãîðèòìîâ

Óíèìîäàëüíàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëüþ ñâÿçíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî

ñåìåéñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîíîòîííîé ñåòüþ. Åñëè ìû èìååì ëó÷øèé àëãîðèòì a0

c îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì âåêòîðà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, òî îòêëîíåíèå çíà÷åíèé

êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà êàê â á�îëüøóþ, òàê è â ìåíüøóþ ñòîðîíó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ

÷èñëà îøèáîê.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A =
{
ad

}
, ãäå ∥d∥6D, íàçûâàåòñÿ óíèìî-

äàëüíîé h-ìåðíîé ñåòüþ àëãîðèòìîâ, åñëè ñóùåñòâóåò h ∈ N è óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû

îáúåêòîâ Xj = {x1j , x2j , . . . , xDj } ⊂ X, Yj = {y1j , y2j , . . . , yDj } ⊂ X, äëÿ âñåõ j = 1, . . . , h,

à òàêæå ìíîæåñòâà U1 ⊂ X è U0 ⊂ X, òàêèå ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) Íàáîð
{
U0, U1, {Xj}hj=1, {Yj}hj=1

}
ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà X íà íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ ìíîæåñòâà;

2) ad(x
i
j) = [dj > 0]

[
i 6 |dj|

]
, ãäå xij ∈ Xj;

3) ad(y
i
j) = [dj < 0]

[
i 6 |dj|

]
, ãäå yij ∈ Yj;

4) ad(x0) = 0 ïðè âñåõ x0 ∈ U0;

5) ad(x1) = 1 ïðè âñåõ x1 ∈ U1.

Çàìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííîé ñåòè îòñóò-

ñòâèåì îãðàíè÷åíèÿ d > 0. ×èñëî àëãîðèòìîâ â h-ìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòè ñ âåòâÿìè
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Ðèñ. 4.7: Ìàòðèöà îøèáîê óíèìîäàëüíîé ñåòè (ñëåâà) è óêîðî÷åííîé óíèìîäàëüíîé ñåòè (ñïðàâà)

ïðè D = 10, h = 2, m = 5, L = 60.

äëèíû D ñîñòàâëÿåò (2D + 1)h. Óêîðî÷åííîé h-ìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòüþ Ã íàçîâåì

ìíîæåñòâî ïåðâûõ D ñëîåâ èç A:

Ã = {ad ∈ A : n(ad,X) 6 m+D}.

Íà ðèñ. 4.7 ïîêàçàíû ïðèìåðû ìàòðèöû îøèáîê óíèìîäàëüíûõ ñåòåé.

Ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïåññèìèñòè÷åñêîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýì-

ïèðè÷åñêîãî ðèñêà íà óêîðî÷åííûõ óíèìîäàëüíûõ ñåòÿõ òàêæå áûëà ïîëó÷åíà â [2]. Íèæå

ðàññìàòðèâàþòñÿ íåóêîðî÷åííûå óíèìîäàëüíûå ñåòè è ñëó÷àé ðàíäîìèçèðîâàííîãî ÌÝÐ.

Ëåììà 4.16. Ãðóïïà ñèììåòðèè óíèìîäàëüíîé ñåòè ðàçìåðíîñòè h ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ïîäãðóïïû ãðóïïó Sym(A) = (S2)
h × Sh. Ãðóïïà Sh äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ïàð (Xj, Yj)

h
j=1

âñåìè âîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè; j-òàÿ ãðóïïà S2 ïåðåñòàâëÿåò îáúåêòû ìíîæåñòâà Xj

è Yj ìåñòàìè, ñîõðàíÿÿ îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê îáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñå àëãîðèòìû h-ìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòè äëèíû D

èíäåêñèðîâàíû ìíîæåñòâîì âåêòîð-èíäåêñîâ d ∈ {−D, . . . , D}h. Ïðè ýòîì ÷èñëî îøèáîê

àëãîðèòìà ad ðàâíî n(ad,X) = m+ |d|.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ad ∈ A è ïðîèçâîëüíóþ π = (z1, . . . , zh) × π0 ∈ Sym(A), ãäå

zj ∈ S2, π0 ∈ Sh. Ïî äàííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ π íà X ïîëó÷àåì, ÷òî πad = aπd,

ãäå äåéñòâèå π íà âåêòîð d îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé åãî êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ π0

è èíâåðñèåé çíàêîâ äëÿ âñåõ j, òàêèõ ÷òî zj ̸= id� òðàíñïîçèöèÿ. Ìíîæåñòâî {−D, . . . , D}h

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ê íåìó ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò π ∈ (S2)
h × Sh.

Ïîýòîìó ∀d ∈ {−D, . . . , D}h âûïîëíåíî πd ∈ {−D, . . . , D}h, ñëåäîâàòåëüíî, aπd ∈ A. �
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Ðèñ. 4.8: Ñòðîåíèå ìíîæåñòâà A(X) äëÿ äâóìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòè.

Ëåììà 4.17. Ïóñòü A = {ad}, ∥d∥ 6 D�óíèìîäàëüíàÿ ñåòü äëèíû D è ðàçìåðíîñòè h.

Òîãäà ìíîæåñòâî îðáèò A ïîä äåéñòâèåì Sym(A) èíäåêñèðîâàíî âñåâîçìîæíûìè ýëåìåí-

òàìè èç Y D
h . Ïóñòü λ = (λ1, . . . , λh) ∈ Y D

h . Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Shλ| ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñëîâ

äëèíû h, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ λ1, . . . , λh. Ïóñòü |λ > 0|�÷èñëî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ

êîìïîíåíò âåêòîðà λ.

Òîãäà ÷èñëî àëãîðèòìîâ â îðáèòå ωλ ðàâíî |Shλ| · 2|λ>0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ ëåììû 4.11. Ìíîæè-

òåëü 2|λ>0| ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîñòè ñìåíèòü çíàê ó âñåõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíò âåêòîðà

d. �

Òåîðåìà 4.18. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ, ïðèìåíåííîãî ê óíèìîäàëüíîé ñåòè

A = {ad} ðàçìåðíîñòè h, ∥d∥ 6 D, äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Qε(A) =
∑
d∈Y D

h

∑
t>d,
∥t∥6D

∑
t′>0,

∥t′∥6D

|Shd | · 2|d>0|

T (t+ t′)

Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0), (4.7)

ãäå ℓ′ = ℓ−
∑h

j=1

(
[tj ̸= D] + [t′j ̸= D]

)
, k′ = k−|t|− |t′|, à îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò

ñ îáîçíà÷åíèÿìè òåîðåìû 4.14.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç A(A) =
{
A(X) : X ∈ [X]ℓ

}
îáîçíà÷àëîñü ìíîæåñòâî

ïîäìíîæåñòâ àëãîðèòìîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ. Ïóñòü A�óíèìîäàëüíàÿ

ñåòü. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè X ìíîæåñòâî A(X) óñòðîåíî ñïåöèôè-
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÷åñêèì îáðàçîì. Íà ðèñ. 4.8 ïîêàçàíî, ÷òî â A(X) âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà àëãîðèòìîâ

(at1 , at2), ÷òî

A(X) = {ad | t1 6 d 6 t2}.

Ñëåäîâàòåëüíî, A(A) = {αt,t′ : t, t′ ∈ [0, . . . , D]h}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(t) ìíîæåñòâî òåõ èíäåêñîâ j ∈ {1, . . . , h}, äëÿ êîòîðûõ tj < D.

Ïîëîæèì

Xt =
∪

j∈J(t)

x
tj+1
j , X ′

t =
h∪

j=1

tj∪
i=1

xij;

Yt′ =
∪

j∈J(t′)

y
t′j+1

j , Y ′
t′ =

h∪
j=1

t′j∪
i=1

yij.

Ìíîæåñòâà Xt ∪ Yt′ è X
′
t ∪ Y ′

t′ ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäàþùèì è çàïðåùàþùèì

ìíîæåñòâàìè äëÿ αt,t′ . Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâàõ,

ïîëó÷èì ôîðìóëó (4.7). �

4.2.4 Ðàçðåæåííûå ìîíîòîííûå è óíèìîäàëüíûå ñåòè

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ðàññìàòðèâàëèñü ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, ðåàëèçóþùèåñÿ

ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè êîìïîíåíò âåêòîðà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Íà ïðàêòèêå

âîçìîæíû ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íàáëþäàåìîå ñåìåéñòâî áóäåò ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì

ðàññìîòðåííûõ âûøå ìîíîòîííûõ è óíèìîäàëüíûõ ñåòåé. Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå ïîäìíîæåñòâà, â êîòîðûõ íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè àëãîðèòìàìè â ñåìåéñòâå. Ýòè ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò

èçìåíåíèþ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîñòîÿííûì øàãîì.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïóñòü ρ ∈ N�öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð; A = {ad}� h-ìåðíàÿ ìî-

íîòîííàÿ ñåòü äëèíû ρD; m ≡ n(a0,X). Ðàçðåæåííîé h-ìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòüþ Ä

ïëîòíîñòè ρ è äëèíû D áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî A, çàäàííîå óñëîâèåì:

Ä =
{
ad ∈ A

∣∣d ∈ (ρZ)h
}
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ρ > 1 ãðàô ñìåæíîñòè ðàçðåæåííîé ìîíîòîííîé ñåòè ñîñòîèò

èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Ïðèìåð 4.3. Íà ðèñ. 4.9 âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî äâóìåðíîé ìîíîòîííîé ñåòè ñ ïàðàìåò-

ðîì D = 8, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçðåæåííîé ìîíîòîííîé ñåòè ñ ïàðàìåòðàìè ρ = 2, D = 4.
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Ðèñ. 4.9: Äâóìåðíàÿ ðàçðåæåííàÿ ìîíîòîííàÿ ñåòü ïðè ρ = 2, D = 4.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçðåæåííîé ìîíîòîííîé ñåòè íå óäàåòñÿ âûïèñàòü ñèñòåìó ïîðîæ-

äàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ íåïîñðåäñòâåííî â âèäå (3.20). Ïðè ýòîì ñòðóêòóðà

âûâîäà ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðåæíåé� âíà÷àëå èñïîëüçóåòñÿ

òåîðåìà 3.6 î ðàçëîæåíèè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåò-

ðèè, çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà A(A) è, ïîñëå ïîäñ÷åòà ÷èñëà ýëåìåíòîâ

â ïîëó÷èâøèõñÿ ìíîæåñòâàõ, âûïèñûâàåòñÿ ôèíàëüíàÿ îöåíêà.

Òåîðåìà 4.19. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ, ïðèìåíåííîãî ê ðàçðåæåííîé ìîíîòîí-

íîé ñåòè ÄM ={ad} ðàçìåðíîñòè h, ∥d∥6D, äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Qε(ÄM) =
∑

λ∈Y h,D
∗

∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

|Shλ|
T
(
⌊t/ρ⌋

)Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0), (4.8)

ãäå Y D
h îïðåäåëåíî â òåîðåìå 4.14, |Shλ|�ìîùíîñòü îðáèòû äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû Sh íà λ, T (t) =
∏

j(tj + 1), ℓ′ = ℓ −
∑h

j=1[tj ̸= ρD], k′ = k − |t|, L′ = ℓ′ + k′,

s0 =
ℓ
L
[m+ ρ|λ| − εk], Hℓ ′,m

L′ (s)�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.6 î ðàçëîæåíèè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

ïî îðáèòàì ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ:

Qε(AM) =
1

Cℓ
L

∑
λ∈Y h,D

∗

|Shλ|
∑

X∈[X]ℓ

[aλ ∈ AM(X)]

|AM(X)|
[δ(aλ, X) > ε] .

Øàã 1. Çàôèêñèðóåì X ∈ [X]ℓ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tj ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ

èç {0, . . . , ρD}, ïðè êîòîðîì âñå îáúåêòû {x1j , . . . , x
tj
j } ñîäåðæàòñÿ â X̄, à x

tj+1
j , ïðè åãî

íàëè÷èè, ëåæèò â X. Ïîëîæèì t = {tj}hj=1. Òîãäà óñëîâèå aλ ∈ AM(X) ïåðåïèøåòñÿ êàê

t > ρλ.
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Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ AM è X ∈ [X]ℓ âûïîëíåíî n(a,X) > n(a0, X).

Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì aλ ìîæåò áûòü âûáðàí, òîëüêî åñëè îáúåêòû xij ïðè âñåõ

j = 1, . . . , h è i 6 ρλj ëåæàò â êîíòðîëå. Â òåðìèíàõ t ýòî çàïèñûâàåòñÿ êàê t > ρλ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì

ïàðàìåòðà t ÷åðåç [X]ℓt. Òîãäà

Qε(AM) =
1

Cℓ
L

∑
λ∈Y D

h

|Shλ|
∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

∑
X∈[X]ℓt

1

|AM(X)|
[δ(aλ, X) > ε] .

Øàã 2. Ïóñòü X ∈ [X]ℓt. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ad ∈ AM(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ρd 6 t. Ñëåäîâàòåëüíî,

|AM(X)| = (⌊t1/ρ⌋+1)(⌊t2/ρ⌋+1) . . . (⌊th/ρ⌋+1).

Îáîçíà÷èì T (v) =
∏

j(vj+1). Òîãäà |A(X)| = T
(
⌊t/ρ⌋

)
.

Øàã 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s = |U1∩X| ÷èñëî îáúåêòîâ èç U1, ëåæàùèõ â îáó÷åíèè. Òîãäà

δ(aλ, X) = m−s+ρ|λ|
k

− s
ℓ
, è óñëîâèå δ(aλ, X) > ε çàïèøåòñÿ â âèäå s 6 ℓ

L
[m + ρ|λ| − εk] ≡ s0.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé èç [X]ℓt ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì s îáîçíà÷èì ÷åðåç [X]ℓt,s.

Òîãäà

Qε(AM) =
1

Cℓ
L

∑
λ∈Y D

h

|Shλ|
∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

1

T
(
⌊t/ρ⌋

) s0∑
s=0

∣∣[X]ℓt,s∣∣.
Øàã 4. Âû÷èñëèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà [X]ℓt,s.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ℓ′ = ℓ −
∑h

j=1[tj ̸= ρD], k′ = k − |t|, L′ = ℓ′ + k′. Òîãäà ïðîñòîå

êîìáèíàòîðíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
∣∣[X]ℓt,s∣∣ = Cs

mC
k′−s
L′−m. Ñëåäîâàòåëüíî,

Qε(AM) =
1

Cℓ
L

∑
λ∈Y D

h

|Shλ|
∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

1

T
(
⌊t/ρ⌋

) s0∑
s=0

Cs
mC

k′−s
L′−m.

Íàïîìíèì, ÷òî Hℓ ′,m
L′ (z) =

⌊z⌋∑
s=0

C s
mC ℓ′−s

L′−m

C ℓ′
L′

�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [8].

Òîãäà

Qε(AM) =
∑
λ∈Y D

h

∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

|Shλ|
T
(
⌊t/ρ⌋

)Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ ′,m
L′ (s0).

�

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ïóñòü ρ ∈ N�öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð; A = {ad}, ãäå ∥d∥ 6 ρD�

h-ìåðíàÿ óíèìîäàëüíàÿ ñåòü; m ≡ n(a0,X). Ðàçðåæåííîé h-ìåðíîé óíèìîäàëüíîé ñåòüþ
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Ä ïëîòíîñòè ρ áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî A:

Ä =
{
ad ∈ A

∣∣d ∈ (ρZ)h
}
.

Òåîðåìà 4.20. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ, ïðèìåíåííîãî ê ðàçðåæåííîé óíèìî-

äàëüíîé ñåòè Ä = {ad} ðàçìåðíîñòè h, ∥d∥6D, äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Qε(A) =
∑
λ∈Y D

h

∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

∑
t′>0,

∥t′∥6ρD

S(λ, t, t′);

S(λ, t, t′) =
|Shλ| · 2|λ>0|

T
(
⌊t/ρ⌋+ ⌊t′/ρ⌋

)Cℓ ′

L′

Cℓ
L

Hℓ ′,m
L′ (s0),

(4.9)

ãäå ℓ′ = ℓ−
∑h

j=1

(
[tj ̸= ρD]+[t′j ̸= ρD]

)
, k′ = k−|t|−|t′|, à îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò

ñ îáîçíà÷åíèÿìè òåîðåìû 4.19.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ aλ îðáèòû ωλ àëãîðèòì, íå äîïóñêàþùèé

îøèáîê íà ìíîæåñòâå Y =
∪h

j=1 Yj. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, âçÿâ ïðîèçâîëüíûé ad ∈ ωλ

è ïîìåíÿâ çíàêè ó âñåõ dj < 0 c ïîìîùüþ òðàíñïîçèöèè zj.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ t è [X]ℓt òàê æå, êàê è íà ïåðâîì øàãå âûâîäà ôîðìóëû äëÿ

ìîíîòîííîé ñåòè, ïîëó÷èì

Qε(Ä) =
1

Cℓ
L

∑
λ∈Y D

h

|Shλ| · 2|λ>0|
∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

∑
X∈[X]ℓt

1

|Ä(X)|
[δ(aλ, X) > ε] .

Øàã 2. Îáîçíà÷èì ñ ïîìîùüþ t′j ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ èç {0, . . . , ρD}, ïðè êîòîðîì

âñå îáúåêòû {y1j , . . . , y
t′j
j } ñîäåðæàòñÿ â X̄, à y

t ′j+1

j , ïðè åãî íàëè÷èè, ëåæèò â X. Ïîëîæèì

t′ = {t′j}hj=1. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð t′ èãðàåò äëÿ íàáîðà {Yj} òó æå ðîëü, ÷òî t äëÿ {Xj}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X]ℓt,t′ ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè t è t′.

Ïóñòü X ∈ [X]ℓt,t′ . Çàìåòèì, ÷òî [ad ∈ Ä(X)] = [−t′ 6 ρd 6 t]. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Ä(X)| = T
(
⌊t/ρ⌋+ ⌊t′/ρ⌋

)
.

Øàã 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s = |U1∩X| ÷èñëî îáúåêòîâ èç U1, ëåæàùèõ â îáó÷åíèè. Ïóñòü

s0 ≡ ℓ
L
[m+ ρ|λ| − εk]. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íîãî øàãà òåîðåìû 4.19, ïîëó÷èì

Qε(Ä) =
1

Cℓ
L

∑
λ∈Y D

h

|Shλ| · 2|λ>0|
∑
t>λ,

∥t∥6D

∑
t′>0,

∥t′∥6D

1

T (t, t′)

s0∑
s=0

∣∣[X]ℓt,t′,s∣∣.
Øàã 4. Ïîñ÷èòàåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà [X]ℓt,t′,s.
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 h = 1, 2, 3, 4.
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Ðèñ. 4.10: Çàâèñèìîñòü Qε(Ä) îò ðàçðåæåííîñòè

ρ ìîíîòîííîé ñåòè ïðè L = 150, ℓ = 90, ε = 0.05,

D = 3, m = 5, h = 1, 2, 3, 4.
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Ðèñ. 4.11: Çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷å-

íèÿ Qε(Ä) äëÿ ðàçðåæåííîé ìîíîòîííîé è óíè-

ìîäàëüíîé ñåòåé îò ρ ïðè L = 150, ℓ = 90,

ε = 0.05, D = 3, m = 5, h = 1(2), 2(4).

Îáîçíà÷èì ℓ′ = ℓ −
∑h

j=1

(
[tj ̸= ρD] + [t′j ̸= ρD]

)
, k′ = k − |t| − |t′|, L′ = ℓ′ + k′. Òîãäà∣∣[X]ℓt,t′,s∣∣ = Cs

mC
k′−s
L′−m. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì:

Qε(A) =
∑
λ∈Y D

h

∑
t>ρλ,

∥t∥6ρD

∑
t′>0,

∥t′∥6ρD

|Shλ| · 2|λ>0|

T
(
⌊t/ρ⌋+ ⌊t′/ρ⌋

)Cℓ′

L′

Cℓ
L

Hℓ′,m
L′ (s0).

�

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ ìîíîòîííîé è óíèìîäàëüíîé ðàçðåæåííûõ ñåòåé. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ñ ïî-

ìîùüþ äîêàçàííûõ âûøå ôîðìóë (4.8), (4.9).

Íà ðèñ. 4.10 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ h-ìåðíîé ìîíîòîííîé

ñåòè îò ðàçðåæåííîñòè ρ (ïðè h = 1, 2, 3, 4). Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ âîçðàñòàåò. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçðåæåííîñòè ρ âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïà-

äàåò è âñêîðå âûõîäèò íà êîíñòàíòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ëó÷øåãî

àëãîðèòìà ñåìåéñòâà a0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ïëîòíîñòè ñåìåéñòâà

âîçðàñòàåò ðîëü ÿâëåíèÿ ðàññëîåíèÿ [9, 8].

Íà ðèñ. 4.11 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ðàçðåæåííûõ h-ìåðíûõ óíèìîäàëüíûõ

ñåòåé ñ ðàçðåæåííûìè 2h-ìåðíûìè ìîíîòîííûìè ñåòÿìè ïðè h = 1 è h = 2. Òîíêàÿ ñåðàÿ

êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ óíèìîäàëüíîé ñåòè. Ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó [2] î ñâÿçè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ óíèìîäàëüíûõ

ñåòåé ñ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåîáó÷åíèÿ ìîíîòîííûõ ñåòåé óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè.
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4.3 Ïëîòíûå ñåìåéñòâà

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëüíûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ,

â êîòîðûõ ÷èñëî àëãîðèòìîâ óâåëè÷èâàëîñü ïîëèíîìèàëüíî ïî ïàðàìåòðó h. Â äàííîì ïàðà-

ãðàôå áóäóò ðàññìîòðåíû áîëåå ïëîòíûå ìîäåëüíûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, íå îáëàäàþùèå

ïàðàìåòðîì ðàçìåðíîñòè. Â äàëüíåéøåì ýòè ñåìåéñòâà áóäóò èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå

îáúåìëþùèõ ìíîæåñòâ B (ñì. ëåììó 3.13) äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ îöåíêè (3.16).

4.3.1 Ñëîé õýììèíãîâà øàðà

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó àëãîðèòìàìè ρ(a, a′) îïðåäåëÿëîñü êàê ðàññòîÿíèå

Õýììèíãà ìåæäó èõ âåêòîðàìè îøèáîê:

ρ(a, a′) =
∑
x∈X

|I(a, x)− I(a′, x)|.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Öåíòðàëüíûì ñëîåì õýììèíãîâà øàðà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Br(a0) = {a ∈ {0, 1}L : n(a,X) = n(a0,X), è ρ(a, a0) 6 r}.

Äàííîå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñå÷åíèåì øàðà àëãîðèòìîâ {a ∈ {0, 1}L : ρ(a, a0) 6 r} è ñëîÿ
àëãîðèòìîâ Am = {a ∈ {0, 1}L : n(a,X) = m} ïðè m = n(a0,X).

Öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà àëãîðèòìîâ íå èìååò ÿâíîãî àíàëîãà ñðåäè

ðåàëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî èçó÷åíèå ýòîãî ìîäåëüíîãî ñåìåéñòâà ïðåäñòàâëÿåò

çíà÷èòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ñëîé õýììèíãîâà øàðà ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì áóëåâûõ âåêòîðîâ. Ýòî äåëàåò åãî ïðèâëåêàòåëüíûì ïðèìåðîì

äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ýôôåêòà ñõîäñòâà íà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ.

Âïåðâûå øàð àëãîðèòìîâ è åãî öåíòðàëüíûé ñëîé áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [30]. Â

÷àñòíîñòè, áûëè äîêàçàíû ëåììû î ãðóïïå ñèììåòðèé äàííûõ ìíîæåñòâ è î ñòðóêòóðå

îðáèò. Êðîìå ýòîãî, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.7 áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ äëÿ ýòèõ ñåìåéñòâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ áîëåå ïðîñòîé

âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ øàðà,

îñíîâàííûé íà òåîðåìå 3.10.

Ïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî àëãîðèòì a0 îøèáàåòñÿ íà ïåðâûõ

m = n(a0,X) îáúåêòàõ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X. Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåð-
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âûõ m îáúåêòîâ X, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Xm. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäíèõ L −m

îáúåêòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü XL−m.

Ëåììà 4.21 (Òîëñòèõèí, [30]). Ãðóïïà Sm × SL−m, ãäå Sm è SLm � ñèììåòðè÷åñêèå

ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâàõ Xm è XL−m, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ

ïîäãðóïïîé ãðóïïû ñèììåòðèé ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ Br(a0).

Ëåììà 4.22 (Òîëñòèõèí, [30]). Îðáèòû τ ∈ Ω([X]ℓ) äåéñòâèÿ ãðóïïû Sm × SL−m

íà ìíîæåñòâå [X]ℓ èíäåêñèðîâàíû ïàðàìåòðîì i = |X ∩ Xm| = n(a0, X
ℓ)�÷èñëîì îøèáîê

àëãîðèòìà a0 íà îáó÷åíèè. Ìîùíîñòü îðáèòû τi çàïèñûâàåòñÿ â âèäå |τi| = Cℓ
Lh

ℓ,m
L (i).

Òåîðåìà 4.23. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ, ïîëó÷àåìîãî ñå÷åíèåì

øàðà àëãîðèòìîâ öåíòðàëüíûì m-ñëîåì, äàåòñÿ â âèäå

Qµ(ε, A) = Hℓ,m
L

( ℓ
L
(m− εk) +

⌊
r/2

⌋)
· [m > εk],

Hℓ,m
L (s)�ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåìì 4.21 è 4.22 âåðíî è äëÿ ñå÷åíèÿ øàðà

öåíòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ïîñêîëüêó âñå àëãîðèòìû èìåþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê íà ïîëíîé

âûáîðêå, ïðèìåíèì ñëåäñòâèå 3.1 èç òåîðåìû î ðàçëîæåíèè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

ïî îðáèòàì ðàçáèåíèé âûáîðêè:

Qµ(ε, A) =
m∑
i=0

hℓ,mL (i)

[
min
a∈A

n(a,Xi) 6
ℓ

L
(m− εk)

]
.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ i = |X ∩ Xm|. Ïóñòü r′ =
⌊
r
2

⌋
. Òîãäà âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

min
a∈A

n(a,Xi) =

 0, ïðè i 6 r′,

i− r′, ïðè i > r′.

Ñëåäîâàòåëüíî

Qµ(ε, A) =

⌊sd(ε)⌋+r′∑
i=0

hℓ,mL (i) = Hℓ,m
L

( ℓ
L
(m− εk) +

⌊
r/2

⌋)
· [m > εk],

�

4.3.2 Ñëîé èíòåðâàëà áóëåâà êóáà

Öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà Br(a0) ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îáúåìëþ-

ùåãî ìíîæåñòâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ
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Ðèñ. 4.12: Ïåðåîáó÷åíèå öåíòðàëüíîãî ñëîÿ øàðà Bm
2ρ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è ñëîÿ èíòåðâàëà B̂m−ρ

2ρ,ρ

(ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) ïðè L = 200, ℓ = 100, m = 50. Ðèñóíîê ñëåâà îòîáðàæàåò ñðåäíåå óêëîíåíèå

÷àñòîò îøèáîê íà îáó÷åíèè è êîíòðîëå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ρ. Ðèñóíîê ñïðàâà îòîáðàæàåò

çàâèñèìîñòü ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Q̄ε(B, d) îò ïàðàìåòðà d ïðè ρ = 5, ε = 0.1.

A = A1 ⊔ · · · ⊔ At îöåíêè 3.16. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà Qε(Ai) 6 Qε(Br(a0)) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî

çàâûøåííîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà Ai ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîãî

ñëîÿ õýììèíãîâà øàðà íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü îáúåêòû âûáîðêè, ëåæàùèå ãëóáîêî âíóòðè

ñâîåãî êëàññà è îäèíàêîâî êëàññèôèöèðóåìûå âñåìè àëãîðèòìàìè êëàñòåðà Ai. Ñëåäóþùåå

ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî èñïðàâëÿåò ýòîò íåäîñòàòîê.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Ïóñòü âñå îáúåêòû ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X ðàçäåëåíû íà òðè

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà: íàäåæíî êëàññèôèöèðóåìûå îáúåêòû X0, îøèáî÷íî êëàñ-

ñèôèöèðóåìûå îáúåêòû X1 è ïîãðàíè÷íûå îáúåêòû Xr. Ïóñòü |Xr| = r è |X1| = m, ρ ∈ N�

ïàðàìåòð, ρ 6 r. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì a0, äîïóñêàþùèé m îøèáîê íà X1 è ρ îøèáîê

íà Xr. Ñëîåì èíòåðâàëà áóëåâà êóáà áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ B̂m
r,ρ ⊂ A,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• B̂m
r,ρ ñîäåðæèò âñå àëãîðèòìû, äîïóñêàþùèå ðîâíî ρ îøèáîê íà îáúåêòàõ èç Xr;

• íè îäèí àëãîðèòì èç B̂m
r,ρ íå îøèáàåòñÿ íà îáúåêòàõ èç X0;

• âñå àëãîðèòìû èç B̂m
r,ρ îøèáàþòñÿ íà âñåõ îáúåêòàõ èç X1.

Íà ðèñ. 4.12 ñëåâà ñðàâíèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ñëîÿ õýììèí-

ãîâà øàðà è ñëîÿ èíòåðâàëà áóëåâà êóáà. Âèäíî, ÷òî ñëîé èíòåðâàëà äàåò ìåíüøóþ îöåíêó

âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, àïïðîêñèìàöèÿ êëàñòåðà Ai ñ ïîìîùüþ ñëîÿ

èíòåðâàëà áóëåâà êóáà äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.
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Òåîðåìà 4.24. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ äëÿ B̂m
r,ρ äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

Qε(B̂
m
r,ρ) =

1

Cℓ
L

min(m,ℓ)∑
i=0

min(r,ℓ−i)∑
j=0

C i
mC

j
rC

ℓ−i−j
L−m−r

[m+ ρ− t(i, j)

k
− t(i, j)

ℓ
> ε

]
, (4.10)

ãäå t(i, j) = i+max(0, ρ− r − j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê Sm, Sr è SL−m−r,

äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâàõ X1, Xr è X0, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîæåñòâà

àëãîðèòìîâ B̂m
r,ρ ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Sm × Sr × SL−m−r. Îðáèòû äåéñòâèÿ

Sym(B̂m
r,ρ) íà [X]ℓ èíäåêñèðóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, i = |X ∩ X1| è j = |X ∩ Xr|,

ãäå X � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Ìîùíîñòü îðáèòû τi,j äàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèåì

|τi,j| = C i
mC

j
rC

ℓ−i−j
L−m−r.

Ïîñêîëüêó âñå àëãîðèòìû ìíîæåñòâà Bm
r,ρ äîïóñêàþò ðàâíîå ÷èñëî îøèáîê, òî äëÿ

êàæäîé âûáîðêè X ∈ [X]ℓ âñå àëãîðèòìû èç A(X) èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê è íà

îáó÷åíèè, è íà êîíòðîëå. Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûáîðêè X ∈ τi,j

è a ∈ A(X) âûïîëíåíî n(a,X) = i + max(0, ρ − r − j) è n(a, X̄) = m + ρ − n(a,X).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ýòè çíà÷åíèÿ è ìîùíîñòü îðáèòû |τi,j|
â òåîðåìó 3.10 î ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì äåéñòâèÿ ãðóïïû

ñèììåòðèè íà ðàçáèåíèÿõ âûáîðêè. �

4.4 Îñíîâíûå âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ äëÿ äåâÿòè

ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ. Ïðè âûâîäå îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé âûøå

ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé: ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îðáèòàì äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ èëè íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè,

à òàêæå òåîðåìà î ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâàõ äëÿ ÐÌÝÐ.
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Ãëàâà 5. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

íà ðåàëüíûõ äàííûõ

5.1 Ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå SC-îöåíêè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîäðîáíî ðàçáèðàåòñÿ âîïðîñ î âû÷èñëåíèè SC-îöåíêè (2.10)

ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå îøèáîê àëãîðèòìîâ A. Âîïðîñ î òîì, êàê ýôôåêòèâíî ñãåíåðèðîâàòü

ýòó ìàòðèöó äëÿ ðåàëüíîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, ìû ðàññìîòðèì â îäíîì èç ñëåäóþùèõ

ïàðàãðàôîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ SC-îöåíêè íåîáõîäèìî äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà ñåìåé-

ñòâà íàéòè âåðõíþþ ñâÿçíîñòü (îïðåäåëåíèå 2.2) è íåïîëíîöåííîñòü (îïðåäåëåíèå 2.3).

Áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòì s ∈ A èñòîêîì â ìíîæåñòâå A, åñëè s 6 a äëÿ âñåõ a ∈ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåïîëíîöåííîñòè àëãîðèòìîâ q(a) äîñòàòî÷íî ñðàâíèâàòü

àëãîðèòì a ëèøü ñ èñòîêàìè. Íà ïðàêòèêå êîëè÷åñòâî èñòîêîâ ñåìåéñòâà íà ïîðÿäêè

ìåíüøå ïîëíîãî ÷èñëà àëãîðèòìîâ, ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíûé ïîèñê âñåõ èñòîêîâ ïîçâîëÿåò

ýôôåêòèâíåå âû÷èñëÿòü íåïîëíîöåííîñòü àëãîðèòìîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ñâÿçíîñòè àëãîðèòìà a ∈ A íóæåí ýôôåêòèâíûé ñïîñîá

íàõîäèòü âñå àëãîðèòìû, îòëè÷àþùèåñÿ îò a íà îäíîì îáúåêòå. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü,

åñëè äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé õýø åãî âåêòîðà îøèáîê:

h(a) =
L∑
i=1

piI(a, xi), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ̸= 2. Ýòîò õýø îáëàäàåò ïîëåçíûì ñâîéñòâîì:

åñëè äâà àëãîðèòìà a, b ∈ A ðàçëè÷àþòñÿ íà îäíîì îáúåêòå, òî h(a) − h(b) = pi äëÿ

íåêîòîðîãî i. Ïîñòðîèì äëÿ ìíîæåñòâà A õýø-êîíòåéíåð (èëè áèíàðíîå äåðåâî ïîèñêà),

èñïîëüçóÿ äàííûé ïîëèíîìèàëüíûé õýø â êà÷åñòâå êëþ÷à. Òîãäà äëÿ ïîèñêà ¾ñîñåäåé¿

àëãîðèòìà a äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâåðèòü âñå ÷èñëà èç {h(a) ± pi}Li=1 íà ïðèíàäëåæíîñòü

õýø-êîíòåéíåðó. Ïðè ðåàëèçàöèè ìîæíî âû÷èñëÿòü íå ñàì õýø, à âåëè÷èíó h(a) mod 264,

èñïîëüçóÿ öåëî÷èñëåííûé òèï äàííûõ è ðàçðåøàÿ ïåðåïîëíåíèÿ. Êîëëèçèþ êëþ÷åé

â õýø-êîíòåéíåðå ìîæíî ïðîñòî èãíîðèðîâàòü. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæåò ïðèâåñòè

ê íåòî÷íîìó âû÷èñëåíèþ âåðõíåé ñâÿçíîñòè íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ

öåëåé òàêîé òî÷íîñòè âñåãäà äîñòàòî÷íî.
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Àëãîðèòì 5.1.1 Ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå SC-îöåíêè
Âõîä: Ìàòðèöà îøèáîê àëãîðèòìîâ A; âåêòîð ε1, . . . , εt;

Âûõîä: Âåêòîð SC-îöåíîê, ïîñ÷èòàííûõ â òî÷êàõ E = {ε1, . . . , εt}.
1: S := ÍàéòèÈñòîêè(A);

2: äëÿ âñåõ ε ∈ E ïîëîæèòü Q(ε) := 0;

3: äëÿ âñåõ a ∈ A

4: Xq := Xr := ∅;
5: äëÿ âñåõ s ∈ S òàêèõ, ÷òî s < a

6: Xr := Xr ∪ {x ∈ X : I(a, x) = 1 è I(s, x) = 0};
7: äëÿ âñåõ b ∈ A : a ≺ b

8: Xq := Xq ∪ {xab};
9: H(0) := 0; ma := n(a,X;

10: äëÿ s = 1, . . . ,ma

11: H(s) := H(s− 1) + Cs
ma−|Xr|C

ℓ−|Xq |−s

L−|Xq |−ma
/Cℓ

L;

12: äëÿ âñåõ ε ∈ E òàêèõ, ÷òî ma > εk

13: Q(ε) := Q(ε) +H(⌊ ℓ
L
(m− εk)⌋);

14: Âåðíóòü Q

Àëãîðèòì 5.1.2 ÍàéòèÈñòîêè(A)

Âûõîä: Ìíîæåñòâî èñòîêîâ S ⊂ A.

1: S := ∅
2: äëÿ âñåõ a ∈ A

3: åñëè ∃s ∈ S : s < a òî ïåðåéòè ê øàãó 2;

4: èñêëþ÷èòü èç S âñå s ∈ S òàêèå ÷òî a < s;

5: S := S ∪ {a};
6: Âåðíóòü S

Ïîëåçíî ðåàëèçîâàòü âû÷èñëåíèå îöåíêè Qε(A) 6 η(ε) ñðàçó äëÿ âåêòîðà çíà÷åíèé ε.

Ýòî ïîìîãàåò ýôôåêòèâíåå îáðàùàòü îöåíêó Qε(A) 6 η(ε), íàéäÿ max
ε∈[0,1)

η(ε) > 0.5.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëåçíî ñîñòà-

âèòü òàáëèöó log n! ïðè n = 1, . . . , L è èñïîëüçîâàòü åå íà øàãå 11 àëãîðèòìà 5.1.1. Îòìåòèì,

÷òî áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò Cℓ
L âûõîäèò çà ãðàíèöû ÷èñåë äâîéíîé òî÷íîñòè óæå

ïðè L = 1030, ℓ = L/2. Âìåñòå ñ òåì êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà Cs
ma−rC

ℓ−q−s
L−q−ma

/Cℓ
L íèêîãäà

íå ïðåâûøàåò åäèíèöó. Ïîýòîìó âàæíî ñïåðâà âû÷èñëèòü ëîãàðèôì âñåãî âûðàæåíèÿ,

è ëèøü çàòåì âçÿòü åãî ýêñïîíåíòó.
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5.2 Ïðèìåíåíèå êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê

ê ëîãè÷åñêèì àëãîðèòìàì

Â ðàáîòàõ [16, 76] áûë ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïðåäñêàçàííîé èíôîðìàòèâíîñòè, èñïîëü-

çóþùèé SC-îöåíêó äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.

Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí áîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ

ïðåäñêàçàííîé èíôîðìàòèâíîñòè [35]. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò, íå ïðîèçâîäèòñÿ

íèêàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïåðåáîðà è îöåíèâàíèÿ ïðàâèë � îöåíêè âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêî

ïî òåì ïðàâèëàì, êîòîðûå óæå áûëè ïîñòðîåíû â ïðîöåññå ïåðåáîðà.

Ëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàñ-

ñèôèêàöèè. Çàäàíî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X = (xi)
L
i=1, îïèñàííûõ n äåéñòâèòåëüíûìè

ïðèçíàêàìè, xi = (x1i , . . . , x
n
i ); êàæäîìó îáúåêòó xi ñîîòâåòñòâóåò îòâåò yi èç ìíîæå-

ñòâà Y = {−1, 1}.

Ëîãè÷åñêèì ïðàâèëîì íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ïîðîãîâûõ ïðåäèêàòîâ (òåðìîâ) âèäà

r(xi) ≡ r(xi; c
1, . . . , cn) =

∏
j∈ω

[
xji ≶j c

j
]
, (5.1)

ãäå ω ⊆ {1, . . . , n} � ïîäìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ, ≶j � îäíà èç îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ {6,>},
cj �ïîðîã ïî j-ìó ïðèçíàêó. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðàâèëî r âûäåëÿåò îáúåêò x, åñëè r(x) = 1.

Ëîãè÷åñêàÿ çàêîíîìåðíîñòü � ýòî ïðàâèëî, âûäåëÿþùåå äîñòàòî÷íî ìíîãî (p) îáúåêòîâ

âûáðàííîãî êëàññà y (ïîëîæèòåëüíûõ ïðèìåðîâ) è ïðèåìëåìî ìàëî (n) îáúåêòîâ âñåõ

îñòàëüíûõ êëàññîâ (îòðèöàòåëüíûõ ïðèìåðîâ). Äëÿ ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé êëàññà y

ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X ⊂ X ðåøàåòñÿ çàäà÷à äâóõêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè:

p(r,X) =
∑
xi∈X

r(xi) [yi = y] → max
r

;

n(r,X) =
∑
xi∈X

r(xi) [yi ̸= y] → min
r
.

Îáû÷íî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè âûáðàííîãî ñêàëÿðíîãî êðèòåðèÿ èíôîð-

ìàòèâíîñòè H(p, n). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü òî÷íûé òåñò Ôèøåðà [66], ýíòðîïèéíûé

êðèòåðèé, èíäåêñ Äæèíè, òåñò χ2, òåñò ω2 è äðóãèå [15]. Â îáçîðå [55] ïðèâåäåíî áîëåå

20 êðèòåðèåâ, íî íè îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî ëó÷øèì.

Äëÿ ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè: æàäíûå
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àëãîðèòìû ñ ïîñëåäóþùèé ðåäóêöèåé ïðàâèë [53], ïîèñê â øèðèíó [18], ãåíåòè÷åñêèå

àëãîðèòìû [78], àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû [10] è äðóãèå.

Âûáîð ôóíêöèîíàëà èíôîðìàòèâíîñòè è ìåòîäà åãî îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòèêîé.

Ïåðåîáó÷åíèå çàêîíîìåðíîñòåé. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ íàáëþäàòü ýôôåêò

ïåðåîáó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé � íà íåçàâèñèìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå ïðîïîðöèÿ ÷èñëà

ïîëîæèòåëüíûõ p′ è îòðèöàòåëüíûõ n′ ïðèìåðîâ, êàê ïðàâèëî, ñìåùàåòñÿ â íåæåëàòåëüíóþ

ñòîðîíó: n′/p′ > n/p. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ â [16, 76] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ôóíêöèîíàë ïðåäñêàçàííîé èíôîðìàòèâíîñòè. Ýòî îáû÷íûé ôóíêöèîíàë èíôîðìàòèâíî-

ñòè H, â êîòîðûé âìåñòî âåëè÷èí p, n íà èçâåñòíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå ïîäñòàâëÿþòñÿ

îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí p′, n′ íà íåèçâåñòíîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå,

H̃(p, n) = H(p− δ′, n+ δ′′),

ãäå δ′ è δ′′ � ïîïðàâêè íà ïåðåîáó÷åíèå, ïîëó÷àåìûå èç êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî îí ñîâìåñòèì ñ ëþáûìè ôóíê-

öèîíàëàìè èíôîðìàòèâíîñòè è ëþáûìè àëãîðèòìàìè ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé, ïîýòîìó

åãî ìîæíî âñòðàèâàòü â ñòàíäàðòíûå áèáëèîòåêè. Ýêñïåðèìåíòû íà 6 ðåàëüíûõ çàäà÷àõ

êëàññèôèêàöèè èç ðåïîçèòîðèÿ UCI ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìèçàöèÿ ïðåäñêàçàííîé èíôîð-

ìàòèâíîñòè óëó÷øàåò îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü äâóõ òèïîâ êîìïîçèöèé çàêîíîìåðíîñòåé �

âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ è ðåøàþùåãî ñïèñêà (ãîëîñîâàíèÿ ïî ñòàðøèíñòâó) [76].

Â òî æå âðåìÿ, íåäîñòàòêîì ïðåäëîæåííîãî â [76] àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî

íèçêàÿ ÷èñëåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü. ×òîáû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ çàäàí-

íîãî íàáîðà ïðèçíàêîâ, ïðèõîäèòñÿ ïåðåáèðàòü âñå êîíúþíêöèè, íàõîäÿùèåñÿ â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè âûáðàííîé îïòèìàëüíîé êîíúþíêöèè. Ïðè ýòîì ðàçìåð îêðåñòíîñòè óâåëè÷è-

âàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðèçíàêîâ (ðàíãà êîíúþíêöèè). Êðîìå òîãî, â [76]

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ êàæäîãî ïðèçíàêà ïîïàðíî ðàçëè÷íû íà îáúåêòàõ âûáîðêè.

Â ðàáîòå [35] ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä óïðîùåíèé, ïîâûøàþùèõ ÷èñëåííóþ ýôôåêòèâíîñòü

è ðàñøèðÿþùèõ ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ìàêñèìèçàöèè ïðåäñêàçàííîé èíôîðìà-

òèâíîñòè. Âî-ïåðâûõ, â îöåíêàõ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ ñâÿçíîñòü,

÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èõ äëÿ ïðèçíàêîâ ëþáûõ òèïîâ. Âî-âòîðûõ, âìåñòî ïîëíîãî

ïåðåáîðà êîíúþíêöèé ïî ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé îêðåñòíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ñîêðàùåííûé

ïåðåáîð òîëüêî ïî òåì êîíúþíêöèÿì, äëÿ êîòîðûõ â ïðîöåññå ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé

áûëî âû÷èñëåíî çíà÷åíèå èíôîðìàòèâíîñòè. Äàííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ

îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ [76].
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Îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïðà-

âèëî r êëàññà y ∈ Y èíäóöèðóåò íà X áèíàðíûé âåêòîð îøèáîê
(
I(r, xi)

)
L
i=1, ãäå

I(r, xi) =
[
r(xi) ̸= [yi=y]

]
� èíäèêàòîð îøèáêè ïðàâèëà r íà îáúåêòå xi. Êàê è â ïðîøëûõ

ïàðàãðàôàõ, ÷èñëî è ÷àñòîòà îøèáîê ïðàâèëà r íà âûáîðêå X ⊆ X îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîò-

âåòñòâåííî, ÷åðåç m(r,X) =
∑

xi∈X
I(r, xi) è ν(r,X) = m(r,X)

|X| . Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå X ⊆ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

íåêîòîðîå ïðàâèëî r = µX.

Ìåòîä îáó÷åíèÿ µ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè µX = argmin
r
K(r,X), ãäå êðèòåðèé

K(r,X) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà îøèáîê: äëÿ ëþáîé ïàðû ïðàâèë r, v

è ëþáîé âûáîðêèX ⊂ X åñëè I(r, xi) 6 I(v, xi) äëÿ âñåõ xi ∈ X è õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ

ñòðîãîå, òî K(r,X) < K(v,X).

Â ðàáîòå [16] äîêàçàíî, ÷òî SC-îöåíêà (2.10) âûïîëíåíà íå òîëüêî äëÿ ÏÌÝÐ, íî

è äëÿ ëþáîãî ìîíîòîííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Êðîìå ýòîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ

H(p, n) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî p è ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî n, òî êðèòåðèé

K(r,X) = −H
(
p(r,X), n(r,X)

)
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, à ìàêñèìèçàöèÿ èíôîðìàòèâíîñòè �

ìîíîòîííûì ìåòîäîì îáó÷åíèÿ. Âñå èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå êðèòåðèè îáëàäàþò ñâîé-

ñòâîì ìîíîòîííîñòè â óêàçàííîì ñìûñëå.

Ïóñòü R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðàâèë. Òîãäà, ñîãëàñíî SC-îöåíêå, äëÿ ëþáîãî

ìîíîòîííîãî ìåòîäà îáó÷åíèÿ è ëþáîé âûáîðêè X ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Qε(µ,X) 6
∑
r∈R

Cℓ−u
L−u−q

Cℓ
L

Hℓ−u,m−q
L−u−q

(
ℓ
L
(m− εk)

)
≡ η(ε), (5.2)

ãäå m = n(r,X), u = u(r)� âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü (2.8), q = q(r)�íåïîëíîöåííîñòü (2.9)

ïðàâèëà r.

Ïóñòü ε(η) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê η(ε). Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå

íåðàâåíñòâó (5.2): ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1− η

ν(r, X̄) 6 ν(r,X) + ε(η).

Äëÿ êîíòðîëÿ ïåðåîáó÷åíèÿ ïðàâèë ýòó îöåíêó íåîáõîäèìî îáîáùèòü, ÷òîáû îíà ó÷èòûâàëà

îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ââåäåì ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ

ïðèìåðîâ:

X′ = {xi ∈ X : yi = y}; X′′ = {xi ∈ X : yi ̸= y}.
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Òàêæå ââåäåì èíäèêàòîðû îøèáêè I è II ðîäà:

I ′(r, x) = [r(xi) = 0][yi = y];

I ′′(r, x) = [r(xi) = 1][yi ̸= y].

×èñëî è ÷àñòîòó îøèáîê îòíîñèòåëüíî ýòèõ èíäèêàòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç m′(r,X),

m′′(r,X), ν ′(r,X) è ν ′′(r,X) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì îöåíêè (5.2). Äëÿ ëþáîãî ìîíîòîííîãî

ìåòîäà îáó÷åíèÿ ñïðàâåäëèâû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïî îøèáêàì ïåðâîãî

è âòîðîãî ðîäà:

Q′
ε(µ,X) 6

∑
r∈R

Cℓ−u
L−u−q

Cℓ
L

Hℓ−u,m′−q′

L−u−q

(
ℓ
L
(m′ − εk)

)
≡ η′′(ε);

Q′′
ε(µ,X) 6

∑
r∈R

Cℓ−u
L−u−q

Cℓ
L

Hℓ−u,m′′−q′′

L−u−q

(
ℓ
L
(m′′ − εk)

)
≡ η′′(ε);

ãäå u = u(r) � âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü îòíîñèòåëüíî èíäèêàòîðà îøèáêè I, q = q(r), q′ = q′(r),

q′′ = q′′(r) � íåïîëíîöåííîñòü ïðàâèëà r îòíîñèòåëüíî èíäèêàòîðîâ îøèáêè I, I ′, I ′′,

ñîîòâåòñòâåííî; m′ = m′(r,X′) è m′′ = m′′(r,X′′)�÷èñëî îøèáîê r íà X îòíîñèòåëüíî

èíäèêàòîðîâ îøèáêè I ′, I ′′.

Êðèòåðèé ïðåäñêàçàííîé èíôîðìàòèâíîñòè. Ïóñòü H(p, n)�êðèòåðèé èíôîðìà-

òèâíîñòè, ìîíîòîííûé ïî p è n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε′(η) è ε′′(η) ôóíêöèè, îáðàòíûå ê η′(ε)

è η′′(ε). Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïðèìåðîâ âî âñåé

âûáîðêå X ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, p = |X′| −m′(r,X) è n = m′′(r,X) Âîçüìåì â êà÷åñòâå

ïîïðàâîê íà ïåðåîáó÷åíèå ìåäèàííûå îöåíêè ÷àñòîòû îøèáîê íà êîíòðîëå, ïîëó÷àåìûå

ïðè η = 0.5:

H̃(p, n) = H
(
p− Lε′(0.5), n+ Lε′′(0.5)

)
. (5.3)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà òî, êàê èìåííî âûáèðàåòñÿ

ìíîæåñòâî ïðàâèë R. Îöåíêè ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè, èñïîëüçîâàííûå â [76], äîâîëüíî

æåñòêî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî R � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ôèêñàöèè

íàáîðà ïðèçíàêîâ ω, ôèêñàöèè çíàêîâ íåðàâåíñòâ ≶j è âàðüèðîâàíèè ïîðîãîâ cj. Â ýòîì

ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèÿ ïðåäñêàçàííîé èíôîðìàòèâíîñòè H̃(p, n) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

òîëüêî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ ω.

Òåïåðü æå ìîæíî ââåñòè áîëåå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé,

ñ÷èòàÿ, ÷òî îí ðàçáèò íà ñòàäèè. Íà êàæäîé ñòàäèè ïðîñìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
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Àëãîðèòì 5.2.1 ComBoost (Committee Boosting).

Âõîä: X � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà; T, l0, l1 � ïàðàìåòðû;

Âûõîä: êîìïîçèöèÿ ïðàâèë aT = (r1, . . . , rT ).

èíèöèàëèçèðîâàòü âûáîðêó X ′ è îòñòóïû: X ′ := X; Mi := 0, i = 1, . . . , ℓ;

äëÿ âñåõ t = 1, . . . , T

îáó÷èòü ïðàâèëà ryt , y ∈ Y ïî âûáîðêå X ′;

(rt, yt) := argmin
(ryt ,y) : y∈Y

∑
xi∈X′

[at(xi) ̸= yi];

îáíîâèòü çíà÷åíèÿ îòñòóïîâ: Mi :=Mi + ytyirt(xi), i = 1, . . . , ℓ;

óïîðÿäî÷èòü âûáîðêó X ïî âîçðàñòàíèþ Mi;

X ′ := {xi ∈ X : ℓ0 < i 6 ℓ1}.

ïðàâèë R è èç íèõ âûáèðàåòñÿ ëó÷øåå. Êðèòåðèé H̃ ïðåäñêàçûâàåò, êàêóþ èíôîðìà-

òèâíîñòü âûáðàííîå ïðàâèëî áóäåò èìåòü íà íîâûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñå

ìíîæåñòâî ïðàâèë R, ó÷èòûâàåòñÿ åãî ñëîæíîñòü è ðàññëîåíèå. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé H̃

ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî îòðàíæèðîâàòü ïðàâèëà, ïîëó÷åííûå íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ, íî íå ïîç-

âîëÿåò ñäåëàòü ïðàâèëüíûé âûáîð âíóòðè êàæäîé ñòàäèè. Â ðàáîòå [35] äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïîïðàâîê íà ïåðåîáó÷åíèå ïðàâèëà r â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà R èñïîëüçîâàëèñü âñå ïðàâèëà

òîãî æå öåëåâîãî êëàññà, ÷òî è r, ïîñòðîåííûå àëãîðèòìîì ïîèñêà çàêîíîìåðíîñòåé

äëÿ ïðèçíàêîâ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ r.

Êîìïîçèöèÿ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïðîñòîå ãîëîñîâàíèå � ýòî îäèí èç ñòàíäàðòíûõ

ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèöèè âèäà

at(x) = sign

( ∑
r∈R+1

r(x)−
∑

r∈R−1

r(x)

)
, (5.4)

ñîñòîÿùåé èç t = |R−1| + |R+1| ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, ãäå Ry �ìíîæåñòâî çàêîíî-

ìåðíîñòåé êëàññà y. Äëÿ îáó÷åíèÿ êîìïîçèöèè (5.4) èñïîëüçóåòñÿ êîìèòåòíûé áóñòèíã

ComBoost [24]. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ðàçíîâèäíîñòåé áóñòèíãà, îí íå âçâåøèâàåò îáú-

åêòû âûáîðêè, à òîëüêî îòáèðàåò ïîäâûáîðêè. Ïîýòîìó ê ìåòîäó îáó÷åíèÿ áàçîâûõ

çàêîíîìåðíîñòåé ïðèìåíèìû êîìáèíàòîðíûå îöåíêè ïåðåîáó÷åíèÿ, ñóùåñòâóþùèå òîëüêî

äëÿ áèíàðíûõ ôóíêöèé ïîòåðü. Äðóãîå âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ComBoost â òîì, ÷òî,

áëàãîäàðÿ ÿâíîé îïòèìèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îòñòóïîâ, îí ñòðåìèòñÿ íàáðàòü ìèíèìàëüíîå

äîñòàòî÷íîå ÷èñëî áàçîâûõ çàêîíîìåðíîñòåé.

Íà øàãå 3 àëãîðèòìà 5.2.1 äëÿ êàæäîãî êëàññà y ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 5.2.2 ïîèñêà

èíôîðìàòèâíûõ ïðàâèë, àíàëîãè÷íûé àëãîðèòìó ÒÝÌÏ [18].



84

Àëãîðèòì 5.2.2 Óñå÷åííûé ïîèñê â øèðèíó.
Âõîä: X � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

Θ � ñåìåéñòâî òåðìîâ;

M � ìàêñèìàëüíûé ðàíã êîíúþíêöèè;

S1 �ïàðàìåòð øèðèíû ïîèñêà;

Âûõîä: R � íàáîð ïðàâèë.

èíèöèàëèçàöèÿ: R := ∅, R0 := {∅};
äëÿ m = 1, . . . ,M

Rm := ∅;
äëÿ âñåõ r ∈ Rm−1

íàðàñòèòü ïðàâèëî r òåðìàìè t:

Rm := Rm

∪
{r ∧ t : t ∈ Θ äîïóñòèì äëÿ r};

âûáðàòü â Rm öåëåâûå êëàññû;

ïî êðèòåðèþ H̃ îñòàâèòü â Rm íå áîëåå S1 ëó÷øèõ ïðàâèë çà êàæäûé êëàññ;

ñîõðàíèòü ïðàâèëà: R := R ∪Rm;

Âåðíóòü R;

Íà øàãå 5 àëãîðèòìà 5.2.2 äîïóñòèìûìè äëÿ äîáàâëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ òåðìû, íå ñîäåðæà-

ùèå ïðèçíàêîâ, êîòîðûå óæå âîøëè â ïðàâèëî r.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Â ýêñïåðèìåíòå [35] íà ñåìè ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êëàññèôè-

êàöèè èç ðåïîçèòîðèÿ UCI ñðàâíèâàëèñü òðè âàðèàíòà ComBoost ñ òî÷íûì òåñòîì Ôèøåðà

â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èíôîðìàòèâíîñòè:

A: áåç ïîïðàâîê íà ïåðåîáó÷åíèå;

B: ñ ïîïðàâêàìè ïî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäó (5.3);

C: ñ ïîïðàâêàìè ïî ýìïèðè÷åñêîé îöåíêå Q(ε), âû÷èñëÿåìîé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

ïî ñëó÷àéíîìó ïîäìíîæåñòâó ðàçáèåíèé.

Äëÿ óïðîùåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü èñêóññòâåííî ïîëàãàëàñü ðàâíîé

íóëþ âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5.1. Âî âñåõ çàäà÷àõ, êðîìå australian,

âàðèàíòû B è C äàþò ëó÷øåå êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè òåñòîâûõ äàííûõ. Äëÿ óïðîùåíèÿ

êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âû÷èñëÿëèñü íåòî÷íî, è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âàðèàíò B ëó÷øå
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Òàáëèöà 5.1: Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà îøèáîê (â ïðîöåíòàõ) íà îáó÷àþùåé è òåñòîâîé âûáîðêå ïî ðàç-

ëè÷íûì çàäà÷àì è ðàçëè÷íûì ìåòîäîì êîíòðîëÿ ïåðåîáó÷åíèÿ.

ComBoost-C ComBoost-B ComBoost-A

çàäà÷à îáó÷. òåñò îáó÷. òåñò îáó÷. òåñò

australian 6.8 14.0 9.9 14.9 6.2 13.8

echo-card 0.1 2.3 0.2 0.9 0.1 2.4

german 13.1 25.4 18.3 27.6 12.9 26.0

heart dis. 8.0 18.9 11.1 18.5 7.6 19.3

hepatitis 3.0 19.9 7.8 18.0 1.8 21.4

labor 0.6 8.9 1.1 11.9 0.5 10.9

liver 11.3 31.4 33.0 42.7 8.3 32.3

âàðèàíòà C. Íà ïÿòè èç ñåìè çàäà÷ âàðèàíò B äàë ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì â [76], íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî îí íå ó÷èòûâàåò ýôôåêò ñâÿçíîñòè. Âî âñåõ çàäà÷àõ âàðèàíò B èìååò ñóùåñòâåííî

ìåíüøóþ ïåðåîáó÷åííîñòü � ðàçíîñòü ÷àñòîòû îøèáîê ìåæäó òåñòîâîé è îáó÷àþùåé

âûáîðêàìè.

5.3 Ïðîáëåìà ñýìïëèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ SC-îöåíêè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 5.1.1 òðåáóåòñÿ â ÿâíîì âèäå

ïîñòðîèòü ìàòðèöó îøèáîê àëãîðèòìîâ A. Â ïðîøëîì ïàðàãðàôå ýòîé ïðîáëåìû óäàëîñü

èçáåæàòü, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûé ìåòîä ïîèñêà ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïðîñìàòðè-

âàë â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû áîëüøîå ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ ðåøåíèé. Èìåííî ìíîæåñòâî

ýòèõ ðåøåíèé è áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ SC-îöåíêè.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî A ïðèõîäèòñÿ ãåíåðèðîâàòü. Êàê áûëî ïîêàçàíî

â [17], Äëÿ øèðîêî èñïîëüçóåìîãî êëàññà ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè âñå

ìíîæåñòâî A ìîæåò ñîñòîÿòü èç îãðîìíîãî ÷èñëà àëãîðèòìîâ (äî 109, è äàæå âûøå),

ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà íåáîëüøîãî ïîäìíîæåñòâà (âïëîòü äî 104

àëãîðèòìîâ), ïîçâîëÿþùåãî äîñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíîâèòü îöåíêó ïåðåîáó÷åíèÿ (2.3).

Â ðàáîòå [29] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñëó÷àéíûõ

áëóæäàíèé ïî ãðàôó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè. Îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ìåòîäà

áûëè ñâÿçàíû ñ òðóäîåìêîñòüþ ïîèñêà âñåõ ñîñåäåé àëãîðèòìà íà ãðàôå ðàññëîåíèÿ-

ñâÿçíîñòè. Â äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá
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îðãàíèçîâàòü òàêîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå [72]. Äëÿ ýòîãî âìåñòî ïîèñêà âñåõ ñîñåäåé

àëãîðèòìà ïðåäëàãàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ïîèñê âäîëü ñëó÷àéíî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü îáúåêòû {xi}Li=1 îïèñàíû âåùåñòâåííûìè ïðèçíàêàìè: xi ∈ Rd, i = 1, . . . , L.

Ïóñòü êàæäîìó îáúåêòó xi îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ êëàñ-

ñîâ yi ∈ {−1,+1}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íåñìåùåííûõ ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ

a(x;w) = sign⟨w, x⟩, ãäå w ∈ Rd çàäàåò âåêòîð âåñîâ ïðèçíàêîâ. Ïóñòü X = {(xi, yi)}Li=1 �

ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà îáúåêòîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòìû (w1, w2) ÿâëÿþòñÿ ñîñå-

äÿìè, åñëè îíè ïî-ðàçíîìó êëàññèôèöèðóþò ëèøü îäèí îáúåêò (ò. å. ∃!x ∈ X, òàêîé ÷òî

sign(⟨w1, x⟩) · sign(⟨w2, x⟩) = −1).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà w0 îïèøåì ìåòîä ïîèñêà åãî ñîñåäåé. Â äàëüíåéøåì ýòîò

ìåòîä áóäåò èñïîëüçîâàí, ÷òîáû îðãàíèçîâàòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ãðàôó ðàññëîåíèÿ-

ñâÿçíîñòè.

Ïîèñê ñîñåäíèõ àëãîðèòìîâ âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå äâîé-

ñòâåííîñòè D îòîáðàæàåò òî÷êó x ∈ Rd â ãèïåðïëîñêîñòü D(x) = {w ∈ Rd : ⟨w, x⟩ = 0},
è íàîáîðîò, ãèïåðïëîñêîñòü h = {x ∈ Rd : ⟨w, x⟩ = 0} îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó D(h) = w.

Êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü hi = D(xi) ðàçäåëÿåò Rd íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà:

h+i = {w ∈ Rd : sign⟨w, xi⟩ = yi},

h−i = {w ∈ Rd : sign⟨w, xi⟩ = −yi},

òàêèõ ÷òî â h+i âñå àëãîðèòìû êëàññèôèöèðóþò îáúåêò xi ïðàâèëüíî, à â h
−
i �íåïðàâèëüíî.

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå D êî âñåé ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X ⊂ Rd, ïîëó÷èì íàáîð ãèïåð-

ïëîñêîñòåé H ≡ {D(xi)}Li=1. Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ

Rd íà êîíóñû, íàçûâàåìûå ÿ÷åéêàìè êîíôèãóðàöèè [39]. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

â êàæäîé ÿ÷åéêå êîíôèãóðàöèè âñå àëãîðèòìû èìåþò ðàâíûé âåêòîð îøèáîê. Òåì ñàìûì

çàäà÷à ïîèñêà ñîñåäíèõ àëãîðèòìîâ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîñåäíèõ ÿ÷ååê êîíôèãóðàöèè.

Äëÿ ïîèñêà àëãîðèòìà, ñîñåäíåãî ñ w0, ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

u ∈ Rd è ðàññìîòðåòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ {w0 + tu : t > 0}. Ýòîìó
ñåìåéñòâó ñîîòâåòñòâóåò ëó÷ â ïðîñòðàíñòâå àëãîðèòìîâ, âûõîäÿùèé èç w0 â íàïðàâëåíèè

u. Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ëó÷à ñ ïëîñêîñòüþ hi ∈ H îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ⟨w0 + tu, xi⟩ = 0,

ò. å. ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè ti = − ⟨w0,xi⟩
⟨u,xi⟩ . Ïóñòü t(1) è t(2) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûì è âòîðûì

ìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì èç ìíîæåñòâà {ti}, i = 1, . . . , L. Ëåãêî ïîíÿòü,

÷òî àëãîðèòì w′ = w0 +
1
2
(t(1) + t(2))u ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíèì ñ w0.
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Àëãîðèòì 5.3.1 Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ãðàôå ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè

Âõîä: íà÷àëüíàÿ òî÷êà w0; âûáîðêà X ⊂ Rd; ïàðàìåòðû N,m, n ∈ N, p ∈ (0, 1];

Âûõîä: ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A ñ ïîïàðíî-ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè îøèáîê

1: Èíèöèàëèçàöèÿ: vi = w0, i = 1, . . . , N ;

2: A := ∅;
3: ïîêà |A| < n

4: äëÿ âñåõ i ∈ 1, . . . , N

5: íàéòè ñîñåäà v′i äëÿ vi âäîëü ñëó÷àéíîãî íàïðàâëåíèÿ u ∈ Rd;

6: åñëè n(v′i,X) > n(vi,X) òî
7: ñ âåðîÿòíîñòüþ (1− p) ïåðåéòè ê øàãó 4;

8: èíà÷å åñëè n(v′i,X) > n(w0,X) +m òî

9: ïåðåéòè ê øàãó 4;

10: vi := v′i;

11: A := A ∪ vi;
12: Âåðíóòü A

Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ãðàôå ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè. Òåõíèêà ñëó÷àéíûõ áëóæ-

äàíèé [41, 68] ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ìåòîäîì ñýìïëèðîâàíèÿ âåðøèí èç áîëüøèõ ãðàôîâ.

Â íàøåì ñëó÷àå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû, ÷òîáû îöåíèòü âåðîÿòíîñòü

ïåðåîáó÷åíèÿ ïî ôîðìóëàì (2.3), (2.7) èëè (2.10). Ïðè áëóæäàíèÿõ áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ

îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïîèñêà ñëó÷àéíîãî ñîñåäà àëãîðèòìà w ∈ A.

Àëãîðèòì 5.3.1 óïðàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: n�êðèòåðèé îñòàíîâà ïî ÷èñëó

àëãîðèòìîâ, m� îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ñëîåâ àëãîðèòìîâ, N �÷èñëî

îäíîâðåìåííûõ áëóæäàíèé, p� âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ê àëãîðèòìó ñ áîëüøèì ÷èñëîì

îøèáîê. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(Ldn).

Ðèñ. 5.1 ñîîòâåòñòâóåò n = 2000 øàãàì ïðîñòîãî áëóæäàíèÿ (p = 0). Íà íèæíåì ãðàôèêå

ïîêàçàíî ÷èñëî îøèáîê n(vi,X) êàê ôóíêöèÿ îò íîìåðà øàãà. Íà âåðõíåì ãðàôèêå ïîêàçàíà

öâåòîâàÿ êàðòà õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ρ(vi, vj). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì, íàñòðîåííûé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé. Åñòåñòâåííî îæèäàòü,

÷òî äàííûé àëãîðèòì èìååò ìåíüøå îøèáîê, ÷åì ñëó÷àéíî âûáðàííûé àëãîðèòì, ïîýòîìó

ïðè ïðîñòîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè ÷èñëî îøèáîê áûñòðî ñìåùàåòñÿ ââåðõ. Ýòîò ýôôåêò

ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì, ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé âêëàä â SC-îöåíêó âíîñÿò àëãîðèòìû

ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì îøèáîê.

Íà ðèñ. 5.2 àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, â êî-
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Ðèñ. 5.1: Êàðòà õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó àëãîðèòìàìè (âåðõíèé ãðàôèê) è ïðîôèëü

÷èñëà îøèáîê (íèæíèé ãðàôèê) äëÿ ïðîñòîãî

áëóæäàíèÿ (p = 1.0)
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Ðèñ. 5.2: Êàðòà õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó àëãîðèòìàìè (âåðõíèé ãðàôèê) è ïðîôèëü

÷èñëà îøèáîê (íèæíèé ãðàôèê) äëÿ áëóæäàíèÿ

ïðè p = 0.5.

òîðîì ïåðåõîä ê àëãîðèòìó ñ áîëüøèì ÷èñëîì îøèáîê ïðîèçâîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

p = 0.5. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå îñòàåòñÿ â íèæíèõ ñëîÿõ ãðàôà ðàññëîåíèÿ-

ñâÿçíîñòè.

5.4 Ïðîãíîç êðèâûõ îáó÷åíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé

ðåãðåññèè

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà èç ðàáîòû [72].

Îñíîâíûå öåëè ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àëèñü â ñëåäóþùåì:

• ïðîâåðèòü, ÷òî ìåòîä ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàôó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè äàåò

ðåïðåçåíòàòèâíóþ âûáîðêó àëãîðèòìîâ, äîñòàòî÷íóþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ïåðå-

îáó÷åíèÿ;



89

Òàáëèöà 5.2: Îïèñàíèå çàäà÷

Çàäà÷à #Îáúåêòîâ #Ïðèçíàêîâ Çàäà÷à #Îáúåêòîâ #Ïðèçíàêîâ

Sonar 208 60 Statlog 2310 19

Glass 214 9 Wine 4898 11

Liver dis. 345 6 Waveform 5000 21

Ionosphere 351 34 Pageblocks 5473 10

Wdbc 569 30 Optdigits 5620 64

Australian 690 6 Pendigits 10992 16

Pima 768 8 Letter 20000 16

Faults 1941 27

• ïðîâåðèòü, ÷òî êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε(µ,X) (2.3)

è ñðåäíåé îøèáêè ν̄ℓ(µ,X) (2.5) äàþò ðàçóìíûå îöåíêè, ñðàâíèìûå ñ ôàêòè÷åñêèì

ïåðåîáó÷åíèåì èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ (òàêèõ êàê, íàïðèìåð,

ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ).

Â ýêñïåðèìåíòå áûëî èñïîëüçîâàíî 15 çàäà÷ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI [40]. Îïèñàíèå çàäà÷

ïðèâîäèòñÿ â òàáëèöå 5.2. Äëÿ ìíîãîêëàññîâûõ çàäà÷ öåëåâûå ìåòêè áûëè âðó÷íóþ ñãðóï-

ïèðîâàíû â äâà êëàññà. Ê êàæäîìó ïðèçíàêó çàäà÷è ïðèìåíÿëîñü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

òàê, ÷òîáû âñå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà ïîïàëè â èíòåðâàë [0, 1].

Â ýêñïåðèìåíòå ñðàâíèâàþòñÿ ñïðîãíîçèðîâàííûå è ôàêòè÷åñêèå êðèâûå îáó÷åíèÿ

ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Äëÿ ýòîãî èñõîäíàÿ çàäà÷à X ðàçáèâàåòñÿ íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó

XL è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó XK . Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà XL èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàñòðîéêè ëîãè-

ñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ïåðåîáó÷åíèÿ. Çàòåì ýòè îöåíêè ñðàâíèâàþòñÿ

ñ ðåàëüíîé ÷àñòîòîé îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå XK .

Ïàðàìåòð L âàðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ îò 5% äî 95% îò ðàçìåðà èñõîäíîé çàäà÷è ñ øàãîì

â 5%. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ L ãåíåðèðóåòñÿ M = 100 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé X = Xi
L ∪ Xi

K ,

i = 1, . . . ,M , ïî êîòîðûì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îöåíèâàåòñÿ ÷àñòîòà îøèáîê

íà îáó÷åíèè νL(µLR,X) (ôîðìóëà (2.4)) è ÷àñòîòà îøèáîê íà êîíòðîëå ν̄L(µLR,X) (ôîðìó-

ëà (2.5)), ãäå â êà÷åñòâå ìåòîäà îáó÷åíèÿ µLR âûñòóïàåò ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ:

ν̂L(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

L), ˆ̄νL(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

K).

Ïî êàæäîé îáó÷àþùåé âûáîðêå XL ïðîèçâîäèòñÿ ñýìïëèðîâàíèå ìíîæåñòâà àëãîðèò-

ìîâ, à òàêæå îöåíêà ñðåäíèõ îøèáîê ÏÌÝÐ (îøèáêè íà îáó÷åíèè νℓ(µ,XL) è îøèáêè
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íà êîíòðîëå ν̄ℓ(µ,XL), ãäå ìåòîä îáó÷åíèÿ µ ñîîòâåòñòâóåò ÏÌÝÐ). Äëÿ ñýìïëèðîâàíèÿ

ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ïî âûáîðêå XL çàïóñêàåòñÿ àëãîðèòì 5.3.1 ñ ïàðàìåòðàìè n = 8192,

N = 64, m = 15, p = 0.8, à â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì

µLRXL, íàñòðîåííûé ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ νℓ(µ,XL) è ν̄ℓ(µ,XL) âíîâü

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, îöåíèâàþùèé îïðåäåëåíèÿ (2.4) è (2.5) ïî M ′ = 4096

ðàçáèåíèÿì XL = Xj
ℓ ∪X

j
k, j = 1, . . . ,M ′, ïðè ℓ

L
= 0.8:

ν̂ℓ(µ,XL) =
1

M ′

M∑
j=1

ν(µXj
ℓ , X

j
ℓ ), ˆ̄νℓ(µ,XL) =

1

M ′

M∑
j=1

ν(µXj
ℓ , X

j
k).

Çàòåì ýòè îöåíêè óñðåäíÿþòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì X = Xi
L ∪ Xi

K .

Ýòè ÷åòûðå çíà÷åíèÿ (ôàêòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà îøèáîê ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè íà îáó-

÷åíèè νL(µLR,X) è íà êîíòðîëå ν̄L(µLR,X), ÷àñòîòà îøèáîê ÏÌÝÐ íà îáó÷åíèè νℓ(µ,XL),

÷àñòîòà îøèáîê ÏÌÝÐ íà êîíòðîëå ν̄ℓ(µ,XL)) ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñóíêàõ 5.3 è 5.4 êàê ôóíêöèè

÷èñëà îáúåêòîâ íà îáó÷åíèè. Ðèñóíêè ïðèâîäÿòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà îáúåêòîâ

â çàäà÷àõ. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòîòà îøèáîê ÏÌÝÐ íà êîíòðîëå ìîæåò áûòü êàê âûøå, òàê

è íèæå ôàêòè÷åñêîé ÷àñòîòû îøèáîê ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ïîñêîëüêó µ è µLR ÿâëÿþòñÿ

ðàçíûìè ìåòîäàìè îáó÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå èç ãðàôèêîâ ñëåäóåò âûâîä, ÷òî îöåíêà ν̄ℓ(µ,XL),

ïîëó÷åííàÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå XL, äàåò äîñòàòî÷íî òî÷íûé ïðîãíîç ôàêòè÷åñêîé

÷àñòîòû îøèáîê ν̄L(µLR,X) è êðèâîé îáó÷åíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè íà êîíòðîëüíîé

âûáîðêå XK .
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Ðèñ. 5.3: Êðèâûå îáó÷åíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è ÏÌÝÐ. ×àñòîòà îøèáîê ëîãèñòè÷åñêîé

ðåãðåññèè îöåíåíà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî íà ðàçáèåíèÿõ èñõîäíîé çàäà÷è X = XL ∪ XK . ×àñòîòà

îøèáîê ÏÌÝÐ îöåíåíà ïî ðàçáèåíèÿì îáó÷àþùåé âûáîðêè XL = Xℓ ∪Xk. Ïðîäîëæåíèå íà ñ. 92.



92

0.2 0.4 0.6 0.8

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

0.2 0.4 0.6 0.8
0.19

0.2

0.21

0.22

0.23

0.24

0.25

0.26

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

Statlog Wine

0.2 0.4 0.6 0.8

0.06

0.08

0.1

0.12

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

0.2 0.4 0.6 0.8

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

Waveform Pageblocks

0.2 0.4 0.6 0.8

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

0.2 0.4 0.6 0.8

0.13

0.135

0.14

0.145

0.15

0.155

0.16

0.165

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

Optdigits Pendigits

0.2 0.4 0.6 0.8

0.255

0.26

0.265

0.27

0.275

training ratio

er
ro

r

 

 

ERM train error
ERM test error
LR train error
LR test error

Letter

Ðèñ. 5.4: Êðèâûå îáó÷åíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è ÏÌÝÐ. Íà÷àëî íà ñ. 91.
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5.5 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå êîìáèíàòîðíûõ

îöåíîê

Ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå íîâîé îöåíêè (3.16) ñ òðåìÿ êîìáèíàòîðíûìè

îöåíêàìè (VC- è SC-îöåíêàìè èç [77], ES-îöåíêîé èç [29]) è äâóìÿ PAC-Bayes îöåíêàìè

èç [57]. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ýêñïåðèìåíòà � ñðàâíèòü çàâûøåííîñòü ïåðå÷èñëåííûõ

îöåíîê.

Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûëè èñïîëüçîâàíû òå æå çàäà÷è èç ðåïîçèòîðèÿ UCI, ÷òî

è â ïðîøëîì ïàðàãðàôå. Îïèñàíèå çàäà÷ ïðèâåäåíî â òàáëèöå 5.2.

Ê êàæäîé çàäà÷å áûëà ïðèìåíåíà ïðîöåäóðà ïÿòèêðàòíîé êðîññ-âàëèäàöèè, êîòîðàÿ

çàïóñêàëàñü 100 ðàç äëÿ óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé çàäà÷è

ãåíåðèðîâàëîñü M = 500 ðàçáèåíèé X = Xi
L ⊔ Xi

K , i = 1, . . . ,M è âû÷èñëÿëàñü îöåíêà

Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ñðåäíåãî óêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè:

δ̂L(µLR,X) =
1

M

M∑
i=1

ν(µLRXi
L,Xi

K)− ν(µLRXi
L,Xi

L).

Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà XL èñïîëüçîâàëàñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìáèíàòîð-

íîé îöåíêè íà óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê ÌÝÐ. Ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A, èç êîòîðîãî ÌÝÐ

âûáèðàë ëó÷øèé àëãîðèòì, ãåíåðèðîâàëîñü ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî ãðàôó

ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè ëèíåéíûõ êëàññèôèêàòîðîâ (àëãîðèòì 5.3.1). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì µLRXL, íàñòðîåííûé

ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå XL. Äàëåå âíîâü èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä

Ìîíòå-Êàðëî: ãåíåðèðîâàëèñüM ′ = 4096 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé XL = Xj
ℓ ⊔X

j
k, j = 1, . . . ,M ′

(ïðè ℓ
L
= 0.8) è âû÷èñëÿëàñü ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

δ̂ℓ(µ,XL) =
1

M ′

M ′∑
j=1

ν(µXj
ℓ , X

j
k)− ν(µXj

ℓ , X
j
ℓ ),

ãäå µ�ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Â çàêëþ÷åíèå ýòà âåëè÷èíà óñðåäíÿëàñü

ïî âñåì ðàçáèåíèÿì X = Xi
L⊔Xi

K . Âåëè÷èíû δ̂L(µLR,X) è δ̂ℓ(µ,XL) ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíîìó

ïåðåîáó÷åíèþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è åãî èäåàëüíîé îöåíêå â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî

ïîäõîäà.

Â òàáëèöå 5.3 ñðàâíèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: δ̂L(µLR,X) è δ̂ℓ(µ,XL); ÷åòûðå âåðõíèå

êîìáèíàòîðíûå îöåíêè âåëè÷èíû δ̂ℓ(µ,XL), îáîçíà÷åííûå êàê VC, SC, ES è AF; äâå

PAC-Bayes îöåíêè (îáîçíà÷åíû êàê DD è DI). Â îòëè÷èå îò êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê,
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Òàáëèöà 5.3: Ñðàâíåíèå ôàêòè÷åñêîãî ïåðåîáó÷åíèÿ è ðàçëè÷íûõ îöåíîê

Îøèáêà Ïåðåîáó÷åíèå Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè PAC-Bayes

Task Òåñò δ̂L(LR) δ̂ℓ(µ) VC SC ES AF DI DD

glass 0.076 0.030 0.067 0.191 0.127 0.124 0.106 1.268 0.740

Liver dis. 0.315 0.017 0.046 0.249 0.192 0.146 0.161 1.207 1.067

Ionosphere 0.126 0.079 0.042 0.138 0.099 0.087 0.084 1.219 1.149

Australian 0.136 0.014 0.023 0.130 0.101 0.081 0.086 1.145 0.678

pima 0.227 0.007 0.021 0.151 0.117 0.090 0.098 0.971 0.749

faults 0.210 0.011 0.008 0.091 0.070 0.046 0.060 1.110 1.054

statlog 0.142 0.004 0.008 0.072 0.060 0.043 0.051 1.102 0.746

wine 0.250 0.002 0.003 0.061 0.047 0.032 0.040 0.776 0.637

waveform 0.105 0.003 0.003 0.043 0.033 0.023 0.023 0.561 0.354

pageblocks 0.051 0.001 0.003 0.030 0.022 0.016 0.018 0.739 0.186

Optdigits 0.121 0.006 0.003 0.043 0.034 0.023 0.026 1.068 0.604

îãðàíè÷èâàþùèõ óêëîíåíèå ÷àñòîò îøèáîê, PAC-Bayes îöåíêè ñïðàâåäëèâû íåïîñðåäñòâåí-

íî äëÿ ÷àñòîòû îøèáîê íà êîíòðîëå (ïðèâåäåíà â ñòîëáöå ¾Îøèáêà òåñò¿). DD-îöåíêà

ó÷èòûâàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ è ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ

ñ óíèâåðñàëüíîé DI-îöåíêîé, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ.

Êîìáèíàòîðíàÿ SC-îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè èç [77]. VC-

îöåíêà òàêæå ïðèâåäåíà â [77], è îíà, â îòëè÷èå îò SC-îöåíêè, íå ó÷èòûâàåò íè ðàññëîåíèå,

íè ñâÿçíîñòü. ES-îöåíêà [29] îñíîâàíà íà áîëåå òîíêîì ó÷åòå ðàññëîåíèÿ, ïðè êîòîðîì

êàæäûé àëãîðèòì ñðàâíèâàåòñÿ ñî âñåì ìíîæåñòâîì íàéäåííûõ èñòîêîì ãðàôà ðàññëîåíèÿ-

ñâÿçíîñòè.

AF-îöåíêà ïîëó÷åíà èç îöåíêè ìåòîäà ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ (3.16).

×òîáû ïîëíîñòüþ êîíêðåòèçèðîâàòü (3.16), íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ñëåäóþùåå: ìåòîä ðàçáè-

åíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A íà êëàñòåðû, ñïîñîá âûáîðà ïîðîæäàþùèõ è çà-

ïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà, ñïîñîá îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

êàæäîãî êëàñòåðà. Â AF-îöåíêå ïîðîæäàþùèå è çàïðåùàþùèå ìíîæåñòâà âûáèðàëèñü

â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.16), äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà èñïîëüçî-

âàëàñü ôîðìóëà (4.10), à ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A â âèäå A = A1 ⊔ · · · ⊔ At

ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè ïðè âûáîðå ðàññòîÿíèÿ äàëüíåãî

ñîñåäà. Èñõîäíàÿ ìåòðèêà íà A îïðåäåëÿëàñü êàê õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè
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îøèáîê àëãîðèòìîâ.

Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ïåðåîáó÷åíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè

õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ êîìáèíàòîðíîé îöåíêîé δ̂ℓ(µ,XL) äëÿ ÌÝÐ. Âñå ÷åòûðå êîìáèíàòîð-

íûå îöåíêè ñóùåñòâåííî òî÷íåå îáåèõ PAC-Bayes îöåíîê. Ñðåäè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê

íàèìåíåå çàâûøåííîé îêàçûâàåòñÿ ES-îöåíêà. Çà íåé ñëåäóåò ïðåäëîæåííàÿ íàìè AF-

îöåíêà. Êàæäàÿ èç ýòèõ îöåíîê ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåò SC-îöåíêó ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè.

Óëó÷øåíèå òî÷íîñòè â ES- è AF-îöåíêàõ îñíîâàíî íà äâóõ ðàçëè÷íûõ ýôôåêòàõ�

áîëåå òîíêîì ó÷åòå ðàññëîåíèÿ â ES-îöåíêå è ó÷åòå ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ â AF-îöåíêå.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ÷òî îáúåäèíåíèå ES- è AF-îöåíîê ïîçâîëèò äîáèòüñÿ åùå

áîëüøåãî êà÷åñòâà êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ýêñïåðèìåíòå VC-îöåíêà ïîñ÷èòàíà ïî ìàëîìó

ïîäìíîæåñòâó àëãîðèòìîâ A, ïîëó÷åííîìó ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Ýòî ¾ëî-

êàëüíàÿ¿ âåðñèÿ VC-îöåíêè. Îáû÷íàÿ VC-îöåíêà îñíîâàíà íà VC-ðàçìåðíîñòè d âñåãî

ïðîñòðàíñòâà àëãîðèòìîâ è ïðåâûøàåò åäèíèöó íà âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Ïðåäëîæåí òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ìåòîä âûâîäà îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ

ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

2. Äîêàçàíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà

ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ äåâÿòè ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ, âêëþ÷àÿ ìîíî-

òîííûå è óíèìîäàëüíûå ñåòè, ñëîé õýììèíãîâà øàðà è ðÿä äðóãèõ.

3. Ïîëó÷åíà îáùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðàçëîæåíèè è ïî-

êðûòèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

4. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàíî, ÷òî íîâàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè

ïåðåîáó÷åíèÿ.

Âîçìîæíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåíèå òî÷íîñòè êîì-

áèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïóòåì áîëåå àêêóðàòíîãî ó÷åòà ýôôåêòà

ðàññëîåíèÿ, à òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå îöåíîê äëÿ óëó÷øåíèÿ

îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.
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47. Bottou Léon, Cortes Corinna, Vapnik Vladimir. On the effective VC dimension. — 1994.

48. Boucheron S., Lugosi G., Massart P. Concentration inequalities using the entropy method

// The Annals of Probability. — 2003. — V. 31, no. 3. — P. 1583–1614.

49. Boucheron Stephane, Bousquet Olivier, Lugosi Gabor. Theory of classification: A survey of

some recent advances // ESAIM: Probability and Statistics. — 2005. — V. 9. — P. 323–375.

50. Bousquet O. A bennett concentration inequality and its application to suprema of empirical

processes // Comptes Rendus Mathematique. — 2002. — V. 334, no. 6. — P. 495–500.

51. Bousquet Olivier. Concentration Inequalities and Empirical Processes Theory Applied to the

Analysis of Learning Algorithms: Ph.D. thesis / Olivier Bousquet. — Ecole Polytechnique,

France. — 2002. — 351 p.
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