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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Âîññòàíîâëåíèå çàâèñèìîñòè ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè y = f (x)
ïî òî÷êàì îáó÷àþùåé âûáîðêè (xi , yi ), i = 1, . . . , ℓ.

Äàíî: âåêòîðû xi = (x1i , . . . , x
n
i ) � îáúåêòû îáó÷àþùåé âûáîðêè,

yi = f (xi ) � ïðàâèëüíûå îòâåòû, i = 1, . . . , ℓ:




x11 . . . xn1
. . . . . . . . . . .

x1ℓ . . . xnℓ




f

−→





y1
. . .

yℓ





Íàéòè: �óíêöèþ a(x), ñïîñîáíóþ äàâàòü ïðàâèëüíûå îòâåòû

íà òåñòîâûõ îáúåêòàõ x̃i = (x̃1i , . . . , x̃
n
i ), i = 1, . . . , q:





x̃11 . . . x̃n1
. . . . . . . . . . .

x̃1q . . . x̃nq




a?
−→





a(x̃1)
. . .

a(x̃q)




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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

�èïîòåçû êîìïàêòíîñòè è íåïðåðûâíîñòè

�èïîòåçà íåïðåðûâíîñòè (äëÿ ðåãðåññèè):

áëèçêèì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóþò áëèçêèå îòâåòû.

�èïîòåçà êîìïàêòíîñòè (äëÿ êëàññè�èêàöèè):

áëèçêèå îáúåêòû, êàê ïðàâèëî, ëåæàò â îäíîì êëàññå.

Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ¾áëèçîñòè¿:

çàäàíà �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(x , xi ).

Ïðèìåð. Åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå è åãî îáîáùåíèå:

ρ(x , xi ) =

( n∑

j=1

∣
∣x j − x

j
i

∣
∣2
)1/2

ρ(x , xi ) =

( n∑

j=1

wj

∣
∣x j − x

j
i

∣
∣p

)1/p

x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà x ,

xi = (x1i , . . . , x
n
i ) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà xi .
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

�àññòîÿíèÿ íà îñíîâå âûðàâíèâàíèé:

ìåæäó òåêñòàìè (ðåäàêòîðñêîå ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà):

CTGGGCTAAAAGGTCCCTTAGCC--TTTAGAAAAA-GGGCCATTAGGAAATTGCA

CTGGGACTAAA----CCTTAGCCTATTTACAAAAATGGGCCATTAGG---TTGCA

ìåæäó ñèãíàëàìè (ýíåðãèÿ ñæàòèé è ðàñòÿæåíèé):
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

�àññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè íà îñíîâå âûðàâíèâàíèÿ:

Îöåíèâàåòñÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè

Êîíñòàíòèí Âîðîíöîâ (voron�fore
sys.ru) Ìàøèííîå îáó÷åíèå 6 / 39



Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x îòðàíæèðóåì îáúåêòû x1, . . . , xℓ:

ρ(x , x(1)) 6 ρ(x , x(2)) 6 · · · 6 ρ(x , x(ℓ)),

x(i) � i -é ñîñåä îáúåêòà x ñðåäè x1, . . . , xℓ;

y (i) � îòâåò íà i -ì ñîñåäå îáúåêòà x .

Ìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè:

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[
y (i) = y

]
w(i , x)

︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

,

w(i , x) � âåñ, îöåíêà ñõîäñòâà îáúåêòà x ñ åãî i -ì ñîñåäîì,

íåîòðèöàòåëüíàÿ, íå âîçðàñòàþùàÿ ïî i .

Γy (x) � îöåíêà áëèçîñòè îáúåêòà x ê êëàññó y .
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé (k nearest neighbors, kNN)

w(i , x) = [i 6 1] � ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà

w(i , x) = [i 6 k] � ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé

Ïðåèìóùåñòâà:

ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè (lazy learning);

ïàðàìåòð k ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü ïî êðèòåðèþ

ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ (leave-one-out):

LOO(k ,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

[

a
(
xi ;X

ℓ\{xi}, k
)
6= yi

]

→ min
k

.

Íåäîñòàòêè:

íåîäíîçíà÷íîñòü êëàññè�èêàöèè ïðè Γy (x) = Γs(x), y 6= s.

íå ó÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïðèìåð çàâèñèìîñòè LOO îò ÷èñëà ñîñåäåé

Ïðèìåð. Çàäà÷à Iris, óñðåäíåíèå ïî 50 ñëó÷àéíûì ðàçáèåíèÿì

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

число соседей k

частота ошибок 

� íåñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê LOO
� ñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê, êîãäà îáúåêò ó÷èòûâàåòñÿ êàê ñîñåä ñàìîãî ñåáÿ
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ìåòîä îêíà Ïàðçåíà

w(i , x) = K
(
ρ(x ,x (i))

h

)

, ãäå h � øèðèíà îêíà,

K (r) � ÿäðî, íå âîçðàñòàåò è ïîëîæèòåëüíî íà [0, 1].

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà çàäàííîé øèðèíû h:

a(x ;X ℓ, h,K ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K

(
ρ(x , xi )

h

)

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà ïåðåìåííîé øèðèíû h = ρ(x , x(k+1)):

a(x ;X ℓ, k ,K ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K

(
ρ(x , xi )

ρ(x , x(k+1))

)

Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ � ïî êðèòåðèþ LOO:

âûáîð øèðèíû îêíà h èëè ÷èñëà ñîñåäåé k

âûáîð ÿäðà K ñëàáî âëèÿåò íà êà÷åñòâî êëàññè�èêàöèè
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

×àñòî èñïîëüçóåìûå ÿäðà K (r)

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

                         E

    Q

T

П

G

Π(r) =
[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå

E (r) = (1− r2)
[
|r | 6 1

]
� êâàäðàòè÷íîå (Åïàíå÷íèêîâà)

Q(r) = (1− r2)2
[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå

G (r) = exp
(
−2r2

)
� ãàóññîâñêîå
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïàðçåíîâñêîå îêíî øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.05
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïàðçåíîâñêîå îêíî øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.2
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïàðçåíîâñêîå îêíî øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.3
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïàðçåíîâñêîå îêíî øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 0.5
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïàðçåíîâñêîå îêíî øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 1.0

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

Êîíñòàíòèí Âîðîíöîâ (voron�fore
sys.ru) Ìàøèííîå îáó÷åíèå 16 / 39



Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ïàðçåíîâñêîå îêíî øèðèíû h

Ïðèìåð: äâóìåðíàÿ âûáîðêà, äâà êëàññà Y = {−1,+1}.

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)
︸ ︷︷ ︸

)

h = 5.0

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé

w(i , x) = γ(i)K
(
ρ(x ,x (i))

h(i)

)

Áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü (áåç ðàíæèðîâàíèÿ îáúåêòîâ):

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ] γi K

(
ρ(x , xi )

hi

)

,

ãäå γi � âåñà îáúåêòîâ, γi > 0, hi > 0.

Ôèçè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ:

γi � âåëè÷èíà ¾çàðÿäà¿ â òî÷êå xi ;

hi � ¾ðàäèóñ äåéñòâèÿ¿ ïîòåíöèàëà ñ öåíòðîì â òî÷êå xi ;

yi � çíàê ¾çàðÿäà¿ (â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ Y = {−1,+1});

â ýëåêòðîñòàòèêå K (r) = 1
r
èëè

1
r+a

,

äëÿ çàäà÷ êëàññè�èêàöèè íåò òàêèõ îãðàíè÷åíèé íà K .
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�èïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð

Ñâÿçü ìåòðè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé = ëèíåéíûé êëàññè�èêàòîð

Äâà êëàññà: Y = {−1,+1}.

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)

)
=

= sign

ℓ∑

i=1

γiyi K

(
ρ(x , xi )

hi

)

.

Ñðàâíèì ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ êëàññè�èêàöèè:

a(x) = sign
n∑

j=1

γj fj(x).

�óíêöèè fj(x) = yjK
(
1
hj
ρ(x , xj )

)
� ïðèçíàêè îáúåêòà x

γj � âåñà ëèíåéíîãî êëàññè�èêàòîðà

n = ℓ � ÷èñëî ïðèçíàêîâ ðàâíî ÷èñëó îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Çàäà÷à ðåãðåññèè è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

X = R
n
� îáúåêòû; Y = R � îòâåòû;

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

yi = f (xi ), f : X → Y � íåèçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü;

a(x) = g(x , α) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè,

α ∈ R
p
� âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ):

Q(α,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

wi

(
g(xi , α) − yi

)2
→ min

α
,

ãäå wi � âåñ, ñòåïåíü âàæíîñòè i -ãî îáúåêòà.

Íåäîñòàòîê:

íàäî èìåòü õîðîøóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü g(x , α)
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ. Ôîðìóëà Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

Ïðèáëèæåíèå êîíñòàíòîé g(x , α) = α â îêðåñòíîñòè x ∈ X :

Q(α;X ℓ) =

ℓ∑

i=1

wi (x)
(
α− yi

)2
→ min

α∈R
;

ãäå wi (x) = K
(
ρ(x ,xi )

h

)

� âåñà îáúåêòîâ xi îòíîñèòåëüíî x ;

K (r) � ÿäðî, íåâîçðàñòàþùåå, îãðàíè÷åííîå, ãëàäêîå;

h � øèðèíà îêíà ñãëàæèâàíèÿ.

Ôîðìóëà ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ) =

ℓ∑

i=1
yiwi (x)

ℓ∑

i=1
wi (x)

=

ℓ∑

i=1
yiK

(
ρ(x ,xi )

h

)

ℓ∑

i=1
K
(
ρ(x ,xi )

h

)
.
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

×àñòî èñïîëüçóåìûå ÿäðà K (r) � òå æå, ÷òî â ìåòîäå Ïàðçåíà

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

                         E

    Q

T

П

G

Π(r) =
[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå

E (r) = (1− r2)
[
|r | 6 1

]
� êâàäðàòè÷íîå (Åïàíå÷íèêîâà)

Q(r) = (1− r2)2
[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå

G (r) = exp
(
−2r2

)
� ãàóññîâñêîå
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)
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�àóññîâñêîå ÿäðî ⇒ ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Øèðèíà îêíà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, òðåóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
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2.5

Òðåóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ íå îïðåäåëåíà, åñëè â îêíå íåò òî÷åê âûáîðêè
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
[
|r | 6 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
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2.0

2.5

Ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Âûáîð ÿäðà ñëàáî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

ßäðî K (r)
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ãëàäêîñòü �óíêöèè ah(x),
� ñëàáî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.

Øèðèíà îêíà h

� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà h(x) ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

wi (x) = K

(
ρ(x , xi )

h(x)

)

,

ãäå h(x) = ρ(x , x(k+1)), x(k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x .

Îïòèìèçàöèÿ h (èëè k) ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ:

LOO(h,X ℓ) =

ℓ∑

i=1

(

ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
− yi

)2
→ min

h
.
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè

Äàíî:

X ℓ =
{
x1, . . . , xℓ

}
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

ρ(xi , xs) � �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Íàéòè:

yi ∈ Y � ìåòêè êëàñòåðîâ îáúåêòîâ:

� êàæäûé êëàñòåð ñîñòîèò èç áëèçêèõ îáúåêòîâ;

� îáúåêòû ðàçíûõ êëàñòåðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.

Êëàñòåðèçàöèÿ � ýòî îáó÷åíèå áåç ó÷èòåëÿ.

�åøåíèå çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè ïðèíöèïèàëüíî íåîäíîçíà÷íî:

ðàçëè÷íûå êðèòåðèè êà÷åñòâà êëàñòåðèçàöèè

ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû êëàñòåðèçàöèè

ðàçëè÷íûå âàðèàíòû �óíêöèè ðàññòîÿíèè ρ
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

âíóòðèêëàñòåðíûå ðàññòîÿíèÿ, êàê ïðàâèëî,

ìåíüøå ìåæêëàñòåðíûõ

êëàñòåðû ñ öåíòðîì

êëàñòåðû ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ ïåðåìû÷êàìè

êëàñòåðû ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ íà ðàçðåæåí-

íûé �îí èç ðåäêî ðàñïîëîæåííûõ îáúåêòîâ
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

ëåíòî÷íûå êëàñòåðû

ïåðåêðûâàþùèåñÿ êëàñòåðû

êëàñòåðû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ íå ïî

ñõîäñòâó, à ïî èíûì òèïàì ðåãóëÿðíîñòåé

êëàñòåðû ìîãóò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Ìåòîä k-ñðåäíèõ (k-means)

Îáúåêòû xi çàäàþòñÿ âåêòîðàìè ïðèçíàêîâ

(
x1i , . . . , x

n
i

)
.

Âõîä: X ℓ
� îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, ïàðàìåòð k ;

Âûõîä: öåíòðû êëàñòåðîâ µy , y ∈ Y è êëàñòåðèçàöèÿ yi ∈ Y ;

1 íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå öåíòðîâ µy , y ∈ Y ;

2 ïîâòîðÿòü

3 îòíåñòè êàæäûé xi ê áëèæàéøåìó öåíòðó:

yi := arg min
y∈Y

ρ(xi , µy ), i = 1, . . . , ℓ;

4 âû÷èñëèòü íîâûå ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ:

µyj :=

ℓ∑

i=1
[yi = y ] x ji

ℓ∑

i=1

[yi = y ]

, y ∈ Y , j = 1, . . . , n;

5 ïîêà yi íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Ïðèìåð. �åçóëüòàò êëàñòåðèçàöèè ìåòîäîì k-ñðåäíèõ

Êîíñòàíòèí Âîðîíöîâ (voron�fore
sys.ru) Ìàøèííîå îáó÷åíèå 31 / 39



Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè

Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Àãëîìåðàòèâíàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Àëãîðèòì Ëàíñà-Óèëüÿìñà [1967℄ îñíîâàí íà îöåíèâàíèè

ðàññòîÿíèé R(U,V ) ìåæäó ïàðàìè êëàñòåðîâ U , V .

1 ñíà÷àëà âñå êëàñòåðû îäíîýëåìåíòíûå: C1 :=
{
{x1}, . . . , {xℓ}

}
;

2 ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè: R({xi}, {xs}) := ρ(xi , xs);
3 äëÿ âñåõ t = 2, . . . , ℓ (t � íîìåð èòåðàöèè):

4 íàéòè â Ct−1 äâà áëèæàéøèõ êëàñòåðà:

(U,V ) := arg min
U 6=V

R(U,V );

Rt := R(U,V );
5 ñëèòü èõ â îäèí êëàñòåð W := U ∪ V ;

Ct := Ct−1 ∪ {W } \ {U,V };
6 äëÿ âñåõ S ∈ Ct

7 âû÷èñëèòü R(W ,S) ïî �îðìóëå Ëàíñà-Óèëüÿìñà;
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Ìåòîä k-ñðåäíèõ
Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Ôîðìóëà Ëàíñà-Óèëüÿìñà

Êàê îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå R(W ,S)
ìåæäó êëàñòåðàìè W = U ∪ V è S ,

çíàÿ ðàññòîÿíèÿ R(U,S), R(V ,S), R(U,V )?

Ôîðìóëà, îáîáùàþùàÿ áîëüøèíñòâî ðàçóìíûõ ñïîñîáîâ

îïðåäåëèòü ýòî ðàññòîÿíèå [Ëàíñ, Óèëüÿìñ, 1967℄:

R(U ∪ V ,S) = αU · R(U,S) +

+ αV · R(V ,S) +

+ β · R(U,V ) +

+ γ ·
∣
∣R(U,S)− R(V ,S)

∣
∣,

ãäå αU , αV , β, γ � ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû.
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×àñòíûå ñëó÷àè �îðìóëû Ëàíñà-Óèëüÿìñà

1. �àññòîÿíèå áëèæíåãî ñîñåäà:

Rá(W ,S) = min
w∈W ,s∈S

ρ(w , s);

αU = αV = 1
2 , β = 0, γ = −1

2 .

2. �àññòîÿíèå äàëüíåãî ñîñåäà:

Rä(W ,S) = max
w∈W ,s∈S

ρ(w , s);

αU = αV = 1
2 , β = 0, γ = 1

2 .

3. �ðóïïîâîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå:

Rã(W ,S) = 1
|W ||S|

∑

w∈W

∑

s∈S

ρ(w , s);

αU = |U|
|W | , αV = |V |

|W | , β = γ = 0.
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Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

×àñòíûå ñëó÷àè �îðìóëû Ëàíñà-Óèëüÿìñà

4. �àññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè:

Rö(W ,S) = ρ2
(

∑

w∈W

w
|W | ,

∑

s∈S

s
|S|

)

;

αU = |U|
|W | , αV = |V |

|W | ,

β = −αUαV , γ = 0.

5. �àññòîÿíèå Óîðäà � ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

Ró(W ,S) = |S||W |
|S|+|W | ρ

2
(

∑

w∈W

w
|W | ,

∑

s∈S

s
|S|

)

;

αU = |S|+|U|
|S|+|W | , αV = |S|+|V |

|S|+|W |, β = −|S|
|S|+|W | , γ = 0.
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Ìåòîä k-ñðåäíèõ
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Äåíäðîãðàììà � âèçóàëèçàöèÿ èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè

Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòêëàäûâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ Rt

Óðîâåíü îòñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåò ÷èñëî êëàñòåðîâ

Äåíäðîãðàììà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ãðóïïèðóåò

îáúåêòû â êëàñòåðû âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îñè
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Åù¼ îäèí ñïîñîá âèçóàëèçàöèè èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè
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Êëàññè�èêàöèÿ

�åãðåññèÿ

Êëàñòåðèçàöèÿ

�åçþìå

Ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ïîëåçíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

êëàññè�èêàöèè, ðåãðåññèè, êëàñòåðèçàöèè.

Øèðèíó îêíà h îïòèìèçèðóþò ïî êðèòåðèþ LOO:

� ïðè h → 0 ìîäåëü óñëîæíÿåòñÿ, íà÷èíàåò íàñòðàèâàòüñÿ

íà øóì è ïåðåîáó÷àåòñÿ;

� ïðè h → ∞ ìîäåëü óïðîùàåòñÿ, íà÷èíàåò ñòðåìèòüñÿ

ê êîíñòàíòå è íåäîîáó÷àåòñÿ;

� ¾çîëîòóþ ñåðåäèíó¿ íàõîäÿò ïåðåáîðîì h ïî ñåòêå.

Êëàñòåðèçàöèÿ íåîäíîçíà÷íà, ðåçóëüòàò ìîæåò çàâèñåòü

îò ìåòðèêè, îò êðèòåðèÿ, îò ìåòîäà

Êëàñòåðèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ

îñîáåííîñòåé âûáîðêè îáúåêòîâ
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