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Аннотация

В работе рассматривается проблема выбора оптимальной модели глубокого

обучения и оптимизации ее параметров. Принимается статистическая гипоте-

за о распределении зависимой переменной и параметров модели. Каждая рас-

сматриваемая модель декомпозируется на порождающую и разделяющую. На

основании статистических предположений принимается оптимизируемая функ-

ция ошибки для каждой подмодели. Предлагаются методы оптимизации полу-

ченных функций ошибок. В качестве рассматриваемой порождающей модели

используется вариационный автокодировщик. В качестве рассматриваемой раз-

деляющей модели используется нейронная сеть с одним скрытым слоем. Для

выбора разделяющей модели и контроля переобучения без использования сколь-

зящего контроля предлагается алгоритм, основанный на стохастическом гради-

ентном спуске. По предложенному алгоритму выбора модели глубокого обу-

чения был проведен эксперимент на выборке изображений рукописных цифр

MNIST.

Ключевые слова: выбор оптимальной модели; глубокое обучение; байесов-

ский вывод; вариационный вывод.
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Введение

Актуальность темы. Çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëþ÷åâûõ çà-

äà÷ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïðîáëåìà âûáîðà ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ

âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíîé â ñèëó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ, è êàê ñëåäñòâèå,

áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòè èõ îïòèìèçàöèè.

Äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíîé ýâðèñòèêîé äëÿ âûáîðà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûé âû-

áîð è æàäíîå ïðåäîáó÷åíèå êàæäîãî ñëîÿ ìîäåëè ñ äàëüíåéøèì äîîáó÷åíèåì [1].

Îäíîé èç ïðîáëåì ïðè ïîäîáíîé ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîñòü ïàðàìåòðîâ ïîëó-

÷åííîé ìîäåëè, âëèÿþùàÿ íà óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè â öåëîì [2,3].

Â äàííîé ðàáîòå òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ïîñëîéíîå ïîñòðîåíèå ìîäåëè, ïðè ýòîì íà

êàæäîì ñëîå ïðîèñõîäèò âûáîð ïîäìîäåëè, äîñòàâëÿþùåé ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ñëîæíîñòü ñåòè. Íà ýòàïå äîîáó÷åíèÿ

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ êîíòðîëåì

ýíòðîïèè, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü íà÷àëî ïåðåîáó÷åíèÿ ñåòè ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ.

Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ â ñëó-

÷àå âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îïòèìèçàöèè.

Цель работы. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìåòîäà àâòîìàòè÷å-

ñêîãî ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ñóáîïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ò.å. ìî-

äåëåé, èìåþùèõ ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå èçáûòî÷íûõ ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè.

Методы исследования. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ïðåäëàãàåòñÿ äå-

êîìïîçèðîâàòü ìîäåëü íà ïîðîæäàþùóþ è ðàçäåëÿþùóþ. Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíà-

ëîâ êà÷åñòâà äëÿ êàæäîé èç íèõ âûñòóïàåò âàðèàöèîííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà èíòåãðàëà

ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè [4, 5].

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Êðèòåðèé ñóáîïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè ìîäåëè êëàññèôèêàöèè.

2. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè îò óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè è

âîçìîæíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.
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3. Àëãîðèòì âûáîðà ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè êëàññèôèêàöèè áåç èñïîëüçîâàíèÿ

êðîññ-âàëèäàöèè.

4. Òåîðåìà îá ýíòðîïèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.

Научная новизна. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ìîäåëåé ñóáîïòèìàëüíîé

ñëîæíîñòè äëÿ ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ èñ-

ïîëüçîâàòü ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê äëÿ ïîëó÷åíèÿ âàðèàöèîííîé íèæíåé

îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè.

Практическая значимость. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïî-

ëó÷àòü ìîäåëè ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, èìåþùèå íèçêóþ ñòðóêòóðíóþ ñëîæíîñòü ïðè

ïðèåìëåìîì êà÷åñòâå êëàññèôèêàöèè áåç èñïîëüçîâàíèÿ êðîññ-âàëèäàöèè.

Степень достоверности и апробация работы. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ

ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ ìåòîäîâ.

Публикации по теме дипломной работы.

1. Áàõòååâ Î.Þ., Ïîïîâà Ì.Ñ., Ñòðèæîâ Â.Â. Ñèñòåìû è ñðåäñòâà ãëóáîêîãî îáó-

÷åíèÿ â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè // Ñèñòåìû è ñðåäñòâà èíôîðìàòèêè, 2016, 2.

Обзор литературы. Îäíà èç ïðîáëåì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ

� áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé [6, 7]. Ïîýòîìó çàäà÷à âûáîðà ìîäåëåé

ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âûáîð ñòðàòåãèè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, ýôôåê-

òèâíîé ïî âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì. Â ðàáîòå [8] ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå òåîðåòè-

÷åñêèå îöåíêè ïîñòðîåíèÿ íåéðîñåòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì æàäíûõ ñòðàòåãèé. Â ðàáî-

òå [9] ïðåäëàãàåòñÿ æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà ìîäåëè íåéðîñåòè ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðåëåâàíòíûõ àïðèïîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Äàííûé ìåòîä áûë òàêæå ïðèìåíåí ê çà-

äà÷å ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìåòîäà ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ [10]. Àëüòåðíàòèâîé äàííûì

àëãîðèòìàì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðîðåæèâàíèè ñå-

òåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ [3, 11]. Ïîïóëÿðíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ãëóáîêîãî

îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ æàäíîå ïîñëîéíîå ïîñòðîåíèå ìîäåëè ñ îòäåëüíûì êðèòåðèåì îï-

òèìèçàöèè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ [1,12]. Â ðÿäå ðàáîò [13�15] ïðåäëàãàåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ
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ìîäåëè íà ïîðîæäàþùóþ è ðàçäåëÿþùóþ, îïòèìèçèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ ìîäåëåé â ñåòÿõ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ìîãóò âûñòó-

ïàòü îãðàíè÷åííûå ìàøèíû Áîëüöìàíà [6] è àâòîêîäèðîâùèêè [16]. Â ðàáîòå [17]

ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå òèïû ðåãóëÿðèçàöèè àâòîêîäèðîâùèêîâ, ïîçâîëÿþùèå

ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü äàííûå ìîäåëè êàê ïîðîæäàþùèå ìîäåëè ñ èñïîëüçîâà-

íèåì áàéåñîâîãî âûâîäà. Â ðàáîòå [18] òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûå

àâòîêîäèðîâùèêè è ñâîéñòâà îöåíîê èõ ïðàâäîïîäîáèÿ. Â ðàáîòå [19] ïðåäëàãàåò-

ñÿ îáîáùåíèå àâòîêîäèðîâùèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî áàéåñîâñêîãî âûâî-

äà [5]. Â ðàáîòå [20] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäèôèêàöèè âàðèàöèîííîãî àâòîêîäèðîâùèêà

è ñòóïåí÷àòûõ ñåòåé (àíãë. ladder network) [21] äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñëîéíûõ

ïîðîæäàþùèõ ìîäåëåé.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáîðà ìîäåëè â ðÿäå ðàáîò [4, 5, 22�25] âûñòóïàåò ïðàâ-

äîïîäîáèå ìîäåëè. Â ðàáîòàõ [22�25] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà ìîäåëè è

îöåíêè ãèïåðàïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ ðåãðåññèè. Àëüòåðíàòèâíûì êðèòåðèåì âûáîðà

ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ äëèíà îïèñàíèÿ [26], ÿâëÿþùàÿñÿ ïîêàçàòåëåì ñòà-

òèñòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ìîäåëè è çàäàííîé âûáîðêè. Â ðàáîòå [27] ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïåðå÷åíü êðèòåðèåâ ñëîæíîñòè ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ è èõ âçàèìîñâÿçü. Â ðà-

áîòå [28] â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ñëîæíîñòè ìîäåëè âûñòóïàåò ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè,

õàðàêòåðèçóåìûé ñòåïåíüþ ïîëèíîìà ×åáûøåâà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ôóíêöèþ. Â

ðàáîòå [2] àíàëèçèðóåòñÿ ïîêàçàòåëü èçáûòî÷íîñòè ïàðàìåòðîâ ñåòè. Óòâåðæäàåò-

ñÿ, ÷òî ïî íåáîëüøîìó íàáîðó ïàðàìåòðîâ â ãëóáîêîé ñåòè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì

èçáûòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ñïðîãíîçèðîâàòü çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ. Â ðàáîòå [29]

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ðîáàñòíîñòè ìîäåëåé, à òàêæå åãî âçàèìîñâÿçü ñ òîïîëî-

ãèåé âûáîðêè è êëàññàìè ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ôóíêöèè

îøèáêè è åå ëèïøèöåâîé êîíñòàíòû íà ðîáàñòíîñòü ìîäåëåé. Ñõîæèå èäåè áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû â ðàáîòå [30], â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü êëàññèôèêàöèè ìîäåëè

ïîä äåéñòâèåì øóìà.

Îäíèì èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà ïðàâäîïîäî-

áèÿ ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè èíòåãðàëà [5]. Â ðàáî-

òå [31] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Â ðàáîòå [32]

ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ
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äëÿ îïòèìèçàöèè ãèïåðïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ. Â ðàáîòå [33] ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ âàðèàöèîííîé íèæíåé

îöåíêè èíòåãðàëà ñ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Â ðàáîòå [34] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè-

÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê â êà÷åñòâå îïåðàòîðà, ïîðîæäàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå, àï-

ïðîêñèìèðóþùåå àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Â äàííîé ðàáîòå

îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê íå îïòèìèçèðóåò âàðèàöèîííóþ

îöåíêó èíòåãðàëà ïðàâäîïîäîáèÿ è ïðèáëèæàåò åå òîëüêî äî íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà

èòåðàöèé îïòèìèçàöèè. Ñõîæèé ïîäõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [35], ãäå òàêæå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê â êà÷åñòâå îïåðàòîðà, ïîðîæäà-

þùåãî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ. Â ðàáîòå [36] ïðåäëàãàåòñÿ ìîäè-

ôèêàöèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ àïîñòåðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå.

Àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì âûáîðà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìîäåëè íà îñíîâå

ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ [22,37]. Ïðîáëåìîé òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíàÿ âûñî-

êàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü [38,39]. Â ðàáîòàõ [40,41] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà

ñìåùåíèÿ îöåíîê êà÷åñòâà ìîäåëè è ãèïåðïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè èñïîëüçîâà-

íèè 𝑘-fold ìåòîäà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ, ïðè êîòîðîì âûáîðêà äåëèòñÿ íà 𝑘-÷àñòåé

ñ îáó÷åíèåì íà 𝑘 − 1 ÷àñòè è âàëèäàöèåé ðåçóëüòàòà íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè âûáîðêè.

Çàäà÷åé, ñâÿçàííîé ñ ïðîáëåìîé âûáîðà ìîäåëè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè

ãèïåðïàðàìåòðîâ [4, 5]. Â ðàáîòå [22] ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèÿ ãèïåðïàðàìòðîâ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ è ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè èíòåãðàëà

ïðàâäîäîáèÿ ìîäåëåé, îòìå÷àåòñÿ íèçêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ãèïåðïàðàìåòðîâ ïðè

èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. Â ðÿäå ðàáîò [42,43] ðàññìàòðèâàþòñÿ

ãðàäèåíòíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ãèïåðïàðàìåòðîâ, ïîçâîëÿþùèå îïòèìèçèðîâàòü

áîëüøîå êîëè÷åñòâî ãèïåðïàðàìåòðîâ îäíîâðåìåííî. Â ðàáîòå [42] ïðåäëàãàåòñÿ ìå-

òîä îïòèìèçàöèè ãèïåðïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ ìîìåí-

òîì, â êà÷åñòâå îïòèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà ðàññìàòðèâàåòñÿ îøèáêà íà âàëèäà-

öèîííîé ÷àñòè âûáîðêè. Â ðàáîòå [35] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïàðàìåò-

ðîâ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ èñïîëüçîâàíèåì íèæíåé âàðèàöèîííîé îöåíêè èíòåãðàëà

ïðàâäîïîäîáèÿ. Â ðàáîòå [34] îòìå÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûé

ìåòîä äëÿ îïòèìèçàöèè ãèïåðïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîé íèæíåé
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îöåíêè èíòåãðàëà ïðàâäîïîäîáèÿ â êà÷åñòâå îïòèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà.

1 Постановка задачи

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà

D = {(x𝑖, 𝑦𝑖)}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (1)

ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà ïàð ¾îáúåêò - êëàññ¿, x𝑖 ∈ X ⊂ R𝑛, 𝑦𝑖 ∈ Y.

Êàæäûé îáúåêò x𝑖 ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç 𝑍 êëàññîâ ñ ìåòêîé 𝑦𝑖.

Ñåòüþ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ f íàçîâåì ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé [44]

f(w,x) = f1(f2(. . .𝑓𝐾(x))) : R𝑛 → [0, 1]𝑍 , (2)

ãäå f𝑘, � ìîäåëè, ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåêòîð-ôóíêöèé, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝐾}; w �

âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé;

𝑐-ÿ êîìïîíåíòó âåêòîðà f(x,w) � âåðîÿòíîñòü îòíåñåíèÿ îáúåêòà x𝑖 ê êëàññó ñ ìåòêîé

𝑐.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé îáîçíà÷èì çà F. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

äëÿ êàæäîé ìîäåëè f ∈ F çàäàíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ 𝑝(w|f).

Определение Ìîäåëü êëàññèôèêàöèè f íàçîâåì îïòèìàëüíîé ñðåäè ìîäåëåé F,

åñëè äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì èíòåãðàëà [4]:

𝑝(D|f) =

∫︁
w

𝑝(D|w)𝑝(w|f)𝑑w. (3)

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíóþ ìîäåëü f ñðåäè çàäàííîãî ìíîæåñòâà ìîäåëåé F,

à òàêæå çíà÷åíèÿ åå ïàðàìåòðîâ w, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì àïîñòåðèîðíîé âåðîÿò-

íîñòè:

𝑝(w|D, f) ∼ 𝑝(D|w, f)𝑝(w|f).

1.1 Поиск субоптимальной модели

Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, ïðèáëèæàþùåãî ëîãàðèôì èíòåãðàëà (3), áóäåì

ðàññìàòðèâàòü åãî âàðèàöèîííóþ íèæíþþ ãðàíèöó, ïîëó÷åííóþ ïðè ïîìîùè íåðà-

âåíñòâà Éåíñåíà [5]:

log 𝑝(D|f) ≥
∫︁
w

𝑞(w)log
𝑝(D,w|f)

𝑞(w)
𝑑w = (4)
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= −D𝐾𝐿(𝑞(w)||𝑝(w|f)) +

∫︁
w

𝑞(w)log 𝑝(D|w, f)𝑑w,

ãäå D𝐾𝐿(𝑞(w)||𝑝(w|f)) = −
∫︀
w
𝑞(w)log 𝑝(w|f)

𝑞(w)
𝑑w.

Äåêîìïîçèðóåì ìîäåëü f íà ïîðîæäàþùóþ f𝐺 è ðàçäåëÿþùóþ f𝐷 [13�15]. Áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî âûáîðêà X áûëà ïîðîæäåíà íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé z [19,45].

Ïîëîæèì ðåøàþùåå ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè:

f(x) = f𝐷(arg max
z

𝑝(z|x)),

ãäå 𝑝 � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z ïðè óñëîâèè íàáëþ-

äåíèÿ x è ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè 𝑓𝐺, 𝑓𝐷 � ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîèñê íàèëó÷øåé ìîäåëè áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî íà íåêîòîðîì

ïîäìíîæåñòâå ìîäåëåé.

Определение Ïîðîæäàþùóþ ìîäåëü f𝐺 íàçîâåì ñóáîïòèìàëüíîé íà ìíîæåñòâå

ïîðîæäàþùèõ ìîäåëåé F𝐺 ïî ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé 𝑄, åñëè ìîäåëü äîñòàâëÿåò

ìàêñèìóì íèæíåé âàðèàöèîííîé îöåíêå èíòåãðàëà [13]:

max
𝑞∈𝑄

∫︁
w

𝑞(w)log
𝑝(X,w|f𝐺)

𝑞(w)
𝑑w. (5)

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìîäåëåé F𝐺 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè âàðèàöèîííûõ

àâòîêîäèðîâùèêîâ [19].

Определение Ðàçäåëÿþùóþ ìîäåëü f𝐷 íàçîâåì ñóáîïòèìàëüíîé äëÿ ìîäåëè f𝐺 íà

ìíîæåñòâå ðàçäåëÿþùèõ ìîäåëåé F𝐷 ïî ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé 𝑄, åñëè ìîäåëü

äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì íèæíåé âàðèàöèîííîé îöåíêå èíòåãðàëà:

max
𝑞∈𝑄

∫︁
w

𝑞(w)log
𝑝(Y,w|f𝐷, Ẑ)

𝑞(w)
𝑑w, (6)

ãäå Ẑ = argmaxZ𝑝(Z|X),Z � ñêðûòîå ïðåäñòàâëåíèå âûáîðêè X, ïîðîæäåííîå ìîäå-

ëüþ f𝐺.

Определение Ìîäåëü êëàññèôèêàöèè f íàçîâåì ñóáîïòèìàëüíîé, åñëè îíà ïîëó-

÷åíà êîìïîçèöèåé ñóáîïòèìàëüíûõ ìîäåëåé ïîðîæäåíèÿ è ðàçäåëåíèÿ.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè êëàññèôèêàöèè f ñâîäèòñÿ ê ñëåäó-

þùèì ïîäçàäà÷àì:
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∙ íàõîæäåíèå ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ f𝐺;

∙ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ w𝐺 ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ f𝐺;

∙ íàõîæäåíèå ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè ðàçäåëåíèÿ f𝐷;

∙ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ w𝐷 ìîäåëè ïîðîæäåíèÿ f𝐷.

∙ äîîáó÷åíèå âñåõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñ åäèíûì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè [1]:

𝑝(Y,w|X, f) → max

.

Çàìåòèì, ÷òî äåêîìïîçèöèÿ ìîäåëè f íà ïîðîæäàþùóþ f𝐺 è ðàçäåëÿþùóþ f𝐷

ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííîé òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå 𝑝(x) ñîäåðæèò äîñòà-

òî÷íî èíôîðìàöèè î ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòîâ x ∈ X ê ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññàì

Y [1].

2 Рассматриваемые модели

2.1 Однослойная softmax-сеть

Îäíîñëîéíàÿ ñåòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãèñòè÷åñêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ:

a(x) = wT
2𝜎(wT

1 x), (7)

fSM(x) =
exp

(︀
a(x)

)︀∑︀𝑍
𝑗=1 exp

(︀
𝑎𝑗(x)

)︀ ,
ãäå 𝑐-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà fSM(x) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíî-

ñòè îáúåêòà x êëàññó 𝑐, 𝜎 � íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Èòîãîâàÿ ôóíêöèÿ êëàññèôèêà-

öèè (2) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îáúåêòó x ìåòêó êëàññà 𝑦, ãäå 𝑦 � êëàññ, ê êîòîðîìó

ïðèíàäëåæèò x ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ:

𝑓(w,x)(𝑐) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, åñëè 𝑐 = arg max𝑐′ 𝑓SM(𝑓 1(𝑓 2(. . .𝑓𝐾(x))))(𝑐′),

0 èíà÷å.

ãäå 𝑓SM(x)(𝑐) � 𝑐-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà fSM.
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Èòîãîâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè îäíîñëîéíîé íåéðîñåòè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

ŵ = arg min
∑︁
x,𝑦∈D

𝑍∑︁
𝑐=1

[𝑦 = 𝑐] log(𝑓SM(x)(𝑐)),

ãäå ŵ = [ŵT
2 , ŵ

T
1 ] � ïàðàìåòðû ñåòè (7).

2.2 Вариационный автокодировщик

Автокодировщик Àâòîêîäèðîâùèê � ìîäåëü, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ñíèæåíèÿ

ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ. Àâòîêîäèðîâùèê ñîñòîèò èç êîäè-

ðóþùåãî áëîêà

z = 𝜎(w𝑒x + b𝑒).

è äåêîäèðóþùåãî áëîêà

𝑟(x) = 𝜎(wT

𝑟 z + b𝑟).

Îïòèìèçàöèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w = [w𝑒,w𝑟,b𝑒,b𝑟] ïðîâîäÿò òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû ïî îáðàçó âåêòîðà x, ïîëó÷àåìîìó ñ ïîìîùüþ êîäèðóþùåãî áëîêà, ìîæíî

áûëî ïîëó÷èòü âåêòîð 𝑟(x), áëèçêèé ê èñõîäíîìó âõîäíîìó x:

||𝑟(x) − x||22 → min .

Â ðàáîòå [19] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ àâòîêîäèðîâùèêà, èìåþùàÿ áàéå-

ñîâñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îáúåêòû x ∈ X ïîðîæäåíû ïðè óñëîâèè

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z ∼ 𝒩 (0, I) :

x ∼ 𝑝(x|z,w).

Àïïðîêñèìèðóåì íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå 𝑝(z|x,w) ðàñïðåäåëåíèåì 𝑞𝜑(z|x).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ ïðè óñëîâèè ïàðàìåòðîâ w ïðèìåíèì âàðè-

àöèîííóþ îöåíêó (4). Ðåøàÿ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íàéäåì 𝑞𝜑 è 𝑝(x|z,w):

log𝑝(x|w) ≥ E𝑞𝜑(z|x)log 𝑝(x|z,w) −D𝐾𝐿(𝑞𝜑(z|x)||𝑝(z)) → max .
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Параметризация распределений 𝑞𝜑 и 𝑝(x|z,w) . Â ðàáîòå [19] â êà÷åñòâå èñ-

ïîëüçóåìîé ïàðàìåòðèçàöèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèé 𝑞𝜑 è 𝑝(x|z,w) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-

çîâàòü âûõîäû ìíîãîñëîéíîé íåéðîñåòè:

𝑞𝜑(z|x) = 𝒩 (𝜇𝜑(x),𝜎2
𝜑(x)),

𝑝(x|z,w) = 𝒩 (𝜇w(z),𝜎2
w(z)).

Îïòèìèçàöèþ íèæíåé îöåíêè áóäåì ïðîâîäèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ìîíòå-

Êàðëî. Íèæíÿÿ îöåíêà ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèíèìàåò âèä:

log 𝑝(X|w) ≃ 1

2

𝑚∑︁
𝑖=1

(︀ 𝑛∑︁
𝑗=1

(︀
1 + log(𝜎𝜑,𝑗(x𝑖)

2) − 𝜇𝜑,𝑗(x𝑖)
2 − 𝜎𝜑,𝑗(x𝑖)

2
)︀

+
1

𝐿

𝐿∑︁
𝑙=1

log𝑝𝜃(x𝑖|z𝑖,𝑙)
)︀
,

(8)

ãäå 𝐿 � ÷èñëî ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z äëÿ êàæäîãî îáúåêòà âûáîðêè

x ∈ X, z𝑖,𝑙 = 𝜇(x𝑖) + 𝜎(x𝑖) ⊙ e, e ∼ 𝒩 (0, I), 𝜎𝜑,𝑗 � 𝑗-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà 𝜎𝜑.

3 Вариационная нижняя оценка правдоподобия мо-

дели

3.1 Оценка для вариационного автокодировщика

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèîííîé îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè f𝐺 ïðèìåíèì ìåòîä

Ìîíòå-Êàðëî, ïîðîæäàÿ ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ w èç ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞w.

Âàðèàöèîííàÿ îöåíêà ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè äëÿ âàðèàöèîííîãî êîäèðîâùèêà ïîëó-

÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [19]:

log 𝑝(x|f) = log
∫︁
w

∫︁
z

𝑝(x|z,w, f)𝑝(w|f)𝑝(z)𝑑w𝑑z ≥∫︁
w

𝑞w(w)
(︀
log 𝑝(x|w, f) + log 𝑝(w|f) − log 𝑞w(w)

)︀
𝑑w. (9)

Ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè ñ ó÷åòîì âñåé âûáîðêè âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ (9)

ïî âñåì îáúåêòàì âûáîðêè x ∈ X:

log 𝑝(X|f) ≃ log 𝑝(X|ŵ) −D𝐾𝐿(𝑞(w)||𝑝(w)),

x ∈ X, ŵ � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èç ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞w, log 𝑝 � âàðèàöè-

îííàÿ îöåíêà ïðàâäîïîäîáèÿ (8).
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì ïðèáëèæåíèåì êàê

ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w, òàê è ïî íåèçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

𝑝(z|x). Â ñëó÷àå, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞w, 𝑞𝜑 � ãàóññîâûå, ñëàãàåìûå D𝐾𝐿(𝑞(w)||𝑝(w)),

D𝐾𝐿(𝑞𝜑(z|x)||𝑝(z)) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè [19].

3.2 Оценка с использованием градиентного спуска

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë (6) â âèäå:

log 𝑝(Y|Ẑ, f) ≥
∫︁
w

𝑞(w)log
𝑝(Y,w|Ẑ, f)

𝑞(w)
𝑑w = E𝑞(w)[log 𝑝(Y,w|Ẑ, f)] − S(𝑞(w)),

ãäå S � ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî ðàñ-

ïðåäåëåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞0 ïîä äåéñòâèåì

îïåðàòîðà 𝑇 :

𝑞𝜏 = 𝑇 (𝑞𝜏−1).

Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà 𝑇 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûé ñïóñê [34]:

∆w = 𝛼∇𝐿(Ẑ),

ãäå 𝛼 � øàã ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, 𝐿 � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü.

Áóäåì ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ â ðåæèìå ìóëüòèñòàðòà [46], ò.å. çàïóñêàòü

íåñêîëüêî îïòèìèçàöèé èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

èç êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû èç ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞𝜏 . Äîêàæåì è îáîáùèì óòâåðæäåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â

ðàáîòå [34].

Теорема. Ïóñòü 𝐿�ôóíêöèÿ ïîòåðü, ãðàäèåíò êîòîðîé � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 𝐶. Ïóñòü w1, . . . ,w𝑟 � íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îï-

òèìèçàöèè ìîäåëè. Ïóñòü 𝛼 � øàã ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, òàêîé ÷òî:

∙ 𝛼 < 1
𝐶
,

∙ 𝛼(−1) > max𝛾∈{1,...,𝑟} 𝜆max(H(w𝛾)),

ãäå 𝜆max � íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ãåññèàíà ôóíêöèè ïîòåðü H.

12



Òîãäà

𝒮(𝑞𝜏 (w)) − S(𝑞𝜏−1(w)) ∼ 1

𝑟

𝑟∑︁
𝛾=1

(︀
−𝛼𝑇𝑟[H(w𝛾)] − 𝛼2𝑇𝑟[H(w𝛾)H(w𝛾)]

)︀
+ 𝑜𝛼→0(1), (10)

ãäå H � ãåññèàí ôóíêöèè ïîòåðü 𝐿.

Доказательство. Ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèþ íà íåêîòîðîì øàãå 𝜏 :

∆w = 𝛼∇𝐿(X), w ∼ 𝑞𝜏−1.

Åñëè 𝛼 < 1
𝐶
, òî îïåðàòîð ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà 𝑇 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé [47]. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ýíòðîïèè [48]:

S(𝑞𝜏 (w)) − S(𝑞𝜏−1(w)) =

∫︁
w

𝑞(w)log |𝜕𝑇 (w)

𝜕w
|𝑑w.

Ïî óñèëåííîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë

𝒮(𝑞𝜏 (w)) − S(𝑞𝜏−1(w)) ∼ 1

𝑟

𝑟∑︁
𝛾=1

log |𝜕𝑇 (w𝛾)

𝜕w
|.

Ëîãàðèôì ÿêîáèàíà log |𝜕𝑇 (w𝛾)
𝜕w

| îïåðàòîðà 𝑇 ìîæíî çàïèñàòü êàê [34]:

log |𝜕𝑇 (w𝛾)

𝜕w
| = log |I− 𝛼H| =

|w|∑︁
𝑖=1

log (1 − 𝛼𝜆𝑖),

ãäå 𝜆𝑖 � 𝑖-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ãåññèàíà H.

Ò.ê. |𝛼𝜆𝑖| < 𝛼𝜆max < 1, òî ïîëàãàÿ çíà÷åíèÿ 𝜆𝑖 ôèêñèðîâàííûìè ïîñëåäíåå âû-

ðàæåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà:

|w|∑︁
𝑡=1

log (1 − 𝛼𝜆𝑖) = −𝛼𝑇𝑟[H] − 𝛼2𝑇𝑟[H(w𝛾)H(w𝛾)] + 𝑜𝛼→0(1).

Ò.ê. òî÷åê ìóëüòèñòàðòà 𝑟 êîíå÷íîå ÷èñëî, âûíåñåì 𝑜𝛼→0(1) çà ñêîáêè. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå îïåðàòîðà 𝑇 òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïñåâäî-

ñëó÷àéíûé ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê:

∆w = 𝛼∇𝐿(X̂),

ãäå X̂ � ñëó÷àéíàÿ ïîäâûáîðêà âûáîðêèX, îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ òî÷åê ìóëüòèñòàðòà.
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Îñíîâíîé ïðîáëåìîé äàííîãî ìåòîäà îöåíêè èíòåãðàëà (6) ÿâëÿåòñÿ íåäîñòà-

òî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑝(w|f ,D). Ãðàäèåíòíûé ñïóñê íå

ìèíèìèçèðóåò äèâåðãåíöèþ 𝐷KL(𝑞(w)||𝑝(w|f ,D)), ïîýòîìó îöåíêà èíòåãðàëà (4) ìî-

æåò áûòü ñóùåñòâåííî çàíèæåííîé. Ïðè ýòîì, ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ýêñòðåìóìà

ñíèæàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ îöåíêà èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷òî èíòåð-

ïðåòèðóåòñÿ êàê âîçìîæíîå íà÷àëî ïåðåîáó÷åíèÿ [34].

Ïðèâåäåì èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð àïïðîêñèìàöèè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà àïïðîêñèìàöèÿ àïîñòå-

ðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑝(w|X, f) ïî âûáîðêå X ïîðîæäåííîé ìîäåëüþ:

X = 𝒩 (w,A), w = 0, (11)

A =

⎛⎝ 2 1.8

1.8 2

⎞⎠ .

Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ w áûëî âûáðàíî ñòàíäàðòíîå

ðàñïðåäåëåíèå: w ∼ 𝒩 (0, I). Êàê âèäíî èç ãðàôèêà, ãðàäèåíòíûé ñïóñê ñõîäèòñÿ ê

ìîäå ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíàêî ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå èòåðàöèé ìîæåò àïïðîêñè-

ìèðîâàòü àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå [34,35].

Ðèñ. 1: Àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì
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3.3 Оценка с использованием стохастической динамики Лан-

жевина

Äëÿ áîëåå òî÷íîé âàðèàöèîííîé îöåíêè èíòåãðàëà (6) áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòîõàñòè-

÷åñêóþ äèíàìèêó Ëàíæåâèíà [36]. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà Ëàíæåâèíà ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé âàðèàíò ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñ äîáàâëåíèåì ãàóññîâîãî øóìà [36]:

∆w = 𝛼∇(log𝑝(w|f) +
𝑚

𝑚̂
log𝑝(D̂|w, f)) + 𝜖, 𝜖 ∼ 𝒩 (0,

𝛼

2
I), (12)

ãäå D̂ � ïñåâäîñëó÷àéíàÿ ïîäâûáîðêà, 𝑚̂ � ðàçìåð ïîäâûáîðêè. Øàã îïòèìèçàöèè

𝛼 èçìåíÿåòñÿ ñ êîëè÷åñòâîì èòåðàöèé:

∞∑︁
𝜏=1

𝛼𝜏 = ∞,
∞∑︁
𝜏=1

𝛼2
𝜏 < ∞.

Â îòëè÷èå îò ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà

Ëàíæåâèíà ñõîäèòñÿ ê àïîñòåðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ 𝑝(w|D, f) [35, 36,

49]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà àïïðîêñèìàöèè ðàññìîòðèì âûáîðêó (11). Ãðàôèê àïïðîê-

ñèìàöèè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìèêè Ëàíæåâèíà è

ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Ïðè îäèíàêîâîì êîëè-

÷åñòâå èòåðàöèé äèíàìèêà Ëàíæåâèíà ïðîäîëæàåò àïïðîêñèìèðîâàòü àïîñòåðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå, â òî âðåìÿ êàê ãðàäèåíòíûé ñïóñê ñõîäèòñÿ ê ìîäå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è åãî

ìîäèôèêàöèè (12) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê âàðèàöèîííóþ îöåíêó èíòåãðàëüíîé ôóíê-

öèè ïðàâäîïîäîáèÿ (4), òàê è îöåíêó íà êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îïòèìèçàöèè, ïîñëå

êîòîðîãî íà÷íåòñÿ ïåðåîáó÷åíèå ìîäåëè [34].

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè øóìà îöåíêà ýíòðîïèè èçìåíÿòñÿ [50,51]:

Ŝ
(︀
𝑞𝜏 (w)) ≥ 1

2
|w|log

(︀
exp(

2S(𝑞𝜏 (w))

|w|
) + exp(

2S(𝜖)

|w|
)
)︀
.

ãäå |W| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, S(𝒩 (0, 𝛼
2
)) � ýíòðîïèÿ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, Ŝ(𝑞𝜏 (w)) � ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑞𝜏 ñ ó÷åòîì äîáàâëåííîãî øóìà

𝜖.
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Ðèñ. 2: Àïïðîêñèìàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêîé Ëàíæåâèíà
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4 Вычислительный эксперимент

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî êðèòåðèÿ ñóáîïòèìàëüíîñòè ìîäå-

ëè, à òàêæå ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðàâäîïî-

äîáèÿ áûë ïðîâåäåí ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ íà âûáîðêå èçîáðàæåíèé ðóêîïèñíûõ öèôð

MNIST [52]. Âûáîðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé ðàçìåðîì 28 × 28

ïèêñåëåé. Â ñèëó âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÷àñòü ýêñïåðèìåíòîâ áûëà ïðî-

âåäåíà íà ìîäèôèöèðîâàííîé âûáîðêå MNIST (äàëåå � ïîäáâûáîðêà MNIST), ïîëó-

÷åííîé èç èñõîäíîé äîìíîæåíèåì íà ìàòðèöó 784×50. Òàêèì îáðàçîì áûëî ïîëó÷åíî

ïðåäñòàâëåíèå âûáîðêè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Áûëî ïðîâåäåíî òðè ýêñïåðèìåíòà. Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå ïðîâîäèëñÿ âûáîð

ïîðîæäàþùåé ìîäåëè àâòîêîäèðîâùèêà è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé

íà ïîäáâûáîðêå MNIST. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå áûë ïðîâåäåí âûáîð ðàçäåëÿþùåé

ìîäåëè 𝑓𝐷 ñóáïîòèìàëüíîé ñëîæíîñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîðîæäàþùåé ìîäåëè íà

ïîäáâûáîðêå MNIST, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà F𝐺 = {f𝐺(x) = x}. Òðåòèé ýêñïåðèìåíò

çàêëþ÷àëñÿ â âûáîðå ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè äëÿ ïîëíîé âûáîðêè MNIST, àíàëèçå

ïîëó÷åííîé ìîäåëè. Ðàçìåð ïîäâûáîðîê äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

áûë âûáðàí íà óðîâíå |D̂| = 100.
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Выбор порождающей модели. Âûáîð ïîðîæäàþùåé ìîäåëè f𝐺 ïðîâîäèëñÿ ñðå-

äè ìîäåëåé âàðèàöèîííûõ àâòîêîäèðîâùèêîâ ñ 20𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 5} íåéðîíàìè íà ïåð-

âîì ñëîå è âòîðîì ñëîå. Â êà÷åñòâå íåëèíåéíîé ôóíêöèè àêòèâàöèè äëÿ âàðèàöèîí-

íîãî àâòîêîäèðîâùèêà èñïîëüçîâàëàñü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ relu:

relu(x) = max(0,x) ∼ ln(1 + e(x)). (13)

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âàðèàöèîííîãî àâòîêîäèðîâùèêà áûëî çàäàíî êàê

𝑝(w|f𝐺) ∼ 𝒩 (0, I).

Ðèñ. 3

(a) Оценки моделей вариационных автокодиров-

щиков методом максимального апостериорного

правдоподобия
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(b) Оценки моделей вариационных автокодиров-

щиков по правдоподобию моделей
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Â õîäå ýêñïåðèìåíòà áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëåé (4) è ìàê-

ñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè. Ãðàôèê íîðìèðîâàííûõ îöåíîê ïðèâåäåí íà

ðèñ. 3, íàèáîëüøèå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþò áåëîìó öâåòó. Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ,

îöåíêè è îòíîøåíèÿ ìåæäó ìîäåëÿìè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Ðàññìîòðèì, äëÿ

ïðèìåðà, ìîäåëè, èìåþùèå íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê: ìîäåëü

ñ 80 íåéðîíàìè íà ïåðâîì ñëîå è 20 íåéðîíàìè íà âòîðîì ñëîå, è ìîäåëü ñî 100

íåéðîíàìè íà ïåðâîì ñëîå è 60 íåéðîíàìè íà âòîðîì ñëîå. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè

êà÷åñòâà ìîäåëè îò âîçìóùåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåí íà Ðèñ. 4. Ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî ïðè íåáîëüøîì âîçìóùåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëü, èìåþùàÿ íàèáîëüøóþ îöåíêó

ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè îêàçûâàåòñÿ ìåíåå óñòîé÷èâîé. Ìîäåëü,

äàþùàÿ ìåíüøåå êà÷åñòâî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ, íî áîëåå óñòîé÷èâàÿ, ÿâ-
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ëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ò.ê. ïðè äîîáó÷åíèè ìîäåëè, ò.å. îïòèìèçàöèè âñåõ

ïàðàìåòðîâ ïî åäèíîìó êðèòåðèþ, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîãóò ñèëüíî èçìå-

íèòüñÿ.

Ðèñ. 4: Îöåíêè ìîäåëåé âàðèàöèîííûõ àâòîêîäèðîâùèêîâ ïðè âîçìóùåíèè ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè
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Выбор разделяющей модели. Âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå áûë ïðîâåäåí âûáîð ðàç-

äåëÿþùåé ìîäåëè ñðåäè ìîäåëåé, ñîñòîÿùèõ èç îäíîñëîéíûõ ñåòåé ñ 10𝑘 íåéðîíîâ,

𝑘 ∈ {1, . . . , 10}. Â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝑝(w|f𝐷) èñïîëüçîâàëîñü íà-

÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ [34]. Îöåíêà ñòðîèëàñü ïî ïÿòè òî÷êàì ìóëüòè-

ñòàðòà: 𝑟 = 5. Â êà÷åñòâå íåëèíåéíîé ôóíêöèè àêòèâàöèè èñïîëüçîâàëñÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé òàíãåíñ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Íà ãðàôèêàõ âèä-

íî, ÷òî îöåíêà ñóáîïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè (55 íåéðîíîâ) ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëÿì ñ

íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ è ïðèåìëåìûì êà÷åñòâîì êëàññèôèêàöèè. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïðè äàëüíåéøåì óñëîæíåíèè ìîäåëè êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè ìåíÿåòñÿ

íåçíà÷èòåëüíî.

Выбор субоптимальной модели. Выборка MNIST. Âûáîð ïîðîäæäàþùåé

ìîäåëè f𝐺 ïðîâîäèëñÿ ñðåäè ìîäåëåé âàðèàöèîííûõ àâòîêîäèðîâùèêîâ ñ 100𝑘, 𝑘 ∈

{1, . . . , 7} íåéðîíàìè íà ïåðâîì ñëîå, ñîîòâåòñòâóþùåì îòîáðàæåíèÿì 𝜇(x),𝜎(x) è

25𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 5} íåéðîíàìè íà âòîðîì ñëîå, ñîîòâåòñòâóþùåì îòîáðàæåíèþ 𝑞𝜑. Êî-

ëè÷åñòâî íåéðîíîâ íà âòîðîì ñëîå âûáèðàëîñü ìåíüøèì, ÷åì íà ïåðâîì èñõîäÿ èç âû-

÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàáîòàõ ïî âàðèàöèîííûì àâòîêîäèðîâùèêàì [19,20].

18



Ðèñ. 5

(a) Интегральная оценка правдоподобия для од-

нослойной нейросети

(b) Зависимость качества модели от количества

параметров однослойной нейросети
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Âûáîð ðàçäåëÿþùåé ìîäåëè f𝐷 ïðîâîäèëñÿ ñðåäè íåéðîñåòåé ñ îäíèì ñêðûòûì ñëîåì

ñ 50𝑘, 𝑘 ∈ {1, . . . , 14} íåéðîíàìè. Â îáåèõ ïîäìîäåëÿõ f𝐺, f𝐷 èñïîëüçîâàëàñü êóñî÷íî-

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè (13). Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïîðîæäàþùåé ìî-

äåëè áûëî âûáðàíî êàê 𝑝(w|f𝐺) ∼ 𝒩 (0, I). Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ðàçäåëÿþ-

ùåé ìîäåëè è ïðè äîîáó÷åíèè áûëî âûáðàíî êàê 𝑝(w|f𝐷) ∼ 𝒩 (0, 1000 · I). Ïîäîáíîå

àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò 𝑙2 ðåãóëÿðèçàöèè ñ ïàðàìåòðîì 𝜆𝑙2 = 10−3 è

îïðåäåëÿåò áîëüøóþ âåëè÷èíó íåîïðåäåëåííîñòè ïàðàìåòðîâ [53]. Îöåíêà ðàçäåëÿ-

þùåé ìîäåëè f𝐷 ñòðîèëàñü ïî âîñüìè òî÷êàì ìóëüòèñòàðòà: 𝑟 = 8.

Ãðàôèê êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè, à òàêæå äîîáó÷åííîé

ìîäåëè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ 6. Áûëà ïîëó÷åíà ñóáîïòèìàëüíàÿ ìîäåëü, èìåþùàÿ ñëå-

äóþùóþ ñòðóêòóðó: 500 íåéðîíîâ íà ïåðâîì ñëîå, 75 íåéðîíîâ íà âòîðîì ñëîå è

50 íåéðîíîâ íà òðåòüåì ñëîå. Ñóáîïòèìàëüíàÿ ìîäåëü ïîñëå äîîáó÷åíèÿ ïîêàçûâàåò

ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Â õîäå ýêñïåðèìåíòà

òàêæå áûëî ïðîâåðåíî êà÷åñòâî ìîäåëè ïðè ðàííåé îñòàíîâêå, êðèòåðèåì êîòîðîé ÿâ-

ëÿëîñü ñíèæåíèå âàðèàöèîííîé îöåíêè (4) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðà-

äèåíòíîãî ñïóñêà. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïðè ðàííåé îñòàíîâêå ìîäåëü

èìååò çàíèæåííîå êà÷åñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ, ïðîøåäøåé ïîëíîå äîîáó÷åíèå.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà, ìàêñèìóìó âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêè ñîîòâåòñòâóåò øàã

îïòèìèçàöèè, ïîñëå êîòîðîãî ðàçíèöà ìåæäó êà÷åñòâîì íà êîíòðîëüíîé è îáó÷àþ-

ùåé âûáîðêå íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä î ïðèìåíèìîñòè êðèòåðèÿ ðàííåé îñòàíîâêè â ñëó÷àå âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé
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ñòîèìîñòè îïòèìèçàöèè èëè ïðè íåõâàòêå ðàçìå÷åííûõ äàííûõ [13,38,39].

Ðèñ. 6

(a) Зависимость интегральной оценки правдопо-

добия и качества классификации от числа итера-

ций оптимизации
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(b) Зависимость качества модели от количества

параметров на выборке MNIST
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Заключение

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ. Ïðåäëî-

æåí ìåòîä äåêîìïîçèöèè ìîäåëè, à òàêæå êðèòåðèé ñóáîïòèìàëüíîñòè äëÿ êàæäîé

èç ïîäìîäåëåé. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà ñóáîïòèìàëüíîé ìîäåëè, îñíîâàííûé íà

ïîëó÷åíèè âàðèàöèîííîé íèæíåé îöåíêè èíòåãðàëà ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè. Äëÿ ðàç-

äåëÿþùåé ïîäìîäåëè ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè, îñíîâàííûé íà ñòîõàñòè-

÷åñêîì ãðàäèåíòíîì ñïóñêå, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü âûáîð ìîäåëè è îïòèìèçàöèþ

ìîäåëè åäèíîîáðàçíî. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà,

à òàêæå îöåíîê ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîëó÷åííûõ ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì.

Ðàáîòà ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà âûáîðêå èçîáðàæå-

íèé ðóêîïèñíûõ öèôð. Ïðîèçâåäåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé, à òàêæå êà÷åñòâà

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìîäåëåé.
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