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Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Exhaustive search (linear models)

The superposition is

y = w0 + α1w1x1 + α2w2x2 + . . . + αW wW xW .

Here α ∈ {0, 1} is part of the model. Exhaustive search is

α1 α2 . . . αW

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1

.



Discrete genetic algorithm for feature selection (simple ver.)

1 There are set of binary vectors {a1, . . . , aP}, a ∈ {0, 1}n;

2 get two vectors ap, aq, p, q ∈ {1, . . . ,P};

3 chose random number ν ∈ {1, . . . , n − 1};

4 split both vectors and change their parts:

[ap,1, . . . , ap,ν , aq,ν+1, . . . , aq,n] → a′p,

[aq,1, . . . , aq,ν , ap,ν+1, . . . , ap,n] → a′q;

5 choose random numbers η1, . . . , ηQ ∈ {1, . . . , n};

6 invert positions η1, . . . , ηQ of the vectors a′p, a′q ;

7 repeat items 2-6 P/2 times;

8 evaluate the obtained models.

Repeat R times; here P ,Q,R are the parameters of the algorithm
and n is the number of the corresponding model features.

Vadim Strijov Model Generation and Selection 25 / 37



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

The process of the model construction



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Think of a model

Let it be y = f (w, x) = sin(x1) ∗ sin(w1x2 + w2).
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Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Given data

The corresponded sample set is shown; it has 380 samples.
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Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Given primitive functions

Function Description Parameters
g(b, x1, x2)

plus y = x1 + x2 –
times y = x1x2 –

g(b, x1)
divide y = 1/x –
multiply y = ax a
add y = x + a a

normal y = λ√
2πσ

exp
(
− (x−ξ)2

2σ2

)
+ a λ,σ, ξ, a

linear y = ax + b a, b
parabolic y = ax2 + bx + c a, b, c
sin y = sin(x) –
logsig y = λ

1+exp(−σ(x−ξ)) + a λ,σ, ξ, a



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Set of the generated models

Let the generated models F = {fi} be a set
of admissible superpositions

of the primitive functions G = {g}.



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Expert information

Experts assign the initial models

f1 : y = linear (x1),
f2 : y = normal (x2).

And the initial conditions

1 the model complexity:{
number of primitives in a superposition g no more than 8,
number of parameters w no more than 10;

2 the target function is sum of squared errors, SSE.



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

Given data
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Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

normal(w1:3,x2)

x2

normal



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

plus2(∅,times2(∅,plus2(∅,x2,x1),linear(w1:2,x1)),linear(w3:4,x2))

x2 x1

plus2
x1

linear

times2
x2

linear

plus2



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

times2(∅,times2(∅,plus2(∅,x2,linear(w1:2,x1)),linear(w3:4,x1)),x2)

x2

x1

linear

plus2
x1

linear

times2 x2

times2



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

times2(∅,times2(∅,plus2(∅,parabola(w1:3,x2),x2),sin(∅,x1)),sin(∅,x1))

x2

parabola x2

plus2
x1

sin

times2
x1

sin

times2



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

times2(∅,plus2(∅,linear(w1:2,x1),sin(∅,x2)),sin(∅,x1))

x1

linear
x2

sin

plus2
x1

sin

times2



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

times2(∅,plus2(∅,parabola(w1:3,parabola(w4:6,x2)),sin(∅,x1)),sin(∅,x1))

x2

parabola

parabola
x1

sin

plus2
x1

sin

times2







Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

times2(∅,plus2(∅,parabola(w1:3,x2),sin(∅,x2)),sin(∅,x1))

x2

parabola
x2

sin

plus2
x1

sin

times2



Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

Competitive models

times2(∅,sin(∅,linear(w1:2,x2)),sin(∅,x1))

x2

linear

sin
x1

sin

times2





Introduction Analysis of parameters Model selection Example Practice

The selected models

Model 1 Model 2 Model 3

x

h

x

h

x

h

+

x

h

+

+

x

h

x

h

+

x

h

+ x

+

x

l

÷

×

x

h

x

c

÷
x

h

+ x

×
x

h

+

Legend: h — gaussian y = λ(2πσ−1/2)exp(−(x − ξ)2(2σ−2) + a),
c — cubic y = ax3 + bx2 + cx + d , l — linear y = ax + b.

f2 = g1(g2(g3(g4(g5(x), g6(x)), g7(x)), x), g8(x)).

The full representation of the Model 2 is

y = (ax + b)−1

(
x +

3∑

i=1

λi√
2πσi

exp
(
−(x − ξi )2

2σ2
i

)
+ ai

)
.









C
Q g : C̄ ⇥ Q ! { , }.

g

f ⇤ =
�
F(f )� (f )
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G



G (d ,w) :

xdw = twd
�

+
lavg
ld

�
, yw =

Nw

N
,

Nw w twd w
d ld d lavg

f (q, d)

f (q, d) =
X

w2q
f (w , d) =

X

w2q
f (xdw , yw )

h
{fi} F(h) > F(fi )
h {fi}



f = (x) + , g = (x) + !
! f = (x) + , g = (x) + .

f (x , y) = (x) + ! f = (x) + .

�
F �

�
f



P = {fj}|P|
j= µ(fi , fj)

µ P

µ(P) =

P
k<j µi (fk , fj)

avlen(P)
,

P

avlen(P) = |P |

|P|X

j=

|fj |.

µ(P)



µ , µ , µ

fi , fj
Ti Tj

µ

µ (fi , fj) = |Ti |+ |Tj |� |Tij |,

Tij Ti Tj

µ

µ (fi , fj)
Ti Tj

µ

µ (fi , fj)
Ti Tj



m

R (f ) = p ·m · I (|f | < CT ),
CT p 2 ( , ).

R (f ) = p ·m · I (|f | � CT ) · (|f |� CT ),
C >

R (f ) = p ·m · |f |⇤ · (|f |+ ),
|f |⇤ x , y
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{hj} (x) ! (x + )
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{fi}

BM , LGD, LMDIR

e
p

(x/y) g

✓
g(x)p
(x)+x

◆
� (y)

q
(x)p
y g

✓
g(x)p

(x)+x

◆
� (y)

q
x
y g

✓ ✓
g(x)p

(x)+x

◆
� (y)

◆

r
y +

q
x
y g

✓
g(x)p

g(
p
x)+x

◆
� (y)

rq
x
y · e�y g

✓
g(x)p
(x)+ (y)

◆
� (y)

rp
x +

q
x
y g

✓
g( (x))p

(x)+x

◆
� (y)



· fi hj



h , , ,

hj
fi hj

fi hj







C = {di}Ni=1

Q = {qj}
|Q|
j=1

C Ck ,
⋃

Ck = C

fk ∈ G
Ck Q

fk : (Ck ×Q, fk) #→ {0, 1};

G

G = {g → B(g , g)|U(g)|S} B = {+,−, ∗, /}
U = {sqrt, log , exp} S = {x , y}

f ∗ = argmax
f ∈G

(MAP(f ,C,Q)).



Γf f

*
sum

exp times

x log x

x

G = {exp(·), log(·), (·, ·)
(·, ·)}.

f = exp(x) + (log x)x

Γf

∗
Vi "→ gr

(Vj) = v(gr(i))

(gr(i)) ⊃ (gr(j))

gr

xi Γf



Правила построения дерева Γf суперпозиции f

1 корнем дерева является специальный символ “ * ”,
имеющий одну дочернюю вершину;

2 в остальных вершинах Vi дерева Γf находятся
элементарные функции из набора G;

3 число дочерних вершин Vj у некоторой вершины Vi равно
арности соответствующей функции gr : v = v(gr );

4 область определения функции дочерней вершины Vj

содержит область значений функции родительской
вершины Vi : dom(gr(i)) ⊃ cod(gr(j));

5 порядок смежных некоторой вершине Vi вершин
соответствует порядку аргументов соответствующей
функции gr , r = r(i);

6 в листьях дерева Γf находятся свободные переменные xi .

Варфоломеева А. А. Методы структурного обучения 7 / 20



Ограничение на построение Zf

f = sin(x) + (ln x)x

Матрица связей Zf дерева Γf

sum times ln sin x

∗ 1 0 0 0 0

sum 0 1 1 0 0

times 0 0 0 1 1

ln 0 0 0 0 1

sin 0 0 0 0 1

Матрица вероятностей связей Pf дерева Γf

sum times ln sin x

∗ 0.7 0.1 0.1 0.1 0.2

sum 0.2 0.7 0.8 0.1 0.2

times 0.1 0.3 0 0.8 0.8

ln 0.2 0.1 0.3 0.1 0.9

sin 0.1 0.2 0.1 0 0.8

M — множество матриц, соответствующих
суперпозициям из F .

Варфоломеева А. А. Методы структурного обучения 8 / 20

 



Zf f

*
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exp times

x log x
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Ck

Q

fk (Ck ×Q, fk)

a : Cs ×Q "→ fs .

Pk

Zfs = arg max
Z∈M

∑
i ,j ,k Pijk × Zijk



Γ̂f

P P ′
s×s×l

P ′
ijk (i , j)

gk
P ′′
s×s×n

P ′′
ijk (i , j)

xk
i

Zf Γ̂f



Γ̂f

K

R

K

P r
i r jk i r

R P r
i r jl kl

, l = 1, . . .R
Z r
l Z r [i r , jl , kl ] = 1

jl Z r

(i r , jl , kl) ∈ P ′

T

(j∗, k∗) = argmax
k

P ′′

ijk , (i , j∗, k∗) = 1

i



Γ̂f

Γ Z

FindOptTree(j∗, k∗)
k∗

(pj∗ = 1,Z = Z )

k∗

j∗

(j∗, j , k), j = j∗ + 1, . . . , s, k = 1, . . . , l + n

(pj ,Zj ) = FindOptTree(j , k)

pj∗ = max
j=j∗+1,...,s,k=1,...,l+n

P(j
∗, j , k) ∗ pj

Z = Zj , Z (j∗, j ′, k ′) = 1

(j ′, k ′) = argmax
j=j∗+1,...,s,k=1,...,l+n

P(j
∗, j , k) ∗ pj .



Γf
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G = {g → B(g , g)|U(g)|S}
B = {+,−, ∗, /} U = {sqrt, log , exp} S = {x , y}

log x
y
+

√
y

√
x − x log x

y∗y

log x
y
+

√
x log

√

√

x
y

x + y − x2 log x
y
+ y



log x+log y
exp x√
x − x√

x − exp x +
√
y − log(x)

log x
y

log x
y∗y

x + y − x2

log x
y



Цель исследования

Цель
Построение алгоритма восстановления матрицы смежности

графа суперпозиции по матрице суперпозиции, предсказанной

классификатором.

Задача
Восстановление суперпозиции, задающей модель по ее

описанию, с помощью взвешенного графа с покрашенными

вершинами.

Предложение
Использовать постановку задачи линейного программирования

для k-MST, а затем восстановить отброшенные ограничения.

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 2 / 17



Постановка задачи

Формат описания суперпозиции
Для суперпозиции функций строится граф вычисления,

матрица смежности которого и является описанием

суперпозиции.

Задача восстановления матрицы суперпозиции
Дана матрица смежности неорентированного взвешенного

графа G = (V ,E ) с покрашенными вершинами и выделенной

корневой вершиной r , при этом веса w(ei ) = wi 2 [0, 1], ei 2 E ,

а цвета вершин c(vi ) = ci 2 N.

Построить максимальное остовное дерево накрывающее в этом

графе как минимум k вершин так, чтобы порядок вершины vi

после накрытия был равен либо 0, либо ci + 1 (для корневой

вершины порядок равен 1).

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 5 / 17



Постановка задачи (k �MST , PCST )

Rooted k �MST (k-Minimum spanning tree)
Дан неорентированный взвешенный граф G = (V ,E ) с

выделенной корневой вершиной r , при этом веса

w(ei ) = wi > 0, ei 2 E .

Построить минимальное остовное дерево накрывающее в этом

графе как минимум k вершин.

Rooted PCST (Prize-Collecting Steiner Tree)
Дан неорентированный взвешенный (и вершины и ребра имеют

веса) граф G = (V ,E ) с выделенной корневой вершиной r , при

этом веса w(ei ) = wi > 0, ei 2 E (стоимости) и

c(vi ) = ci > 0, vi 2 V (призы).

Построить дерево T максимизирующее функционал прибыли:

P =
P
vi2T

c(vi )�
P

ei2E(T )
w(ei ).

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 7 / 17



Постановка задачи (k �MST , PCST )

Задача ЛП для PCST (k �MST ) с релаксированными
условиями целочисленности

minimize
xe ,zS

e2E ,S✓V \{r}

min
X

e2E
cexe + �

0

@
X

S✓V \{r}

|S |zS�(n � k)

1

A

s.t.

X

e2�(S)

xe +
X

T :T◆S

zT � 1, 8S ✓ V \{r}, v 2 S ,

xe 2 [0, 1], 8e 2 E

zS 2 [0, 1], S ✓ V \{r}

В нерелаксированной постановке xe 2 {0, 1}, и xe = 1 означает

что соответствующее ребро взято в дерево F . Аналогично,

zS 2 {0, 1}, zS = 1 для множества S = V \F

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 8 / 17



Варианты алгоритма восстановления

Базовые
DFS

BFS

Алг. Прима

Основанные на k-MST

k �MST через PCST

k �MST + DFS

k �MST + BFS

k �MST + алг. Прима

Для каждого из них исследовались неориентированный и

ориентированный варианты.

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 9 / 17



Вычислительный эксперимент

Предположения
Наборы арностей функций имеют биномиальное

распределение (много функций малой арности).

Одна переменная (обобщение на несколько переменных �

двумя способами).

Качество восстановления
Необходимо восстановить корректное дерево суперпозиции, так

что восстановлением считаем лишь полное совпадение с

исходной матрицей.

Acc(R,N,M) =
1

|M|
X

M2M
[R(N(M)) = M] ,

где N � функция зашумления, а R � алгоритм

восстановления.

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 10 / 17



Вычислительный эксперимент

Тестовое множество
50 наборов арностей (длиной 5 �20)

20 функций для каждого набора

5 зашумлений каждой функции

Шум � равномерно распределенный, в отрезке [0, 1] с

шагом 0.02

Калибровка � линейная в отрезок [0, 1]

Цель эксперимента
Сравнить k �MST подходы с остальными

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 11 / 17



Результаты экспериментов, неориентированный случай

Рис. 1: Зависимость доли правильных восстановлений от силы
шума, функции арности 1� 2. k-MST алгоритмы используют
симметризованную матрицу смежности

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 12 / 17



Результаты экспериментов, неориентированный случай

Рис. 2: Неориентированный
вариант, качество при
шуме ⇠ 0.5

Качество при шуме ⇠ 0.5

Шум .50 .52 .54 .56 .58

DFS .31 .29 .26 .22 .19

BFS .75 .70 .60 .50 .41

Прим 1.0 .94 .79 .66 .53

и для неориентированных вариантов

алгоритмов на основе k-MST :

Шум .50 .52 .54 .56 .58

k-MST .11 .09 .07 .07 .05

+DFS .19 .17 .15 .14 .12

+BFS .43 .39 .33 .29 .25

+Prim
0
s .42 .37 .31 .26 .22

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 13 / 17



Результаты экспериментов, ориентированный случай

Рис. 3: Зависимость доли правильных восстановлений от силы
шума, функции арности 1� 2. k-MST алгоритмы используют
исходную матрицу смежности

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 14 / 17



Результаты экспериментов, ориентированный случай

Рис. 4: Ориентированный
вариант, качество при
шуме ⇠ 0.5

Качество при шуме ⇠ 0.5

Шум .50 .52 .54 .56 .58

DFS .31 .29 .26 .22 .19

BFS .75 .70 .60 .50 .41

Прим 1.0 .94 .79 .66 .53

и для ориентированных вариантов

алгоритмов на основе k-MST :

Шум .50 .52 .54 .56 .58

k-MST .85 .66 .45 .33 .24

+DFS .30 .28 .26 .22 .19

+BFS .74 .70 .61 .51 .42

+Prim
0
s .96 .89 .75 .62 .50

И. А. Шибаев Прогнозирование суперпозиций 15 / 17



Результаты экспериментов, время работы

Алгоритм

Малые арности

время, с.

Большие арности

время, с.

DFS 51 48

BFS 53 51

Prim
0
s 85 67

k-MST 182 151

k-MST -DFS 196 162

k-MST -BFS 204 166

k-MST -Prim
0
s 241 187

Ord-k-MST 168 127

Ord-k-MST -DFS 175 131

Ord-k-MST -BFS 171 133

Ord-k-MST -Prim
0
s 195 149

Таблица 1: Полное время работы на датасете (250000 запусков)
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Заключение

Алгоритм Прима работает лучше всех остальных, и

полностью восстанавливает при шуме до 0.5

Ориентированный вариант алгоритма на основе k-MST

работает существенно лучше неориентированного

k �MST препроцессинг существенно повышает качество

работы алгоритма зависящего от порядка обхода (BFS)

Для k �MST параметр � в PCST надо положить равным

0.5

При наличии даже малого кол-ва базовых функций

больших арностей качество восстановления суперпозиций

для любого из алгоритмов снижается.
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