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Введение

Диссертационная работа посвящена проблеме выбора функции потерь в задаче неот-

рицательного матричного разложения. Предложен способ адаптивного выбора функции по-

терь из семейства АБ-дивергенций, основанный на методе согласования вклада, а также

мультипликативный алгоритм получения неотрицательного матричного разложения с га-

рантией сходимости. Полученные теоретические результаты применены к задаче анализа

данных ДНК-микрочипов, для которой предложены новые модели, и на их основе создан

программный комплекс, позволяющий получать более точные оценки экспрессии генов.

Актуальность темы. Развитие сенсорных и компьютерных технологий последних

десятилетий привело к увеличению объёмов получаемых экспериментальных данных и воз-

никновению затруднений при использовании многих классических средств их обработки.

В связи с этим перед использованием индуктивных методов анализа имеет смысл применить

к таким данным преобразования, позволяющие представить их в сжатом виде, снижая тем

самым размерность и вычислительные затраты на обработку. В то же время ограниченность

динамического диапазона сенсоров, собирающих информацию, приводит к тому, что данные

измерены с погрешностью. Во многих практических задачах измеряемый показатель пред-

ставляет собой результат совместного действия нескольких взаимосвязанных факторов. Если

такие факторы и механизмы их функционирования не до конца определены, информация,

содержащаяся в получаемых данных, может быть избыточной и противоречивой. В таких

случаях также полезно бывает использовать преобразование данных к сжатому виду — это

может помочь сделать данные согласованными за счёт потери несущественного количества

информации.

Одним из наиболее распространённых способов такого преобразования является пе-

реход к аппроксимации данных в некотором подпространстве. Формально, если исходные

данные можно записать в виде матрицы (где, например, строки — это различные сенсо-

ры, а столбцы — различные объекты измерения), то их аппроксимация представляет собой

произведение двух матриц меньшей размерности, одна из которых задаёт подпространство,

а вторая — коэффициенты разложения по нему. Такое представление данных называют фак-

торизованным, а задачу его получения — задачей матричной факторизации.
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Факторизованное представление может использоваться с различными целями.

• Сжатие. Факторизация позволяет найти компактный способ описания данных, сохра-

няющий большую часть содержащейся в них информации. Например, один из первых

методов получения факторизованного представления данных — метод главных ком-

понент, разработанный в 1901 году Карлом Пирсоном [85], — широко применяется для

понижения размерности. Использование низкоразмерных представлений позволяет эко-

номить вычислительные ресурсы и уменьшить число операций в случаях, когда оно

зависит от размерности данных, например, экспоненциально.

• Восстановление сигналов. Факторизованное представление может иметь смысл раз-

ложения данных по скрытым компонентам процесса. Так, факторный анализ был со-

здан в 1904 году Чарльзом Спирменом для анализа психометрических данных — восста-

новления ненаблюдаемых явно свойств характера людей, определяющих их ответы на

серию вопросов при тестировании [93, 94]. В качестве примера современного приложе-

ния можно привести полногеномный экспрессионный анализ, целью которого является

выявление протекающих в живых системах процессов на основе наблюдаемых уровней

экспрессии генов [16].

• Выявление структурных особенностей. Матричная факторизация часто исполь-

зуется в контексте обучения без учителя при выявлении структуры набора данных,

например, библиотек текстов или изображений. Каждый элемент библиотеки соответ-

ствует строке исходной матрицы, а столбцы описывают некоторые свойства элементов

(например, встречаемость некоторого слова или цвет пикселя). Факторизованное пред-

ставление в таком случае может служить для выявления отношений между элемента-

ми библиотеки и основных источников вариации в данных. Примеры использования

матричной факторизации в этом качестве могут быть найдены, например, в области

тематического моделирования коллекций документов [20].

• Предсказание. Если матрица данных наблюдается только частично, что типично,

к примеру, для задач коллаборативной фильтрации [104], факторизованное представле-

ние может использоваться для предсказания значений пропущенных элементов. Пусть,

например, исходные данные представляют собой матрицу рейтингов товаров, выстав-
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ленных различными пользователями. Можно предположить, что предпочтения пользо-

вателей определяются небольшим числом скрытых факторов. Тогда, оценив важность

этих факторов для интересующего нас пользователя и их соотношение в имеющем-

ся наборе товаров, мы сможем отобрать те товары, которые с большой вероятностью

могут понравиться пользователю, и порекомендовать их.

Приложения, связанные с получением и анализом факторизованных представлений

матриц, могут различаться ограничениями, накладываемыми на факторы. Так, в методе

главных компонент требуется, чтобы факторы были ортогональными [85], в методе незави-

симых компонент — независимыми [52]. Некоторые другие широко используемые разновид-

ности факторных моделей и их свойства приведены в таблице 1.

В задаче неотрицательного матричного разложения (non-negative matrix factorization,

NMF), рассматриваемой в данной работе, ключевую роль играют ограничения на знак мат-

риц-компонент. Впервые подобная задача была рассмотрена в работе [83] в приложении к за-

даче византийских генералов из теории отказоустойчивости, однако основной интерес к этой

теме возник после работ [69, 70], авторы которых обобщили постановку задачи и предложи-

ли простой алгоритм получения её приближённого решения. Неотрицательные матричные

разложения используются при анализе изображений, текстов, аудиозаписей, финансовых по-

казателей, в вычислительной биологии, медицине и многих других прикладных областях.

Подробный обзор применений можно найти в [30].

Задача неотрицательного матричного разложения ставится как оптимизационная:

необходимо найти неотрицательные факторы, доставляющие минимум некоторому функ-

ционалу потерь. Выбор этого функционала оказывает существенное влияние на получаемое

решение [100]. В разных прикладных областях для построения неотрицательного матрично-

го разложения используются разные функции потерь: так, в тематическом моделировании

используется дивергенция Кульбака-Лейблера [46], во многих биологических приложениях —

норма Фробениуса [84], в анализе аудиозаписей — дивергенция Итакура-Саито [82], в неко-

торых задачах машинного зрения — метрика EMD [91]. Ясно, что оптимальность той или

иной функции потерь в конкретной прикладной задаче зависит от структуры шума, содер-

жащегося в данных, однако часто модель шума в явном виде не задана.

Вопрос оптимального выбора функционала потерь в литературе практически не рас-
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сматривается: как правило, функция потерь считается заданной наперёд. В немногих рабо-

тах, где поднимается этот вопрос, выбор между различными функциями потерь делается на

основе некоторой дополнительной информации, имеющейся о структуре модели. Например,

в работе [38] сравниваются результаты использования нормы Фробениуса и дивергенций

Кульбака-Лейблера и Итакура-Саито в применении неотрицательного матричного разло-

жения к анализу музыкальных последовательностей. Разложения анализируются с точки

зрения интерпретируемости получаемых матриц (ожидается, что восстанавливаемые компо-

ненты будут соответствовать нотам); лучшие результаты показывает дивергенция Итакура-

Саито. В работе [25] выбора оптимального функционала потерь делается в параметрическом

семействе α-дивергенций, однако и там выбор делается на основе априорной информации.

Применение критериев такого рода, как правило, невозможно в большинстве приложений,

поскольку информация об ожидаемой структуре модели недоступна. Универсальных методов

выбора функционала потерь в задаче неотрицательного матричного разложения, не требу-

ющих дополнительной информации о структуре истинной модели, на настоящий момент не

существует.

В данной работе рассматриваются неотрицательные матричные разложения с исполь-

зованием в качестве функции потерь семейства АБ-дивергенций, являющегося одним из наи-

более обширных известных на сегодняшний день параметрических семейств функционалов

потерь и включающего многие широко применяемые меры близости, оптимальные в условиях

шума самой разной структуры. Данное семейство вместе с мультипликативным алгоритмом

получения разложения были предложены в работе [28]. Однако предложенный алгоритм не

имеет теоретических гарантий сходимости; более того, нетрудно показать, что он может схо-

диться к нестационарным точкам на границе области неотрицательности параметров. В то

же время для нормы Фробениуса были получены более сильные результаты: предложен ε-мо-

дифицированный мультипликативный алгоритм, любая предельная точка которого является

стационарной точкой отделённой от нуля задачи, и показано, что эта точка близка к стаци-

онарной точке исходной задачи [42]. Для других функций потерь аналогичные результаты

отсутствуют.

Одна из интересных прикладных задач неотрицательного матричного разложения —

задача анализа данных ДНК-микрочипов. Используя неотрицательное матричное разло-

7



жение, можно построить новые модели таких данных, учитывающие не рассматриваемые

в стандартных моделях особенности. В то же время структура экспериментов с ДНК-мик-

рочипами достаточно сложна, что не позволяет явно задать модель шума; в связи с этим

вопрос оптимального выбора функционала потерь, с помощью которого будет оцениваться

качество моделей, остаётся открытым.

Цель диссертационной работы — разработка метода неотрицательного матрич-

ного разложения с адаптивным выбором функции потерь и гарантией сходимости, а также

создание на его основе новых моделей и методов анализа экспериментов с ДНК-микрочипа-

ми.

Методы исследования. Задача выбора функции потерь была сведена к задаче под-

бора параметров АБ-дивергенций — обширного семейства, включающего многие широко при-

меняемые функционалы. Для решения последней применялся метод согласования вклада.

Для получения неотрицательного матричного разложения с фиксированным функционалом

потерь использовался мультипликативный блочно-покоординатный алгоритм.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Метод адаптивного выбора функционала потерь в задаче неотрицательного матричного

разложения, основанный на согласовании вклада.

2. Метод получения неотрицательного матричного разложения с АБ-дивергенцией в каче-

стве функции потерь, доказательство его глобальной сходимости к точке, сколь угодно

близкой к стационарной.

3. Модели данных экспериментов с ДНК-микрочипами, учитывающие коэффициенты

сродства, эффекты альтернативного сплайсинга и кросс-гибридизации, настроенные

с помощью метода адаптивного выбора функционала потерь, а также комплекс про-

грамм, получающий оценки экспрессии генов на основе этих моделей.

Научная новизна настоящей диссертации заключается в разработке нового подхо-

да к задаче неотрицательного матричного разложения, основанного на адаптивном выборе
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функции потерь из семейства АБ-дивергенций; разработке мультипликативного алгоритма

неотрицательного матричного разложения и получении ряда теоретических результатов о его

сходимости; применении предложенного подхода к задаче анализа данных ДНК-микрочипов,

в рамках которой рассматриваются три новых модели, учитывающие ряд не рассматривав-

шихся ранее особенностей данных.

Теоретическая значимость. В работе впервые предложен универсальный метод

выбора функции потерь в задаче неотрицательного матричного разложения; предложен ал-

горитм разложения и показано, что гарантирована его глобальная сходимость к точке, близ-

кой к стационарной.

Практическая значимость. Полученные результаты позволяют при решении при-

кладных задач неотрицательного матричного разложения адаптивно определять функци-

онал потерь, оптимальный для имеющихся данных. Предложенные модели данных экспе-

риментов с ДНК-микрочипами дают возможность оценивать экспрессию генов с учётом не

рассматривавшихся ранее факторов. Реализованный программный комплекс позволяет ис-

пользовать результаты настройки моделей для получения более точных оценок экспрессии.

Степень достоверности. Достоверность результатов обеспечивается доказатель-

ствами теорем и допускающими воспроизводимость описаниями проведённых эксперимен-

тов.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на научных семинарах

и конференциях:

• всероссийская конференция «Математические методы распознавания образов» ММРО-

15, Петрозаводск, 11–17 сентября 2011 г. [5, 9];

• международная конференция «International Conference on Bioinformatics and Biomedical

Engineering» ICBBE, Шанхай, 17-20 мая 2012 г. [87];

• совместный семинар Независимого Московского университета и Московского физико-

технического института «Стохастический анализ в задачах»;
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• семинары отделов интеллектуальных систем и прикладных проблем оптимизации Вы-

числительного центра им. А.А. Дородницына Российской академии наук.

Публикации по теме диссертации в изданиях списка ВАК: [4, 6, 7, 88, 90]. Дру-

гие публикации по теме диссертации: [5, 8, 9, 87]. Отдельные результаты включались в от-

чёты по проектам РФФИ №12-07-31200, №11-07-00480, министерства образования и науки

(ГК № 16.522.11.2004) и программы ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные методы

математической кибернетики и информационные системы нового поколения».

Личный вклад диссертанта в работы, выполненные с соавторами, заключается

в следующем:

• в работе [87] предложены критерии качества моделей ДНК-микрочипов, основанные на

данных эксперимента со смесями РНК;

• в работах [5, 9] проведены вычислительные эксперименты для определения минималь-

ной значимой комплементарности нуклеотидных последовательностей в модели данных

ДНК-микрочипов, учитывающей кросс-гибридизацию;

• в работах [4, 6, 90, 88] модели ДНК-микрочипов применены для получения оценок

экспрессии в проводимых экспериментах.

Структура и объём работы. Работа состоит из оглавления, введения, трёх глав,

заключения, списка иллюстраций, списка таблиц и списка литературы. Общий объём работы

составляет 101 стр.

Краткое содержание работы по главам.

В главе 1 рассматривается задача неотрицательного матричного разложения. Приво-

дится постановка задачи, вводится определение семейства АБ-дивергенций и рассматривают-

ся его свойства. Cтавится задача оптимального подбора параметров АБ-дивергенции и приво-

дится её решение, основанное на методе согласования вклада. Рассматриваются особенности

оптимизационной задачи получения неотрицательного матричного разложения, мультипли-

кативные алгоритмы и вопросы их сходимости для нормы Фробениуса и произвольной АБ-
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дивергенции. Предлагается ε-модифицированный мультипликативный алгоритм для АБ-ди-

вергенции, доказывается ряд утверждений о его сходимости и свойствах получаемого с по-

мощью ε-прореживания решения.

В главе 2 рассматривается применение описанного в главе 1 метода получения неот-

рицательных матричных разложений к задаче анализа данных экспериментов с ДНК-мик-

рочипами. Описывается прикладная область и имеющиеся данные, предлагаются модели,

учитывающие коэффициенты сродства, эффекты альтернативного сплайсинга и кросс-ги-

бридизации, и критерии оценки их качества. Приводятся результаты численных экспери-

ментов.

В главе 3 описывается программный комплекс, реализующий предложенные в главе 1

методы неотрицательного матричного разложения, а также позволяющий оценивать экспрес-

сию генов по данным эксперимента с ДНК-микрочипами с использованием предложенных

в главе 2 моделей.

Благодарности. Автор признателен своему научному руководителю Константину Вяче-

славовичу Воронцову за внимание и участие в работе, а также коллегам и соавторам Евгению

Соколову, Марии Когадеевой и коллективу НТЦ «Биоклиникум» за плодотворное сотруд-

ничество.
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Таблица 1. Некоторые широко используемые разновидности задач матричной факторизации.

Метод domPij Ограниче-

ния на A

Ограниче-

ния на X

Веса

wij

Функционалы потерь D (P,Q) Типичные алгоритмы

получения факторизо-

ванного представления

SVD [2] R ATA = I XXT = Λ 1 ‖W ⊗ (P −Q)‖2F Метод Гаусса, степенной

метод

W-SVD [95] R ATA = I XXT = Λ > 0 ‖W ⊗ (P −Q)‖2F Градиентные методы,

EM

k средних [57] R — XXT = I,

xij∈{0, 1}
1 ‖W ⊗ (P −Q)‖2F EM

k медиан [57] R — XXT = I,

xij∈{0, 1}
1

∑

ij

wij |pij − qij| Блочно-покоординат-

ный спуск

l1-SVD [59] R — — > 0
∑

ij

wij |pij − qij| Блочно-покоординат-

ный спуск

Логистический

PCA [92]

{0, 1} — — 1
∑

i,j

wij

(

pij ln
pij
qij

+ (1− pij) ln 1−pij
1−qij

)

EM

PLSI [46] 1P = 1 1TA1 = 1,

aik > 0

X1 = 1,

xkj > 0

1
∑

ij

wijpij ln
pij
qij

EM

NMF [70] R+ aik > 0 xkj > 0 1
∑

ij

wij

(

pij ln
pij
qij

+ qij − pij
)

Мультипликативный

l2-NMF [70] R+ aik > 0 xkj > 0 1 ‖W ⊗ (P −Q)‖2F Мультипликативный
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Глава 1

Неотрицательное матричное разложение

1.1 Общие сведения

Задача точного неотрицательного матричного разложения может быть записана сле-

дующим образом:

P = AX, P ∈ R
m×n
+ , A ∈ R

m×r
+ , X ∈ R

r×n
+ .

(здесь и далее за R+ будем обозначать множество неотрицательных действительных чисел).

Для простоты принято считать, что матрица P не содержит нулевых строк и столбцов (если

такие есть, их необходимо удалить перед тем, как решать задачу).

Ясно, что при r > n задача (1) всегда имеет точное решение, в частности, тривиаль-

ное решение A = P, X = In. Однако больший практический интерес представляет случай

r < min (m,n), когда имеет место понижение размерности данных. В данной работе мы

ограничимся рассмотрением этого случая.

Существование нетривиального точного решения для любой матрицы P с неотрица-

тельными элементами и некоторого r : rank(A) 6 r 6 min (m,n) было впервые показано в ра-

боте [98]. При этом определение минимального ранга, при котором неотрицательное разло-

жение существует, представляет собой сложную задачу, метод решения которой неизвестен.

В [98] показано, что проблема нахождения точного неотрицательного матричного разложе-

ния минимального ранга может быть сформулирована как выпуклая задача минимизации

на множестве вполне положительных матриц1, которое является конусом, но на практике

этот результат не применим, так как подходящего конструктивного описания конуса вполне

положительных матриц не существует.

В отсутствие ограничений неотрицательности матричное разложение зачастую может

быть найдено за полиномиальное время (например, в методе главных компонент). Найти

же точное неотрицательное разложение значительно сложнее. Было показано, что задача

является NP-трудной относительно размерности исходной матрицы и ранга r [99], при этом

1Матрица A ∈ R
n×n
+ вполне положительна, если для неё существует разложение вида A = BBT , где

B ∈ R
n×k
+ .
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её сложность при фиксированном r в общем случае неизвестна, за исключением малых r

(например, при r = 1 задача полиномиально разрешима: применяя теоремы Экхарта-Янга

и Фробениуса-Перрона, легко показать, что решением является пара доминирующих векто-

ров сингулярного разложения матрицы P [45]).

В большинстве случаев ставится задача поиска не точного, а приближённого неотри-

цательного матричного разложения:

P = AB + E ≡ Q+ E ≈ Q, (1)

где Q ∈ R
m×n
+ — модельная матрица, E ∈ R

m×n — матрица ошибок аппроксимации.

NMF представляет собой некорректно поставленную задачу со множеством реше-

ний [33, 65]: если A0, X0 — решение задачи (1), то пара A = A0D, X = D−1X0 тоже яв-

ляется решением, при условии, что матрица перехода D невырождена и сохраняет неотрица-

тельность компонент разложения. В частности, неотрицательность будет сохраняться в том

случае, когда сами D и D−1 неотрицательны. Известно, что если невырожденная матрица

и обратная к ней неотрицательны, то она представляет собой обобщённую матрицу переста-

новки вида PS, где P — матрица перестановки, S — диагональная матрица масштабирова-

ния. Следовательно, неоднозначность NMF с точностью до масштабирования и перестановок

столбцов A и строк X неизбежна. Для устранения неоднозначности масштабирования часто

используют дополнительное условие нормировки вида ‖ak‖p = 1, где ak — k-й столбец мат-

рицы A, ‖ · ‖p — lp-норма (p > 1; часто используется норма l1). Неоднозначность с точностью

до перестановок строк X и столбцов A может быть устранена на практике при помощи

сортировки столбцов A по некоторой норме.

К сожалению, существуют матрицы перехода D, не являющиеся обобщёнными матри-

цами перестановок и даже неотрицательными, но сохраняющие при этом неотрицательность

преобразованных матриц A и X. То есть, ограничение неотрицательности компонент разло-

жения не обеспечивает само по себе однозначности решения задачи (1) даже с точностью до

перестановок и масштабирования.

Условия единственности разложения с точностью до масштабирования и перестановок

впервые были рассмотрены в работе [33]. Нетрудно показать, что достаточным условием

единственности в таком смысле является наличие в матрицах A и X диагональных под-

матриц размера r (доказательство можно найти, например, в [45]). В работе [68] приведено
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следующее необходимое условие единственности разложения: для любого c > 0 и любых

k1 6= k2, k1, k2 ∈ {1, . . . , r} в матрице A должна найтись такая строка ai, что aik1 < caik2.

Поскольку число строк m конечно, это условие эквивалентно существованию для любых

k1 6= k2 строки ai такой, что aik1 = 0 и aik2 6= 0.

Приведённые условия единственности разложения являются достаточно жёсткими и за-

частую могут не выполняться на практике, что приводит к возникновению большого числа

равнозначных локальных минимумов при поиске приближения P ≈ AX. Несмотря на это,

техника неотрицательного матричного разложения широко используется в большом коли-

честве прикладных задач анализа данных, поскольку даже локально оптимальное реше-

ние может быть полезно для снижения размерности, выявления скрытых закономерностей

и предсказания отсутствующих элементов исходной матрицы P .

1.2 Функционал потерь

Рассмотрим оптимизационную задачу нахождения приближённого неотрицательного

матричного разложения фиксированного ранга. Дана матрица P размера m×n с неотри-

цательными элементами и некоторое натуральное число r < min (m,n). Требуется найти

матрицы A∗, X∗ размеров m×r и r×n соответственно, такие, что

(A∗, X∗) = argmin
A>0,X>0

D (P,AX) . (2)

Важнейшей частью постановки задачи нахождения приближённого неотрицательного

матричного разложения является определение функционала потерь D (P,AX), при помощи

которого оценивается близость исходной матрицы P и её факторизованного представления

Q = AX. Выбор функционала потерь оказывает существенное влияние на получаемое реше-

ние [100]. Наибольший интерес представляют аддитивные функционалы:

D (P,Q) =
∑

i,j

d (pij , qij) ,

где d (p, q) > 0, причём d (p, q) = 0 тогда и только тогда, когда p = q.

Чаще всего в качестве функционала потерь используется норма Фробениуса:

DF (P,Q) =
∑

i,j

(pij − qij)2 .
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Одной из причин её популярности, наряду с простотой и интуитивной понятностью, является

оптимальность оценок, получаемых при её минимизации, для моделей с аддитивным гауссов-

ским шумом. В частности, для таких моделей минимизация нормы Фробениуса даёт оценку,

совпадающую с оценкой максимального правдоподобия, которая, в свою очередь, является

состоятельной2, асимптотически нормальной3 и асимптотически эффективной4. Однако для

других видов шума, а также в присутствии выбросов, оценки, доставляющие минимум норме

Фробениуса, могут оказываться несостоятельными. В модели с аддитивным пуассоновским

шумом задача получения оценки максимального правдоподобия эквивалентна задаче мини-

мизации дивергенции Кульбака-Лейблера между данными и моделью [37]:

DKL (P,Q) =
∑

i,j

(

pij ln
pij
qij
− pij + qij

)

.

Для моделей с мультипликативным шумом, имеющим гамма-распределение с единичным

средним, оценка максимального правдоподобия совпадает с минимумом дивергенции Итаку-

ра-Саито [38]:

DIS (P,Q) =
∑

i,j

(

ln
qij
pij

+
pij
qij
− 1

)

.

Таким образом, если имеется априорная информация о характере и виде распреде-

лении шума, на её основе могут быть сконструированы различные функционалы потерь,

минимизация которых приводит к оптимальному решению. В отсутствие такой информации

функционал потерь можно выбрать из каких-либо эмпирических соображений. Например,

для обеспечения устойчивости разложения можно использовать робастные М-оценки, изме-

ряя отклонение модели от данных при помощи функции Хубера:

dH (p, q) =











(p−q)2

2
, |p− q| 6 k,

k
(

|p− q| − k
2

)

, |p− q| 6 k,

(3)

где k — константа, подобранная таким образом, чтобы при применении к стандартному нор-

мальному распределению оценки имели асимптотическую эффективность 95%; или при по-

2Точечная оценка состоятельна, если она сходится по вероятности к оцениваемому параметру.
3Если θ — неизвестный параметр, оцениваемый по выборке размера n, то асимптотическая нормальность

оценки θ̂ означает, что
√
n
(

θ − θ̂
)

d−→ N (0, I) .
4Асимптотическая эффективность означает, что асимптотическая ковариационная матрица I является

нижней границей для всех состоятельных асимптотически нормальных оценок.
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Таблица 2. Некоторые функции из семейства АБ-дивергенций.

(α, β) Функция потерь d
(α,β)
AB (p, q) Название

(1, 0) dKL (p, q) = p ln p
q
− p+ q дивергенция Кульбака-Лейблера

(1,−1) dIS (p, q) = ln q
p
+ p

q
− 1 дивергенция Итакура-Саито

(1, 1) 1
2
dF (p, q) = 1

2
(p− q)2 норма Фробениуса

(0.5, 0.5) 2dH (p, q) = 2
(√

p−√q
)2

расстояние Хеллингера

(2,−1) 1
2
dP (p, q) = 1

2
(p−q)2

q
χ2 Пирсона

(−1, 2) 1
2
dN (p, q) = 1

2
dP (q, p) = 1

2
(p−q)2

p
χ2 Неймана

(0, 0) 1
2
dE (ln p, ln q) = 1

2
(ln(p)− ln(q))2 лог-евклидово расстояние

мощи функции Гемана-Маклуре:

dGM (p, q) =
(p− q)2

2
(

1 + (p− q)2
) . (4)

В данной работе предлагается другой вариант: взять достаточно широкий параметри-

ческий класс функционалов потерь и выбрать параметры, наилучшие в смысле каких-либо

заданных критериев качества. Такими классами являются, например, альфа- [29] и бета-ди-

вергенции [67], задающие непрерывные по параметрам множества сепарабельных функцио-

налов потерь, включающих в том числе норму Фробениуса, дивергенции Кульбака-Лейблера,

Итакура-Саито и другие.

В данной работе было решено использовать предложенный в [28] класс альфа-бета-

дивергенций, или АБ-дивергенций, обобщающий альфа- и бета-дивергенции и задаваемый

в виде двупараметрического семейства функционалов следующего вида:

D
(α,β)
AB (P,Q) =

∑

i,j

d
(α,β)
AB (pij , qij) ,

d
(α,β)
AB (p, q) =























































1
αβ

(

α
α+β

pα+β + β
α+β

qα+β − pαqβ
)

, α, β, α+ β 6= 0,

1
α2

(

pα ln pα

qα
− pα + qα

)

, α 6= 0, β = 0,

1
α2

(

ln qα

pα
+
(

qα

pα

)−1

− 1

)

, α = −β 6= 0,

1
β2

(

qβ ln qβ

pβ
− qβ + pβ

)

, α = 0, β 6= 0,

1
2
(ln p− ln q)2 , α = β = 0.

(5)
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АБ-дивергенции –– одно из наиболее обширных существующих на сегодняшний день

параметрических семейств функционалов потерь. Оно включает многие широко применяе-

мые меры близости (см. таблицу 2). Оценки, получаемые при минимизации функционалов

этого класса, являются оценками максимального правдоподобия в условиях самых разнооб-

разных видов распределений шума, как аддитивного и мультипликативного, так и смешан-

ного, состоящего из обеих этих компонент. Выбирая параметры α и β, мы тем самым неявно

выбираем модель шума в рассматриваемых данных. Задача определения модели шума путём

подбора параметров α и β рассматривается ниже в разделе 1.3.

Отметим, что существуют и более широкие классы функционалов потерь, например,

дивергенции Брегмана, измеряющие расстояние между матрицами при помощи функционала

следующего вида:

Dφ (P,Q) =
∑

i,j

dφ (pij, qij) =
∑

i,j

(φ (pij)− φ (qij) + φ′ (qij) (pij − qij)) ;

здесь φ (p) — произвольная строго выпуклая вещественная функция, φ′ (p) — её производная.

Однако данный класс является непараметрическим, поэтому задачу оценки распределения

шума нельзя свести к настройке параметров модели.

При α + β = 1 АБ-дивергенция сводится к альфа-дивергенции:

D
(α,1−α)
AB (P,Q) = Dα

A (P,Q) =

=



































1
α(α−1)

∑

i,j

(

pαijq
1−α
ij − αpij + (α− 1) qij

)

, α 6= 0, α 6= 1,

∑

i,j

(

pij ln
pij
qij
− pij + qij

)

, α = 1,

∑

i,j

(

qij ln
qij
pij
− qij + pij

)

, α = 0.

При α = 1 АБ-дивергенция сводится к бета-дивергенции:

D
(1,β)
AB (P,Q) = Dβ

B (P,Q) =

=



































1
β

∑

i,j

(

1
1+β

p1+β
ij + β

1+β
q1+β
ij − pijqβij

)

, β 6= 0, β 6= −1,
∑

i,j

(

pij ln
pij
qij
− pij + qij

)

, β = 0,

∑

i,j

(

ln
qij
pij

+
pij
qij
− 1
)

, β = −1.

В частности, при α = 1, β = 1 D
(1,1)
AB (P,Q) = DF (P,Q) — получаем норму Фробениуса.
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Чтобы оценить роль параметров α и β, сравним АБ-дивергенцию в общем виде с ди-

вергенцией Кульбака-Лейблера (случай α = 1, β = 0). Предположим, что модельная мат-

рица Q, приближающая исходную P , является функцией неизвестного параметра θ, и пусть

qij > 0. Оценка θ̂, доставляющая минимум дивергенции Кульбака-Лейблера между P и Q,

определяется выражением

∂DKL (P,Q)

∂θ
= −

∑

i,j

∂qij
∂θ

ln

(

pij
qij

)

= 0.

Соответствующее выражение для бета-дивергенции:

∂Dβ
B (P,Q)

∂θ
= −

∑

i,j

qβij
∂qij
∂θ

ln

(

pij
qij

)

= 0.

Приведённые выражения отличаются весами qβij, контролирующими влияние отношений

правдоподобия
pij
qij
. Для бета-дивергенций было показано, что параметр β определяет со-

отношение между эффективностью получаемых оценок θ при β близких к нулю и их ро-

бастностью для β > 0 [18, 58] (бета-дивергенции с отрицательным параметром в указанных

работах не рассматривались). Более подробное обсуждение можно найти в [26].

Определим для удобства функцию деформированного логарифма следующим образом:

ln1−α(z) =











zα−1
α
, α 6= 0,

ln z, α = 0.

(6)

Для альфа-дивергенции оценка θ̂ определяется следующим выражением:

∂Dα
A (P,Q)

∂θ
= −

∑

i,j

∂qij
∂θ

ln1−α

(

pij
qij

)

= 0.

Здесь вклад отношений правдоподобия
pij
qij

контролируется не с помощью весов, а с помощью

трансформации деформированным логарифмом порядка 1 − α: при α > 1 больший вклад

в сумму вносят большие, а при α < 1 — меньшие значения
pij
qij
. Этим объясняется описанное

в [80] свойство альфа-дивергенций при α < 0 поощрять, а при α > 1 — штрафовать за

разреженность модели Q (для α < 0 pij = 0 влечёт qij = 0, для α > 1 из pij > 0 следует

qij > 0, на отрезке α ∈ [0, 1] поведение модели промежуточное).

Выражение для оценки θ̂, получаемой при минимизации АБ-дивергенции, сочетает в се-

бе оба рассмотренных фактора:

∂D
(α,β)
AB (P,Q)

∂θ
= −

∑

i,j

∂qij
∂θ

qα+β−1
ij ln1−α

(

pij
qij

)

= 0,
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Рис. 1. Влияние параметров α и β на вклад отношений
pij
qij

в получаемые оценки.

что позволяет ей лучше адаптироваться к разнообразным распределениям шума. Как пока-

зано на рисунке 1, меняя параметр α, мы можем сконцентрироваться на интересующей нас

области значений отношений
pij
qij
, в то же время взвешивая эти отношения с весами qα+β−1

ij .

Таким образом, параметр α определяет, большие или маленькие отношения
pij
qij

будут в боль-

шей степени влиять на оценку, а параметр β задаёт, большие или маленькие значения модели

qij будут играть определяющую роль при оценивании параметра θ.

При построении метода минимизации АБ-дивергенции важное значение будет иметь

выпуклость функции потерь. Функция d
(α,β)
AB (p, q) является выпуклой по q при выполнении

следующих условий:



























p
q
> c (α, β) при β < min (1, 1− α) ,

∀p, q при β ∈ [min (1, 1− α) ,max (1, 1− α)] ,
p
q
6 c (α, β) при β > max (1, 1− α) ,
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Рис. 2. Область безусловной выпуклости функции d
(α,β)
AB (p, q) по аргументу q.

где c(α, β) = exp1−α

(

1
β−1

)

, exp1−α(z) — деформированная экспонента:

exp1−α(z) =



























exp(z), α = 0,

(1 + αz)
1
α , α 6= 0, 1 + αz > 0,

0, α 6= 0, 1 + αz < 0.

(7)

Область безусловной выпуклости d
(α,β)
AB (p, q) (при отсутствии ограничений на p

q
) показана на

рисунке 2.

1.3 Выбор оптимальных параметров α и β АБ-дивергенции

Множество АБ-дивергенций, подходящих для использования в качестве функционала

потерь при решении задачи неотрицательного матричного разложения, достаточно широко.

При различных значениях параметров α, β получаемые решения могут существенно отли-
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чаться друг от друга. В связи с этим представляется разумным в каждой конкретной задаче

каким-то образом выбирать наиболее подходящие значения α и β.

Как уже упоминалось выше, минимизация нормы Фробениуса (представляющей собой

АБ-дивергенцию с параметрами α = 1, β = 1) разности между данными и моделью соответ-

ствует максимизации правдоподобия в модели с аддитивным Гауссовским шумом. В более

общем случае α = 1, соответствующем множеству бета-дивергенций, аналогичную связь

можно проследить с семейством распределений Твиди [97], которое является подклассом

экспоненциального семейства распределений с функцией плотности вероятности следующе-

го вида:

p (x, µ, φ) =
1

Z (φ)
exp

(

1

φ
(xθ (µ)− κ (θ (µ)))

)

,

θ (µ) =











µ1−p

1−p
, p 6= 1,

lnµ, p = 1,

κ (θ (µ)) =











µ2−p

2−p
, p 6= 2,

lnµ, p = 2.

Минимизация бета-дивергенции даёт оценку максимального правдоподобия в модели с шу-

мом, описываемым соответствующим распределением Твиди с параметром p = 2 − β при

условии, что такое распределение существует.

Пусть для каждой пары значений α, β матрица Q = AX доставляет минимум

D
(α,β)
AB (P,Q); можно считать, что Q = Q (P, α, β) . Если бы для всех α и β множеству АБ-ди-

вергенций удалось поставить в соответствие некоторое распределение с функцией плотности

вероятности p (P, α, β), для получения оценки оптимальных α и β можно было бы использо-

вать метод максимального правдоподобия. В общем виде он определяется следующим обра-

зом. Пусть случайная величина x, определённая на R
n, имеет распределение с неизвестной

плотностью pT (x), которую мы хотим приблизить плотностью из параметрического семей-

ства p (x, θ). Метод максимального правдоподобия даёт следующую оценку для неизвестного

параметра θ:

θ∗ = argmax
θ

∫

ξ

pT (ξ) ln p (ξ, θ) dξ. (8)
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На практике для конечной выборки x1, . . . , xT интеграл заменяется суммой:

θ∗ = argmax
θ

T
∑

t=1

ln p (xi, θ) . (9)

Таким образом, при заданном p (P, α, β) оценка максимального правдоподобия для па-

раметров α, β определялась бы как

(α∗, β∗) = argmax
α,β

∑

i,j

ln p (Pij, α, β) .

Основная сложность заключается в определении семейства плотностей p (P, α, β). За-

дадим p (P, α, β) в следующем виде:

p (P, α, β) =
1

Z (α, β)
p0 (P, α, β) ,

p0 (P, α, β) = e−D
(α,β)
AB

(P,Q),

Z (α, β) =

∫

X

p0 (X,α, β) dX.

(10)

Проблема возникает при попытке определения нормировочного множителя Z (α, β) .

Например, для распределения Твиди, которое соответствует p (P, 1, β) , выражение для

Z (α, β) = Z (β) в замкнутом виде существует только при β = −1, 0, 1, причём при β = 0 —

только для неотрицательных целочисленных P ; при 0 < β < 1 выражение для Z (β) не

существует вообще [75].

Для максимизации правдоподобия необходимо знать распределение p (P, α, β) полно-

стью, включая нормировочный множитель; однако, существуют близкие методы, требующие

только, чтобы было известно p0 (P, α, β) . Одним из таких методов является метод согласо-

вания вклада (score matching), предложенный в работах [53, 54], в котором оптимальное

значение неизвестного параметра распределения определяется следующим образом:

θ∗ = argmin
θ

∫

ξ

pT (ξ) ‖∇ξ ln pT (ξ)−∇ξ ln p (ξ, θ)‖2 dξ, (11)

где ∇ξ — оператор взятия градиента по ξ. Если максимизация логарифма правдоподобия (8)

соответствует минимизации дивергенции Кульбака-Лейблера между истинной плотностью

распределения данных pT (x) и модельной p (x, θ):

DKL (pT (x) , p (x, θ)) =

∫

ξ

pT (ξ) ln
pT (ξ)

p (ξ, θ)
dξ,
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то согласование вклада (11) эквивалентно минимизации дивергенции Фишера между ними:

DF (pT (x) , p (x, θ)) =

∫

ξ

pT (ξ)

∥

∥

∥

∥

∇ξ ln
pT (ξ)

p (ξ, θ)

∥

∥

∥

∥

2

dξ,

Главное достоинство метода согласования вклада заключается в том, что распределе-

ние p (x, θ) = 1
Z(θ)

p0 (x, θ) может быть известно лишь с точностью до нормировочного мно-

жителя Z (θ) =
∫

ξ
p0 (ξ, θ) dξ, поскольку он не влияет на значение градиента:

∇x ln p (x, θ) = ∇x ln p0 (x, θ) .

Более того, как замечено в работе [55], для работы метода не нужно даже предположение

о том, что нормировочный множитель существует. Даже если интеграл, определяющий Z (θ) ,

расходится, и p (x, θ) не является в строгом смысле плотностью распределения, оптимальное

значение параметра θ может быть определено из выражения (11). Для этого необходимо

только, чтобы функция p0 (x, θ) была положительной, а градиент от её логарифма рос не

слишком быстро, чтобы интеграл из (11) принимал конечное значение.

Как показано в [54], в случае, когда случайная величина x принимает значения только

на R
n
+, оценка (11) принимает вид

θ∗ = argmin
θ

∫

ξ

pT (ξ) ‖∇ξ ln pT (ξ)⊗ ξ −∇ξ ln p (ξ, θ)⊗ ξ‖2 dξ. (12)

Введём следующие обозначения:

ψi (ξ, θ) =
∂ ln p (ξ, θ)

∂ξi
,

∂iψi (ξ, θ) =
∂ψi (ξ, θ)

∂ξi
=
∂2 ln p (ξ, θ)

∂ξ2i
,

где i = 1, . . . , n. Аналогично (9), выборочная оценка согласования вклада для неотрицатель-

ной случайной величины x определяется с помощью замены интеграла в (12) на сумму по

элементам выборки x1, . . . , xT :

θ∗ = argmin
θ

T
∑

t=1

n
∑

i=1

2xitψi (xt, θ) + x2it∂iψi (xt, θ) +
1

2
ψ2
i (xt, θ) x

2
it.

В работе [75] было предложено применять метод согласования вклада для выбора оп-

тимального значения параметра бета-дивергенции; обобщим его на класс АБ-дивергенций.
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Теорема 1. Оценка согласования вклада в модели (10) определяется следующим выраже-

нием:

(α∗, β∗) = argmin
α,β

J (P, α, β) ,

J (P, α, β) =



















1
β

∑

i,j

pαij

(

1
2β
pαij

(

pβij − qβij
)2

− pβij (α + β + 1) + qβij (α+ 1)

)

, β 6= 0,

∑

i,j

pαij

(

ln
qij
pij

(

pαij
2
ln

qij
pij

+ α + 1
)

− 1
)

, β = 0.

(13)

Доказательство. Обозначим J (P, α, β) =
∑

i,j

(

2pijψij + p2ij∂ijψij +
1
2
ψ2
ijp

2
ij

)

, где, согласно

введённым обозначениям, в модели (10)

ψij =
∂ ln p (P, α, β)

∂pij
=
∂ ln p0 (P, α, β)

∂pij
= −∂D

(α,β)
AB (P,Q)

∂pij
,

∂ijψij =
∂2 ln p (P, α, β)

∂p2ij
=
∂2 ln p0 (P, α, β)

∂p2ij
= −∂

2D
(α,β)
AB (P,Q)

∂p2ij
.

Найдём необходимые выражения.

α, β, α+ β 6= 0:

ln p0 (P, α, β) = −D(α,β)
AB (P,Q) =

1

αβ

∑

i,j

(

pαijq
β
ij −

α

α + β
pα+β
ij − β

α+ β
qα+β
ij

)

,

ψij =
1

β
pα−1
ij

(

qβij − pβij
)

,

∂ijψij =
1

β
pα−2
ij

(

qβij (α− 1)− pβij (α+ β − 1)
)

,

J (P, α, β) =
1

β

∑

i,j

pαij

(

1

2β
pαij

(

pβij − qβij
)2

− pβij (α + β + 1) + qβij (α+ 1)

)

.

α 6= 0, β = 0:

ln p0 (P, α, β) = −D(α,β)
AB (P,Q) =

1

α2

∑

i,j

(

pαij − qαij − pαij ln
pαij
qαij

)

,

ψij = pα−1
ij ln

qij
pij
,

∂ijψij = pα−2
ij

(

(α− 1) pij ln
qij
pij
− 1

)

,

J (P, α, β) =
∑

i,j

pαij

(

ln
pij
qij

(

pαij
2

ln
pij
qij
− α− 1

)

− 1

)

.
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α = −β 6= 0:

ln p0 (P, α, β) = −D(α,β)
AB (P,Q) =

1

α2

∑

i,j

(

1 + ln
pαij
qαij
−
pαij
qαij

)

,

ψij =
1

αpij

(

1−
pαij
qαij

)

,

∂ijψij =
1

αp2ij

(

pαij
qαij

(α− 1)− 1

)

,

J (P, α, β) =
1

α

∑

i,j

(

1

2α

(

pαij
qαij
− 1

)2

−
pαij
qαij

(α + 1) + 1

)

.

α = 0, β 6= 0:

ln p0 (P, α, β) = −D(α,β)
AB (P,Q) =

1

β2

∑

i,j

(

qβij − pβij − qβij ln
qβij

pβij

)

,

ψij =
1

βpij

(

qβij − pβij
)

,

∂ijψij =
1

βp2ij

(

pβij (1− β)− qβij
)

,

J (P, α, β) =
1

β

∑

i,j

(

1

2β

(

pβij − qβij
)2

− pβij (β + 1) + qβij

)

.

α = 0, β = 0:

ln p0 (P, α, β) = −D(α,β)
AB (P,Q) = −1

2

∑

i,j

(ln qij − ln pij)
2 ,

ψij =
1

pij
ln
qij
pij
,

∂ijψij = −
1

p2ij

(

ln
qij
pij

+ 1

)

,

J (P, α, β) =
∑

i,j

(

1

2

(

ln
qij
pij

)2

+ ln
qij
pij
− 1

)

.

Заметим, что при α = −β и α = 0 функционал J (P, α, β) особенностей не имеет, в связи

с чем выражение для J (P, α, β) можно упростить, получая условие теоремы. �

Таким образом, в качестве оптимального функционала потерь в классе АБ-диверген-

ций в задаче неотрицательного матричного разложения предлагается выбирать D
(α,β)
AB (P,Q)

с параметрами α∗, β∗, задаваемыми следующим образом:

(α∗, β∗) = argmin
α,β

J (P, α, β) ,
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где J (P, α, β) определено выражением (13). Вместо явной минимизации функционала

J (P, α, β) можно вычислять его значения на некоторой сетке параметров α, β и выбирать

узел сетки, соответствующий наименьшему значению.

1.4 Поиск неотрицательного матричного разложения при

фиксированных значениях параметров α и β

Рассмотрим оптимизационную задачу нахождения приближённого неотрицательно-

го матричного разложения (2) с некоторым однозначно заданным функционалом потерь

D (P,Q). Поскольку используемые на практике функционалы потерь (в том числе и АБ-

дивергенции, включая норму Фробениуса, дивергенцию Кульбака-Лейблера и другие попу-

лярные функционалы) не выпуклы по совокупности аргументов A,X, чаще всего задача

решается при помощи поочерёдной минимизации D (P,AX) по A и X с помощью алгорит-

мов следующего вида:

Вход: A0 > 0, X0 > 0, функционал D (P,AX)

Цикл

зафиксировав A, найдём такое X, что D (P,AX) уменьшилось;

зафиксировав X, найдём такое A, что D (P,AX) уменьшилось;

Отметим, что задача симметрична относительно множителей A и X, поскольку P = AX рав-

носильно P T = XTAT . Таким образом, если обновления для X вида X ← f (P,A,X) умень-

шают значение функционала потерь, то же справедливо и для обновленийA← f
(

P T , XT , AT
)T

.

Это наблюдение позволит нам доказывать различные утверждения только относительно об-

новлений одной из матриц — для второй матрицы выкладки будут аналогичными.

Существуют различные подходы к построению таких обновлений. Можно на каждом

шаге находить оптимальное значение матрицы-множителя, минимизирующее D (P,AX), ко-

гда вторая матрица-множитель фиксирована. Алгоритм с такими обновлениями будет реа-

лизовывать метод блочно-покоординатного спуска (нелинейный аналог метода Гаусса-Зейде-

ля [19]). Показано, что любая предельная точка алгоритма блочно-покоординатного спуска

с двумя блоками является стационарной [43]; если блоков больше двух, нужно дополнитель-
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но потребовать, чтобы искомый на каждом шаге минимум был единственным ([19], утвер-

ждение 2.7.1). Для некоторых функционалов потерь точный минимум по одной из матриц

находится легко. Например, когда точность приближения измеряется при помощи нормы

Фробениуса, покомпонентные минимумы можно найти аналитически — это свойство лежит

в основе метода HALS (hierarchical alternating least squares, [27]). Однако при использовании

других функционалов потерь, в том числе и рассматриваемых в данной работе АБ-диверген-

ций, покомпонентные минимумы можно найти только численно и приближённо. Во-первых,

это может потребовать значительных вычислительных затрат. Во-вторых, предельная точка

такого алгоритма может и не являться стационарной.

Вместо поиска точного покомпонентного минимума функционалаD (P,AX) достаточно

на каждой итерации делать только один шаг в направлении его уменьшения. Для таких

шагов может использоваться, например, обычный градиентный метод:

Вход: A0 > 0, X0 > 0, функционал D (P,AX)

Цикл // t = 0, 1, 2, . . .

xt+1
kj = xtkj − ν ∂D(P,AX)

∂xkj
, k = 1, . . . , r, j = 1, . . . , n;

at+1
ik = atik − η ∂D(P,AX)

∂aik
, i = 1, . . . , m, k = 1, . . . , r;

xt+1
kj = xt+1

kj · ‖ak‖p , at+1
ik = at+1

ik / ‖ak‖p ;

где ν, η — некоторые положительные константы, задающие длины шага в направлении гради-

ентного спуска. Нормировка по некоторой норме ‖ · ‖p позволяет устранить неоднозначность

разложения с точностью до масштабирования столбцов A и строк X и не влияет на значение

D (P,At+1X t+1).

Существует, например, версия алгоритма, в которой на первой итерации значения ν и η

выбираются равными 1, а на каждой последующей итерации уменьшаются в два раза [49].

Ясно, что такой способ выбора ν, η представляет собой грубую эвристику. В общем случае

длина шага в направлении спуска может выбираться индивидуально для каждого элемента

матриц, а также меняться в зависимости от номера итерации t:

xt+1
kj = xtkj − νtkj

∂D (P,AX)

∂xkj
,

at+1
ik = atik − ηtik

∂D (P,AX)

∂aik
.

(14)
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Кроме того, градиентный спуск может вестись в трансформированном пространстве пара-

метров:

xt+1
kj = φ−1

(

φ
(

xtkj
)

− νtkj
∂D (P,AX)

∂φ (xkj)

)

,

at+1
ik = φ−1

(

φ
(

atik
)

− ηtik
∂D (P,AX)

∂φ (aik)

)

.

(15)

Такой вариант спуска был впервые предложен с φ(z) = exp(z) в методе экспоненциирован-

ного градиента [64]; мы можем рассматривать более общий случай, когда φ(z) — некоторое

биективное отображение. Переход в трансформированное пространство параметров часто

позволяет увеличить скорость сходимости за счёт того, что покомпонентные гессианы мини-

мизируемого функционала в нём могут иметь меньшее число обусловленности (известно, что

скорость сходимости градиентных методов ограничивается разностью минимального и мак-

симального собственных значений гессиана; подробнее см. в [19]).

Поскольку градиентный спуск не гарантирует сохранения неотрицательности компо-

нент, на каждом шаге необходимо проецировать обновлённые значения A,X на неотрицатель-

ную область. В таком случае для того, чтобы обеспечить монотонное убывание функциона-

ла потерь, необходимо дополнительно оптимизировать параметры νtkj, η
t
ik вдоль направления

спуска, что может потребовать значительных вычислительных затрат. Вместо этого можно

выбрать νtkj, η
t
ik так, чтобы обновления были мультипликативными, то есть, чтобы xkj , aik

на каждом шаге умножались на некоторое положительное число. Преимущество мульти-

пликативных обновлений заключается в том, что неотрицательность решения сохраняется

естественным образом без дополнительных вычислительных затрат. Наиболее распростра-

нённые алгоритмы получения неотрицательного матричного разложения основаны именно

на этом подходе.

Простейший способ выбора νtkj, η
t
ik, приводящий к мультипликативным обновлениям

в исходном пространстве параметров, заключается в следующем. Пусть ∇A — градиент

D (P,AX) по A, ∇+
A = max (∇A, 0) , ∇−

A = max (−∇A, 0) , где максимумы берутся по-

компонентно, то есть, ∇A = ∂D
∂A

= ∇+
A − ∇−

A. Выбирая ηtik = atik/
[

∇+
A

]

ik
, получим из (14)

мультипликативные обновления вида

at+1
ik = atik

[

∇−
A

]

ik
[

∇+
A

]

ik

.
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Аналогично для X, взяв νtkj = xtkj/
[

∇+
X

]

kj
, получаем:

xt+1
kj = xtkj

[

∇−
X

]

kj
[

∇+
X

]

kj

;

Рассмотрим мультипликативный алгоритм, предложенный в [28] для минимизации АБ-

дивергенции (5). Градиент АБ-дивергенции может быть записан при помощи деформирован-

ного логарифма (6):

[

∇XD
(α,β)
AB (P,AX)

]

kj
=
∂D

(α,β)
AB (P,AX)

∂xkj
= −

m
∑

i=1

qα+β−1
ij aik ln1−α

(

pij
qij

)

,

[

∇AD
(α,β)
AB (P,AX)

]

ik
=
∂D

(α,β)
AB (P,AX)

∂aik
= −

n
∑

j=1

qα+β−1
ij xkj ln1−α

(

pij
qij

)

;

(16)

при α 6= 0:
[

∇XD
(α,β)
AB (P,AX)

]

kj
=

1

α

m
∑

i=1

qβ−1
ij aik

(

qαij − pαij
)

,

[

∇AD
(α,β)
AB (P,AX)

]

ik
=

1

α

n
∑

j=1

qβ−1
ij xkj

(

qαij − pαij
)

.

(17)

Будем вести градиентный спуск в преобразованном пространстве с использованием

функции φ(z) = ln1−α(z); очевидно, что φ−1(z) = exp1−α(z) (деформированная экспонента

из (7)). Длины шага вдоль направления спуска выберем следующим образом:

νkj =
x2α−1
kj

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij

,

ηik =
a2α−1
ik

n
∑

j=1

xikq
α+β−1
ij

.

Подставляя в (15), получаем мультипликативный алгоритм с обновлениями следующего ви-

да:

xt+1
kj = xtkj exp1−α









m
∑

i=1

atik
(

qtij
)α+β−1

ln1−α

(

pij
qtij

)

m
∑

i=1

atik
(

qtij
)α+β−1









,

at+1
ik = atik exp1−α











n
∑

j=1

xt+1
kj

(

qt+0.5
ij

)α+β−1
ln1−α

(

pij

qt+0.5
ij

)

n
∑

j=1

xt+1
kj

(

qt+0.5
ij

)α+β−1











,
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где qtij =
r
∑

k=1

atikx
t
kj , qt+0.5

ij =
r
∑

k=1

atikx
t+1
kj .

Для простоты там, где это удобно, будем опускать индекс t, записывая обновления

в следующем виде:

xkj ← xkj exp1−α









m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij ln1−α

(

pij
qij

)

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij









,

aik ← aik exp1−α









n
∑

j=1

xkjq
α+β−1
ij ln1−α

(

pij
qij

)

n
∑

j=1

xkjq
α+β−1
ij









.

(18)

При α 6= 0 вид обновлений упрощается:

xkj ← xkj









m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij









1
α

,

aik ← aik









n
∑

j=1

xkjp
α
ijq

β−1
ij

n
∑

j=1

xkjq
α+β−1
ij









1
α

.

В этом случае их также можно записать в матричном виде:

X ←X ⊗
((

ATZ
)

⊘
(

ATQ[α+β−1]
))[ 1

α
]
,

A←A⊗
((

ZXT
)

⊘
(

Q[α+β−1]XT
))[ 1

α
]
,

где символом ⊗ обозначается поэлементное произведение (произведение Адамара) двух мат-

риц, символом ⊘ — операция поэлементного деления матриц, [.] — поэлементное возведение

в степень, а Z = P [α] ⊗Q[β−1].

При различных α и β данный алгоритм совпадает с предложенными ранее мультипли-

кативными алгоритмами для соответствующих функций потерь: при α = β = 1 и α = 1,

β = 0 получаем мультипликативные алгоритмы для нормы Фробениуса и дивергенции Куль-

бака-Лейблера, предложенные в работах [69, 70], при α+β = 1 — алгоритм для α-дивергенции

из [29], при α = 1 — для β-дивергенции [30].
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1.5 Сходимость мультипликативных методов неотрица-

тельного матричного разложения

Рассмотрим оптимизационную задачу (2). Соответствующий ей лагранжиан имеет вид

L (A,X, µ, ν) = D (P,AX)−µ⊗A− ν ⊗X, где µ и ν — матрицы множителей Лагранжа, удо-

влетворяющие условиям неотрицательности и имеющие размеры m×r и r×n соответственно.

Согласно теореме Каруша-Куна-Таккера [19], если пара (A,X) является локальным мини-

мумом, то найдутся такие матрицы µ и ν с неотрицательными элементами, что выполняются

условия

A > 0, X > 0,

∇AL = 0, ∇XL = 0,

µ⊗ A = 0, ν ⊗X = 0.

Упрощая вторую пару условий, получаем

µ = −∇AD, ν = −∇XD.

C учётом этого, а также требований µik > 0, νkj > 0, условия Каруша-Куна-Таккера можно

записать в следующем виде:

A > 0, X > 0, (19-а)

∇AD > 0, ∇XD > 0, (19-б)

A⊗∇AD = 0, X ⊗∇XD = 0. (19-в)

Определение 1. Будем называть (A,X) стационарной точкой задачи неотрицательного

матричного разложения с функционалом потерь D (P,AX) тогда и только тогда, когда

для A и X выполняются условия Каруша-Куна-Таккера (19-а), (19-б), (19-в).

Поскольку в общем случае D (P,AX) не является выпуклой по совокупности аргу-

ментов (A,X), выполнение (19-а)–(19-в) является только необходимым условием локального

минимума. Однако, как правило, в задачах невыпуклой оптимизации, к которым относится

и рассматриваемая задача, для большинства алгоритмов удаётся показать только сходимость

к стационарной точке, а более сильных утверждений о сходимости доказать не удаётся [48].

32



На практике при минимизации невыпуклых функционалов именно такой вид сходимости

используется как доказательство применимости алгоритма.

Мультипликативные алгоритмы широко используются в неотрицательном матричном

разложении несмотря на то, что их сходимость к стационарной точке достаточно сложно по-

казать — для многих алгоритмов она не доказана вообще. Вместо этого как некоторый аналог

сходимости зачастую используется тот факт, что на каждой итерации алгоритма с мульти-

пликативными обновлениями значение функционала потерь D (P,At, X t) невозрастает. По-

скольку в задаче неотрицательного матричного разложения функционал потерь ограничен

снизу (нулём), монотонность её невозрастания позволяет надеяться, что алгоритм сойдётся.

При этом в общем случае монотонность невозрастания функционала потерь не является ни

необходимым, ни достаточным условием сходимости алгоритма к локальному минимуму [39]:

во-первых, не гарантируется, что предельная точка алгоритма с монотонно невозрастающей

функционалом потерь является локальным минимумом, во-вторых, нет гарантии, что алго-

ритм сойдётся к своей предельной точке [17].

Для доказательства монотонности невозрастания функционала потерь чаще всего ис-

пользуются дополнительные функции. Пусть минимизируется D(X) = D (P,AX), где мат-

рица A фиксирована; функция G(X, Y ) называется дополнительной для D(X), если

G(X, Y ) > D(X), G(X,X) = D(X) ∀X, Y.

Определим

X t+1 = argmin
X

G(X,X t). (20)

Тогда по построению

D(X t) = G(X t, X t) > G(X t+1, X t) > G(X t+1, X t+1) = D(X t+1).

Отметим, что в силу симметричности задачи факторизации функция G(X, Y ), дополнитель-

ная для D(X), будет дополнительной и для D(AT ) = D
(

P T , XTAT
)

:

G(AT , BT ) > D(AT ), G(AT , AT ) = D(AT ) ∀A,B.

Таким образом, для доказательства монотонности невозрастания функционала потерь ал-

горитма неотрицательной матричной факторизации достаточно привести такую функцию
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G(X, Y ), что обновления X можно представить как решение задачи (20), а обновления A —

как решение аналогичной задачи:

At+1 = argmin
A

G(A,At). (21)

Далее рассмотрим вопросы монотонности невозрастания функционала потерь и сходи-

мости к стационарной точке оптимизационной задачи для мультипликативных алгоритмов

неотрицательного матричного разложения с нормой Фробениуса и АБ-дивергенцией.

1.5.1 Случай α = β = 1 (норма Фробениуса)

Рассмотрим сначала наиболее исследованный частный случай α = 1, β = 1, при кото-

ром АБ-дивергенция превращается в норму Фробениуса:

(A∗, X∗) = argmin
A>0,X>0

DF (P,AX) = argmin
A>0,X>0

‖P −AX‖2F . (22)

Именно для этого случая в одной из первых работ по неотрицательному матричному разло-

жению [69] был впервые предложен мультипликативный алгоритм следующего вида:

X ←X ⊗
((

ATP
)

⊘
(

ATAX
))

,

A←A⊗
((

PXT
)

⊘
(

AXXT
))

,
(23)

а в [70] показано монотонное невозрастание функционала потерь при его использовании.

Однако у этого алгоритма существует несколько проблем, возникающих на границе области

неотрицательности элементов A,X. Во-первых, чтобы выполнялись условия Каруша-Куна-

Таккера (19-б), (19-в), необходимо, чтобы в предельной точке алгоритма не было таких k, j,

что [∇XDF ]kj < 0 и xkj = 0. Если элементы матрицы начального приближения X0 строго

положительны, то это не может произойти, так как, если на шаге с номером t выполняется

[∇XDF ]kj =
[

(

At
)T
AtX t

]

kj
−
[

(

At
)T
P
]

kj
< 0,

то

xt+1
kj = xtkj

[

(At)
T
P
]

kj
[

(At)T AtX t
]

kj

> xtkj > 0.

Аналогичные рассуждения справедливы и для матрицы A. Следовательно, чтобы обеспечить

выполнение условий стационарности, необходимо, чтобы все элементы искомых матриц были
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инициализированы строго положительными, и в ходе мультипликативных обновлений они

автоматически будут оставаться такими.

Однако это не избавляет нас от всех проблем: сходимость алгоритма оказывается под

вопросом не только тогда, когда какие-то из элементов матриц в точности равны нулю, но

и тогда, когда они к нулю стремятся. Оказывается, в этом случае алгоритм также может

останавливаться в нестационарных точках. Чтобы показать это, рассмотрим обновление для

некоторого столбца xj матрицы X, обозначая как pj соответствующий столбец матрицы P ,

и перепишем мультипликативное обновление в аддитивном виде:

xt+1
j = xt

j ⊗
((

ATpj

)

⊘
(

ATAxt
j

))

=

= xt
j ⊗

((

ATpj + ATAxt
j − ATAxt

j

)

⊘
(

ATAxt
j

))

=

= xt
j ⊗

(

1−
(

ATAxt
j − ATpj

)

⊘
(

ATAxt
j

))

=

= xt
j − xt

j ⊘
(

ATAxt
j

)

⊗
(

ATAxt
j − ATpj

)

=

= xt
j − dTxj

∇xj
D (pj , Axj) .

Здесь dxj
∈ R

r
+ — вектор-столбец с элементами dk =

xt
kj

[ATAx
t
j]k

. Чтобы алгоритм обеспечивал

достаточный спуск5, необходимо, чтобы все dk (а, следовательно, и xtkj) были отделены от

нуля [19], что в общем случае неверно; поэтому обновления X могут прекращаться в точке,

которая не является стационарной.

Чтобы избежать описанных проблем со сходимостью алгоритма, достаточно оказыва-

ется явным образом отделить решения от нуля некоторой положительной константой.

Определение 2. Для любого ε > 0 назовём ε-модификацией итерационного алгоритма

с обновлениями x← f (x) алгоритм с обновлениями x← max (ε, f (x)).

Для алгоритма (23) ε-модификация задаётся следующим образом:

X ←max
(

ε,X ⊗
((

ATP
)

⊘
(

ATAX
)))

,

A←max
(

ε, A⊗
((

PXT
)

⊘
(

AXXT
)))

;
(24)

максимум здесь берётся покомпонентно.

В работе [42] доказаны следующие свойства ε-модифицированного алгоритма.

5В задаче минимизации функции f(x), x ∈ R
n, направление d ∈ R

n является направлением спус-

ка, если dT∇f(x) < 0, и направлением достаточного спуска, если существует такая константа C, что

dT∇f(x) 6 −C ‖∇f(x)‖2.
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• Для любых ε > 0, P > 0, (A0, X0) > ε функционал потерь ‖P − AX‖2F монотонно

невозрастает в процессе обновлений ε-модифицированного алгоритма (24).

• Любая предельная точка ε-модифицированного алгоритма является стационарной точ-

кой исходной оптимизационной задачи в отделённой от нуля области:

(A∗
ε, X

∗
ε ) = argmin

A>ε,X>ε
‖P − AX‖2F . (25)

• Чтобы понять, насколько ε-модификация влияет на значение функционала потерь,

определим переменные Aε = max (ε, A) , Xε = max (ε,X). Для таких переменных спра-

ведливо следующее неравенство:

‖P −AεXε‖F 6 ‖P − AX‖F + εr
(√

m+
√
n
)

‖A‖1/2F + ε2r
√
mn.

Таким образом, чтобы относительная ошибка ‖P−AεXε‖
‖P‖F

решения, полученного при по-

мощи ε-модифицированного алгоритма, превосходила относительную ошибку ‖P−AX‖
‖P‖F

решения, полученного при помощи исходного алгоритма, не более, чем на величину δ,

необходимо выбрать ε, удовлетворяющее условию

εr (
√
m+

√
n)

‖P‖1/2F

+
ε2r
√
mn

‖P‖F
6 δ.

• Определение 3. Назовём ε-прореживанием операцию обнуления элементов матри-

цы, в точности равных ε.

Пусть (Aε, Xε) — предельная точка ε-модифицированного алгоритма (24). Определим

A0 = Aε ⊗ [Aε > ε], X0 = Xε ⊗ [Xε > ε] — матрицы, полученные ε-прореживанием Aε
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и Xε
6. Для всех i, j, k выполняется следующее:











































a0ik = 0, [∇ADF (P,A0X0)]ik > −O (ε) ,

a0ik > 0,
∣

∣

∣
[∇ADF (P,A0X0)]ik

∣

∣

∣
6 O (ε) ,





x0kj = 0, [∇XDF (P,A0X0)]kj > −O (ε) ,

x0kj > 0,
∣

∣

∣
[∇XDF (P,A0X0)]kj

∣

∣

∣
6 O (ε) .

То есть, хотя полученное таким образом решение (A0, X0) и не является в точности ста-

ционарной точкой исходной задачи (22), условия Каруша-Куна-Таккера (19-а)–(19-в)

выполняются для A0 и X0 с точностью до O (ε).

Первые два из перечисленных фактов также были доказаны в работе [44] с использованием

теоремы Зангвилла о глобальной сходимости.

Утверждение о сходимости ε-модифицированного алгоритма (24) можно усилить:

Лемма 1. Мультипликативный ε-модифицированный алгоритм с обновлениями (24) схо-

дится к стационарной точке отделённой от нуля задачи (25).

Доказательство. Покажем сначала существование в последовательности (At, X t), порожда-

емой алгоритмом (24), хотя бы одной предельной точки. Согласно теореме Больцано-Вейер-

штрасса, достаточным условием существования в последовательности сходящейся подпосле-

довательности является её ограниченность [3]. Поскольку At > ε, X t > ε, остаётся показать

только ограниченность последовательности (At, X t) сверху. Такое доказательство содержит-

ся в лемме 5 работы [44]: для любых k и j справедливо

xkj

m
∑

i=1

aikpij

m
∑

i=1

aikqij

= xkj

m
∑

i=1

aikpij

m
∑

i=1

aikqij

= xkj

m
∑

i=1

aikpij

m
∑

i=1

aik
r
∑

l=1

ailxlj

=

6Используется матричный аналог нотации Айверсона:

[Z] = {[zij ]} ,

[zij ] =











1, если zij истинно,

0, если zij ложно.
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= xkj

m
∑

i=1

aikpij

m
∑

i=1

a2ikxkj +
m
∑

i=1

r
∑

l=1,
l 6=k

aikailxlj

=

m
∑

i=1

aikpij

m
∑

i=1

a2ik +
m
∑

i=1

r
∑

l=1,
l 6=k

aikail
xlj

xkj

6

6

m
∑

i=1

aikpij

m
∑

i=1

a2ik

=

m
∑

i=1

aik
√

m
∑

i=1
a2
ik

pij

√

m
∑

i=1

a2ik

6

√

m
∑

i=1

p2ij

ε
√
m

,

где последний переход получен с учётом aik > ε и использованием неравенства Коши-Швар-

ца.

Таким образом,

ε 6 xtkj 6 max









ε,

√

m
∑

i=1

p2ij

ε
√
m









∀j, k, t.

Путём аналогичных преобразований легко показать, что

ε 6 atik 6 max













ε,

√

n
∑

j=1

p2ij

ε
√
n













∀i, k, t.

Следовательно, условие теоремы Больцано-Вейерштрасса выполняется, и в последователь-

ности (At, X t) содержится хотя бы одна предельная точка.

Поскольку, согласно описанным выше свойствам, любая предельная точка алгоритма

является стационарной, можно сделать вывод, что ε-модифицированный алгоритм (24) схо-

дится к стационарной точке задачи (25). �

Таким образом, про ε-модифицированный мультипликативный алгоритм (24) неотри-

цательного матричного разложения с нормой Фробениуса в качестве функционала потерь

показано, что он всегда сходится, а его предельная точка является стационарной точкой от-

делённой от нуля задачи (25) и лежит сколь угодно близко к некоторой стационарной точке

исходной задачи (22). То есть, с помощью небольших изменений в алгоритме (23) удаётся

обеспечить его вычислительную устойчивость (отсутствие деления на ноль) и гарантировать

сходимость в эпсилон-окрестность стационарной точки, причём параметром ε можно управ-
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лять, обеспечивая баланс между вычислительной устойчивостью алгоритма и точностью

получаемого с его помощью решения.

1.5.2 Случай произвольных α и β

Обобщим полученные для нормы Фробениуса результаты для АБ-дивергенции с про-

извольными α и β:

(A∗, X∗) = argmin
A>0,X>0

D
(α,β)
AB (P,AX) . (26)

В работе [28] для мультипликативного алгоритма (18) доказана следующая теорема.

Теорема 2 ([28]). Функционал D
(α,β)
AB (P,AX) монотонно невозрастает при обновлени-

ях (18) для любого начального приближения (A0, X0) > 0, если на каждой итерации t

функции d
(α,β)
AB (pij , qij) выпуклы для всех qij ∈

[

min
t
q̂tij ,max

t
q̂tij

]

, где q̂tij = qtij
at+1
ik

xt+1
kj

at
ik
xt
kj

.

Если выполняется приведённое условие выпуклости d
(α,β)
AB (pij, qij), то следующая функ-

ция является дополнительной для D
(α,β)
AB (P,AX):

G
(

Qt+1, Qt, P
)

=
m
∑

i=1

n
∑

j=1

r
∑

k=1

atikx
t
kj

qtij
d
(α,β)
AB (pij , q̂ij) .

Обновления (18) можно представить как решение задачи минимизации этой дополнитель-

ной функции, следовательно, АБ-дивергенция будет в результате монотонно невозрастать.

Однако, если не заданы дополнительные ограничения на значения отношений
pij
qij

, условие

теоремы гарантированно выполняется только при β ∈ [min (1, 1− α) ,max (1, 1− α)], то есть,

внутри конуса, изображённого на рисунке 2.

Для безусловной монотонности, как показано в [28], необходима следующая модифи-

кация:

xkj ← xkj









exp1−α









m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij ln1−α

(

pit
qit

)

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij

















ω(α,β)

,

aik ← aik









exp1−α









n
∑

j=1

xkjq
α+β−1
ij ln1−α

(

pit
qit

)

n
∑

j=1

xkjq
α+β−1
ij

















ω(α,β)

,

(27)
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где

ω (α, β) =























































1, α = 0, β = 1,

0, α = 0, β 6= 1,

α
1−β

, α 6= 0, β
α
< 1

α
− 1,

1, α 6= 0, β
α
∈
[

1
α
− 1, 1

α

]

,

α
α+β−1

, α 6= 0, β
α
> 1

α
.

Упрощённый вид при α 6= 0:

xkj ← xkj









m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij









ω′(α,β)

,

aik ← aik









n
∑

j=1

xkjp
α
ijq

β−1
ij

n
∑

j=1

xkjq
α+β−1
ij









ω′(α,β)

,

ω′ (α, β) =



























1
1−β

, β
α
< 1

α
− 1,

1
α
, β

α
∈
[

1
α
− 1, 1

α

]

,

1
α+β−1

, β
α
> 1

α
.

В матричном виде:

X ←X ⊗
((

ATZ
)

⊘
(

ATQ[α+β−1]
))[ω′(α,β)]

,

A←A⊗
((

ZXT
)

⊘
(

Q[α+β−1]XT
))[ω′(α,β)]

.
(28)

Видно, что при α = 0, β 6= 1 алгоритм (27) не модифицирует A и X; авторы [28] пред-

лагают ограничить ω (α, β) снизу небольшой положительной константой, чтобы алгоритм

можно было использовать при α, близких к нулю, и β, не равных единице. В данной работе

мы не будем подробнее останавливаться на этом частном случае.

Относительно алгоритма с обновлениями (27) в работе [28] доказана следующая теоре-

ма.

Теорема 3 ([28]). Функционал D
(α,β)
AB (P,AX) монотонно невозрастает при обновлени-

ях (28) для любого начального приближения (A0, X0) > 0.
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Для доказательства используется следующая дополнительная функция:

G
(

Qt+1, Qt, P
)

=

m
∑

i=1

n
∑

j=1

r
∑

k=1

atikx
t
kj

qtij
d̄
(α,β)
AB

(

q̂ij , q
t
ij , pij

)

,

d̄
(α,β)
AB

(

q̂ij, q
t
ij , pij

)

=



























































































pα+β
ij

β (α + β)
+

(

qtij
)α+β

α (α + β)
−
pαij q̂

β
ij

αβ
+

(

qtij
)α+β−1

α

(

q̂ij − qtij
)

,

β

α
<

1

α
− 1,

pα+β
ij

β (α + β)
+

q̂α+β
ij

α (α + β)
−
pαij q̂

β
ij

αβ
,

β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]

,

pα+β
ij

β (α + β)
+

q̂α+β
ij

α (α + β)
−
pαij
(

qtij
)β

αβ
−
pαij
(

qtij
)β−1

α

(

q̂ij − qtij
)

,

β

α
>

1

α
,

q̂tij = qtij
at+1
ik xt+1

kj

atikx
t
kj

.

(29)

Формулы для случаев β = 0 и α = −β могут быть получены при помощи правила Лопиталя.

Показано, что

G (Q1, Q2, P ) > D
(α,β)
AB (P,Q1) , G (Q1, Q1, P ) = D

(α,β)
AB (P,Q1) ∀Q1, Q2, P,

то есть, G (Q1, Q2, P ) действительно является дополнительной функцией для D
(α,β)
AB (P,Q1).

Заметим, что знаменатели в (28) могут принимать нулевые значения. Чтобы избежать

деления на ноль, в работе [28] было предложено прибавлять небольшую положительную кон-

станту ε к знаменателям выражений в (28), однако вопрос влияния такой модификации на

сходимость алгоритма и свойства получаемого решения не рассматривался. Вместо добав-

ления слагаемого ε к знаменателям множителей мультипликативного алгоритма проведём

ε-модификацию алгоритма (28) аналогично (24), отделив принимаемые элементами матриц

значения от нуля константой ε:

X ←max
(

ε,X ⊗
((

ATZ
)

⊘
(

ATQ[α+β−1]
))[ω′(α,β)]

)

,

A←max
(

ε, A⊗
((

ZXT
)

⊘
(

Q[α+β−1]XT
))[ω′(α,β)]

)

.
(30)

Рассмотрим задачу минимизации функционала потерь в отделённой от нуля области:

(A∗
ε, X

∗
ε ) = argmin

A>ε,X>ε
D

(α,β)
AB (P,AX) . (31)
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Теорема 4. Для любого ε > 0 функционал D
(α,β)
AB (P,AX) монотонно невозрастает при

обновлениях ε-модифицированного алгоритма (30) для любого начального приближения

(A0, X0) > ε.

Доказательство. Пусть At > ε. Обозначим за X t+1 = argmin
X>ε

G (AtX,AtX t, P ), где G —

дополнительная функция (29). По определению дополнительной функции имеем:

D
(α,β)
AB

(

P,AtX t
)

= G
(

AtX t, AtX t, P
)

> min
X>ε

G
(

AtX,AtX t, P
)

=

= G
(

AtX t+1, AtX t, P
)

> G
(

AtX t+1, AtX t+1, P
)

= D
(α,β)
AB

(

P,AtX t+1
)

,

Покажем, что обновления (30) совпадают с решениями задач (20), (21) минимизации

дополнительной функции. Рассмотрим функцию

G
(

AtX,AtX t, P
)

=
∑

i,j,k

atikx
t
kj

qtij
d̄
(α,β)
AB

(

qtij
xkj
xtkj

, qtij, pij

)

.

Обозначим

gkj
(

xkj , x
t
kj, A

t, P
)

= xtkj

m
∑

i=1

atik
qtij
d̄
(α,β)
AB

(

qtij
xkj
xtkj

, qtij , pij

)

.

Поскольку функция G (AtX,AtX t, P ) состоит из независимых слагаемых по xkj ,

X t+1 = argmin
X>ε

G
(

AtX,AtX t, P
)

⇐⇒

xt+1
kj = argmin

xkj>ε
gkj
(

xkj, x
t
kj , A

t, P
)

∀k, j.

Далее, поскольку функция

d̄
(α,β)
AB

(

qtij
xkj
xtkj

, qtij , pij

)

=



































































































pα+β
ij

β (α + β)
+

(

qtij
)α+β

α (α + β)
−
pαij
(

qtij
)β
xβkj

αβ
(

xtkj
)β

+

(

qtij
)α+β

α

(

xkj
xtkj
− 1

)

,

β

α
<

1

α
− 1,

pα+β
ij

β (α + β)
+

(

qtij
)α+β

xα+β
kj

α (α + β)
(

xtkj
)α+β

−
pαij q̂

β
ij

αβ
,

β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]

,

pα+β
ij

β (α + β)
+

(

qtij
)α+β

xα+β
kj

α (α + β)
(

xtkj
)α+β

−
pαij
(

qtij
)β

αβ
−
pαij
(

qtij
)β

α

(

xkj
xtkj
− 1

)

,

β

α
>

1

α
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является выпуклой по xkj по построению [28], то выпукла по xkj и gkj
(

xkj, x
t
kj, A

t, P
)

; следо-

вательно, её безусловный минимум можно получить из условия

∂gkj
∂xkj

= xtkj

m
∑

i=1

atik
qtij

∂d̄AB

∂xkj
= 0.

Распишем его:

∂d̄AB

∂xkj
=























































(

qtij
)β

α

1

xtkj





(

qtij
)α − pαij

(

xkj
xtkj

)β−1


 ,
β

α
<

1

α
− 1,

(

qtij
)β

α

xβ−1
kj

(

xtkj
)β

(

(

qtij
)α

(

xkj
xtkj

)α

− pαij

)

,
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]

,

(

qtij
)β

α

1

xtkj





(

qtij
)α

(

xkj
xtkj

)α+β−1

− pαij



 ,
β

α
>

1

α
;

∂gkj
∂xkj

=























































1

α

m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1





(

qtij
)α − pαij

(

xkj
xtkj

)β−1


 ,
β

α
<

1

α
− 1,

1

α

(

xkj
xtkj

)β m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1

(

(

qtij
)α

(

xkj
xtkj

)α

− pαij

)

,
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]

,

1

α

m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1





(

qtij
)α

(

xkj
xtkj

)α+β−1

− pαij



 ,
β

α
>

1

α
;

∂gkj
∂xkj

= 0⇔



















































(

xkj
xtkj

)1−β m
∑

i=1

atik
(

qtij
)α+β−1

=
m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1

pαij ,
β

α
<

1

α
− 1,

(

xkj
xtkj

)α m
∑

i=1

atik
(

qtij
)α+β−1

=
m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1

pαij,
β

α
∈
[

1

α
− 1,

1

α

]

,

(

xkj
xtkj

)α+β−1 m
∑

i=1

atik
(

qtij
)α+β−1

=

m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1

pαij,
β

α
>

1

α
.

Отсюда получаем:

xt+1
kj = argmin

xkj>ε
gkj
(

xkj, x
t
kj, A

t, P
)

= max











ε, xtkj









m
∑

i=1

atik
(

qtij
)β−1

pαij

m
∑

i=1

atik
(

qtij
)α+β−1









ω′(α,β)










,

что в точности совпадает с обновлениями ε-модифицированного алгоритма (30); следова-

тельно, обновления для X из (30) приводят к монотонному невозрастанию функционала

потерь.

43



Для обновлений по A доказательство строится аналогично. �

Рассмотрим теперь вопрос качества решения, получаемого ε-модифицированным алго-

ритмом (30). Для отделённой от нуля задачи (31) условия Каруша-Куна-Таккера записыва-

ются следующим образом:

A > ε, X > ε,

∇AD
(α,β)
AB (P,AX) > 0, ∇XD

(α,β)
AB (P,AX) > 0,

(A− ε)⊗∇AD
(α,β)
AB (P,AX) = 0, (X − ε)⊗∇XD

(α,β)
AB (P,AX) = 0.

Следующая теорема утверждает, что в предельной точке последовательности, получаемой

при помощи алгоритма (30), данные условия выполняются.

Теорема 5. Любая предельная точка последовательности, порождаемой алгоритмом с об-

новлениями вида (30) для любого начального приближения (A0, X0) > ε, является стацио-

нарной точкой задачи (31).

Доказательство. Пусть
(

Ā, X̄
)

— предельная точка последовательности (At, X t), порож-

даемой алгоритмом с обновлениями (30), а Q̄ = ĀX̄. Поскольку функционал потерь огра-

ничен снизу (нулём), из её монотонного невозрастания следует сходимость D
(α,β)
AB (P,AtX t)

к D
(α,β)
AB

(

P, ĀX̄
)

. Кроме того,

x̄kj = max
(

ǫ, c
ω′(α,β)
kj x̄kj

)

, (33)

где

ckj =

m
∑

i=1

āikq̄
β−1
ij pαij

m
∑

i=1

āikq̄
α+β−1
ij

,

причём это выражение всегда определено, так как, поскольку (A0, X0) > ε, выражение в зна-

менателе не может быть равным нулю. Пользуясь выражением для градиента (17):

[

∇XD
(α,β)
AB (P,AX)

]

kj
=

1

α

m
∑

i=1

qβ−1
ij aik

(

qαij − pαij
)

=
1

α









1−

m
∑

i=1

aikq
β−1
ij pαij

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij









,

необходимые и достаточные условия стационарности для компоненты x̄kj решения зада-

чи (31) можно записать следующим образом:

x̄kj > ǫ,
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ckj 6 1,

(x̄kj − ǫ) (ckj − 1) = 0.

В то же время, из выражения (33) следует, что, поскольку x̄kj — предельная точка, либо

c
ω′(α,β)
kj 6 1 (а раз ω′ (α, β) 6 1, то и ckj 6 1) и x̄kj = ǫ, либо x̄kj > ǫ и ckj = 1; следовательно,

условия стационарности для x̄kj выполняются. Это справедливо для всех k, j, то есть, для

всей матрицы X̄.

Для Ā доказательство строится аналогично. �

По аналогии с леммой 1 для нормы Фробениуса докажем теперь, что ε-модифициро-

ванный мультипликативный алгоритм с обновлениями (30) сходится к стационарной точке

отделенной от нуля задачи (31). Для этого воспользуемся следующей леммой, доказанной

в работе [60].

Лемма 2 ([60]). Пусть ε > 0 — произвольная константа, f (x) — такое отображение из

[ε,∞) в R, что ∀x > ε

f (x) 6 cxν ,

где c > 0 и ν 6 1 — некоторые константы. Тогда любая последовательность {xt}∞t=0 ,

порождаемая обновлениями ε-модифицированного алгоритма

xt+1 = max
(

ε, f
(

xt
))

, t = 0, 1, . . . ,

для любого начального приближения x0 > ε ограничена.

Теорема 6. ε-модифицированный мультипликативный алгоритм с обновлениями (30)

сходится к стационарной точке отделённой от нуля задачи (31).

Доказательство. Покажем сначала, что для обновлений (30) выполняются условия лем-

мы 2, то есть, существуют такие константы c > 0 и ν 6 1, что

fkj (A,X) = xkj









m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij









ω′(α,β)

6 cxνkj.

Заметим, что sign (α) = sign (ω′ (α, β)) ; рассмотрим сначала случай α > 0, ω′ > 0:
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fkj (A,X) = xkj









m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij









ω′

= xkj









m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

m
∑

l=1

alkq
α+β−1
lj









ω′

6

6 xkj

(

m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij

aikq
α+β−1
ij

)ω′

= xkj

(

m
∑

i=1

(

pij
qij

)α
)ω′

=

= xkj









m
∑

i=1









pij
r
∑

l=1

ailxlj









α







ω′

6 xkj

(

m
∑

i=1

(

pij
aikxkj

)α
)ω′

6

6 xkj

(

x−α
kj ε

−α

m
∑

i=1

pαij

)ω′

= ε−αω′

(

m
∑

i=1

pαij

)ω′

x1−αω′

kj .

При α < 0, ω′ < 0 получаем аналогичное выражение:

fkj (A,X) = xkj









m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij

m
∑

i=1

aikp
α
ijq

β−1
ij









−ω′

= xkj









m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij

m
∑

l=1

alkp
α
ljq

β−1
lj









−ω′

6

6 xkj

(

m
∑

i=1

aikq
α+β−1
ij

aikpαijq
β−1
ij

)−ω′

= xkj

(

m
∑

i=1

(

pij
qij

)−α
)−ω′

=

= xkj









m
∑

i=1









pij
r
∑

l=1

ailxlj









−α







−ω′

6 xkj

(

m
∑

i=1

(

pij
aikxkj

)−α
)−ω′

6

6 xkj

(

xαkjε
α

m
∑

i=1

p−α
ij

)−ω′

= ε−αω′

(

m
∑

i=1

p−α
ij

)−ω′

x1−αω′

kj .

Получаем, что при всех α 6= 0 выполнено неравенство fkj (A,X) 6 cxνkj, где

c = ε−αω′

(

m
∑

i=1

p
|α|
ij

)|ω′|

> 0 и ν ≡ 1−αω′ 6 1 (по определению ω′ (α, β)); следовательно, условия

леммы 2 выполнены. Для обновлений aik доказательство строится аналогично.

Таким образом, последовательность (At, X t), порождаемая ε-модифицированным муль-

типликативным алгоритмом с обновлениями (30) ограничена; следовательно, выполняются

условия теоремы Больцано-Вейерштрасса, и в ней существует сходящаяся подпоследователь-

ность. Согласно теореме 5, любая предельная точка (At, X t) является стационарной точкой

отделённой от нуля задачи (31), что завершает доказательство теоремы. �
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Поскольку норма Фробениуса — частный случай АБ-дивергенции, данная теорема

включает в себя утверждение леммы 1.

Пусть (Aε, Xε) — предельная точка ε-модифицированного алгоритма с обновлениями

вида (30). Как мы только что показали, (Aε, Xε) является стационарной точкой задачи (31).

Проведём ε-прореживание матриц Aε и Xε:

A0 = Aε ⊗ [Aε > ε] ,

X0 = Xε ⊗ [Xε > ε] .

Насколько точно (A0, X0) аппроксимирует стационарную точку исходной задачи (26)?

Теорема 7. Для матриц (A0, X0), полученных из (Aε, Xε) ε-прореживанием с произволь-

ным ε > 0, верно следующее:

















































a0ik = 0,
[

∇AD
(α,β)
AB (P,A0X0)

]

ik
> −O (ε) ,

a0ik > 0,
∣

∣

∣

[

∇AD
(α,β)
AB (P,A0X0)

]

ik

∣

∣

∣
6 O (ε) ,







x0kj = 0,
[

∇XD
(α,β)
AB (P,A0X0)

]

kj
> −O (ε) ,

x0kj > 0,
∣

∣

∣

[

∇XD
(α,β)
AB (P,A0X0)

]

kj

∣

∣

∣
6 O (ε) ,

то есть, в точке (A0, X0) условия Каруша-Куна-Таккера для исходной задачи (26) выпол-

няются c точностью до O (ε).

Доказательство. Поскольку (Aε, Xε) — стационарная точка задачи (31), в ней по опреде-

лению выполняются условия Каруша-Куна-Таккера:
















































aεik = ε,
[

∇AD
(α,β)
AB (P,AεXε)

]

ik
> 0,

aεik > ε,
∣

∣

∣

[

∇AD
(α,β)
AB (P,AεXε)

]

ik

∣

∣

∣
= 0,







xεkj = ε,
[

∇XD
(α,β)
AB (P,AεXε)

]

kj
> 0,

xεkj > ε,
∣

∣

∣

[

∇XD
(α,β)
AB (P,AεXε)

]

kj

∣

∣

∣
= 0.

(34)

Построим верхнюю оценку для расстояния между значениями градиента ∇XD
(α,β)
AB в точках

(A0, X0) и (Aε, Xε), обозначая Q0 = A0X0 и Qε = AεXε:

max
k,j

∣

∣

∣

∣

[

∇XD
(α,β)
AB (P,AεXε)−∇XD

(α,β)
AB (P,A0X0)

]

kj

∣

∣

∣

∣

=
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=
1

α
max
k,j

∣

∣

∣

∣

[

AT
ε

(

Q[α+β−1]
ε − P [α] ⊗Q[β−1]

ε

)

−AT
0

(

Q
[α+β−1]
0 − P [α] ⊗Q[β−1]

0

)]

kj

∣

∣

∣

∣

6

6
1

α
max
k,j

∣

∣

∣

∣

[

AT
εQ

[α+β−1]
ε − AT

0Q
[α+β−1]
0

]

kj

∣

∣

∣

∣

+

+
1

α
max
k,j

∣

∣

∣

∣

[

AT
ε

(

Q[β−1]
ε ⊗ P [α]

)

− AT
0

(

Q
[β−1]
0 ⊗ P [α]

)]

kj

∣

∣

∣

∣

6

6
1

α
max
k,j

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

(

(a0ik + ε) qα+β−1
εij − a0ikqα+β−1

0ij

)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
1

α
max
k,j

∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

i=1

pαij

(

(a0ik + ε) qβ−1
εij − a0ikqβ−1

0ij

)

∣

∣

∣

∣

∣

. (35)

Запишем выражения для элементов матриц Q0 и Qε:

q0ij =

r
∑

l=1

a0ilx0lj =
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj 6=0

a0ilx0lj ;

qεij =

r
∑

l=1

aεilxεlj =
∑

l :
aεil>ε,
xεlj>ε

aεilxεlj +
∑

l :
aεil>ε,
xεlj=ε

aεilxεlj +
∑

l :
aεil=ε,
xεlj>ε

aεilxεlj +
∑

l :
aεil=ε,
xεlj=ε

aεilxεlj .

По построению матриц A0, X0 верно следующее:

∑

l :
aεil>ε,
xεlj>ε

aεilxεlj =
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj 6=0

a0ilx0lj = q0ij ,

∑

l :
aεil>ε,
xεlj=ε

aεilxεlj = ε
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj=0

a0il,

∑

l :
aεil=ε,
xεlj>ε

aεilxεlj = ε
∑

l :
a0il=0,
x0lj 6=0

x0lj ,

∑

l :
aεil=ε,
xεlj=ε

aεilxεlj = ε2 · ♯ {l : aεil = ε, xεlj = ε} = ε2 · ♯ {l : a0il = 0, x0lj = 0} ;

откуда получаем:

qεij =
∑

l :
a0il 6=0,
x0lj 6=0

a0ilx0lj + ε









∑

l :
a0il 6=0,
x0lj=0

a0il +
∑

l :
a0il=0,
x0lj 6=0

x0lj









+ ε2 · ♯ {l : a0il = 0, x0lj = 0} ≡

≡ q0ij + εdij + ε2fij.

Используя это представление, запишем первые несколько членов ряда Тейлора функ-

ции qyεij при разложении по ε в нуле:

qyεij =
(

q0ij + εdij + ε2fij
)y

= qy0ij + yqy−1
0ij dijε+O

(

ε2
)

.
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Подставим это разложение при y = α + β − 1 в выражение под знаком суммы в первом

слагаемом правой части (35):

(a0ik + ε) qα+β−1
εij − a0ikqα+β−1

0ij = (a0ik + ε)
(

qα+β−1
0ij + (α + β − 1) qα+β−2

0ij dijε+O
(

ε2
)

)

−

− a0ikqα+β−1
0ij = ε (α + β − 1) qα+β−2

0ij dij (a0ik + ε) +O
(

ε2
)

= O (ε) .

Аналогично для второго слагаемого при y = β − 1:

pαij

(

(a0ik + ε) qβ−1
εij − a0ikqβ−1

0ij

)

= pij

(

(a0ik + ε)
(

qβ−1
0ij + (β − 1) qβ−2

0ij dijε+O
(

ε2
)

)

−

− a0ikq
β−1
0ij

)

= pij

(

ε (β − 1) qβ−2
0ij dij (a0ik + ε) +O

(

ε2
)

)

= O (ε) .

Таким образом, для максимального расстояния между матрицами градиентов∇XD
(α,β)
AB

справедливо

max
k,j

∣

∣

∣

∣

[

∇XD
(α,β)
AB (P,AεXε)−∇XD

(α,β)
AB (P,A0X0)

]

kj

∣

∣

∣

∣

6 O (ε) .

Аналогичным образом легко показать, что

max
i,k

∣

∣

∣

[

∇AD
(α,β)
AB (P,AεXε)−∇AD

(α,β)
AB (P,A0X0)

]

ik

∣

∣

∣
6 O (ε) .

Подставляя полученное в условия Каруша-Куна-Таккера для точки (Aε, Xε) (34), получаем

утверждение теоремы. �

Таким образом, про предложенный ε-модифицированный мультипликативный алго-

ритм (30) неотрицательного матричного разложения с произвольной АБ-дивергенцией в ка-

честве функционала потерь показано, что он всегда сходится, а его предельная точка яв-

ляется стационарной точкой отделённой от нуля задачи (31) и лежит сколь угодно близко

к некоторой стационарной точке исходной задачи (26).

1.6 Особенности оптимизации

1.6.1 Начальное приближение

Поскольку сходимость методов неотрицательного матричного разложения имеет ло-

кальный, а не глобальный характер, ясно, что инициализация матриц A и X оказывает

существенное влияние на скорость сходимости и качество получаемого решения, особенно
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в случаях, когда размерности искомых матриц велики. Изначально обе матрицы было пред-

ложено инициализировать случайно [69]. Ясно, что такой метод инициализации никоим об-

разом не может гарантировать, что начальное приближение будет удачным.

Поскольку получение неотрицательного матричного разложения — задача матричной

факторизации, логично искать способ построения начального приближения среди других

методов решения этой задачи. Так, в работе [101] было предложено использовать кластери-

зацию сферическим методом k средних. Однако этот метод требует существенных вычисли-

тельных затрат; кроме того, позднее было показано, что его использование может приводить

к остановке алгоритма в относительно плохих локальных минимумах [100]. Другие предло-

женные способы инициализации используют сингулярное разложение [22], нежёсткий метод

k средних [103], нечёткий метод C средних [86, 105], метод главных компонент, вейвлеты

Габора [105] и т. д. Так или иначе, проблема выбора начального приближения неотрицатель-

ного матричного разложения не может быть решена раз и навсегда — наилучший метод

инициализации зависит от матрицы данных P [100].

В данной работе решено было использовать инициализацию, основанную на мето-

де [22], который заключается в следующем. Для матрицы P находятся r сингулярных троек

(uk, sk,vk), соответствующих наибольшим собственным числам. Пусть ak — k-й столбец мат-

рицы A, а xk — k-я строка матрицы X, k = 1, . . . , r. Поскольку элементы матрицы P

неотрицательны, по теореме Фробениуса-Перрона векторы u1, v1, соответствующие макси-

мальному собственному значению s1, также имеют неотрицательные компоненты [1]. С их

помощью начинается инициализация: a1 = u1
√
s1, x1 = v1

√
s1. Для оставшихся собственных

векторов неотрицательность уже не гарантирована, поэтому для инициализации выбираются

либо положительные, либо отрицательные компоненты векторов uk, vk, в зависимости от

величины их норм:

Если
∥

∥u+
k

∥

∥ ·
∥

∥v+
k

∥

∥ >
∥

∥u−
k

∥

∥ ·
∥

∥v−
k

∥

∥, то

ak = u+
k

√

sk
‖v+

k ‖
‖u+

k ‖ , xk = v+
k

√

sk
‖u+

k ‖
‖v+

k ‖ ,
иначе

ak = u−
k

√

sk
‖v−

k ‖
‖u−

k ‖ , xk = v−
k

√

sk
‖u−

k ‖
‖v−

k ‖ .

Внесём небольшие изменения в описанный алгоритм инициализации. Во-первых, заме-

ним u+ и u− на u⊗[u > ε] и u⊗[u < ε] соответственно; аналогичную замену произведём и для
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компонент вектора v. Во-вторых, отбросим стоящие под корнем множители с отношениями

норм компонент, поскольку они всё равно могут быть устранены последующей нормировкой.

Получившийся алгоритм инициализации приведён на схеме ниже.

(uk, sk,vk), k = 1, . . . , r — наибольшие сингулярные тройки P ;

a1 = u1
√
s1, x1 = v1

√
s1;

Цикл // k = 2,. . . ,r

u+ε
k = uk ⊗ [uk > ε], u−ε

k = uk ⊗ [uk < ε];

v+ε
k = vk ⊗ [vk > ε], v−ε

k = vk ⊗ [vk < ε];

Если
∥

∥u+ε
k

∥

∥

∥

∥v+ε
k

∥

∥ >
∥

∥u−ε
k

∥

∥

∥

∥v−ε
k

∥

∥, то

ak = u+ε
k

√
sk, xk = v+ε

k

√
sk,

иначе

ak = u−ε
k

√
sk, xk = v−ε

k

√
sk.

При необходимости алгоритм можно дополнить нормировкой матриц A и X.

1.6.2 Критерий останова

Для использования любого итерационного алгоритма необходимо сформулировать кри-

терий останова. Как правило, для обеспечения практической применимости алгоритма ис-

пользуют остановку при превышении лимита времени выполнения или числа итераций, как,

например, в оригинальном алгоритме получения неотрицательного матричного разложения

путём минимизации АБ-дивергенции из работы [28]. Чаще подобные критерии используются

в сочетании с другими, проверяющими достижение сходимости на текущей итерации. Наив-

ный подход к такой проверке заключается в установлении замедления изменения функцио-

нала потерь — процесс останавливается, если на текущей итерации уменьшение функционала

потерь не превзошло некоторого порога:

D
(α,β)
AB

(

P,At−1X t−1
)

−D(α,β)
AB

(

P,AtX t
)

6 ǫ,

где ǫ — некоторая константа. Такой подход широко распространён (например, он использует-

ся в популярной реализации NMF с нормой Фробениуса [23]), несмотря на то, что указанный

критерий может вводить в заблуждение, поскольку изменения функционала потерь могут
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стать небольшими задолго до того, как итерационный процесс попадёт в окрестность стаци-

онарной точки решаемой оптимизационной задачи.

Непосредственно с проверкой выполнения условий Каруша-Куна-Таккера (19-а)–(19-в)

связан критерий, предложенный в работе [73]. На каждом шаге t рассчитываются проекции

градиентов ∇AD (P,AtX t), ∇XD (P,AtX t), определяемые следующим образом:

∇p
AD
(

P,AtX t
)

= −∇−
AD

(

P,AtX t
)

⊗
[

At > 0
]

,

∇p
XD

(

P,AtX t
)

= −∇−
XD

(

P,AtX t
)

⊗
[

X t > 0
]

,

где ∇−
AD, ∇−

XD — отрицательные компоненты градиентов ∇AD, ∇XD. Поскольку условия

стационарности могут быть записаны в виде










∇p
AD (P,AtX t) = 0,

∇p
XD (P,AtX t) = 0,

мерой близости (At, X t) к стационарной точке может служить величина

△t =

√

‖∇p
AD (P,AtX t)‖2F + ‖∇p

XD (P,AtX t)‖2F .

Тогда критерий останова можно записать как

△t

△0
6 ǫ, (36)

где △0 — мера нестационарности начального приближения, ǫ — некоторая константа.

Для алгоритма (30), целью которого является получение стационарной точки зада-

чи (31), проекции градиентов записываются следующим образом:

∇p
AD

(α,β)
AB

(

P,AtX t
)

= −∇−
AD

(α,β)
AB

(

P,AtX t
)

⊗
[

At > ε
]

,

∇p
XD

(α,β)
AB

(

P,AtX t
)

= −∇−
XD

(α,β)
AB

(

P,AtX t
)

⊗
[

X t > ε
]

,

где градиенты вычисляются по формулам (16), (17), или, в матричном виде:

∇AD
(α,β)
AB (P,AX) =











1
α

(

Q[β−1] ⊗
(

Q[α] − P [α]
))

XT , α 6= 0,

(

Q[β−1] ⊗ ln (Q⊘ P )
)

XT , α = 0;

∇XD
(α,β)
AB (P,AX) =











1
α
AT
(

Q[β−1] ⊗
(

Q[α] − P [α]
))

, α 6= 0,

AT
(

Q[β−1] ⊗ ln (Q⊘ P )
)

, α = 0.
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Использование критерия (36) гарантирует прекращение работы алгоритма вблизи стацио-

нарной точки разложения. Существует, однако, ещё одна проблема: зачастую возникает по-

требность сравнить число итераций или время до остановки нескольких алгоритмов. Такое

сравнение при использовании критерия (36) может оказаться ненадёжным из-за неоднознач-

ности матричного разложения — величины проекций градиентов, в отличие от функционала

потерь, чувствительны к шкалированию матриц A и X [62]. Данный недостаток устраняется

использованием нормализации матриц на каждом шаге алгоритма [45].

1.6.3 Обработка пропусков и выбросов

Большая часть методов построения неотрицательного матричного разложения разра-

ботана для случаев, когда раскладываемая матрица P известна полностью. В то же время

на практике зачастую знания о ней могут быть неполными. Часть элементов матрицы могут

быть ненаблюдаемыми; наиболее характерный пример — матрица рейтингов пользователей

в задаче коллаборативной фильтрации: большая часть рейтингов неизвестна, и, чтобы их

предсказать, можно использовать матричное разложение [95]. С другой стороны, исходная

матрица может быть сильно зашумлена, и для получения более устойчивого разложения

часть её элементов может быть выгодно объявить выбросами и не учитывать их значение

при построении разложения. Такой подход применялся, например, к данным масс-спектро-

метрии в работе [35].

Возможность модификации стандартных алгоритмов неотрицательного матричного

разложения, учитывающей такие особенности задачи, заложена в аддитивности функцио-

нала потерь:

D (P,Q) =
∑

i,j

d (pij , qij) .

Пусть W ∈ Rm×n
+ — фиксированная матрица весов элементов P , например, бинарных:

wij =











1, если элемент pij известен и не является выбросом;

0, иначе.

Для поиска таких A,X, что W ⊗ P ≈W ⊗ (AX) вместо (26) будем решать задачу

(A∗, X∗) = argmin
A>0,X>0

∑

i,j

wijd (pij, qij) . (37)
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Решение может быть получено простой модификацией мультипликативных обновлений (30):

X ← max
(

ε,X ⊗
((

AT (Z ⊗W )
)

⊘
(

AT
(

Q[α+β−1] ⊗W
)))[ω′(α,β)]

)

,

A← max
(

ε, A⊗
((

(Z ⊗W )XT
)

⊘
((

Q[α+β−1] ⊗W
)

XT
))[ω′(α,β)]

)

.
(38)

Для частного случая α = 1, β = 1, когда АБ-дивергенция превращается в норму Фро-

бениуса, аналогичная модификация была рассмотрена в работе [76]; в [63] рассматриваются

учитывающие веса модификации других алгоритмов построения неотрицательного матрич-

ного разложения с этой нормой. В [32] приводится аналогичная модификация мультипли-

кативного алгоритма, минимизирующего дивергенцию Брегмана, включающую как частные

случаи норму Фробениуса и дивергенцию Кульбака-Лейблера.
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Глава 2

Оценка экспрессии генов по ДНК-

микрочипам

2.1 Общие сведения

ДНК— молекула, содержащая всю информацию, необходимую для функционирования

клетки. Участок ДНК, несущий какую-либо целостную функциональную информацию, на-

зывается геном. В процессе экспрессии гена происходит преобразование информации, содер-

жащейся в гене, в функциональный продукт (как правило, белок). Посредником, передаю-

щим информацию о гене структурам клетки, отвечающим за синтез белка, является молекула

РНК. Количество молекул РНК в клетке служит мерой активности гена, то есть, оценкой

уровня экспрессии.

Технология микрочипов ДНК позволяет получить оценку уровня экспрессии десят-

ков тысяч генов одновременно. Основной принцип работы микрочипов ДНК заключается

в следующем. На поверхности микрочипа на известных позициях закреплены пробы — од-

ноцепочечные фрагменты ДНК, для последовательности нуклеотидов в которых известны

(рисунок 3). Каждому гену соответствует набор в среднем из нескольких десятков проб, ком-

плементарных разным его участкам. Исследуемый образец подготавливают таким образом,

чтобы в нём находились одинарные цепочки ДНК, преобразованной из РНК экспрессируе-

мых генов. После этого цепочки метят флуоресцентными метками, а полученный материал

наносят на поверхность микрочипа. Как известно, в двуцепочечной молекуле ДНК тимин

(T), как правило, соединяется с аденином (A), а гуанин (G) — с цитозином (C); данный

принцип называется принципом комплементарности. В соответствии с ним одинарные це-

почки ДНК в образце вступают в реакцию гибридизации (соединения комплементарных

последовательностей) с пробами ДНК-микрочипа (рисунок 4). Затем при помощи лазера

проводится сканирование поверхности микрочипа и измеряется интенсивность флуоресцен-

ции каждого участка, служащая мерой концентрации соответствующих генов (рисунок 5).

Пример результата сканирования микрочипа приведён на рисунке 6.
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Рис. 3. Схема устройства ДНК-микрочипа.

Рис. 4. Ход эксперимента с ДНК-микрочипом: гибридизация комплементарных фрагментов.
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Рис. 5. Ход эксперимента с ДНК-микрочипом: сканирование поверхности микрочипа при

помощи лазера.

Рис. 6. Результат сканирования ДНК-микрочипа (искусственная расцветка).
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В настоящее время существует несколько популярных платформ для микрочипового

анализа экспрессии. Технология Affymetrix GeneChip, впервые предложенная в 1996 году, на

сегодняшний день является одной из наиболее популярных. В данной работе речь пойдёт

о методах анализа данных, полученных при помощи ДНК-микрочипов Affymetrix Human

Gene 1.0 ST, относящихся к последнему поколению микрочипов этого производителя.

Для обеспечения устойчивости оценки уровня экспрессии каждому гену на микрочипе

соответствует несколько проб, последовательности которых комплементарны разным участ-

кам гена. В ходе обработки данных микрочипового анализа на этапе суммаризации интенсив-

ности флуоресценции проб, соответствующих одному гену, обобщаются в оценку его экспрес-

сии. Простейший метод суммаризации — усреднение интенсивностей флуоресценции проб по

каждому гену. Такой подход применяется в комплексе алгоритмов MAS 5.0 [50], в котором

для повышения робастности используется взвешенное среднее Тьюки, вычисленное одноша-

говым методом. Однако основной недостаток такого подхода заключается в том, что раз-

брос интенсивностей различных проб одного гена очень высок (может достигать нескольких

порядков), причём эти различия носят систематический характер. Так, в работе [72] было

показано, что вариация интенсивностей проб к одному гену на одном микрочипе, как пра-

вило, выше, чем вариации интенсивностей этих проб на разных микрочипах; другой пример

приведён на рисунке 7.

Основная причина таких различий заключается в том, что энергия гибридизации пробы

с комплементарной ей последовательностью из исследуемого образца существенно зависит

от нуклеотидного состава пробы. Пара A-T образует две водородные связи, а пара G-C —

три, поэтому энергия взаимодействия тем больше, чем больше в ней пар G-C. Но число пар

A-T и G-C — не единственный фактор, определяющий энергию взаимодействия двух цепочек

ДНК: она зависит также от местонахождения каждой пары в цепочке, соседних нуклеотидов

и т. д. (подробный обзор факторов приведён в работе [66]). В связи с этим на данный момент

разработка точной физической модели гибридизации проб на микрочипе не представляется

возможной.

Методы суммаризации следующего поколения, такие, как RMA [56], gcRMA [102],

dChip [71], PLIER [11], учитывают вариацию энергии гибридизации проб в рамках линей-
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Рис. 7. Распределения интенсивностей флуоресценции разных проб к одному гену на тысяче

ДНК-микрочипов: по горизонтальной оси — номер пробы, по вертикальной — десятичный

логарифм интенсивности флуоресценции.

ной модели следующего вида:

Ipk ≈ Îpk = apcg(p)k, (39)

где k = 1, . . . , K — номер микрочипа, p = 1, . . . , P — номер пробы, g = 1, . . . , G — номер гена,

g(p) — номер гена, соответствующего пробе p, Ipk — интенсивность флуоресценции пробы p

на микрочипе k, cg(p)k — уровень экспрессии гена g, которому проба p комплементарна, на

микрочипе k, ap — коэффициент сродства пробы p своему гену. Таким образом, предпо-

лагается, что интенсивность флуоресценции Ipk каждой пробы зависит только от уровня

экспрессии гена g(p) в образце k, причём эта зависимость линейна.

Основанные на этой модели методы применяются при анализе ДНК-микрочипов прак-

тически повсеместно. Однако способ их применения обладает очевидным недостатком. Ко-

эффициенты сродства ap по определению не зависят от исследуемого в эксперименте образ-

ца — они постоянны для каждой фиксированной модели микрочипа. Тем не менее, в наиболее

распространённых инструментах анализа коэффициенты сродства каждый раз заново опре-

деляются непосредственно по данным анализируемого эксперимента. При этом необходимо,

чтобы выборка микрочипов была достаточно большого размера, а для часто встречающихся

на практике небольших выборок оценки экспрессии могут оказаться неустойчивыми. Кроме

того, получаемые при независимом анализе разных выборок оценки нельзя непосредственно
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сравнивать между собой.

Очевидное решение этой проблемы — использование предварительно настроенной мо-

дели, в которой значения коэффициентов сродства заранее определены по репрезентатив-

ной выборке микрочипов. Такой подход был впервые использован в методе refRMA, предло-

женном в работе [61]. В предложенной реализации используются коэффициенты сродства,

настроенные по выборке из 1614 микрочипов. Как показано авторами, оценки экспрессии,

получаемые при помощи данного метода, не уступают результатам применения стандарт-

ных методов по ряду критериев качества. К сожалению, область применения программно-

го пакета, реализующего метод refRMA, ограничена микрочипами предыдущего поколения

Affymetrix Human Gene U133A.

Дальнейшее развитие данный подход получил в рамках метода frozen RMA (fRMA)

в работе [77], где коэффициенты сродства линейной модели были оценены по выборке из

850 микрочипов. В следующей работе [78] авторами был представлен пакет frmaTools, поз-

воляющий провести предварительную настройку модели на собственноручно подобранной

выборке микрочипов. Однако для исследуемых микрочипов Affymetrix последнего поколе-

ния не подходит и он.

Особенностью публикации результатов, полученных при помощи ДНК-микрочипов, яв-

ляется обязательная загрузка необработанных экспериментальных данных в одну из публич-

но доступных баз данных. Так, наиболее крупная база данных GEO [96] содержит данные

об интенсивностях флуоресценции проб нескольких тысяч микрочипов Affymetrix Human

Gene 1.0 ST. Таким образом, для настройки параметров модели микрочиповых данных в на-

стоящее время можно использовать выборку достаточно большого объёма, что позволяет

надеяться на повышение точности получаемых в результате методов анализа.

2.2 Данные

Физически микрочип Affymetrix Human Gene 1.0 ST содержит 1050×1050 = 1 102 500

проб, однако значительная их часть не включена в аннотацию и не может быть использована,

так как свойства этих проб не раскрываются производителем.

Аннотация микрочипа содержит 804 955 уникальных проб различных категорий

(см. таблицу 3); непосредственно для оценивания экспрессии генов могут быть использова-
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Таблица 3. Распределение аннотированных проб микрочипа Affymetrix Human Gene 1.0 ST

по категориям.

Категория проб Число проб Назначение

main 764 320 Измерение уровня экспрессии соот-

ветствующих транскриптов.

control->affx 5 216 Контроль эффективности гибри-

дизации и промывки, контроль

качества пробоподготовки (про-

бы комплементарны последова-

тельностям генов бактериальных

контролей).

control->bgp->antigenomic 16 943 Оценка фоновой флуоресценции

(утверждается, что для проб из

этой категории не существует

комплементарных или частично

комплементарных транскриптов).

normgene->exon 4 517 Нормировка (пробы комплементар-

ны последовательностям экзонов ге-

нов «домашнего хозяйства», экспрес-

сия которых, как ожидается, меняет-

ся мало).

normgene->intron 10 990 Нормировка (пробы комплементар-

ны последовательностям интронов

генов «домашнего хозяйства»).

rescue->FLmRNA->unmapped 6 389 Пробы, исключенные из категории

main в связи с обновлением инфор-

мации о геноме.

ны только пробы категории “main”, пробы других категорий исключаются из дальнейшего

рассмотрения. Из 764 320 оставшихся проб 27 970 согласно аннотации относятся более чем
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Таблица 4. Доли РНК мозга и сердца в смесях эксперимента [15].

№ смеси 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Доля РНК мозга 0.00 0.05 0.10 0.25 0.50 0.75 0.90 0.95 1.00

Доля РНК сердца 1.00 0.95 0.90 0.75 0.50 0.25 0.10 0.05 0.00

к одному гену. Такие пробы усложняют анализ, так как интенсивность их флуоресценции

пропорциональна суммарной экспрессии всех генов, к которым они относятся. Для простоты

исключим из рассмотрения эти пробы. Наконец, не будем рассматривать гены, к которым

после предыдущих этапов фильтрации осталось менее четырёх проб, и исключим все 853 про-

бы, соответствующие таким генам. Таким образом, для экспериментов отобрано 735 497 проб

к 26 902 генам.

Далее при помощи пакета GEOquery [31] языка R из базы данных GEO [96] было

получено несколько тысяч файлов с интенсивностями флуоресценции проб на микрочипах

Affymetrix Human Gene 1.0 ST. Часть данных, содержавших явные ошибки форматирования,

была отброшена; для дальнейших экспериментов было отобрано 3459 микрочипов.

Этапу суммаризации в обработке микрочиповых данных предшествуют процедуры фо-

новой поправки и нормализации, позволяющие исключить влияние фонового свечения и вы-

ровнять распределения интенсивностей флуоресценции проб на разных микрочипах [51].

В качестве уровня фона для каждого микрочипа была выбрана минимальная интенсивность

флуоресценции пробы на нём, и это значение было вычтено из интенсивностей флуоресцен-

ции всех проб. Далее была применена медианная нормализация, в ходе которой интенсив-

ности были масштабированы так, чтобы их медианы по каждому микрочипу были равны

одному и тому же числу (в данном случае восьмидесяти).

Для изучения характера распределения шума в интенсивностях флуоресценции проб на

микрочипах были использованы предоставленные производителем данные эксперимента [15].

В этом эксперименте РНК, взятые из сердца и мозга человека, смешивались в различных

пропорциях и наносились на исследуемые микрочипы. Всего использовалось девять смесей

(см. таблицу 4), каждая из них была нанесена как минимум на три микрочипа (смесь №5 —

на девять микрочипов). Смеси №1 и №9 представляют собой чистую РНК сердца и мозга

соответственно. Выборка содержит большое количество так называемых технических репли-
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Рис. 8. Гистограмма модулей попарных разностей интенсивностей флуоресценции проб на

технических репликатах эксперимента [15].

катов — микрочипов, на которые был нанесён один и тот же материал. Различия в свечении

проб на таких чипах объясняется только шумовой компонентой. Распределение попарных

разностей интенсивностей флуоресценции проб на технических репликатах показано на ри-

сунке 8. Оно имеет крайне тяжёлые хвосты и плохо описывается разностью нормальных

случайных величин. Если бы шум был аддитивным гауссовским, распределение попарных

разностей интенсивностей также было бы нормальным. Однако критерий Шапиро-Уилка

отвергает гипотезу нормальности выборки разностей остатков с достигаемым уровнем зна-

чимости, близким к нулю.

2.3 Модель, учитывающая коэффициенты сродства

Рассмотрим линейную модель (39), представляющую интенсивность флуоресценции

каждой пробы как произведение коэффициента сродства этой пробы и уровня экспрессии

соответствующего ей гена. Заметим, что параметры распадаются на G независимых набо-

ров. Для каждого из них модель можно записать в следующем виде:

Ig ≈ Îg = agcg, g = 1, . . . , G,

где Ig ∈ R
|P (g)|×K
+ — интенсивности флуоресценции проб к гену g на K микрочипах (P (g) —

множество индексов проб, соответствующих гену g), ag ∈ R
|P (g)|×1
+ — коэффициенты срод-
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ства этих проб гену g, cg ∈ R
1×K
+ — уровни экспрессии гена g в образцах, нанесённых на

микрочипы k = 1, . . . , K.

Далее для простоты будем опускать индекс g, записывая модель в следующем виде:

I ≈ Î = ac. (40)

Поскольку все величины, входящие в модель, неотрицательны, задача оценки экспрессии

генов и определения коэффициентов сродства проб может быть сформулирована как задача

неотрицательного матричного разложения, причём ранг разложения r = 1, то есть, матрица

интенсивностей флуоресценции проб представляется в виде произведения векторов.

Для определения коэффициентов модели сформулируем следующую оптимизационную

задачу:

(a∗, c∗) = argmin
a>0,c>0

D (I, ac) ,

a ∈ R
|P (g)|×1
+ , c ∈ R

1×K .

Аналогичным образом ставится задача нахождения коэффициентов линейной модели

в программных пакетах RMA (в качестве D используется функция Хубера (3)), PLIER (D —

функция Гемана-Маклуре (4)), dChip (функционал потерь — норма Фробениуса). При этом,

как правило, модель настраивается для логарифмированных интенсивностей флуоресцен-

ции. В RMA и наиболее распространённых версиях PLIER в качестве решения используется

приближённый минимум функционала D, найденный при помощи эвристического алгоритма

median polish (предложен в [81]; описание можно найти в [47]).

Поскольку распределение шума на чипах неизвестно, будем использовать описанную

выше технику выбора оптимального функционала потерь, основанного на согласовании вкла-

да. Подберём параметры α и β АБ-дивергенции согласно алгоритму, описанному в разде-

ле 3.2. Для проверки рассчитаем также значения следующих функционалов критериев ка-

чества.

2.3.1 Критерии качества

В классических задач анализа данных критерии качества, как правило, естественным

образом возникают из экспериментов с известным ответом: имея выборку истинных зна-

чений восстанавливаемого признака, можно оценить, насколько близки к ним получаются
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модельные оценки. Для задачи анализа данных ДНК-микрочипов таких экспериментов не

существует, поскольку истинные уровни экспрессии всех генов в исследуемом образце нико-

гда не известны. Таким образом, качество построенных моделей приходится оценивать по

косвенным характеристикам, таким, как устойчивость получаемых оценок, или по экспери-

ментальным данным, для которых имеется хотя бы частичная информация о том, как ис-

тинные оценки экспрессии связаны друг с другом. Ниже приводятся используемые в данной

работе функционалы качества, основанные на воспроизводимости параметров модели, а так-

же на информации о структуре эксперимента со смесями [15]; последние были предложены

в работе [87].

2.3.1.1 Критерии воспроизводимости на разбиениях выборки

Ошибка воспроизводимости параметров проб. Разобьём исходную выборку микро-

чипов на две равные части, по каждой из них восстановим векторы коэффициентов a. Чем

ближе друг к другу полученные значения, тем выше устойчивость получаемых оценок. Та-

ким образом, критерием качества может служить следующая величина:

repa =
1

G

G
∑

g=1

1

|P (g)|

P
∑

p=1

∣

∣

∣
a1pg(p) − a2pg(p)

∣

∣

∣

a1pg(p) + a2pg(p)
.

Ошибка воспроизводимости оценок экспрессии. Аналогичным образом разобьём

множество проб каждого гена на две части и восстановим оценки экспрессии c отдельно

по каждой из них. В качестве критерия качества используем следующую величину:

repc =
1

GK

K
∑

k=1

G
∑

g=1

∣

∣c1gk − c2gk
∣

∣

c1gk + c2gk
.

2.3.1.2 Критерии качества на данных эксперимента со смесями

Вариабельность оценок экспрессии между техническими репликатами. Одним

из желаемых свойств оценки экспрессии является низкая вариабельность между технически-

ми репликатами. Для гена g мерой вариабельности оценок его экспрессии служит средний

квадрат чистых ошибок (pure error mean squares, [34]):

varmix (g) =
1

27

9
∑

j=1

nj
∑

u=1

(

cjgu − c̄jg
)2
,
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где j — номер смеси, nj — число микрочипов, на которые была нанесена эта смесь, cjgu —

оценка экспрессии гена g по репликату u смеси j, c̄jg — среднее оценок экспрессии гена g

в смеси j по техническим репликатам. В качестве критерия качества используем следующую

величину:

varmix =
1

27G

G
∑

g=1

9
∑

j=1

nj
∑

u=1

(

cjgu − c̄jg
)2
.

Степень нелинейности оценок экспрессии. Пусть уровень экспрессии гена g равен c1g

в ткани сердца и c9g в ткани мозга, тогда величина его экспрессии в смеси j определяется

выражением cjg = pjc
1
g + (1− pj) c9g, где pj и 1 − pj — доли РНК мозга и сердца в смеси j.

Данная величина линейна по pj ; восстанавливаемые оценки экспрессии генов должны быть

также линейны по этому параметру. Чтобы оценить степень линейности оценок экспрессии,

построим линейную регрессию cjg на pj и рассчитаем для каждого гена g средний квадрат

ошибок, обусловленных неадекватностью модели (lack of fit mean squares, [34]):

linmix (g) =
1

9

9
∑

j=1

nj

(

ĉjg − c̄jg
)2
,

где ĉjg — оценка экспрессии гена g в смеси j, построенная при помощи линейной регрессии.

В качестве критерия качества используем следующую величину:

linmix =
1

9G

G
∑

g=1

9
∑

j=1

nj

(

ĉjg − c̄jg
)2
.

Ошибка восстановления пропорций для тканеспецифичных генов. Если ген g

экспрессирован в мозге и не экспрессирован в сердце, то c1g = 0,
cjg
c9g

= 1− pj , j = 2, . . . , 9; если

же ген g экспрессирован в сердце и не экспрессирован в мозге, то, наоборот, c9g = 0,
cjg
c1g

= pj,

j = 1, . . . , 8. В [87] по нескольким доступным базам данных тканеспецифичных генов (Gene

Expression Barcode [79], TiGER [74]) были определены списки генов Gb иGh, экспрессируемых

только в мозге и только в сердце соответственно. В Gb содержится 134 гена, в Gh — 33 гена.

Для гена g, специфичного для ткани мозга (g ∈ Gb), точность восстановления пропорций

задаётся выражением

fcmix (g) =
1

8

8
∑

j=1

(

c̄jg
c̄9g
− (1− pj)

)2

;
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Рис. 9. Средняя интенсивность флуоресценции проб гена, определённого как специфичный

для мозга, в зависимости от доли РНК мозга в смеси эксперимента [15].

а если ген g специфичен для ткани сердца (g ∈ Gh), то точность восстановления пропорций

записывается как

fcmix (g) =
1

8

9
∑

j=2

(

c̄jg
c̄1g
− pj

)2

.

В качестве критерия качества используем следующую величину:

fcmix =
1

8 |Gb|
∑

g∈Gb

8
∑

j=1

(

c̄jg
c̄9g
− (1− pj)

)2

+
1

8 |Gh|
∑

g∈Gh

9
∑

j=2

(

c̄jg
c̄1g
− pj

)2

.

Заметим, что этот функционал качества основан на приближённой информации: выво-

ды о тканеспецифичности делаются на основании экспериментальных данных (в том числе

экспериментов с ДНК-микрочипами), точность которых может быть невысока. Например,

на рисунке 9 показана зависимость средней интенсивности флуоресценции проб одного из

генов, определённого как специфичный для мозга, в зависимости от доли РНК мозга. Вид-

но, что эта зависимость нелинейна, а для некоторых проб даже не является монотонной, что

может быть вызвано неверным определением тканеспецифичности.

2.3.2 Результаты экспериментов

Модель, учитывающая коэффициенты сродства, была настроена c различными АБ-

дивергенциями при α = −3 : 0.5 : 3, β = −3 : 0.5 : 3; для уточнения поведения функционалов
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Таблица 5. Значения функционалов качества рассматриваемых моделей на данных [15].

Модель varmix linmix fcmix

RMA 386.6 189.4 0.059

Модель 2.3, учитывающая коэффициенты сродства 160.4 114.1 0.069

Модель 2.4, учитывающая альтернативный сплайсинг 154.4 119.4 0.064

Модель 2.5, учитывающая кросс-гибридизацию 168.0 117.4 0.068

качества в окрестности начала координат дополнительно были проведены вычисления на

более мелкой сетке (α = −1 : 0.25 : 1, β = −1 : 0.25 : 1). Значения функционалов качества

полученных моделей показаны на рисунке 10.

Наименьшие значения функционал согласования вклада принимает в окрестности

α = β = 0, соответствующего случаю, когда АБ-дивергенция превращается в лог-евклидово

расстояние, являющееся оптимальным для шума, имеющего логнормальное распределение.

Это согласуется с предположениями о характере шума, используемыми в стандартных ме-

тодах анализа данных ДНК-микрочипов [89]. Однако абсолютный минимум функционала

согласования вклада достигается при α = −0.5, β = 0.75. При этих значениях парамет-

ров ошибки воспроизводимости коэффициентов сродства и оценок экспрессии также близки

к минимальным.

В таблице 5 приведены значения функционалов качества, рассчитанные по оценкам

экспрессии микрочипов эксперимента со смесями с помощью наиболее распространённого

стандартного метода RMA и с помощью настроенной модели. Поскольку значения функ-

ционалов качества на данных экспериментов со смесями зависят от нормировки уровней

экспрессии, оценки, полученные с помощью предлагаемой модели были перенормированы

таким образом, чтобы средние значения экспрессии каждого гена на всех чипах были равны

средним значениям, оцененным с помощью RMA. Как видно, по сравнению с RMA предло-

женная модель позволяет на данных эксперимента со смесями существенно уменьшить вари-

абельность оценок экспрессии на технических репликатах и нелинейность оценок экспрессии,

в то время как ошибка восстановления пропорций тканеспецифичных генов незначительно

увеличивается.
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(a) функционал согласования вклада,

двойная логарифмическая шкала (лога-

рифм модуля, взятый со знаком)

(b) ошибка воспроизводимости коэф-

фициентов сродства, логарифмическая

шкала

(c) ошибка воспроизводимости оценок

экспрессии

(d) вариабельность оценок экспрессии

между техническими репликатами, ло-

гарифмическая шкала

(e) степень нелинейности оценок экс-

прессии, логарифмическая шкала

(f) ошибка восстановления пропорций

для тканеспецифичных генов

Рис. 10. Качество моделей, учитывающих коэффициенты сродства, при различных α и β.
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Рис. 11. Схема преобразования одного гена в разные функциональные продукты в ходе аль-

тернативного сплайсинга. Участок, соответствующий экзону 3, отсутствует в РНК при экс-

прессии вида B.

2.4 Модель, учитывающая альтернативный сплайсинг

Обратим внимание ещё на одну особенность структуры исследуемых данных. Интен-

сивности флуоресценции проб к одному гену могут меняться несогласованно (см. пример на

рисунке 12(a)). Дело в том, что пробы, имеющиеся на микрочипе, комплементарны участ-

кам, расположенным по всей длине гена, а из-за явления, известного как альтернативный

сплайсинг (см. схему на рисунке 11), некоторые участки одноцепочечной ДНК в наносимой

на микрочип смеси могут отсутствовать. Интенсивность флуоресценции пробы p, соответ-

ствующей такому участку, может оказаться низкой даже тогда, когда уровень экспрессии

гена высок. В этом случае модельная интенсивность Îpk будет выше фактической интен-

сивности Ipk, и слагаемое d
(α,β)
AB

(

Ipk, Îpk

)

может внести существенный вклад в суммарную

ошибку. В результате получаемые по данным оценки коэффициентов сродства ap будут за-

ниженными. Как видно на рисунке 12(b), остатки модели (40) получаются не случайными,

что указывает на возможность построения улучшенной модели, учитывающей эффект аль-

тернативного сплайсинга.

Для уменьшения воздействия на модель проб с интенсивностью, низкой из-за альтер-

нативного сплайсинга, была построена следующая итеративная процедура. Настроив нели-

нейную модель, рассчитаем ошибку приближения интенсивностей флуоресценции с весами,
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(a) интенсивности флуоресценции проб

(b) остатки модели, учитывающей коэффициенты сродства

Рис. 12. Тепловые карты, (a) — интенсивностей флуоресценции проб одного гена; (b) — остат-

ков модели (40), настроенной для этого гена. Красный соответствует наибольшим значениям

признака, зелёный — наименьшим.
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пропорциональными концентрациям и обратно пропорциональными фактическим интенсив-

ностям:

epk =
Îpk − Ipk
Ipk

· cg(p)k.

Для проб, затронутых эффектом альтернативного сплайсинга, значение ошибки будет боль-

шим, тем больше, чем больше экспрессия гена и чем меньше интенсивность флуоресценции

пробы. Отберём 5% проб, дающих наибольшую ошибку epk, и создадим матрицу бинарных

весов W ∈ {0, 1}P×K , заполненную следующим образом:

wpk =











1, epk < e0.95,

0, epk > e0.95.

Здесь e0.95 — 95% выборочный квантиль epk. На следующем шаге итерационного процесса

при обновлении a и c будем учитывать только те компоненты производных, которые име-

ют в матрице W ненулевые веса. Для этого встроим полученные веса в обновления муль-

типликативного алгоритма неотрицательного матричного разложения согласно (38). Будем

чередовать настройку модели с переопределением матрицы весов интенсивностей флуорес-

ценции проб. В организованном таким образом процессе на каждом шаге исключается из

рассмотрения 5% интенсивностей; предварительные эксперименты показали, что в среднем

после исключения 25% интенсивностей дальнейшие итерации не приводят к значительным

изменениям модели.

Поскольку часть интенсивностей флуоресценции не учитывается моделью, логично не

учитывать их при вычислении функционала метода согласования вклада. Для этого внесём

поправки в формулу (13), заменив суммирование по всей матрице данных суммированием

по элементам с ненулевыми весами:

J (P, α, β) =



















1
β

∑

i,j : wij>0

pαij

(

1
2β
pαij

(

pβij − qβij
)2

− pβij (α + β + 1) + qβij (α+ 1)

)

, β 6= 0,

∑

i,j : wij>0

pαij

(

ln
qij
pij

(

pαij
2
ln

qij
pij

+ α + 1
)

− 1
)

, β = 0.

2.4.1 Результаты экспериментов

Модель, учитывающая альтернативный сплайсинг, была настроена при α = −3 : 0.5 : 3,

β = −3 : 0.5 : 3, а также при α = −1 : 0.25 : 3, β = −1 : 0.25 : 1. Полученные значения
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функционала согласования вклада и рассматриваемых функционалов качества полученных

оценок приведены на рисунке 13. Минимум функционала согласования вклада достигается

при α = −0.75, β = 0.75.

Значения функционалов качества модели, полученной при оптимальных значениях па-

раметров α и β, приведены в таблице 5. Вариабельность оценок экспрессии на технических

репликатах и нелинейность оценок экспрессии полученной модели ниже, чем RMA, а ошибка

восстановления пропорций тканеспецифичных генов незначительно больше.

2.5 Модель, учитывающая кросс-гибридизацию

При изготовлении микрочипов пробы выбираются таким образом, чтобы их после-

довательность в точности соответствовала уникальному участку определённого гена и не

соответствовала последовательностям других генов. Однако на практике оказывается, что

для многих проб существуют гены, последовательность которых частично комплементарна

последовательности пробы (см. пример на рисунке 14). В таком случае проба тоже может

вступить в реакцию с геном; эта реакция называется кросс-гибридизацией. Неоднократно от-

мечалось, что она вносит существенный вклад в интенсивность флуоресценции проб [24, 40].

В рамках линейной модели интенсивности флуоресценции учесть кросс-гибридизацию

достаточно просто: нужно использовать приближение матрицы интенсивностей с помощью

неотрицательного матричного разложения ранга G:

Ipk ≈ Îpk =

G
∑

g=1

apgcgk.

Однако в такой модели слишком много параметров, поскольку она предполагает, что флуо-

ресценция каждой пробы зависит от уровня экспрессии каждого гена. С точки зрения при-

кладной задачи это предположение слишком пессимистично по отношению к микрочиповой

технологии. Чтобы снизить число параметров модели и получить более интерпретируемый

результат, можно заранее обнулить коэффициенты сродства apg в случаях, когда последова-

тельности пробы p и гена g имеют мало общего.

Для определения сходства генов и проб была использована предоставленная произво-

дителем микрочипов информация о последовательностях проб [13] и их целевых генов [14].

Для каждой пары проба-ген было определено максимальное число комплементарных нук-
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(a) функционал согласования вклада,

двойная логарифмическая шкала (лога-

рифм модуля, взятый со знаком)

(b) ошибка воспроизводимости коэф-

фициентов сродства, логарифмическая

шкала

(c) ошибка воспроизводимости оценок

экспрессии

(d) вариабельность оценок экспрессии

между техническими репликатами, ло-

гарифмическая шкала

(e) степень нелинейности оценок экс-

прессии, логарифмическая шкала

(f) ошибка восстановления пропорций

для тканеспецифичных генов

Рис. 13. Качество моделей, учитывающих эффект альтернативного сплайсинга, при различ-

ных α и β.
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Рис. 14. Последовательность пробы 432:309 в сравнении с участками последовательностей

специфичного ей гена GRIA1 и других генов, РНК которых может вступать в реакцию кросс-

гибридизации.

Рис. 15. Распределение среднего числа генов, соответствующих пробе в зависимости от числа

комплементарных нуклеотидов.

леотидов npg; распределение среднего числа генов, комплементарных пробе, в зависимости

от величины npg показано на рисунке 15. Некоторые результаты расчётов оказались неожи-

данными: оказалось, что, во-первых, около 0.5% проб не полностью комплементарны генам,

которым приписаны по аннотации; во-вторых, что около 1% проб полностью комплементар-

ны не только тем генам, которым приписаны по аннотации. По всей видимости, это связано

с тем, что информация о геноме человека обновляется чаще, чем аннотация микрочипов.

На основании полученных оценок сходства последовательностей проб и генов была
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сформирована матрица бинарных весов WA ∈ {0, 1}P×G, заполненная следующим образом:

wA
pk =











1, npg > 20,

0, npg < 20.

Полученная матрица была встроена в обновления A мультипликативного алгоритма неотри-

цательного матричного разложения:

A←WA ⊗max
(

ε, A⊗
(((

P [α] ⊗Q[β−1]
)

XT
)

⊘
(

Q[α+β−1]XT
))[ω′(α,β)]

)

.

В результате на каждой итерации алгоритма элементы, соответствующие коэффициентам

сродства пробы, комплементарной гену менее, чем на 20 нуклеотидов, обнуляются.

Отметим, что в рассматриваемой модели выполняются условия единственности неот-

рицательного матричного разложения, описанные в разделе 1.1: матрица A содержит диаго-

нальную подматрицу, поскольку для каждого гена существует хотя бы одна проба, компле-

ментарная только его последовательности.

2.5.1 Результаты экспериментов

Модель, учитывающая кросс-гибридизацию, была настроена при α = −3 : 0.5 : 3,

β = −3 : 0.5 : 3, а также при α = −1 : 0.25 : 1, β = −1 : 0.25 : 1. Значения функцио-

нала согласования вклада и рассматриваемых функционалов качества полученных оценок

(за исключением ошибки воспроизводимости коэффициентов сродства, не определённой для

данной модели) приведены на рисунке 16.

Минимум функционала согласования вклада достигается при α = −0.5, β = 0.75.

Значения функционалов качества модели, полученной при оптимальных значениях па-

раметров α и β, приведены в таблице 5. Вариабельность оценок экспрессии на технических

репликатах и нелинейность оценок экспрессии полученной модели ниже, чем RMA, а ошибка

восстановления пропорций тканеспецифичных генов незначительно больше.
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(a) функционал согласования вклада,

двойная логарифмическая шкала (лога-

рифм модуля, взятый со знаком)

(b) ошибка воспроизводимости оценок

экспрессии

(c) вариабельность оценок экспрессии

между техническими репликатами, ло-

гарифмическая шкала

(d) степень нелинейности оценок экс-

прессии, логарифмическая шкала

(e) ошибка восстановления пропорций

для тканеспецифичных генов

Рис. 16. Качество моделей, учитывающих эффект кросс-гибридизации, при различных α и β.
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Глава 3

Комплекс программ

Предложенные методы неотрицательного матричного разложения и обработки дан-

ных ДНК-микрочипов были реализованы в созданном программном комплексе. Входящие

в него модули позволяют применять рассматривавшиеся в работе алгоритмы неотрицатель-

ного матричного разложения с функционалом потерь из семейства АБ-дивергенций, а также

адаптации функционала методом согласования вклада, к произвольным данным. С другой

стороны, программный комплекс даёт возможность обработки данных экспериментов с ДНК-

микрочипами с использованием предложенных в главе 2 моделей.

Основная часть комплекса создана на платформе Matlab, кроме модуля, отвечающего

за чтение и предобработку данных ДНК-микрочипов Affymetrix Human Gene 1.0 ST в фор-

мате *.CEL — он использует платформу Bioconductor языка R [41], предоставляющую ряд

свободно распространяемых пакетов, реализующих распространённые методы предобработ-

ки.

Программный комплекс состоит из следующих частей:

• модуль неотрицательного матричного разложения с фиксированным функционалом по-

терь ABNMFFixed;

• модуль адаптивного неотрицательного матричного разложения ABNMFAdaptive;

• модуль чтения и предобработки данных экспериментов с ДНК-микрочипами

PreprocessArrays;

• модуль настройки параметров моделей, описанных в разделах 2.3, 2.4 и 2.5 TuneModel;

• модуль оценки экспрессии генов на основании настроенных моделей EstimateExpression.
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3.1 Модуль неотрицательного матричного разложения

с фиксированным функционалом потерь

В модуле ABNMFFixed реализован алгоритм неотрицательного матричного разложе-

ния с фиксированным функционалом потерь из семейства АБ-дивергенций. Проводится раз-

ложение с помощью мультипликативного ε-модифицированного алгоритма, включая полу-

чение начального приближения и вычисления критерия останова, а также ε-прореживание.

На вход принимаются матрица P размера m×n c неотрицательными элементами, ранг

разложения r, параметры функционала потерь α и β, неотрицательные параметры отделения

от нуля ε (значение по умолчанию — 10−10) и критерия останова ǫ (значение по умолчанию —

10−7). Необязательные параметры: бинарная матрица весов W размера m×n для настройки

матричного разложения без учёта элементов P , соответствующих нулевым wij; бинарная

матрица WA размера m× r, задающая структуру разреженности фактора A — ненулевыми

могут быть только те элементы в A, которым соответствуют wA
ik = 1.

На выход подаются неотрицательные матрицы-факторы A и X размеров m× r и r× n
соответственно.

Приведём схему алгоритма, реализованного в данном модуле, для случая, когда мат-

рицы W и WA не заданы.

Вход: P ∈ R
m×n
+ , ранг разложения r, значения параметров α и β, параметр отделения от

нуля ε > 0, параметр критерия останова ǫ.

Выход: A ∈ R
m×r
+ , X ∈ R

r×n
+ .

// получение начального приближения для матриц A и X:

(uk, sk,vk), k = 1, . . . , r — r наибольших сингулярных троек P ;

a1 = u1
√
s1, x1 = v1

√
s1;

Цикл // k = 2,. . . ,r

u+ε
k = uk ⊗ [uk > ε], u−ε

k = uk ⊗ [uk < ε];

v+ε
k = vk ⊗ [vk > ε], v−ε

k = vk ⊗ [vk < ε];

ak =











u+ε
k

√
sk,

∥

∥u+ε
k

∥

∥

∥

∥v+ε
k

∥

∥ >
∥

∥u−ε
k

∥

∥

∥

∥v−ε
k

∥

∥ ,

u−ε
k

√
sk,

∥

∥u+ε
k

∥

∥

∥

∥v+ε
k

∥

∥ 6
∥

∥u−ε
k

∥

∥

∥

∥v−ε
k

∥

∥ ;

79



xk =











v+ε
k

√
sk,

∥

∥u+ε
k

∥

∥

∥

∥v+ε
k

∥

∥ >
∥

∥u−ε
k

∥

∥

∥

∥v−ε
k

∥

∥ ,

v−ε
k

√
sk,

∥

∥u+ε
k

∥

∥

∥

∥v+ε
k

∥

∥ 6
∥

∥u−ε
k

∥

∥

∥

∥v−ε
k

∥

∥ ;

A0 = [a1 . . . ar], X0 =
[

xT
1 . . .x

T
r

]T
;

ω′ =



























1
1−β

, β
α
< 1

α
− 1,

1
α
, β

α
∈
[

1
α
− 1, 1

α

]

,

1
α+β−1

, β
α
> 1

α
.

∇AD
(α,β)
AB (P,A0X0) =











1
α

(

(A0X0)
[β−1] ⊗

(

(A0X0)
[α] − P [α]

))

(X0)
T
, α 6= 0,

(

(A0X0)
[β−1] ⊗ ln ((A0X0)⊘ P )

)

(X0)
T
, α = 0;

∇XD
(α,β)
AB (P,A0X0) =











1
α
(A0)

T
(

(A0X0)
[β−1] ⊗

(

(A0X0)
[α] − P [α]

))

, α 6= 0,

(A0)
T
(

(A0X0)
[β−1] ⊗ ln ((A0X0)⊘ P )

)

, α = 0;

∇p
AD

(α,β)
AB (P,A0X0) = −∇−

AD
(α,β)
AB (P,A0X0)⊗ [A0 > ε] ;

∇p
XD

(α,β)
AB (P,A0X0) = −∇−

XD
(α,β)
AB (P,A0X0)⊗ [X0 > ε];

△0 =
√

‖∇p
AD (P,A0X0)‖2F + ‖∇p

XD (P,A0X0)‖2F ;

// поиск неотрицательного матричного разложения:

Цикл // t=1,2,. . .

X t = max
(

ε,X t−1⊗
((

(

At
)T
(

P [α] ⊗
(

At−1X t−1
)[β−1]

))

⊘

⊘
(

(

At−1
)T (

At−1X t−1
)[α+β−1]

))[ω′]
)

;

At = max
(

ε, At−1⊗
(((

P [α] ⊗
(

At−1X t
)[β−1]

)

(

X t
)T
)

⊘

⊘
(

(

At−1X t
)[α+β−1] (

X t
)T
))[ω′]

)

;

∇AD
(α,β)
AB (P,AtX t) =











1
α

(

(AtX t)
[β−1] ⊗

(

(AtX t)
[α] − P [α]

))

(X t)
T
, α 6= 0,

(

(AtX t)
[β−1] ⊗ ln ((AtX t)⊘ P )

)

(X t)
T
, α = 0;

∇XD
(α,β)
AB (P,AtX t) =











1
α
(At)

T
(

(AtX t)
[β−1] ⊗

(

(AtX t)
[α] − P [α]

))

, α 6= 0,

(At)
T
(

(AtX t)
[β−1] ⊗ ln ((AtX t)⊘ P )

)

, α = 0;

∇p
AD

(α,β)
AB (P,AtX t) = −∇−

AD
(α,β)
AB (P,AtX t)⊗ [At > ε] ;

∇p
XD

(α,β)
AB (P,AtX t) = −∇−

XD
(α,β)
AB (P,AtX t)⊗ [X t > ε];

△t =
√

‖∇p
AD (P,AtX t)‖2F + ‖∇p

XD (P,AtX t)‖2F
пока △t

△0
> ǫ;
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// ε-прореживание:

A = At ⊗ [At > ε] , X = X t ⊗ [X t > ε] .

3.2 Модуль адаптивного неотрицательного матричного

разложения

В модуле ABNMFAdaptive реализован метод адаптации функционала потерь неотри-

цательного матричного разложения, основанный на согласовании вклада.

На вход принимаются матрица P размера m×n c неотрицательными элементами, ранг

разложения r, параметры функционала потерь α и β, неотрицательные параметры отделения

от нуля ε (значение по умолчанию — 10−10) и критерия останова ǫ (значение по умолчанию —

10−7), а также множество Ω значений параметров α и β, среди которых будет производится

поиск оптимальных. Необязательные параметры: бинарная матрица весов W размера m× n
для настройки матричного разложения без учёта элементов P , соответствующих нулевым

wij; бинарная матрица WA размера m×r, задающая структуру разреженности фактора A —

ненулевыми могут быть только те элементы в A, которым соответствуют wA
ik = 1.

На выход подаются оптимальные в смысле функционала согласования вклада значения

параметров (α∗, β∗) ∈ Ω, а также полученные при этих α = α∗, β = β∗ неотрицательные

матрицы-факторы A∗ и X∗ размеров m× r и r × n соответственно.

Приведём схему алгоритма, реализованного в данном модуле.

Вход: P ∈ R
m×n
+ , ранг разложения r, множество Ω значений параметров α и β, параметр

отделения от нуля ε > 0, параметр критерия останова ǫ.

Выход: A∗ ∈ R
m×r
+ , X∗ ∈ R

r×n
+ , оптимальные значений параметров α∗, β∗.

Цикл // ∀ (α, β) ∈ Ω

(A (α, β) , X (α, β)) = ABNMFFixed
(

P, r, α, β, ε, ǫ,W,WA
)

;

Q = AX;

J (P, α, β) =



















1
β

∑

i,j

pαij

(

1
2β
pαij

(

pβij − qβij
)2

− pβij (α+ β + 1) + qβij (α + 1)

)

, β 6= 0,

∑

i,j

pαij

(

ln
qij
pij

(

pαij
2
ln

qij
pij

+ α + 1
)

− 1
)

, β = 0.

(α∗, β∗) = argmin
(α,β)∈Ω

J (P, α, β);
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A∗ = A (α∗, β∗) , X∗ = X (α∗, β∗).

3.3 Модуль чтения и предобработки данных эксперимен-

тов с ДНК-микрочипами

Модуль PreprocessArrays предназначен для чтения исходных данных экспериментов

с ДНК-микрочипами Affymetrix Human Gene 1.0 ST в стандартном формате *.CEL, их пре-

добработки и преобразования в матричный вид.

На вход принимается список файлов в формате *.CEL, каждый из которых соответ-

ствует одному ДНК-микрочипу, а также следующие параметры, задающие предобработку

данных.

• Параметр background определяет метод фоновой поправки. Фоновой поправкой назы-

вается вычитание из интенсивностей флуоресценции проб каждого микрочипа уровня

фонового свечения. Параметр может принимать следующие значения:

– ’none’ — фоновая поправка отсутствует;

– ’minimum’ — за фоновое свечение принимается минимальное значение интенсив-

ности на каждом чипе;

– ’RMA’ — предполагается, что интенсивности флуоресценции проб микрочипа зада-

ются смесью нормально распределённого фонового шума и экспоненциально рас-

пределённого сигнала:

Ipk = Bk + Sg(p)k, Bk ∼ N
(

µk, σ
2
k

)

, Sg(p)k ∼ exp
(

αg(p)k

)

;

параметры µk, σk и αg(p)k оцениваются по микрочипу, и в качестве фонового све-

чения принимается значение µ̂k [21];

– ’MAS’ — для оценки фонового свечения микрочип делится на прямоугольные об-

ласти, в каждой из которых рассчитывается 2% квантиль интенсивностей; фоно-

вое свечение в каждой точке микрочипа оценивается как взвешенное среднее этих

значений с весами, пропорциональными расстояниям до центров прямоугольных

областей [10];
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– ’PM-GCBG’ — фоновое свечение на каждом микрочипе определяется как медиана

интенсивностей флуоресценции проб категории «control->bgp->antigenomic» (см.

таблицу 3) [12].

• Параметр normalize определяет метод нормализации. Нормализацией называется вы-

равнивание средних значений, квантилей или других характеристик распределения ин-

тенсивностей флуоресценции проб на микрочипах с целью учёта неспецифической ва-

риации эксперимента. Параметр может принимать следующие значения:

– ’none’ — нормализация не производится;

– ’median’ — интенсивности флуоресценции проб нормируются таким образом, чтобы

их медиана на каждом чипе была равно 80;

– ’quantiles’ — производится квантильная нормализация (преобразование вида

Ipk ← F−1 (Gk (Ipk)), где Gk — эмпирическое распределение интенсивностей флуо-

ресценции проб на чипе, F — эмпирическое распределение усреднённых по всем

микрочипам элементов вариационных рядов интенсивностей флуоресценции) [21];

– ’loess’ — итерационно перебираются пары микрочипов, для каждой пары методом

LOESS подбирается нормализующее преобразование, провецц повторяется, пока

интенсивности не перестают существенно меняться [36];

– ’contrasts’ — данные преобразовываются в контрасты, нормализуются при помо-

щи циклической локальной регрессии, а затем выполняется обратный переход от

контрастов к данным [106].

На выход подаются матрица I предобработанных интенсивностей флуоресценции раз-

мера P×K, где P = 735 479 — число проб микрочипа, отобранных для дальнейшего анализа,

K — число *.CEL-файлов, поданных на вход модулю, а также вектор probeId идентифика-

торов проб длины P и вектор geneId идентификаторов генов, к которым относятся пробы

(также длины P ).
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3.4 Модуль настройки параметров моделей

Модуль TuneModel позволяет настроить каждую из моделей, предложенных в разде-

лах 2.3, 2.4, 2.5, на матрице интенсивностей, полученной на выходе модуля чтения и предо-

бработки.

На вход принимаются матрица предобработанных интенсивностей I, векторы иденти-

фикаторов проб и генов probeId и geneId, идентификатор настраиваемой модели modelId и её

параметры.

Если параметр modelId принимает значение ’affinity’, настраивается описанная в разде-

ле 2.3 модель, учитывающая коэффициенты сродства. Для проб, соответствующих каждому

geneId, с помощью модуля ABNMFFixed находится неотрицательное матричное разложение

ранга r = 1. Поскольку по каждому гену задача решается независимо, вычисления могут

быть распараллелены на указанное число процессоров. Дополнительные параметры: пара-

метры функционала потерь α и β, неотрицательные параметры отделения от нуля ε (значение

по умолчанию — 10−10) и критерия останова ǫ (значение по умолчанию — 10−7).

Если параметр modelId принимает значение ’splicing’, настраивается описанная в раз-

деле 2.4 модель, учитывающая эффект альтернативного сплайсинга. Запускается итераци-

онный процесс, повторяющийся nIter раз:

• для проб, соответствующих каждому geneId, с помощью модуля ABNMFFixed находит-

ся неотрицательное матричное разложение ранга r = 1 с матрицей весов W ;

• веса обновляются по следующему правилу:

epk =
Îpk − Ipk
Ipk

· cg(p)k,

wpk =











1, epk < e0.95,

0, epk > e0.95,

где e0.95 — 95% выборочный квантиль epk.

На первой итерации матрица весов W заполнена единицами.

Поиск разложения осуществляется независимо для каждого гена, и вычисления могут

быть распараллелены на указанное число процессоров. Дополнительные параметры: пара-
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метры функционала потерь α и β, неотрицательные параметры отделения от нуля ε (значе-

ние по умолчанию — 10−10) и критерия останова ǫ (значение по умолчанию — 10−7), число

итераций по удалению проб nIter.

Если параметр modelId принимает значение ’cross’, настраивается описанная в раз-

деле 2.5 модель, учитывающая эффект кросс-гибридизации. Дополнительные параметры:

параметры функционала потерь α и β, неотрицательные параметры отделения от нуля ε

(значение по умолчанию — 10−10) и критерия останова ǫ (значение по умолчанию — 10−7),

число итераций по удалению проб nIter. кроме того, на вход модуля подаётся бинарная матри-

ца WA, задающая структуру разреженности матрицы коэффициентов сродства A. Все гены

разбиваются на такие группы, что все веса WA коэффициентов сродства проб одной группы

генам другой группы равны нулю. Для каждой группы поиск разложения осуществляется

независимо, и вычисления могут быть распараллелены на указанное число процессоров.

На выход подаются матрица C оценок экспрессии генов размером G×K, где G — число

генов, K — число микрочипов, и матрица A коэффициентов сродства размером P × G, где

P — число проб.

3.5 Модуль оценки экспрессии генов на основании на-

строенных моделей

Модуль EstimateExpression позволяет оценить экспрессию генов с использованием од-

ной из предложенных моделей ДНК-микрочипа Affymetrix Human Gene 1.0 ST .

На вход принимаются матрица I интенсивностей флуоресценции проб анализируемых

микрочипов, созданная модулем PreprocessArrays, векторы вектор probeId идентификато-

ров проб geneId идентификаторов генов, а также индикатор используемой модели modelId.

Параметр modelId может принимать значения ’affinity’, ’splicing’ и ’cross’, соответствую-

щие моделям, учитывающим коэффициенты сродства, эффекты альтернативного сплайсинга

и кросс-гибридизации. Для каждой модели выбирается соответствующая матрица коэффи-

циентов сродства A, настроенная с помощью модуля TuneModel на большой выборке мик-

рочипов, описанной в разделе 2.2, с функционалом потерь, выбранным с помощью модуля

ABNMFAdaptive, а также значения оптимальных параметров АБ-дивергенции α∗ и β∗, по-
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лученные в результате применения ABNMFAdaptive.

На выход подаётся матрица C оценок экспрессии генов размером G×K, где G — число

генов, K — число микрочипов, полученная как решение задачи

C∗ = argmin
C>0

D
(α∗,β∗)
AB (I, AC) .

Дополнительные параметры итерационного процесса — неотрицательные константы отделе-

ния от нуля ε (значение по умолчанию — 10−10) и критерия останова ǫ (значение по умолча-

нию — 10−7).
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Заключение

Основные результаты данной работы заключаются в следующем.

1. Предложен метод адаптивного выбора функции потерь в задаче неотрицательного мат-

ричного разложения из семейства АБ-дивергенций, основанный на согласовании вкла-

да.

2. Предложен ε-модифицированный мультипликативный алгоритм неотрицательного

матричного разложения с АБ-дивергенцией в качестве функции потерь; доказана его

глобальная сходимость к стационарной точке отделённой от нуля оптимизационной за-

дачи.

3. Предложен метод ε-прореживания решения ε-модифицированного мультипликативного

алгоритма; доказано, что в получаемой с его помощью точке условия стационарности

исходной оптимизационной задачи выполняются с точностью до O (ε).

4. Предложен ряд моделей данных экспериментов с ДНК-микрочипами, учитывающих

коэффициенты сродства, эффекты альтернативного сплайсинга и кросс-гибридизации.

5. Создан программный комплекс обработки данных экспериментов с ДНК-микрочипа-

ми, позволяющий получать более точные оценки экспрессии генов по сравнению с су-

ществующими аналогами.
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[106] Åstrand, M. (2003). Contrast normalization of oligonucleotide arrays. Journal of

Computational Biology: A Journal of Computational Molecular Cell Biology, 10(1), 95–102.

101


	Введение
	1 Неотрицательное матричное разложение
	Общие сведения
	Функционал потерь
	Выбор оптимальных параметров  и  АБ-дивергенции
	Поиск неотрицательного матричного разложения при фиксированных значениях параметров  и 
	Сходимость мультипликативных методов неотрицательного матричного разложения
	Случай ==1 (норма Фробениуса)
	Случай произвольных  и 

	Особенности оптимизации
	Начальное приближение
	Критерий останова
	Обработка пропусков и выбросов


	2 Оценка экспрессии генов по ДНК-микрочипам
	Общие сведения
	Данные
	Модель, учитывающая коэффициенты сродства
	Критерии качества
	Критерии воспроизводимости на разбиениях выборки
	Критерии качества на данных эксперимента со смесями

	Результаты экспериментов

	Модель, учитывающая альтернативный сплайсинг
	Результаты экспериментов

	Модель, учитывающая кросс-гибридизацию
	Результаты экспериментов


	3 Комплекс программ
	Модуль неотрицательного матричного разложения с фиксированным функционалом потерь
	Модуль адаптивного неотрицательного матричного разложения
	Модуль чтения и предобработки данных экспериментов с ДНК-микрочипами
	Модуль настройки параметров моделей
	Модуль оценки экспрессии генов на основании настроенных моделей

	Заключение
	Список иллюстраций
	Список таблиц
	Список литературы

