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Öåëè èññëåäîâàíèÿ

Öåëü èññëåäîâàíèÿ: ñîçäàòü ìåòîä âûáîðà ìóëüòèìîäåëåé

ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé áàíêîâñêîãî êðåäèòíîãî ñêîðèíãà.

Ìîòèâàöèÿ: Ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äå-�àêòî

ñòàíäàðòîì â áàíêîâñêîì ñêîðèíãå, ìóëüòèìîäåëè ÿâëÿþòñÿ

èíòåðïðåòèðóåìûì îáîáùåíèåì, ïîçâîëÿþùèì ó÷èòûâàòü

íåîäíîðîäíîñòè â äàííûõ.

Ïðîáëåìà: ìóëüòèìîäåëü ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøîå ÷èñëî

ïîõîæèõ ìîäåëåé, ÷òî âåäåò ê åå íåèíòåðïðåòèðóåìîñòè è

íèçêîìó êà÷åñòâó ïðîãíîçà. Ïðèçíàêîâûå ïðîñòðàíñòâà ìîäåëåé

ìîãóò íå ñîâïàäàòü, â ÷àñòíîñòè èìåòü ðàçíóþ ðàçìåðíîñòü.

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è: àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

ìóëüòèìîäåëè ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé �óíêöèè ñðàâíåíèÿ

ìîäåëåé.
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Ìóëüòèìîäåëè: Ñìåñè ìîäåëåé è ìíîãîóðîâíåâûå

ìîäåëè

Ñìåñü ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé �

ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü âèäà

f =
K
∑

k=1

πkfk(wk), ãäå

K
∑

k=1

πk = 1, πk ≥ 0.
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Ìíîãîóðîâíåâàÿ ðåãðåññèîííàÿ

ìîäåëü � íàáîð ðåãðåññèîííûõ

ìîäåëåé fk, k = 1, . . . ,K òàêîé, ÷òî

ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

îáúåêòîâ I = ⊔K
k=1Ik äëÿ âñåõ

îáúåêòîâ ñ èíäåêñàìè èç Ik
èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü fk.
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Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñìåñè ìîäåëåé

�èïîòåçà ïîðîæäåíèÿ äàííûõ:

Ñýìïëèðóåì âåñà (π1, . . . , πK) ìîäåëåé èç íåêîòîðîãî

àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, π ∼ q(π|α).
Ñýìïëèðóåì ïàðàìåòðû êàæäîé èç ìîäåëåé èç íåêîòîðîãî

àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ wj ∼ pj(wj).

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi âûáèðàåì ìîäåëü mi, êîòîðîé îí

îïèñûâàåòñÿ, ïðè÷åì p(mi = k) = πk.

Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà xi îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå öåëåâîé

ïåðåìåííîé yi â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ mi:

yi ∼ Be(fmi
(xi, wmi

)).

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ìóëüòèìîäåëè

p(y, w1, . . . , wK , π|X) =

q(π|α)
n
∏

j=1

pj(wj)

m
∏

i=1

(

K
∑

k=1

πkfk(xi, wk)
yi(1− fk(xi, wk))

1−yi

)

.

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå 4 / 1



Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè è àäåêâàòíîñòè ìóëüòèìîäåëè

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèìîäåëü, çàäàííóþ

ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì p(y, w1, . . . , wK, π|X)
(s, α)-àäåêâàòíîé, åñëè ìîäåëè, åå ñîñòàâëÿþùèå, ÿâëÿþòñÿ

ïîïàðíî ñòàòèñòè÷åñêè ðàçëè÷èìûìè ñ ïîìîùüþ �óíêöèè

áëèçîñòè s íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α.
Ìíîæåñòâî âñåõ (s, α)-àäåêâàòíûõ ìîäåëåé îáîçíà÷èì Ms, α.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèìîäåëü îïòèìàëüíîé,

åñëè îíà îáëàäàåò íàèáîëüøåé îáîñíîâàííîñòüþ

[q(π|α), p1(w1), . . . , pK(wK)] = argmax
q, p1, ..., pK

p(y|X) =

argmax
q, p1, ..., pK

∫

p(y, w1, . . . , wK , π|X)dw1 . . . dwKdπ.

Îöåíêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàðàìåòðîâ

è âåñîâ ìóëüòèìîäåëè

[π, w1, . . . , wK ] = argmax
π,w1, ...,wK

p(π, w1, . . . , wK |X, y).
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EM-àëãîðèòì äëÿ ñìåñè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñìåñè ìîäåëåé

Ââåäåì ñêðûòûå ïåðåìåííûå {zik}, òàêèå, ÷òî
K
∑

k=1

zik = 1 è

zik = 1 îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò (xi, yi) îòíîñèòñÿ ê ìîäåëè k.

p(π|α) =















0, min
k

πk = 0,

Γ(Kα)

ΓK(α)

K
∏

k=1

πα−1

k , èíà÷å.

p(y, Z, π, w1, . . . , wK |X, A1, . . . , AK) =

K
∏

k=1

pk(wk|0, A−1

k )

Γ(Kα)

ΓK(α)

K
∏

k=1

πα−1

k

m
∏

i=1

K
∏

k=1

{πkf(xi, wk)
yi(1− f(xi, wk))

1−yi}zik .

E-øàã

γik = Ezik =
πkf(xi, wk)

yi(1− f(xi, wk))
1−yi

∑K
j=1

πjf(xi, wj)yi(1− f(xi, wj))1−yi
.
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M-øàã

l̃(y, π, w1, . . . , wK |X) = EZ[− logL(y, π, Z, w1, . . . , wK |X)] =

−
m
∑

i=1

K
∑

k=1

γik{log πk + yi log(f(xi, wk)) + (1− yi) log(1− f(xi, wk))}

+
K
∑

k=1

(α− 1) log πk +
K
∑

k=1

logN(wk|0, A−1

k ) + const.

πk =



















0,
m
∑

i=1

γik + α− 1 < 0,

∑m
i=1

γik + α− 1
∑

l:γil+α−1>0
(
∑m

i=1
γil + α− 1)

, èíà÷å.

.

l̃(w1, . . . ,wK , π|X, y) = −
K
∑

k=1

{log πk
m
∑

i=1

γik}+
K
∑

k=1

l̃k(wk|X, y).

∂l̃k
∂wk

= XTΓk(f − y) +Akwk,

Hk = X
T

RkX+Ak,

Rk = diag(γikf(x
T

i wk)f(−xT

i wk)).

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå 7 / 1



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé

Ïóñòü f1 è f2 äâå ìîäåëè, w1, w2 � âåêòîðû ïàðàìåòðîâ

ìîäåëåé f1 è f2;

Âûáîðêè (X1, y1) è (X2, y2), y1,i = f1(x1,i, w1),
y2,i = f2(x2,i, w2);

Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïàðàìåòðû ìîäåëåé

w1 ∼ p1(w), w2 ∼ p2(w);

Àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ p(w1|X1, y1) è
p(w2|X2, y2) åñòü g1(w) è g2(w) ñîîòâåòñòâåííî.

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü �óíêöèþ áëèçîñòè, îïðåäåëåííóþ íà

ïàðå ðàñïðåäåëåíèé g1(w) è g2(w). Òðåáîâàíèÿ ê �óíêöèè

áëèçîñòè èçëîæåíû äàëåå.
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Òðåáîâàíèÿ ê �óíêèè ñõîäñòâà s

Òðåáîâàíèÿ

1 Îïðåäåëåíà â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ íîñèòåëåé.

2 s(g1, g2) ≤ s(g1, g1).

3 s ∈ [0, 1].

4 s(g1, g1) = 1.

5 Áëèçêà ê 1, åñëè g2(w) ìàëîèí�îðìàòèâíîå
ðàñïðåäåëåíèå.

6 Ñèììåòðè÷íà: s(g1, g2) = s(g2, g1).

Òåîðåìà

�àññòîÿíèÿ Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà, Õåëëèíãåðà,

Äæåíñîíà-Øåííîíà, Áõàòòà÷àðàéà íå óäîâëåòâîðÿþò

òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà ðàñïðåäåëåíèé.
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�àññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà è Äæåíñîíà-Øåííîíà

Ñëó÷àé 1, 2

�àññòîÿíèå Êóëüáàêà-Ëåéáëåðà è Äæåíñîíà-Øåííîíà

DKL(g1, g2) =

∫

g1(w) log
g1(w)

g2(w)
dw

DJS(g1, g2) =
1

2
DKL(g1,

1

2
(g1 + g2)) +

1

2
DKL(g2,

1

2
(g1 + g2)) íå

óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 DKL = ∞, åñëè g1(x) 6= 0, g2(x) = 0 íà ìíîæåñòâå

íåíóëåâîé ìåðû îòíîñèòåëüíî g1.

2 DKL(g1, g2) 6= DKL(g2, g1).

3 DKL → ∞, íàïðèìåð, äëÿ ïàðû íîðìàëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé N(0, 1) è N(0, σ2) ïðè σ2 → ∞.

4 DJS 6→ 0, íàïðèìåð, äëÿ ïàðû íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

N(0, 1) è N(0, σ2) ïðè σ2 → ∞.
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�àññòîÿíèå Õåëëèíãåðà è Áõàòòà÷àðàéà

Ñëó÷àé 3, 4

�àññòîÿíèå Õåëëèíãåðà è Áõàòòà÷àðàéà

DH(g1, g2) = 1−
∫

√

g1(w)g2(w)dw

DB(g1, g2) = − log

∫

√

g1(w)g2(w)dw íå óäîâëåòâîðÿþò

òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáå ìåðû íå èìåþò òðåáóåìîãî ñâîéñòâà äëÿ

ìàëîèí�îðìàòèâíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

DH(g1, g2) → 1, DB(g1, g2) → ∞.

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå 11 / 1



Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ áëèçîñòè

Â êà÷åñòâå ìåðû ñõîäñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ìåðà

ñõîäñòâà s-s
ore:

s(g1, g2) =

∫

w
g1(w)g2(w)dw

maxb
∫

w
g1(w − b)g2(w)dw

.

Òåîðåìà 1 (Àäóåíêî, 2014). Ïðåäëàãàåìàÿ �óíêöèÿ ñõîäñòâà

óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ê �óíêöèè ñõîäñòâà.

Ïðèìåðû:

g1(w) g2(w) s(g1, g2)

U [0, 1] U [0.5, 1.5] 0.5

U [0, 1] U [0., 1.] 1

N(0, 1) N(10, 1010) 1
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Âûðàæåíèå äëÿ s(g1, g2) äëÿ ïàðû íîðìàëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé

Òåîðåìà 2 (Àäóåíêî, 2014)

Ïóñòü g1 = N(v1, Σ1), g2 = N(v2, Σ2). Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ

s(g1, g2) èìååò âèä

s(g1, g2) =

exp
[

1

2
(Σ−1

1
v1 +Σ−1

2
v2)

T

(Σ−1
1

+Σ−1
2

)−1(Σ−1
1

v1 +Σ−1
2

v2) −

−1

2
v
T

1Σ
−1
1

v1 − 1

2
v
T

2Σ
−1
2

v2

]

.

Ñëåäñòâèå 1 Â ñëó÷àå Σ2 = 0 âûðàæåíèå äëÿ s-s
ore

s(g1, g2) = exp
[

−1

2
(v2 − v1)

T

Σ−1
1

(v2 − v1)
]

.

Ñëåäñòâèå 2 (óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ s-s
ore).

Äëÿ ñëó÷àå ïàðû íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðîâ

âûðàæåíèå äëÿ s-s
ore èìååò ñëåäóþùèé âèä

s(g1, g2) = exp
(

−1

2
(v1 − v2)

T

(Σ1 +Σ2)
−1(v1 − v2)

)

.

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå 13 / 1



�àñïðåäåëåíèå s-s
ore â óñëîâèè èñòèííîñòè ãèïîòåçû î

ñîâïàäåíèè ìîäåëåé

Òåîðåìà 3 (Àäóåíêî, 2014) Ïóñòü

Ìîäåëè f1 è f2 ñîâïàäàþò, òî åñòü w1 = w2 = w.

Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå w1, ïîëó÷åííîå ïî (X1, y1),
åñòü ŵ1 ∼ N(w1|w, Σ1)

m2 = ∞, îòêóäà ŵ2 = w.

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ s-s
ore äâóõ ìîäåëåé èìååò âèä

s(g1, g2) = exp
[

−1/2(ŵ1 −w)
T

Σ−1
1

(ŵ1 −w)
]

,

ïðè÷åì s ∼ exp [−1/2ξ], ãäå ξ ∼ χ2(n), n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 s-s
ore èìååò ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1].
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Èëëþñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿ s-s
ore äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ

ìîäåëåé, ρ = 0.9

�àññìîòðèì äâå áëèçêèå â òåðìèíàõ ‖w1 −w2‖ ìîäåëè,

‖w1‖ = ‖w2‖ = 1, corr(w1, w2) = ρ.
N1 = 10000, N2 = 10
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Çàâèñèìîñòü P(H0|H1) îò êîððåëÿöèè ìåæäó èñòèííûìè
ïàðàìåòðàìè äâóõ ìîäåëåé.

�àññìîòðèì äâå áëèçêèå â òåðìèíàõ ‖w1 −w2‖ ìîäåëè,

‖w1‖ = ‖w2‖ = 1, corr(w1, w2) = ρ.
N1 = 10000, N2 = 30
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Îáîáùåíèå òåîðåìû î ðàñïðåäåëåíèè s-s
ore íà ñëó÷àé

äâóõ êîíå÷íûõ âûáîðîê

Òåîðåìà 4 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü äëÿ êîâàðèàöèîííûõ

ìàòðèö ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé èìååì Σ2 ≪ Σ1, òî åñòü

‖Σ2‖ · ‖Σ−1
1

‖ ≪ 1. Òîãäà

2 log(s(g1, g2))
ñ.ê.−→ −(v1 −w)

T

Σ−1

1
(v1 −w) ïðè ‖Σ2‖ → 0,

s(g1, g2)
p−→ exp(−1

2
(v1 −w)

T

Σ−1
1

(v1 −w)) ïðè ‖Σ2‖ → 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû âûïîëíåíî

2 log(s(g1, g2))
p−→ −(v1 −w)

T

Σ−1
1

(v1 −w) ïðè ‖Σ2‖ → 0.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû âûïîëíåíî

−2 log(s(g1, g2))
d−→ χ2(n) ïðè ‖Σ2‖ → 0, ãäå

n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ â ìîäåëè.

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå 17 / 1



Ñâîéñòâà s-s
ore äëÿ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Òåîðåìà 5 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ìîäåëè, çàäàâàåìûå

(v1, Σ1) è (v2, Σ2) ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè, åñëè

s (N(v1, Σ1), N(v2, Σ2)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà, åñëè óêàçàííûå ìîäåëè ðàçíûå ïî ïðèâåäåííîìó

êðèòåðèþ, òî

Ìîäåëè, çàäàâàåìûå (v1, Σ1) è (v2, O) áóäóò ðàçíûìè
ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ.

Ìîäåëè, çàäàâàåìûå (v1, Σ1) è (v2, λΣ2), λ ∈ [0, 1] áóäóò
ðàçíûìè ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó êðèòåðèþ.
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Îöåíêè íà ÷èñëî ìîäåëåé

Òåîðåìà 6 (Àäóåíêî, 2014). Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ K
ìîäåëåé ñ ‖v1‖ = . . . = ‖vK‖ = λ1 > 0 è Σ1 = . . . = ΣK = λ2I.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòëè÷èìîñòè ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëåäóþùèé: ìîäåëè ñ íîìåðàìè i 6= j ðàçíûå, åñëè

s (N(vi, Σi), N(vj , Σj)) ≤ C ∈ (0, 1).

Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé,

êîòîðîå ìîæåò áûòü â íàáîðå, åñòü

Kmax =
√
π

nΓ(n+1

2
)

(n − 1)Γ(n
2
+ 1)

1
∫ θ/2
0

sinn−2 ϕdϕ
,

Çäåñü θ ∈ [0, π], cos θ = ρ = max(−1, 1 + 2λ2/λ
2
1 lnC),

n � ðàçìåðíîñòü ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì ìîæíî

ïîñòðîèòü Kmin ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé, ãäå

Kmin =
√
π

nΓ(n+1

2
)

(n− 1)Γ(n
2
+ 1)

1
∫ θ
0
sinn−2 ϕdϕ

,

Àäóåíêî Àëåêñàíäð Ìóëüòèìîäåëèðîâàíèå 19 / 1



Ïðîäîëæåíèå.

Òåîðåìà 6 (ïðîäîëæåíèå) Ïðè C, áëèçêîì ê 1, èìååì

Kmax ≈
√
π

nΓ(n+1

2
)

(n− 1)Γ(n
2
+ 1)

2
n−1

2

(1− ρ)
n−1

2

.

Kmin ≈
√
π

nΓ(n+1

2
)

(n − 1)Γ(n
2
+ 1)

1

2
n−1

2 (1− ρ)
n−1

2

.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåí ìåòîä îòáîðà îáúåêòîâ è åãî ý��åêòèâíîå

îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñìåñåé è ìíîãîóðîâíåâûõ ìîäåëåé.

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îòáîðà ïðèçíàêîâ, îñíîâàííûé íà îöåíêå

êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ

ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè ìîäåëè.

Ïîñòðîåíà �óíêöèÿ s-s
ore, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îöåíèòü

áëèçîñòü äâóõ ìîäåëåé. Äîêàçàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

ñõîäèìîñòè s(g1, g2) è log(s(g1, g2)).

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé s-s
ore ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ

îöåíêà íà ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷èìûõ ìîäåëåé.

Äàëüíåéøèå ïëàíû

�àññìîòðåòü ñòðóêòóðíûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó â àëãîðèòìå îòáîðà ïðèçíàêîâ.

Îáîáùèòü îòáîð ïðèçíàêîâ íà ìíîãîêëàññîâûé ñëó÷àé

Äîêàçàòü ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè ïðè óñëîâèè

íåèçâåñòíûõ Σ1 è Σ2

Ïîëó÷èòü îöåíêè íà ÷èñëî ìîäåëåé â ñëó÷àå íåäèàãîíàëüíûõ

êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ìîäåëåé.
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