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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà [21] èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòü

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè, íå çàâèñÿùèõ îò íåíàáëþäàåìîé

êîíòðîëüíîé âûáîðêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû óòî÷-

íÿþòñÿ îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè, à âî âòîðîé ÷àñòè âûâîäÿòñÿ ñïåöè-

àëüíûå íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàòåì îöåíèâàåòñÿ

÷àñòîòà îøèáîê íà íåíàáëþäàåìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå.
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1 Ââåäåíèå

1.1 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îáó÷åíèÿ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ [3, 10] ÿâëÿåòñÿ

ïîëó÷åíèå îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äàííàÿ çàäà÷à

ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðàññìîòðèì X � îáó÷àþùóþ âûáîðêó, ñîñòîÿùóþ èç n îáúåêòîâ, êàæäûé èç êî-

òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèé íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îïðåäåë¼ííîé íà ôèêñè-

ðîâàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, îäèíàêîâîì äëÿ âñåõ îáúåêòîâ. Îáùóþ äëÿ

âñåõ îáúåêòîâ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó áóäåì îáîçíà÷àòü P.

Ïóñòü òàêæå íàì äàí êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé F , êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü

àëãîðèòìàìè. Íàøà öåëü íàéòè ñðåäè íèõ òîò f, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò îæèäàåìûé

ðèñê

f = arg min
f∈F

∫
fdP

Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå àëãîðèòìû ôàêòè÷åñêè îòîæäåñòâëåíû ñ èõ ôóíêöèÿ-

ìè ïîòåðü. Ìèíèìèçàöèÿ îæèäàåìîãî ðèñêà � ýòî ïîèñê òàêîãî àëãîðèòìà, îæèäàå-

ìàÿ îøèáêà êîòîðîãî ìèíèìàëüíà. Íî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ìåðà P íåèçâåñòíà.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå î âûáîðå àëãîðèòìà f ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü ëèøü ïî

ðåàëèçàöèè îáó÷àþùåé âûáîðêè. Ðàçóìíûì â ýòîé ñèòóàöèè ìîæåò ïðåäñòàâèòüñÿ

ñëåäóþùèé ïîäõîä. Èìåÿ îáó÷àþùóþ âûáîðêó, ìîæíî ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ìå-

ðó Pn, ÿâëÿþùóþñÿ â øèðîêîì ñìûñëå ïðèáëèæåíèåì ðåàëüíîé ìåðû P. Çàòåì â

êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ f âûñòóïàåò àëãîðèòì

f̂ = arg min
f∈F

∫
fdPn

Ñâÿçü ìåæäó àëãîðèòìàìè f̂ è f âïåðâûå áûëà ïîäðîáíî èññëåäîâàíà â ðàìêàõ òåîðèè

Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà [18]. Â íåé èññëåäîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ïî êëàññó F îöåíêà

ðàçíîñòè ∣∣∣∣∫ fdPn −
∫
fdP

∣∣∣∣
è å¼ óêëîíåíèé îò íóëÿ, íå çàâèñÿùèõ îò P.

Ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ñòàëî ÿñíî, ÷òî îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíà â ïåðâóþ î÷åðåäü çà-

âèñèò îò ¾ãåîìåòðèè¿ êëàññà F . Â ðåçóëüòàòå âîçíèêëà ñåðèÿ îöåíîê, çàâèñÿùèõ
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îò ãëîáàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êëàññà àëãîðèòìîâ. Îäíàêî ïîëó÷åííûå îöåíêè áûëè

î÷åíü îáùèìè, ñóùåñòâåííî çàâûøåííûìè è ìèíèìàëüíî îïèðàþùèìèñÿ íà íàáëþ-

äàåìóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Áîëåå òîãî, ôàêòè÷åñêè îíè äàâàëè ëèøü äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, êîòîðûå íóæíî íàëîæèòü íà F , ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíàÿ ïî

êëàññó ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè
∣∣∫ fdPn −

∫
fdP

∣∣→ 0 ïðè n→∞.

Ñëåäóþùèì âàæíûì øàãîì â èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû áûëî ðàçâèòèå òåîðèè ýì-

ïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [13, 8] è íåðàâåíñòâ êîíöåíòðàöèè ìåðû [15]. Ñîâðåìåííûé

ïîäõîä ê îöåíêå sup
f∈F

∣∣∫ fdPn −
∫
fdP

∣∣ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà ïåðâîì ýòàïå

ïðîèçâîäèòñÿ ìàæîðèðîâàíèå äàííîé íåâû÷èñëèìîé ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå âåëè-

÷èíû îæèäàåìûì çíà÷åíèåì Ðàäåìàõåðîâñêîãî ïðîöåññà [10]

E sup
f∈F

∣∣∣∣∫ fdPn −
∫
fdP

∣∣∣∣ ≤ 2E (Rn) = 2E

(
Eε sup

f∈F

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εif(xi)

∣∣∣∣∣
)
,

ãäå E � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ìåðå P è âëèÿþùåå íà ýìïèðè÷å-

ñêóþ ìåðó Pn, εi - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå ðàâíîâåðîÿòíî

çíà÷åíèÿ ±1, à Eε - ñîîòâåòñòâóþùåå èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Îòìåòèì, ÷òî

ââåä¼ííûé ïðîöåññ çàâèñèò ëèøü îò âûáîðîê êîíå÷íîé äëèíû è ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ

ìåðîé ñëîæíîñòè êëàññà F . Êàê è îæèäàåòñÿ, âåëè÷èíà Ðàäåìàõåðîâñêîãî ïðîöåñ-

ñà êîíòðîëèðóåòñÿ ¾ãåîìåòðèåé¿ êëàññà F [10, 8, 13]. Â íåäàâíåé ðàáîòå [5] â áîëåå

îáùèõ òåðìèíàõ îïèñàíî, êàêèå ãëîáàëüíûå õàðàêòåðèòèñêè F êîíòðîëèðóþò ðåà-

ëèçàöèè Rn ñ òî÷íîñòüþ äî óíèâåðñàëüíûõ êîíñòàíò êàê ñâåðõó òàê è ñíèçó.

Çàòåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ êîíöåíòðàöèè ìåðû âûâîäÿòñÿ âåðîÿòíîñòíûå îöåí-

êè, êîíòðîëèðóþùèå îòêëîíåíèå âåëè÷èíû sup
f∈F

∣∣∫ fdPn −
∫
fdP

∣∣ îò å¼ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ, êîòîðîå ìû ìîæåì îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ââåä¼ííîãî Ðàäåìàõåðîâ-

ñêîãî ïðîöåññà. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà [15]

è ðàçëè÷íûå åãî âàðèàöèè [10]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî è ýòè íåðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóþò ãëîáàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñåìåéñòâà F . Â èòîãå ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè

âû÷èñëèìûå ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå è íå çàâèñÿùèå îò íåèçâåñòíîé ìåðû P.
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1.2 Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ

Àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ, ðàçâè-

òàÿ â [19, 21]. Ââåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ

íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû.

Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íàÿ ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ X = {x1, . . . , xL},

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A = {a1, . . . , aD} è áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü

I : A× X → {0, 1}, ãäå I(a, x) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ íà îáúåêòå x.

Âåêòîðîì îøèáîê àëãîðèòìà a íàçûâàåòñÿ áèíàðíûé âåêòîð
(
I(a, x1), . . . , I(a, xL)

)
ðàçìåðíîñòè L. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû îøèáîê âñåõ àëãîðèòìîâ èç A ïîïàðíî

ðàçëè÷íû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ A è âûáîðêè X ⊆ X ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëà è ÷à-

ñòîòû îøèáîê:

n(a,X) =
∑
x∈X

I(a, x), ν(a,X) =
n(a,X)

|X|
.

Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå µ : 2X → A, êîòîðîå ïðîèçâîëüíîé

âûáîðêå X ⊂ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé àëãîðèòì µX ∈ A.

Ìåòîä îáó÷åíèÿ µ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

(ÌÝÐ), åñëè µX ∈ A(X) äëÿ âñåõ âûáîðîê X ⊂ X, ãäå

A(X) = Arg min
a∈A

n(a,X), X ⊂ X.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ ïåðåä íàìè ñòàâèòñÿ çà-

äà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòè îøèáêè P (a) = EI(a, x) äëÿ àëãîðèòìà a = µX.

Äëÿ ýòîãî îöåíèâàåòñÿ ïðàâûé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåîáó÷åííîñòè àëãîðèòìà a �

ðàçíîñòè âåðîÿòíîñòè îøèáêè è ÷àñòîòû îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå:

Pε(µ) = P
(
X : P (µX)− ν(µX,X) ≥ ε

)
, ε ∈ (0, 1).

×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñëîæíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ, è ïî-

ëó÷èòü óíèâåðñàëüíóþ îöåíêó, ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ëþáîãî ìåòîäà, îöåíèâàåòñÿ âåðî-

ÿòíîñòü áîëüøîãî ðàâíîìåðíîãî îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû îøèáîê îò âåðîÿòíîñòè:

Pε(µ) ≤ P
(
X : sup

a

(
P (a)− ν(a,X)

)
≥ ε
)
.
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Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ îñíîâàíà íà áîëåå ñëàáûõ âåðîÿòíîñòíûõ

äîïóùåíèÿõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå L! ïåðåñòàíîâîê îáúåêòîâ êîíå÷íîé ãåíåðàëü-

íîé ñîâîêóïíîñòè X ðàâíîâåðîÿòíû. Ñàìè îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ íåñëó÷àéíûìè,

íèêàêîé ìåðû íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ íå ââîäèòñÿ, è äàæå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùå-

ñòâîâàíèå êàêèõ-òî äðóãèõ îáúåêòîâ êðîìå X. Ñëó÷àéíûì ñ÷èòàåòñÿ òîëüêî ïîðÿäîê

ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáîðêà X èç ïåðâûõ ` îáúåêòîâ íàáëþäà-

ëàñü â ïðîøëîì, âûáîðêà X̄ èç îñòàâøèõñÿ k = L− ` îáúåêòîâ ïîêà íåèçâåñòíà è áó-

äåò íàáëþäàòüñÿ â áóäóùåì. Â ýòîò ìîìåíò ìåòîäîì µ âûáèðàåòñÿ àëãîðèòì a = µX,

è èíòåðåñóåò îöåíêà ÷àñòîòû åãî îøèáîê ν(a, X̄) íà áóäóùèõ äàííûõ. Ýòà îöåíêà õà-

ðàêòåðèçóåò îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü ìåòîäà µ è íà ïðàêòèêå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáîðà ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ A èëè ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ.

Â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ïîíÿòèå ¾âåðîÿòíîñòè îøèáêè¿ íå îïðåäåëÿåòñÿ, îöåíè-

âàþòñÿ òîëüêî ÷àñòîòû îøèáîê íà êîíå÷íûõ âûáîðêàõ. Â äàëüíåéøåì âñå èñïîëüçó-

åìûå ôóíêöèè âûáîðîê X è X̄ áóäóò èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê îáú-

åêòîâ âíóòðè ýòèõ âûáîðîê. Ïîýòîìó îñíîâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî

åù¼ íåìíîãî îñëàáèòü, ñ÷èòàÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè âñå C`
L ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé ñî-

âîêóïíîñòè X = X t X̄ íà äâå âûáîðêè � íàáëþäàåìóþ îáó÷àþùóþ X äëèíû ` è

ñêðûòóþ êîíòðîëüíóþ X̄ äëèíû k.

Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìåòîäà µ íà âûáîðêå X îïðåäåëÿåòñÿ êàê äîëÿ ðàç-

áèåíèé, ïðè êîòîðûõ ÷àñòîòà îøèáîê íà êîíòðîëå ïðåâîñõîäèò ÷àñòîòó îøèáîê íà

îáó÷åíèè íà ε èëè áîëåå:

Qε(µ,X) = P
[
ν(µX, X̄)− ν(µX,X) ≥ ε

]
.

Â îòëè÷èå îò ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ëèøü áèíàðíûå ôóíêöèè ïîòåðü. Îäíàêî, ýòî îãðàíè÷åíèå äåëàåò ðàññìîò-

ðåíèå ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ A î÷åíü óäîáíûì. Ïîýòîìó ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå àëãîðèò-

ìîâA, êàê íà áèíàðíûõ âåêòîðàõ îøèáîê, åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà è ìåòðèêó
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Õýììèíãà: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A

(a ≤ b) ↔ (I(a, x) ≤ I(b, x), ∀x ∈ X);

(a < b) ↔ (a ≤ b è a 6= b);

ρ(a, b) =
L∑
i=1

[
I(a, xi) 6= I(b, xi)

]
.

Åñëè a ≤ b è ïðè ýòîì ρ(a, b) = 1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a ïðåäøåñòâóåò b è

çàïèñûâàòü a ≺ b.

Ãðàôîì ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A áóäåì íàçûâàòü íàïðàâ-

ëåííûé ãðàô 〈A,E〉 ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð E =
{

(a, b) : a ≺ b
}
.

Ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîäîëüíûì, äîëè ñîîòâåòñòâóþò ñëîÿì

àëãîðèòìîâ Am =
{
a ∈ A : n(a,X) = m}, ð¼áðàìè ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ òîëüêî àë-

ãîðèòìû ñîñåäíèõ ñëî¼â. Êàæäîìó ðåáðó (a, b) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé îáúåêò

xab ∈ X, òàêîé, ÷òî I(a, xab) = 0 è I(b, xab) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, a < b ñóùåñòâóåò ïóòü a ≺ a1 · · · ≺ as = b,

òî ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ñîâïàäàåò ñ äèàãðàììîé Õàññå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà,

ââåä¼ííîãî íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ A. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îí ÿâëÿåòñÿ ëèøü

ïîäãðàôîì äèàãðàììû Õàññå.

Ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì Xa àëãîðèòìà a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäÿùèì èç âåðøèíû a ð¼áðàì:

Xa =
{
x ∈ X

∣∣ ∃b ∈ A : a ≺ b, I(a, x) < I(b, x)
}
.

Çàïðåùàþùèì ìíîæåñòâîì X ′a àëãîðèòìà a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ x,

íà êîòîðûõ àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ, ïðè òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì b ∈ A, b < a,

íå îøèáàþùèéñÿ íà x:

X ′a =
{
x ∈ X

∣∣ ∃b ∈ A : b < a, I(b, x) < I(a, x)
}
.

Âåðõíåé ñâÿçíîñòüþ àëãîðèòìà a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ð¼áåð ãðàôà, èñõîäÿùèõ èç

âåðøèíû a:

q(a) = |Xa|.
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Íèæíåé ñâÿçíîñòüþ àëãîðèòìà a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ð¼áåð ãðàôà, âõîäÿùèõ â

âåðøèíó a:

d(a) = |
{
xba ∈ X : b ≺ a

}
|.

Íåïîëíîöåííîñòüþ àëãîðèòìà a íàçûâàåòñÿ ðàçìåð çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâà àë-

ãîðèòìà a:

r(a) = |X ′a|.

Òàêæå íà ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ¼ìêîñòè:

Ïóñòü X ïîëó÷åíà èç íåêîòîðîãî (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîãî) ìíîæåñòâà X îáúåêòîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå ñåìåéñòâî A(X ) àëãîðèòìîâ, èç êîòîðûõ A(X)

ïîëó÷àåòñÿ ñóæåíèåì íà êîíêðåòíóþ ãåíåðàëüíóþ âûáîðêó X.

Òîãäà ôóíêöèþ ∆(L) = max
X⊂X
|A(X)| íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà, ãäå L ñîîòâåò-

ñòâåííî äëèíà ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X. Î÷åâèäíî, ÷òî ∆(L) ≤ 2L. ×èñëî V íàçûâà-

åòñÿ ¼ìêîñòüþ ñåìåéñòâà A(X ), åñëè V � íàèáîëüøåå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ

êîòîðîãî ∆(V ) = 2V . Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàþò, ÷òî V =∞.

Äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñåìåéñòâà ïîäðîáíî îïèñàíà â [8, 10, 18].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

H`, m
L (z) =

bzc∑
s=0

Cs
mC

`−s
L−m

C`
L

.

Åñëè ìíîæåñòâî A(X) ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, òî âûáîð àëãîðèòìà ìå-

òîäîì ÌÝÐ íå îäíîçíà÷åí. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õóäøèé ñëó÷àé. Ìåòîä ÌÝÐ íàçû-

âàåòñÿ ïåññèìèñòè÷íûì, åñëè

µX ∈ Arg max
a∈A(X)

n(a, X̄), X ⊂ X.

Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ïåññèìèñòè÷íîãî ÌÝÐ ÿâëÿþòñÿ âåðõ-

íèìè îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÌÝÐ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ â [21], îïèñûâàåò âàæíîå ñâîéñòâî ïîðîæäàþùåãî

è çàïðåùàþùåãî ìíîæåñòâ.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü µ � ïåññèìèñòè÷íàÿ ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, òîãäà

∀a ∈ A âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:[
µX = a

]
≤
[
Xa ⊂ X

][
X ′a ⊂ X̄

]
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïåññèìèñòè÷íàÿ ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñ-

êà âûáðàëà íåêîòîðûé àëãîðèòì íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî ïîðîæäàþùåå è çàïðåùà-

þùåå ìíîæåñòâà áûëè ñîîòâåòñòâåííî ïîäìíîæåñòâàìè îáó÷àþùåé è êîíòðîëüíîé

ïîäâûáîðîê.

Êîìáèíàòîðíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò õàðàê-

òåðèñòèê q(a), r(a) êàæäîãî àëãîðèòìà a ∈ A.

Òåîðåìà 1.1 (Îöåíêà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè [21]). Ïóñòü µ � ìåòîä ïåññèìèñòè÷-

íîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1)

Qε(µ,X) ≤
∑
a∈A

C`−q
L−q−r

C`
L

H`−q, m−r
L−q−r

(
`
L

(m− εk)
)
,

ãäå q � âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü, r � íåïîëíîöåííîñòü àëãîðèòìà a, m = m(a) = n(a,X).

Îöåíêà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî íàãëÿäíîé, òåì íå ìåíåå îíà èìååò ïðî-

ñòîé ñìûñë. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îöåíèâàåòñÿ â âèäå ñóììû ïî âñåì àëãîðèò-

ìàì ïðîèçâåäåíèé âåëè÷èí P (a) =
C`−q

L−q−r

C`
L

= P
[
Xa ⊂ X

][
X ′a ⊂ X̄

]
è óñëîâíîé âåðî-

ÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ îäíîãî àëãîðèòìà, çàäàâàåìîãî õâîñòîì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âåëè÷èíà P (a) îïðåäåëÿåò ïðè ýòîì ¾âåñ¿ êàæäîãî àëãîðèòìà â îöåíêå, òî åñòü

äîëþ ðàçáèåíèé, íà êîòîðûõ îí ìîæåò áûòü âûáðàí ìåòîäîì îáó÷åíèÿ. Ôàêòè÷åñêè

îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàòîðíûé àíàëîã îöåíîê Âàïíèêà [19], â êîòîðîì

ó÷ò¼í ìåòîä îáó÷åíèÿ çà ñ÷¼ò ìíîæèòåëåé P (a).

1.3 Ñòðóêòóðà ðàáîòû

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà. Âñå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû

íåïîñðåäñòâåííî ñ áèíàðíîé ôóíêöèåé ïîòåðü è âåðîÿòíîñòíûì ïðåäïîëîæåíèåì,

èñïîëüçóåìûì â ýòîì ïîäõîäå.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ñóùåñòâóþùèõ êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

îíè çàâèñÿò îò ìàòðèöû îøèáîê íà âñåé ãåíåðàëüíîé âûáîðêå. Ïîýòîìó öåëüþ ðàáîòû

ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàêñèìàëüíî òî÷íûõ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè, êîòîðûå

âû÷èñëèìû ëèøü ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå. Çàìåòèì, ÷òî îòêàç îò íàáëþäåíèÿ âñåé

ìàòðèöû îøèáîê ïðè ïðèìåíåíèè òåõíèê ñõîæèõ ñ òåìè, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1, íå ïîçâîëèò âêëþ÷èòü â îöåíêó äàííûå, âû÷èñëåííûå ïî
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íàáëþäåíèÿì. Ýòî àíàëîãè÷íî óæå îïèñàííîìó ñëó÷àþ, êîãäà îöåíêè Âàïíèêà [18]

ïðàêòè÷åñêè íå îïèðàëèñü íà èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ èç íàáëþäàåìîé îáó÷àþùåé

âûáîðêè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Çàôèêñèðóåì ` = k = L
2
.

Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë ðàâíîìåðíîé îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè

EOFmax(X) = Emax
a∈A

(
ν(a, X̄)− ν(a,X)

)
è ôóíêöèîíàë îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè, ó÷èòûâàþùèé ìåòîä îáó÷åíèÿ µ (êîòî-

ðûì â äàííîé ðàáîòå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÏÌÝÐ)

EOFµ(X) = E
(
ν(µX, X̄)− ν(µX,X)

)
.

Â ðàçäåëàõ 2 è 3 áóäóò äàíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ îáîèõ ôóíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèå

îò õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû îøèáîê íà âñåé X, à òàêæå ïîêàçàíà èõ àíàëîãèÿ ñ Ðàäå-

ìàõåðîâñêèì ïðîöåññîì. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà è ðàíüøå

ñóùåñòâîâàëè îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè, íî îíè ðîñëè ëèíåéíî ïî âêëàäàì

àëãîðèòìîâ, êîãäà êàê ïîëó÷åííûå îöåíêè ðàñòóò ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêè.

Â ðàçäåëå 3 òàêæå áóäåò äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà, îòíîñÿùàÿñÿ ê ôàêòîðàì çà-

âûøåííîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê è îáîáùàþùàÿ èññëåäîâàâøèåñÿ ðàíåå ìîäåëüíûå

ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ.

Â ðàçäåëå 4 áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ ñïåöèàëüíûå íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû.

Íàïîìíèì, ÷òî â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ìû èìååì äåëî ñ âûáîðêàìè áåç âîçâðàùå-

íèé, ïîýòîìó ñòàíäàðòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû áûòü íå ìîãóò. Ïîýòîìó ñíà÷àëà

äîêàçûâàåòñÿ âàðèàíò èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà íà ñëîÿõ äèñêðåòíîãî êóáà.

Çàòåì ýòîò ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ÷àñòîòû îøèáîê íà íåíà-

áëþäàåìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå â ðàâíîìåðíîì ñëó÷àå.

Â ýòîì æå ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà Ñîáî-

ëåâà äëÿ ñëîåâ äèñêðåòíîãî êóáà, êîòîðûå âëåêóò âàðèàíò íåðàâåíñòâ êîíöåíòðàöèè

òèïà ÌàêÄèàðìèäà. Äàëåå ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íà ìå-

òîä îáó÷åíèÿ è ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ è âûâîäèòñÿ îöåíêà ÷àñòîòû îøèáîê íà íåíà-

áëþäàåìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå, âû÷èñëèìàÿ ïî íàáëþäàåìîé îáó÷àþùåé âûáîðêå.
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2 Ðàâíîìåðíûå îöåíêè îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäóò äîêàçàíà ñåðèÿ îöåíîê îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè è

complete cross-validation

CCVmax = Emax
a∈A

ν(a, X̄)

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííî-

ñòè è CCVmax áûëè ëèíåéíû ïî âêëàäàì àëãðîèòìîâ. Ïðåäëàãàåìûå îöåíêè èìåþò

ãàðàíòèðîâàííóþ àñèìïòîòèêó O
(√

ln (|A|)
)
ïî ÷èñëó àëãîðèòìîâ ñåìåéñòâà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíà÷àëà áóäåò îöåíåíà ïðîèçîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

ôóíêöèîíàëà ïåðåîáó÷åííîñòè, äîêàçàíà ñóáãàóññîâîñòü ñ îïòèìàëüíûìè çíà÷åíè-

ÿìè ïàðàìåòðîâ. Çàòåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Áóëÿ áóäåò îöåíåíà ïðîèçâîäÿùàÿ

ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ìàêñèìóìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñóáãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ íóæíî ó÷åñòü ñïåöèôèêó âåðîÿòíîñò-

íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå. Ñíà÷àëà íàì ïîíàäî-

áèòñÿ íåêîòîðàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ôóíêöèÿ

2F1

(
a, b, c, z) = 1 +

∞∑
k=1

[
k−1∏
l=0

(a+ l)(b+ l)

(1 + l)(c+ l)

]
zk

ñ ïàðàìåòðàìè a, b, c, îïðåäåë¼ííàÿ â êðóãå |z| < 1, íàçûâàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé.

Ëåììà 2.1. Äëÿ öåëûõ ÷èñåëm, l, òàêèõ ÷òî 0 ≤ m ≤ l è äåéñòâèòåëüíîãî z ∈ [0, 1]

2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, z

)
≤ 1

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ÷èñòî òåõíè÷åñêîå è ïåðåíåñåíî â êîíåö ðàçäåëà.

2.1 Îöåíêà îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè

Ñëåäóþùèì øàãîì áóäåò îöåíêà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ

Ëåììà 2.2. Ïóñòü a ∈ A, ` = k = L
2
è m(a) ≤ `, òîãäà äëÿ âñåõ λ > 0

E exp
(
λ(n(a, X̄)− n(a,X))

)
≤ (cosh(λ))`2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíîìó ðàçáèåíèþ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè ñîïîñòàâèì âåê-

òîð σ = (σ1, . . . , σL), ãäå íà ïîëîâèíå ïîçèöèé ñòîÿò −1, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîçè-

öèÿì îáó÷àþùåé âûáîðêè â X, à íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ 1. Ââåäåíèå òàêîãî îïðåäå-

ëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ìû èìååì äåëî c ðàâíîìåðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì íà ñëîå {1,−1}L êóáà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïåðåíóìåðóåì ãå-

íåðàëüíóþ âûáîðêó òàê ÷òîáû àëãîðèòì îøèáàëñÿ íà ïåðâûõm îáúåêòàõ, à íà îñòàâ-

øèõñÿ íå äîïóñêàë îøèáîê. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíà

â âèäå

Eσ exp

(
λ

L∑
i=1

σiI(a, xi)

)
.

Îáîçíà÷èì x̂i = σiI(a, xi), òîãäà ñ ó÷¼òîì m(a) ≤ `

Eσ exp
(
λ

L∑
i=1

σiI(a, xi)
)

= Eσ

L∏
i=1

exp(λx̂i) = Eσ

∏̀
i=1

exp(λx̂i)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ i: λx̂i ∈ [−λ, λ], ïîýòîìó èñïîëüçóåì âûïóêëîñòü ýêñïî-

íåíòû:

exp(λx̂i) ≤
λx̂i + λ

λ+ λ
exp(λ) +

−λx̂i + λ

λ+ λ
exp(−λ) = x̂i sinh(λ) + cosh(λ).

Ïîäñòàâëÿåì â ðàííåå âûðàæåíèå:

Eσ

(∏̀
i=1

exp(λx̂i)

)
≤ E

∏̀
i=1

(x̂i sinh(λ) + cosh(λ))

Òåïåðü áóäåì ðàñêðûâàòü ñêîáêè â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè è ó÷ò¼ì, ÷òî ïîñëåäíèå

`−m çíà÷åíèÿ x̂i òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, òàê êàê àëãîðèòì íå îøèáàåòñÿ íà ýòè

îáúåêòàõ. Ó÷ò¼ì, ÷òî

E
∏̀
i=1

(x̂i sinh(λ) + cosh(λ)) = (cosh(λ))
`−m

E
m∏
i=1

(x̂i sinh(λ) + cosh(λ)).

Òåïåðü ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ i ≤ m ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ îäèíàêîâîãî ÷èñëà x̂i, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì
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èíäåêñàì, îäèíàêîâî. Òàêèì îáðàçîì

(cosh(λ))`−mE
m∏
i=1

(x̂i sinh(λ) + cosh(λ)) =

(cosh(λ))`−mE(coshm(λ) + C1
mx̂1 sinh1(λ) coshm−1(λ) +

C2
mx̂1x̂2 sinh2(λ) coshm−2(λ) + . . .+ x̂1 . . . x̂m sinhm(λ)) =

(cosh(λ))`E(1 + C1
mx̂1 tanh1(λ) + . . .+ x̂1 . . . x̂m tanhm(λ)).

Ðàññìîòðèì äëÿ íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî r âûðàæåíèå E(x̂1 . . . x̂2r+1).

Ïî óñëîâèþ 2r + 1 ≤ `, òîãäà äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà

îáó÷åíèå è êîíòðîëü çíàê x̂1 . . . x̂2r+1 çàâèñèò ëèøü îò ÷åòíîñòè ÷èñëà ýëåìåíòîâ

x1, . . . , x2r+1 ïîïàâøèõ â êîíòðîëü. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé íà êîòîðîé âñ¼

íå÷¼òíîå ÷èñëî ýòèõ îáúåêòîâ â îáó÷åíèè ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé, êîãäà âñå îíè â

êîíòðîëå. Âêëàä òàêèõ ðàçáèåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîñòî ïðîòèâîïîëî-

æåí ïî çíàêó. Òàêæå îäèíàêîâ ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæåí ïî çíàêó âêëàä ðàçáèå-

íèé, ãäå ëèøü îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ îáúåêòîâ â îáó÷åíèè è ãäå âñå êðîìå îäíîãî â

îáó÷åíèè. È òàê äàëåå êîìïåíñèðóåì âêëàäû âñåõ 22r+1 âàðèàíòîâ ïîìåùåíèÿ ÷àñòè

îáúåêòîâ x̂1 . . . x̂2r+1 â îáó÷åíèå.

Ïóñòü j = 2r. Òåïåðü áóäåì âûâîäèòü òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ E(x̂1 . . . x̂j).

Êàê è ðàíåå ñîñ÷èòàåì âêëàäû ðàçáèåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Ââåä¼ì

ñóììèðîâàíèå ïî i � ÷èñëó îáúåêòîâ x1, . . . , xj, ïîïàâøèõ â îáó÷åíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî

âêëàä ðàçáèåíèÿ ðàâåí (−1)i. ×èñëî ðàçáèåíèé ñîñ÷èòàòü íå ñëîæíî: ñíà÷àëà âûáå-

ðåì i ïîçèöèé ñðåäè j äëÿ äëÿ ïîìåùåíèÿ â îáó÷åíèå, îñòàâøèåñÿ îáúåêòû ïîìåùàåì

â êîíòðîëü. Ïðè ýòîì ìû åùå íå ó÷ëè âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ, à èìåííî, íóæíî

ñðåäè îñòàâøèõñÿ 2l− j îáúåêòîâ âûáðàòü `− j+ i â êîíòðîëü. Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàò

ïîëó÷àåì ôîðìóëó

E(x̂1 . . . x̂j) =

j∑
i=0

(−1)iC`−j+i
2`−j C

i
j

C`
2`

.

Ýòî æå âûðàæåíèå âåðíî è äëÿ íå÷¼òíûõ j, ïðè ýòîì îíî òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

E(1+C1
mx̂1 tanh1(λ)+ . . .+ x̂1 . . . x̂m tanhm(λ)) =

m∑
j=0

Cj
m(tanh(λ))j

j∑
i=0

(−1)iC`−j+i
2`−j C

i
j

C`
2`

.
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Äàëåå îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

m∑
j=0

Cj
m(tanh(λ))j

j∑
i=0

(−1)iC`−j+i
2`−j C

i
j

C`
2`

= 2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

)
.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÷èñòî òåõíè÷åñêîå, äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðàì.

Åñëè îöåíèâàòü ñóììó íåñêîëüêî áîëåå àêêóðàòíî, òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé

ëåììû ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå âûðàæåíèå

E exp
(
λ(n(a, X̄)− n(a,X))

)
≤ (cosh(λ))m(a)

2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

)
.

Òåì íå ìåíåå, âî èçáåæàíèå ÷åðåçìåðíîé ãðîìîçäêîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå

ãðóáûé ðåçóëüòàò ëåììû 2.2.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîãî ðàçäåëà. Ýòî íåêî-

òîðîå îáîáùåíèå ëåììû î îæèäàåìîì ìàêñèìóìå ñóáãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

[8, 10].

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ` = k = L
2
è max

a∈A
m(a) ≤ L

2
, òîãäà

EOFmax ≤

min
λ>0

1

λ

(
ln(cosh(λ)) +

1

`
ln

(
l∑

s=0

∆s 2F1

(
1− s

2
,−s

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

)))
≤√

2 ln(|A|)
l

,

ãäå ∆s � ÷èñëî àëãîðèòìîâ â s-îì ñëîå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì âûêëàäêè ìàêñèìàëüíî ïîäðîáíî. Â îáîçíà÷åíèÿ ïðåäû-

äóùåé ëåììû îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíà

λEmax
a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)
= ln

(
exp

(
λEmax

a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)))
.

Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà:

ln

(
exp

(
λEmax

a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)))
≤ ln

(
E exp

(
λmax

a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)))
.

Ìàêñèìóì ìîæåò áûòü âûíåñåí

ln

(
E exp

(
λmax

a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)))
= ln

(
Emax

a∈A
exp

(
λ

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)))
.
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Ïî íåðàâåíñòâó Áóëÿ

ln

(
Emax

a∈A
exp

(
λ

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)))
≤ ln

(
E
∑
a∈A

exp

(
λ

L∑
i=1

σiI(a, xi)

))
.

Ïî ëåììå 2.2

ln

(
E
∑
a∈A

exp

(
λ

L∑
i=1

σiI(a, xi)

))
≤

ln

(∑
a∈A

(cosh(λ))`2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

))
.

Èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ â ïðåäûäóùåì øàãå èìååì

Emax
a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)
)

=
1

λ
ln

(
(cosh(λ))`

∑
a∈A

2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

))
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî èç íåðàâåíñòâ òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü

äàííîå âûðàæåíèå è ìèíèìèçèðîâàòü åãî ïî λ. Çàòåì ââåñòè ñóììèðîâàíèå ïî ñëîÿì,

òàê êàê â êàæäîì ñëàãàåìîì ñóììû àëãîðèòì õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèøü ÷èñëîì îøèáîê.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü âåðõíåå íåðàâåíñòâî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàð-

íûìè íåðàâåíñòâàìè

cosh(λ) ≤ exp

(
λ2

2

)
è (cosh(λ))` ≤ exp

(
`λ2

2

)
.

Ñ ó÷¼òîì ýòèõ íåðàâåíñòâ è ëåììû 2.1

Emax
a∈A

(
L∑
i=1

σiI(a, xi)

)
≤ min

λ>0

1

λ

(
ln(|A|) +

`λ2

2

)
=
√

2` ln(|A|).

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ` ïðàâîå íåðàâåíñòâî èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Íà

ýòîì øàãå òàêæå ìîæíî ïðîñëåäèòü àíàëîãèþ ñî ââåä¼ííûì ðàíåå Ðàäåìàõåðîâñêèì

ïðîöåññîì Rn. Äåéñòâèòåëüíî, â í¼ì ìû èìåëè äåëî ñ ðàâíîìåðíûì íà {−1, 1}n êóáå

ðàñïðåäåëåíèåì, ïðåäñòàâëåííûì â âèäå εi, ðàâíûõ ðàâíîâåðîÿòíî ±1. Â êîìáèíà-

òîðíîé òåîðèè ëîãè÷íûì àíàëîãîì ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìàÿ ïåðåîáó÷åí-

íîñòü EOF . Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ çíà÷åíèå Rn

òàêæå èìååò ãàðàíòèðîâàííóþ àñèìïòîòèêó O
(√

ln (|A|)
)
ïî ÷èñëó àëãîðèòìîâ â

ñåìåéñòâå [10, 8].
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Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâíî ó÷èòûâàåò ðàññëîåíèå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ A ïî ÷èñëó

îøèáîê. Êðîìå ýòîãî, â íåé áûëî äîêàçàíî äàæå áîëüøåå, à èìåííî îöåíåíà ýêñïîíåí-

öèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ äëÿ max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)). Ãðóáàÿ èç îöåíîê òåîðåìû

2.1 äà¼ò äëÿ λ > 0

E exp

(
λmax

a∈A
(ν(a, X̄)− ν(a,X))

)
≤ |A| exp

(
λ2`

2

)
.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ìîæíî ïîëó÷èòü õîðîøî èçâåñòíîå íåðà-

âåíñòâî. Äëÿ t > 0

P

(
max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)) > t

)
=

P

(
exp

(
λmax

a∈A
(ν(a, X̄)− ν(a,X))

)
> exp (λt)

)
≤ |A| exp

(
λ2`

2
− λt

)
.

Îïòèìèçèðóÿ ïî λ, ïîëó÷àåì

P

(
max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)) > t

)
≤ |A| exp

(
−t2`

2

)
.

Ïîäîáíûå îöåíêè ïîëó÷àëèñü íàïðÿìóþ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå, è â [18]. Îíè,

îäíàêî, î÷åíü çàâûøåíû, íî òåì íå ìåíåå óêàçûâàþò íà ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò.

Â ñëó÷àå, åñëè |A| ðàñòåò ñ ðîñòîì `, íàïðèìåð, êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ,

òî ïðè ` → ∞ âåëè÷èíà max
a∈A

(ν(a, X̄) − ν(a,X)) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî è äëÿ âåëè÷èíû

max
a∈A

(ν(a,X)− ν(a, X̄)).

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, åñëè ìû èìååì äåëî ñ ñåìåéñòâîì àëãîðèòìîâ êîíå÷íîé

¼ìêîñòè V , òî |A(X)| ≤ (2`+ 1)V [18, 8]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â àñèìï-

òîòèêå ÷àñòîòà îøèáîê íà îáó÷åíèè áëèçêà ê îøèáêå íà íåíàáëþäàåìîé êîíòðîëüíîé

âûáîðêå.

2.2 Îöåíêà complete cross-validation

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ` = k = L
2
è max

a∈A
m(a) ≤ L

2
, òîãäà

CCVmax ≤

min
λ>0

1

λ

(
ln(cosh(λ)) +

1

`
ln

(
l∑

s=0

∆s 2F1 (−`,−s,−2`,− tanh(λ))

))
,

ãäå ∆s � ÷èñëî àëãîðèòìîâ â s-îì ñëîå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå øàãè äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû òåîðåìå 2.1. Ëåã-

êî ïîêàçàòü, ÷òî â äàííîé òåîðåìå â âûðàæåíèè

E(x̂1 . . . x̂j) =

j∑
i=0

(−1)iC`−j+i
2`−j C

i
j

C`
2`

íóæíî ó÷èòûâàòü ëèøü ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå i = 0, ÷òî è çàìåíèò ðàçíîñòü

÷àñòîò íà îäíó ÷àñòîòó.

Ïîñëå ýòîãî âìåñòî îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè

2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, (tanh(λ))2

)
ïîëó÷èòñÿ óæå íåîãðàíè÷åííàÿ

2F1 (−`,−m,−2`,− tanh(λ)) ,

ïîñëå ýòîãî øàãè äîêàçàòåëüñòâà îïÿòü ïîâòîðÿþòñÿ.

2.3 Ìàæîðèðóþùèå ìåðû äëÿ óòî÷íåíèÿ ðàâíîìåðíîé îöåíêè

Ðàâíîìåðíûå ïî ñåìåéñòâó àëãîðèòìîâ íåðàâåíñòâà èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ

î÷åíü íå îïòèìàëüíî èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî Áóëÿ. Âêëàä â íåêîòîðîé ñòåïåíè

áëèçêèõ àëãîðèòìîâ â îæèäàåìóþ ïåðåîáó÷åííîñòü ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâ è ïðîñòîå

íåðàâåíñòâî Áóëÿ ýòîãî íå ó÷èòûâàåò. Îäíàêî, â òåîðèè ýìïèðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

â ðàáîòàõ Òàëàãðàíà [13] ðàçðàáîòàí àïïàðàò generic chaining, ïîçâîëÿþùèé ãîðàç-

äî ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé (â íàøåì

ñëó÷àå ñîâïàäàþùèì ñî ìíîæåñòâîì àëãîðèòìîâ). Àëüòåðíàòèâíûì è ÷àñòî èñïîëü-

çóåìûì íàçâàíèåì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ ìàæîðèðóþùèå ìåðû. Çàìåòèì, ÷òî

è êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñåìåé-

ñòâà àëãîðèòìîâ. Îäíàêî, â í¼ì ýòî ïðîèñõîäèëî çà ñ÷¼ò ó÷¼òà ìåòîäà îáó÷åíèÿ,

ìàæîðèðóþùèå ìåðû æå ðàáîòàþò ñ ðàâíîìåðíîé îöåíêîé, ïîýòîìó è îïèðàþòñÿ íà

äðóãèå ñâîéñòâà.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàò ðàíåå îïèñàííîé òåîðåìû èç [5], êîíòðî-

ëèðóþùèé Ðàäåìàõåðîâñêèé ïðîöåññ Rn, ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ èìåííî íà îöåíêè,

ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìàæîðèðóþùèõ ìåð. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî
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ïîïðàâîê è êîíñòàíò àïïàðàò ìàæîðèðóþùèõ ìåð ñòðîèò íåêîòîðóþ ãëîáàëüíóþ õà-

ðàêòåðèñòèêó êëàññà F , êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî

Ðàäåìàõåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Ïîýòîìó ìû â íåêîòîðîé ïðîñòîé ôîðìå ïðèìåíèì íåêîòîðûå î÷åíü îáùèå ðå-

çóëüòàòû äàííîé òåîðèè è ïîëó÷èì âû÷èñëèìûå îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè,

áîëåå òî÷íûå ÷åì òå, ÷òî ïðåäëîæåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ñèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàáîòàòü

ñ ìåíüøåé ìåòðèêîé íà ñåìåéñòâå àëãîðèòìîâ. Îáîçíà÷èì äëÿ ïàðû àëãîðèòìîâ a, b

d(a, b) =
√
ρ(a, b).

Äëÿ óäîáñòâà ìû ââåä¼ì ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ

Ya =
L∑
i=1

σiI(a, xi).

Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé â í¼ì âûñòóïàåò íàøå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ A.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äà¼ò íàì óñëîâèå ñóáãàóññîâñêîãî ïðèðàùåíèÿ ââåä¼ííîãî ïðîöåñ-

ñà.

Ëåììà 2.3. Äëÿ ` = k, max
a∈A

m(a) ≤ `
2
, a 6= b è λ > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E exp

(
λ
Ya − Yb
d(a, b)

)
≤ exp

(
λ2
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå îáîáùåíèå ëåììû

2.2.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü Ya−Yb ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé

íà ïîêîìïîíåíòíîé ðàçíîñòè Ya−b, ãäå a− b � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç {−1, 1, 0}. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ÷èñëî ±1 â í¼ì íå ïðåâîñõîäèò d(a, b)2. Îáîçíà÷èì â í¼ì ÷èñëî 1 êàê

m1, à ÷èñëî −1 êàê m2. Òîãäà m1 + m2 = d(a, b)2. Ââåä¼ì x̂i = σi |I(a, xi)− I(b, xi)|.

Ïåðåóïîðÿäî÷èì ãåíåðàëüíóþ âûáîðêó, òàê ÷òîáû â a− b ñíà÷àëà øëè 1, çàòåì −1,

à íà îñòàâøèõñÿ ïîçèöÿõ 0.
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ òå æå âûêëàäêè, ÷òî è â ëåììå 2.2 è òåîðåìå 2.1, ïîëó÷àåì ñ

ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ëåììû 2.1

E exp (λYa−b) = E

m1∏
i=1

exp(λx̂i)

m1+m2∏
i=m1+1

exp(−λx̂i) ≤√√√√E

m1∏
i=1

exp(2λx̂i)

√√√√E

m1+m2∏
i=m1+1

exp(−2λx̂) ≤

√√√√(cosh(2λ))m1E

m1∏
i=1

(x̂i tanh(2λ) + 1)

√√√√(cosh(2λ))m2E

m2∏
i=1

(−x̂i tanh(2λ) + 1) ≤

exp
(
2λ2
)m1+m2

2 = exp
(
λ2d(a, b)2

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Îáîçíà÷èì a0 � àëãîðèòì, íå îøèáàþùèéñÿ íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå. Äëÿ ïðèìå-

íåíèÿ ìàæîðèðóþùèõ íóæíî ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó π íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ

A ∪ a0. Îíà â íàøåì ñëó÷àå è áóäåò íàçûâàòüñÿ ìàæîðèðóþùåé. Îòìåòèì, ÷òî îíà

íèêàê íå ñâÿçàíà ñ òåì, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ àëãîðèòìû âûáèðàþòñÿ ïðè îáó÷åíèè,

îöåíêà òàê è îñòà¼òñÿ ðàâíîìåðíîé ïî ñåìåéñòâó àëãîðèòìîâ. Îáîçíà÷èì B(a, ε) �

ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ ñåìåéñòâà A ∪ a0, óäàëåííûõ îò a íå áîëåå ÷åì íà ε ïî

ìåòðèêå d. Ïóñòü d � äèàìåòð ñåìåéñòâà A∪ a0. Ââåä¼ì ïîíÿòèå ýíòðîïèè ñåìåéñòâà

àëãîðèòìîâ

Q(A) =
1

3
ln

 2

min
a∈A∪a0

π
(
B(a, d

2
)
)
+

4

3

∞∑
k=2

2−k ln

 2

min
a∈A∪a0

π
(
B(a, d

2k
)
)
 .

Ïðè òàêèì îïðåäåëåíèè ýíòðîïèè îöåíêè ìàêñèìóìà èíòåðåñóþùåãî íàñ ïðîöåññà

ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4.1 èç [12]. Îíà â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì òåõíèê èç [4].

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ` = k = L
2
, max
a∈A

m(a) ≤ `
2
, òîãäà

Emax
a∈A

(
ν(a, X̄)− ν(a,X)

)
≤ 3

√
2Q(A)

`
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Éåíñåíà äëÿ âñåõ λ > 0 èìååì

λ

3
√
`
Emax

a∈A
(n(a, X̄)− n(a,X)) ≤ ln

(
E exp

(
λ

3
√
`

max
a∈A

(n(a, X̄)− n(a,X))

))
.
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Ëåììà 2.3 è óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1 èç [12] âëåêóò

ln

(
E exp

(
λ

3
√
`

max
a∈A

(n(a, X̄)− n(a,X))

))
≤ λ2

2
+ Q(A).

Îïòèìèçèðóÿ ïî λ è ðàçäåëèâ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà `, ïîëó÷àåì óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû.

Ðåçóëüòàòîì òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îæèäàåìóþ ïåðåîáó÷åííîñòü êîí-

òðîëèðóåò íå òîëüêî ln(|A|), íî è ýíòðîïèÿ ñåìåéñòâà. Èíòåðåñíûì ìîìåíòîì ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî â òåîðåìå ðàñïðåäåëåíèå π ïðîèçâîëüíî. Íî ïîèñê îïòèìàëüíîé ìåðû

î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à, ðåøåííàÿ òîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ [13].

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå õóæå, ÷åì ðàíåå ïðåäëîæåííàÿ. Äåé-

ñòâèòåëüíî, âîçüìåì â êà÷åñòâå π ðàâíîìåðíóþ ìåðó. ßñíî, ÷òî B(a, ε) ≥ 1. Òàêàÿ

îöåíêà äà¼ò â äàííîì ñëó÷àå

Q(A) ≤ ln (2(|A|+ 1))

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ äàííàÿ îöåíêà òî÷íî íå õóæå ÷åì îöåíêà

òåîðåìû 2.1, òàê êàê âñåãäà â êà÷åñòâå ìåðû π ìîæíî âûáðàòü ðàíîìåðíóþ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìîæíî ââåñòè àëüòåðíàòèâíîå è ìåíåå îáùåå ïîíÿòèå ýí-

òðîïèè Q̂(A), ñâîáîäíîå îò ìàæîðèðóþùåé ìåðû è çàâèñÿùåå îò N (A, ε) � ðàçìåðà

ε�ïîêðûòèé ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ A ïî ìåòðèêå d [8]. Ïðè ýòîì âûâîäèòñÿ îöåíêà

òèïà 2.3. Â òî æå âðåìÿ âîçíèêàåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñî ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ

N (A, ε).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû N (A, ε) ìîãóò áûòü îöåíåíû ëèøü ñ ïîìîùüþ ¼ìêîñòè. Ñîãëàñ-

íî [9]

Òåîðåìà 2.4 (Haussler). Äëÿ A(X), åñëè A(X ) èìååò ¼ìêîñòü V , ïðè ` = k

N (A, ε) ≤ e(V + 1)

(
4e`

ε2

)V
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Q̂(A) = O (V ) è íå çàâèñèò îò `. Èç

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîé ¼ìêîñòè EOFmax êîíòðîëèðóåòñÿ íå ln(|A|), à

¼ìêîñòüþ. Òåì íå ìåíåå ðåçóëüòàò îöåíêè 2.3 áîëåå îáùèé.

20



2.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåõíè÷åñêîé ëåììû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ëåììó 2.1.

Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà α ìíîãî÷ëåíû {C(α)
n (x)}∞n=0, îïðåäåëåííûå íà îò-

ðåçêå [−1, 1], ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ðàâíà

1

(1− 2xt+ t2)α
=
∞∑
n=0

C(α)
n (x)tn

íàçûâàþòñÿ óëüòðàñôðè÷åñêèìè.

Â ðàáîòå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà [2]

C
(α)
0 (x) = 1,

C
(α)
1 (x) = 2αx,

C(α)
m (x) =

1

m
(2x(m+ α− 1)C

(α)
m−1(x)− (m+ 2α− 2)C

(α)
m−2(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò z, ïðè÷åì äëÿ z ∈ [0, 1] ñîãëàñíî [2] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, z

)
= (−1)m

m!

(1
2
− `)m

(z
4

)m
2
C

( 1
2
+`−m)

m

(
1√
z

)
,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè çíà÷åíèå â íóëå îïðåäåëåíî ïî íåïðåðûâíîñòè, à (x)m � íèæíèé

ôàêòîðèàë ÷èñëà x. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ëèøü òî÷êè ýêñòðåìóìîâ äàííîé

ôóíêöèè, ïîýòîìó ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ

(z)
m
2 C

( 1
2
+`−m)

m

(
1√
z

)
,

òàê êàê îñòàëüíàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ ïðè äàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ íà ïàðàìåòðû íåîò-

ðèöàòåëüíà è íå çàâèñèò îò z. Îáîçíà÷èì x2 = z, x ∈ [−1, 1].

Îáîçíà÷èì òàêæå Ĉα
m(x) = xmC

(α)
m ( 1

x
). Òîãäà äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ëåãêî ïîëó-

÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî èìåþòñÿ äëÿ óëüòðàñôåðè-

÷åñêîãî

Ĉ
(α)
0 (x) = 1,

Ĉ
(α)
1 (x) = 2α,

Ĉ(α)
m (x) =

1

m
(2(m+ α− 1)Ĉ

(α)
m−1(x)− x2(m+ 2α− 2)Ĉ

(α)
m−2(x)).
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Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè α ≥ 1
2
, òî íà âñåì îòðåçêå [−1, 1] èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî Ĉ(α)
m (x) ≥ Ĉ

(α)
m−1(x).

Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Äëÿ m ≥ 3 ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

Ĉ(α)
m (x)− Ĉ(α)

m−1(x) =

1

m
(2(m+ α− 1)Ĉ

(α)
m−1(x)− x2(m+ 2α− 2)Ĉ

(α)
m−2(x)−mĈ(α)

m−1(x)) =

1

m
((m+ 2α− 2)(Ĉ

(α)
m−1 − x2Ĉ

(α)
m−2)).

Íî (m+ 2α− 2) ≥ 0, à ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Ĉ(α)
m−1 − Ĉ

(α)
m−2 ≥ 0, íî òàê êàê ïî

èíäóêöèè Ĉ(α)
m−2 ≥ 0 è x2 ≤ 1, òî Ĉ(α)

m−1 − x2Ĉ
(α)
m−2 ≥ 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîäíûå Ĉα
m(x). Èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Ĉ ′
(α)

0 (x) = 0,

Ĉ ′
(α)

1 (x) = 0,

Ĉ ′
(α)

m (x) =
1

m
(2(m+ α− 1)Ĉ ′

(α)

m−1(x)− x2(m+ 2α− 2)Ĉ ′
(α)

m−2(x)−

2x(m+ 2α− 2)Ĉ
(α)
m−2(x)).

Èç ôîðìû ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ĉ(α)
m (x) � ÷¼òíàÿ ôóíê-

öèÿ. Ïîýòîìó óäîáíî ïðîèçâîäèòü àíàëèç ïðîèçâîäíûõ òîëüêî íà [0, 1].

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè α ≥ 1
2
, òî íà âñåì îòðåçêå [0, 1] èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî Ĉ ′
(α)

m (x) ≤ Ĉ ′
(α)

m−1(x).

Áàçà èíäóêöèè îïÿòü æå î÷åâèäíà. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ:

Ĉ ′
(α)

m (x)− Ĉ ′
(α)

m−1(x) =

1

m
((m+ 2α− 2)(Ĉ ′

(α)

m−1 − x2Ĉ ′
(α)

m−2 − 2xĈ
(α)
m−2(x))).

Äåéñòâèòåëüíî, (m+ 2α−2) ≥ 0, Ĉ ′
(α)

m−1−x2Ĉ ′
(α)

m−2 ≤ 0, òàê êàê Ĉ ′
(α)

m−1− Ĉ ′
(α)

m−2 ≤ 0,

Ĉ ′
(α)

m−2 ≤ 0 è x2 ≤ 1. Òàêæå ïî ðàíåå äîêàçàííîìó 2xĈ
(α)
m−2(x) ≥ 0 íà [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì ÷¼òíîñòè Ĉ(α)
m (x) íà [−1, 1] íå ïðåâîñõîäèò ñâîåãî çíà÷å-

íèÿ â íóëå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íà z ∈ [0, 1]

2F1

(
1−m

2
,−m

2
,
1

2
− `, z

)
îãðàíè÷åíî ñâîèì çíà÷åíèåì â z = 0, òî åñòü åäèíèöåé.
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3 Ó÷¼ò ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ

Îöåíêè, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, î÷åíü ìàëî èñïîëüçîâàëè ñòðóêòó-

ðó ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ. Â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àëèñü

èìåííî çà ñ÷¼ò ó÷¼òà ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ. Â äàííîì ðàç-

äåëå äëÿ ïðåäëîæåííûõ îöåíîê ñ ïîìîùüþ òåõíèê êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà óäàñòñÿ

ó÷åñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ. Êðîìå ýòîãî, áóäóò ïðåäëîæåíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýô-

ôåêòîâ çàâûøåííîñòè îöåíîê â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà.

3.1 Îöåíêà ïåðåîáó÷åííîñòè

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò îöåíêó îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè, ó÷èòûâàþùóþ

ñòðóêòóðó ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ µ � ÏÌÝÐ, ` = k = L
2
è max

a∈A
m(a) ≤ L

2
, òîãäà

EOFµ ≤

min
λ>0

1

λ

(
ln(cosh(λ))− ln(C`

2`)

`
+

1

`
ln

(∑
a∈A

φ(`,m(a), q(a), u(a), λ)

))
≤√

2 ln(|A|)
l

,

ãäå ∆s � ÷èñëî àëãîðèòìîâ â s-îì ñëîå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, à

φ(`,m, q, u, λ) =

m−q∑
j=0

j∑
i=0

(−1)iCi
jC

`−q+i−j
2`−j−u−qC

j
m−q(1 + tanh(λ))q(tanh(λ))j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äî îïðåäåë¼ííîãî øàãà ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò øàãè

òåîðåìû 2.1. Îòëè÷èå æå çàêëþ÷àåòñÿ íà øàãå èñïîëüçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà Áóëÿ. Çà

ñ÷¼ò ó÷¼òà ìåòîäà îáó÷åíèÿ ýòîò øàã íåñêîëüêî óòî÷íÿåòñÿ. Äëÿ âåêòîðà σ ïîäâûáîð-

êà X ïîëó÷àåòñÿ âûáîðîì èç X âñåõ îáúåêòîâ, ïîçèöèÿì êîòîðûõ â σ ñîîòâåòñòâóþò

åäèíèöû.

λE

(
L∑
i=1

σiI(µX, xi)

)
≤

ln

E

∑
a∈A

[µX = a](cosh(λ))`
m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)

 .
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Ïîðàáîòàåì îòäåëüíî ñ âûðàæåíèåì

E

∑
a∈A

[µX = a]

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)


Áëàãîäàðÿ ëåììå 1.1 îíî ìàæîðèðóåòñÿ âûðàæåíèåì

E

∑
a∈A

[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄]

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)


Ïîñëåäíèé ïåðåõîä î÷åíü âàæåí. Êàê è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíûõ îöåíîê íà ýòîì øàãå

ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ìàêñèìàëüíàÿ íåòî÷íîñòü. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äîïîëíè-

òåëüíî èññëåäóåì, êîãäà äàííûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ èìåííî ðàâåíñòâîì.

Êàæäûé àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ íà âñåõ îáúåêòàõ X ′a. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ′a ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäíèå q(a) îáúåêòîâ. Äëÿ íèõ â óñëîâèÿõ

X ′a ⊂ X̄ ñîîòâåòñòâóþùèå x̂i òîæäåñòâåííî ðàâíû åäèíèöå. Ó÷èòûâàÿ ýòî è ðàñêðû-

âàÿ ñêîáêè, èìååì

E

∑
a∈A

[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄](tanh(λ) + 1)q(a)
m(a)−q(a)∏

i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)

 =

E

(∑
a∈A

[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄](tanh(λ) + 1)q(a)(1 + C1
m(a)−q(a)x̂1 tanh(λ) + . . .+

x̂1 . . . x̂m(a)−q(a)(tanh(λ))m(a)−q(a))

)
.

Òåïåðü íóæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà a è j ≤ m(a)− q(a)

E
(
[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄] x̂1 . . . x̂j

)
.

Ïðîñòûå êîìáèíàòîðíûå ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâîäèìûì ðàíåå, ïðèâîäÿò ê

âûðàæåíèþ

E
(
[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄] x̂1 . . . x̂j

)
=

j∑
i=0

(−1)iCi
jC

`−q+i−j
2`−j−u−q

C`
2`

.

Òàêèì îáðàçîì,

E

∑
a∈A

[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄]

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)

 =

∑
a∈A

(1 + tanh(λ))q
m−q∑
j=0

j∑
i=0

(−1)iCi
jC

`−q+i−j
2`−j−u−qC

j
m−q tanhj(λ)

C`
2`

.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ðàíåå âûïèñàííûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì ïåðâîå

íåðàâåíñòâî òåîðåìû. Òåïåðü íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî

E

∑
a∈A

[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄]

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)

 ≤ E

∑
a∈A

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1)


Ïîëó÷àåì è âòîðîå íåðàâåíñòâî.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà âû÷èñëèìà ïî ìàòðèöå îøèáîê ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ A è

ó÷èòûâàåò êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ýòîãî ñåìåéñòâà. Ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñ-

ëè îáíóëèòü â îöåíêå âñå u è q, òî ïîëó÷èòñÿ òà æå îöåíêà, ÷òî è â òåîðåìå 2.1.

Äðóãèì âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 2.1, çäåñü ìû

îöåíèâàåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîìåíòîâ. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìàð-

êîâà è îïòèìèçèðóÿ ïî ïàðàìåòðó λ, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè òî÷íûé àíàëîã

îöåíêè ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè 1.1.

3.2 Ôàêòîðû çàâûøåííîñòè

Óæå áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî îñíîâíûìè ôàêòîðàìè çàâûøåííîñòè ïðèâåä¼ííûõ îöå-

íîê ÿâëÿåòñÿ èìåííî èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà Áóëÿ. Ìîæíî íåôîðìàëüíî ñ÷èòàòü,

÷òî âñå íàøè òåõíèêè ðàññ÷èòàíû èìåííî íà îïòèìèçàöèþ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî íåðà-

âåíñòâà. Íàïðèìåð, ïðåäëîæåííûå îöåíêè, èñïîëüçóþùèå àïïàðàò ìàæîðèðóþùèõ

ìåð, ëó÷øå, ÷åì ïðîñòûå îöåíêè òîëüêî çà ñ÷¼ò îïòèìàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåðà-

âåíñòâà Áóëÿ. Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ïðåäëàãàåò òåõíèêó, îñíîâàííóþ íà ó÷¼òå ìå-

òîäà îáó÷åíèÿ è òàêèì îáðàçîì óñðåäíåíèþ âêëàäà àëãîðèòìà òîëüêî ïî òåì ðàç-

áèåíèÿì, ãäå àëãîðèòì ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ. Ìû óæå îáðàùàëè âíèìàíèå íà øàã

òåîðåìû 3.1, ïðè êîòîðîì îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä ê ñóììå ïî âñåì àëãîðèòìàì ñå-

ìåéñòâà.

Íàïîìíèì, òàì îñóùåñòâëÿëàñü çàìåíà

∑
a∈A

[µX = a]

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1) íà
∑
a∈A

[Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄]

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1).

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî

m(a)∏
i=1

(x̂i tanh(λ) + 1) > 0
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ïîëó÷àåì ÷òî îáà âûðàæåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

âñåõ ðàçáèåíèé è àëãîðèòìîâ ñåìåéñòâà

[µX = a] = [Xa ⊂ X][X ′a ⊂ X̄].

Ïîäîáíûé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, î

êîòîðûõ ïîäðîáíî íàïèñàíî â [20, 21], íî â äàííîé ðàáîòå áóäåò ïðåäñòàâëåíî íåîá-

õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè êî-

òîðîãî âûïîëíåíî äàííîå ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü µ � ìåòîä ïåññèìèñòè÷íîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñ-

êà, ` ≥ 2 max
a∈A

u(a) è k ≥ 2 max
a∈A

q(a). Óñëîâèå[
µX = a

]
=
[
Xa ⊂ X

][
X ′a ⊂ X̄

]
âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû a, b ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ

èç A âûïîëíåíî(
Xa ∩X ′b 6= ∅

)
èëè

(
X ′a ∩Xb 6= ∅

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü X = X t X̄.

Ïóñòü a = µX, ïî ëåììå 1.1 Xa ⊂ X,X ′a ⊂ X̄. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

àëãîðèòìà b îòëè÷íîãî îò a èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
[
Xb ⊂ X

][
X ′b ⊂ X̄

]
= 0. Äåéñòâè-

òåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà Xb ⊂ X è X ′b ⊂ X̄. Òàê êàê X ∩ X̄ = ∅, òî

Xa ∩X ′b = ∅ è X ′a ∩Xb = ∅.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç óñëîâèÿ òåîðåìû õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ Xa ∩X ′b è X ′a ∩

Xb íåïóñòî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
[
Xb ⊂ X

][
X ′b ⊂ X̄

]
= 0.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ðàçáèåíèÿ è âûáîðà àëãîðèòìà b çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ b

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:[
µX = b

]
≥
[
Xb ⊂ X

][
X ′b ⊂ X̄

]
.

Âìåñòå ñ ëåììîé 1.1 äàííîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåî-

ðåìû.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîëíåíî, òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà

ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ a è b äëÿ êîòîðîé Xa ∩ X ′b = ∅ è X ′a ∩ Xb = ∅, ïîýòîìó
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(Xa ∪Xb) ∩ (X ′a ∪X ′b) = ∅, ïðè÷¼ì èç óñëîâèÿ òåîðåìû |Xa ∪Xb| ≤ `, |X ′a ∪X ′b| ≤ k.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå X è êîíòðîëü X̄

òàêîå, ÷òî Xa ∪Xb ⊂ X,X ′a ∪X ′b ⊂ X̄. À çíà÷èò[
Xa ⊂ X

][
X ′a ⊂ X̄

]
=
[
Xb ⊂ X

][
X ′b ⊂ X̄

]
= 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû.

Åñëè íå âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé ` ≥ 2 max
a∈A

u(a) èëè k ≥ 2 max
a∈A

q(a), òî òåîðåìà

äà¼ò òîëüêî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷íîñòè îöåíêè.

Äëÿ çàäàííîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ óñëîâèÿ òåîðåìû ìîæíî ïðîâåðèòü çà êâàä-

ðàòè÷íîå ïî ÷èñëó àëãîðèòìîâ â ñåìåéñòâå âðåìÿ. Îäíàêî èíòåðåñíî ïîíÿòü ìåò-

ðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ. Ïðîùå è íàãëÿäíåå âñåãî ýòî

ñäåëàòü â òåðìèíàõ ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè.

3.3 Êðèòåðèé òî÷íîñòè îöåíîê.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà èçëîæåí â ðàáîòå [1].

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ A, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Ïóñòü íà m0 îáúåêòàõ îøèáàþòñÿ âñå àëãîðèòìû ñåìåéñòâà, íà m1 îáúåêòàõ íå îøè-

áàåòñÿ íè îäèí àëãîðèòì ñåìåéñòâà, à íà îñòàâøèõñÿ m = L − m0 − m1 îáúåêòàõ

ðåàëèçóþòñÿ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îøèáèòüñÿ. ßñíî, ÷òî |A| = 2m. Äàííîå ñå-

ìåéñòâî àëãîðèòìîâ áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëîì áóëåâà êóáà.

Â A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé àëãîðèòì a ñ d(a) = 0 è åäèíñòâåííûé àëãîðèòì b

ñ u(b) = 0, ïðè÷¼ì ∀c ∈ A âûïîëíåíî a ≤ c ≤ b.

Íàçîâ¼ì àëãîðèòì a ñ d(a) = 0 èñòîêîì èíòåðâàëà áóëåâà êóáà. Çàìåòèì, ÷òî

çàäàíèå èñòîêà è m îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îøèáîê

àëãîðèòìîâ ñåìåéñòâà, ïîëíîñòüþ çàäà¼ò âåñü èíòåðâàë áóëåâà êóáà. Ïîýòîìó áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òîm çàäàííûõ îáúåêòîâ ïîðîæäàþò äàííîå ñåìåéñòâî. Åñëè ïðåäñòàâèòü

ñåáå ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè èíòåðâàëà áóëåâà êóáà, òî ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû

ñîîòâåòñòâóþò ð¼áðàì, èñõîäÿùèì èç èñòîêà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ` ≥ max
a∈A

2u(a) è k ≥ max
a∈A

2q(a). Óñëîâèå[
µX = a

]
=
[
Xa ⊂ X

][
X ′a ⊂ X̄

]
27



âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ A âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1. Â ãðàôå ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ñåìåéñòâà A ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ñòîê è

òîëüêî îäèí èñòîê.

2. Äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ a ñåìåéñòâî A ñîäåðæèò èíòåðâàë áóëåâà êóáà ñ èñòî-

êîì a, ïîðîæä¼ííûé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ Xa.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ

A èìååò áîëåå îäíîãî àëãîðèòìà, òàê êàê ñëó÷àé ñ îäíèì àëãîðèòìîì òðèâèàëåí.

Ïóñòü ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîëíåíî. Çàìåòèì, ÷òî |{a ∈ A| u(a) = 0}| > 0 è

|{b ∈ A| d(b) = 0}| > 0, òàê êàê íóëåâîé âåðõíåé ñâÿçíîñòüþ îáëàäàþò âñå àëãîðèò-

ìû âåðõíåãî ñëîÿ, àíàëîãè÷íî íèæíÿÿ ñâÿçíîñòü íèæíåãî ñëîÿ òàêæå ðàâíà íóëþ.

Ïóñòü òåïåðü ïàðà ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ a1, a2 òàêèõ ÷òî u(a1) = u(a2) = 0, òîãäà

Xa1 ∩ X ′a2 = ∅ è X ′a1 ∩ Xa2 = ∅, òàê êàê Xa1 = Xa2 = ∅, ïîýòîìó óñëîâèå òåîðåìû

3.2 íå âûïîëíåíî, çíà÷èò ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí àëãîðèòì ñ íóëåâîé âåðõíåé ñâÿçíî-

ñòüþ. Íåñêîëüêî ñëîæíåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íèæíåé ñâÿçíîñòè. Ïóñòü òåïåðü

ñóùåñòâóåò ïàðà ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ b1, b2 ñ d(b1) = d(b2) = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q(b1) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîì ñåìåéñòâå àëãîðèò-

ìîâ íàèìåíüøèé ïî ÷èñëó îøèáîê àëãîðèòì èìååò êàê íóëåâóþ íèæíþþ ñâÿçíîñòü,

òàê è íóëåâóþ íåîïòèìàëüíîñòü. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî è q(b2) = 0. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå, òîãäà íàéä¼òñÿ àëãîðèòì b3, òàêîé ÷òî b3 < b2. Àëãîðèòì b3 îáëàäàåò

íåíóëåâîé âåðõíåé ñâÿçíîñòüþ, òàê êàê îí íå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì âåðõíåãî ñëîÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî èç b3 èñõîäèò ðåáðî, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò îáúåêò x ∈ X ′b2 \ X
′
b3
.

Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å Xb3 ∩X ′b2 = ∅ è X ′b3 ∩Xb2 = ∅, òàê êàê X ′b3 ⊂ X ′b2 , X
′
b2
∩Xb2 = ∅.

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òðåáîâàíèåì òåîðåìû 3.2. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòì

b4, â êîòîðûé âõîäèò ðåáðî ñîîòâåòñòâóþùåå îáúåêòó èç X ′b2 \X
′
b3
è b4 ≺ b3. Åñëè îí

ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì b2, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî d(b2) = 0. Èíà÷å,

ïîâòîðÿåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñ àëãîðèòìîì b4, ïåðåéä¼ì ê àëãîðèòìó ñëå-

äóþùåãî ñëîÿ äî òåõ ïîð ïîêà íå èñ÷åðïàåì âñå îáúåêòû X ′b2 \ X
′
b3
è íå ïîëó÷èì

íà î÷åðåäíîì øàãå àëãîðèòì b2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî â b2 âõîäèò ðåáðî, à

çíà÷èò d(b2) 6= 0, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî q(b2) = 0. Àíà-

ëîãè÷íî ñëó÷àþ âåðõíåé ñâÿçíîñòè (òàê êàê Xb1 ∩X ′b2 = ∅ è Xb2 ∩X ′b1 = ∅) ïîëó÷àåì
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ïðîòèâîðå÷èå ñ òðåáîâàíèåì òåîðåìû 3.2, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí àëãîðèòì

ñ íóëåâîé íèæíåé ñâÿçíîñòüþ.

Äîêàæåì òåïåðü íåîáõîäèìîñòü âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ. ßñíî, ÷òî ïðè âû-

ïîëíåíèè ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû, êàæäûé àëãîðèòì ëåæèò b â êàêîé ëèáî öåïè,

òî åñòü íàáîðû âèäà a1, a2, . . . , b, . . . , am, ïðè÷¼ì a1 ≺ a2 ≺ . . . ≺ b ≺ . . . ≺ am, ãäå

a1 è am ñîîòâåòñòâåííî èñòîê è ñòîê ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ñåìåéñòâà àëãî-

ðèòìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ôèêñèðóåì ëþáîé àëãîðèòì b, ïåðåõîäèì ïî íåìó â ëþáîé

àëãîðèòì, êîòîðîìó îí ïðåäøåñòâóåò, çàòåì èç íåãî ïåðåõîäèì â ñëåäóþùèé ñëîé.

Òàê êàê àëãîðèòì ñ íóëåâîé âåðõíåé ñâÿçíîñòüþ åäèíñòâåííûé, òî èìåííî â íåãî ìû

è ïîïàäàåì â êîíöå ïðè òàêèõ ïåðåõîäàõ. Àíàëîãè÷íî, äîïîëíÿåì ïîëó÷åííóþ ÷àñòü

öåïè àëãîðèòìàìè, êîòîðûå ïðåäøåñòâóþò àëãîðèòìó b.

Ïóñòü âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîëíåíî, òîãäà íàéä¼òñÿ b, òàêîé ÷òî A íå

ñîäåðæèò èíòåðâàëà áóëåâà êóáà ñ èñòîêîì b, ïîðîæä¼ííîãî ñ ïîìîùüþ Xb. Ïóñòü

Xb = {x1, . . . , xn}, òîãäà ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîä-

ñòàíîâêà σ ∈ Sn, òàêàÿ ÷òî öåïü b = b0 ≺ b1 ≺ . . . ≺ bn, äëÿ êîòîðîé ∀i ∈ {1, . . . , n}

âûïîëíåíî I(bi−1, xσ(i)) < I(bi, xσ(i)), íå ñîäåðæèòñÿ â ñåìåéñòâå A, ãäå äåéñòâèå ãðóï-

ïû Sn îïðåäåëåíî íà {1, . . . , n} åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â

èíòåðâàëå áóëåâà êóáà ñîäåðæàòñÿ âñå âîçìîæíûå öåïè, êîòîðûõ ðîâíî n!.

Ïóñòü ïîäöåïü îïèñàííîé öåïè {b, b1, . . . , bp}, p < n ïðèíàäëåæèò A, à àëãîðèòì

bp+1 /∈ A, çíà÷èò xσ(p+1) /∈ Xbp . Ñðåäè àëãîðèòìîâ {b, b1, . . . , bp−1} âûáåðåì íàèáîëü-

øèé ïî ÷èñëó îøèáîê àëãîðèòì bj òàêîé, ÷òî xσ(p+1) ∈ Xbj . Îí ñóùåñòâóåò, ïîòîìó

÷òî xσ(p+1) ∈ {x1, . . . , xn} = Xb.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó àëãîðèòìîâ bj+1 è a, ãäå a îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

bj ≺ a, I(bj, xσ(p+1)) < I(a, xσ(p+1)). Òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò, òàê êàê xσ(p+1) ∈ Xbj .

Çàìåòèì, ÷òî X ′bj+1
è X ′a îòëè÷àþòñÿ ëèøü òåì, ÷òî ïåðâîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò

xσ(j+1), à âòîðîå âìåñòî íåãî ñîäåðæèò xσ(p+1). Çíà÷èò, äëÿ âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî

èç óñëîâèé Xbj+1
∩ X ′a 6= ∅ èëè X ′bj+1

∩ Xa 6= ∅ íåîáõîäèìî, ÷òîáû xσ(j+1) ∈ Xa èëè

ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå xσ(p+1) ∈ Xbj+1
. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî ëèøü åñëè bj+1 = bp,

òàê êàê àëãîðèòì bj âûáèðàëñÿ íàèáîëüøèì ïî ÷èñëó îøèáîê ñðåäè {b, b1, . . . , bp−1}

è bj ≺ bj+1. Íî xσ(p+1) /∈ Xbp . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü

òåîðåìû.
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Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì äîñòàòî÷íîñòè äîêàæåì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ëåììó.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ òàêîâî, ÷òî äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ a ñå-

ìåéñòâî A ñîäåðæèò èíòåðâàë áóëåâà êóáà ñ èñòîêîì a, ïîðîæä¼ííûé ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòîâ Xa. Ïóñòü a0 ≺ a1 ≺ . . . ≺ an íåêîòîðàÿ öåïü â A. È ïóñòü äëÿ íåêîòî-

ðîãî b0 àëãîðèòì a0 ≺ b0. Ïóñòü xb = X ′b0 \X
′
a0
. Òîãäà

• Åñëè xb ∈ X ′an, òî â A ñóùåñòâóåò öåïü èç b0 â an.

• Åñëè xb /∈ X ′an, òî xb ∈ Xan.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì xi = X ′ai \ X
′
ai−1

. Ïóñòü ñíà÷àëà äëÿ íåêîòîðîãî p ∈

{1, . . . , n} âûïîëíåíî xb = xp (ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íèæå äëÿ p = 4). Çàìåòèì,

÷òî x1 è xb ïðèíàäëåæàò Xa0 , òàêèì îáðàçîì, â A åñòü àëãîðèòì b1, òàêîé ÷òî b0 ≺ b1

è a1 ≺ b1. Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ïîëó÷àåì àëãîðèòìû b2, . . . , bp−2. Î÷åâèäíî,

÷òî bp−2 ≺ ap, à çíà÷èò åñòü öåïü b0 ≺ b1 ≺ . . . bp−2 ≺ ap ≺ . . . ≺ an.

Ñëó÷àé, êîãäà xb /∈ X ′an äîêàçûâàåòñÿ òàêèì æå ñïîñîáîì êàê è ïåðâûé, ÷òî ïðî-

èëëþñòðèðîâàíî íèæå.

a0

a1 b0

a2 b1

a3 b2

a4

x1

YY

x2

YY

x3

YY

x4

YY

x4

EE

EE

EE

x1
YY

x2
YY

x3

a0

a1 b0

a2 b1

an b2

bn

x1

YY

x2

YY

...
YY

xb

EE

EE

EE

xb

EE

x1
YY

x2
YY

...
YY

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, èç ïåðâîãî óñëîâèÿ

òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé àëãîðèòì ëåæèò õîòÿ áû â îäíîé öåïè, íà÷èíàþùèéñÿ â

èñòîêå è çàêàí÷èâàþùåéñÿ â ñòîêå ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè. Çàôèêñèðóåì òåïåðü

ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ a, b.
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Ïóñòü âûïîëíåíî a < b èëè b < a, òî åñòü ïàðà àëãîðèòìîâ íàõîäèòñÿ â îäíîé è

òîé æå öåïè, òîãäà ñðàçó æå âûïîëíåíî Xa ∩X ′b 6= ∅ èëè X ′a ∩Xb 6= ∅.

Èíà÷å, åñëè íè îäèí àëãîðèòì íå ïðåäøåñòâóåò äðóãîìó, òî ðàññìîòðèì íàèáîëü-

øèé ïî ÷èñëó îøèáîê àëãîðèòì c, òàêîé ÷òî c ≤ a, c ≤ b. Çàìåòèì, ÷òî X ′c ⊂ X ′a è

X ′c ⊂ X ′b. Îáîçíà÷èì {xa1, . . . , xan} = X ′a\X ′cab è {x
b
1, . . . , x

b
p} = X ′b\X ′cab . Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî n ≤ p, à òàêæå ÷òî xa1, . . . , x
a
n è x

b
1, . . . , x

b
p óïîðÿäî÷åíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì

àëãîðèòìû â öåïè äîïóñêàþò îøèáêè íà ýòèõ îáúåêòàõ.

Ïóñòü t � íàèìåíüøèé èíäåêñ äëÿ êîòîðîãî xbt /∈ {xa1, . . . , xan}. Òàêîé ýëåìåíò ñó-

ùåñòâóåò, òàê êàê n ≤ p. Â ñëó÷àå n = p íåñóùåñòâîâàíèå s âëå÷¼ò ðàâåíñòâî a = b.

Ðàññìîòðèì îáúåêòû {xb1, . . . , xbt−1}. ×èñëî t âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ýòè

îáúåêòû åñòü ñðåäè {xa1, . . . , xan}. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1 t − 1 ðàç ïîëó÷àåì, ÷òî â A

åñòü öåïü èç bt−1 â a. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ëåììó 3.1 ê äàííîé öåïè è àëãîðèòìó bt

ïîëó÷àåì, ÷òî xbt ∈ Xa. Òàêèì îáðàçîì, Xa ∩ X ′b 6= ∅, çíà÷èò íà îñíîâàíèè òåîðåìû

3.2 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3.4 Äðóãèå ñïîñîáû óòî÷íèòü ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

Çíàÿ ãðàô ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè, ìîæíî ïîïðîáîâàòü óòî÷íèòü ðàâíîìåðíóþ ïî

ñåìåéñòâó àëãîðèòìîâ îöåíêó îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè. Â [19, 20, 21] ïðåäëîæåí

àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ âî ââåäåíèè ìåòîäà îáó÷åíèÿ, ìàêñèìè-

çèðóþùåãî ïåðåîáó÷åííîñòü, äðóãèìè ñëîâàìè ìåòîäà îáó÷åíèÿ, êîòîðûé êàæäîìó

ðàçáèåíèþ X = X t X̄ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå àëãîðèòì a, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò

ν(a, X̄) − ν(a,X). Îæèäàåìàÿ ïåðåîáó÷åííîñòü äëÿ òàêîãî ìåòîäà â òî÷íîñòè ñîâ-

ïàäàåò ñ ðàâíîìåðíîé ïî ñåìåéñòâó îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòüþ. Ìåòîä îáó÷åíèÿ,

ìàêñèìèçðóþùèé ïåðåîáó÷åííîñòü, òàêæå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí ïîðîæäàþ-

ùèì è çàïðåùàþùèìè ìíîæåñòâàìè, îäíàêî çàïðåùàþùèå ìíîæåñòâà â äàííîì ñëó-

÷àå âêëþ÷àþò â ñåáÿ òîëüêî îáúåêòû, ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäÿùèì èç àëãîðèòìà

ð¼áðàì.

Â ñîîòâåòñòâèå ñ çàìå÷àíèÿìè

X̂ ′a =
{
x ∈ X

∣∣ ∃b ∈ A : b ≺ a, I(b, x) < I(a, x)
}

Ýëåìåíòàðíî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ ëåììå 1.1
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Ëåììà 3.2. Ïóñòü µ � ìåòîä îáó÷åíèÿ, ìàêñèìèçèðóþùèé ïåðåîáó÷åííîñòü, òî-

ãäà äëÿ âñåõ a ∈ A âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:[
µX = a

]
≤
[
Xa ⊂ X

][
X̂ ′a ⊂ X̄

]
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî |X̂ ′a| = d(a). Ïîýòîìó ðåçóëüòàò òåîðåìû 3.1 ïîëíîñòüþ ïå-

ðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé îöåíêè ñ çàìåíîé q(a) íà d(a).

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ` = k = L
2
è max

a∈A
m(a) ≤ L

2
, òîãäà

EOFmax ≤

min
λ>0

1

λ

(
ln(cosh(λ))− ln(C`

2`)

`
+

1

`
ln

(∑
a∈A

φ(`,m(a), d(a), u(a), λ)

))
≤√

2 ln(|A|)
l

,

ãäå ∆s � ÷èñëî àëãîðèòìîâ â s-îì ñëîå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ, à

φ(`,m, d, u, λ) =
m−d∑
j=0

j∑
i=0

(−1)iCi
jC

`−d+i−j
2`−j−u−dC

j
m−d(1 + tanh(λ))d(tanh(λ))j.

Ó äàííîé îöåíêè ìàëî ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé 2.3. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ

ýòîãî ýôôåêòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èçâåñòíîé òåîðåìû

Òåîðåìà 3.5 (Haussler [9]). Äëÿ A(X), åñëè A(X ) èìååò ¼ìêîñòü V∑
a∈A

(u(a) + d(a))

|A|
< 2V

Äðóãèìè ñëîâàìè, íàêëàäûâàÿ åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå î êîíå÷íîé ¼ìêîñòè,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ñðåäíÿÿ ïî A ñóììà ðàçìåðîâ Xa è X̂ ′a îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé,

íå çàâèñÿùåé îò `. Äîïîëíèòåëüíî, ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

min
a∈A

(u(a) + d(a)) ≤ V.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ëåììå 3.2 ðàçìåðû ýòèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷èâàþò äîëþ ðàçáèåíèé,

íà êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ âêëàä àëãîðèòìà. Â ñëó÷àå, êîãäà ` äîñòàòî÷íî âåëèêî,

îöåíêà ôàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò 2.1.

Äðóãîé ñåðü¼çíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàâíîìåðíîé îöåíêå 3.4 òðåáóþòñÿ

èíôîðìàöèÿ î âñ¼ì ãðàôå ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè, â òî âðåìÿ êàê ýíòðîïèéíûå îöåíêè

ìîãóò áûòü îöåíåíû ñâåðõó è áåç îáðàùåíèÿ ê ïîëíîé ñòðóêòóðå ãðàôà.
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4 Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå

Îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû. È â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöå-

íîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè, âû÷èñëèìûì òîëüêî ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêè íóæíû

íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè, íî â ñïåöèàëüíûé ôîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, ñàìûå ìîùíûå

íåðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî ñâÿçàíû ñ ïðîäàêò-ïðîñòðàíñòâàìè [15, 16, 11]. Äëÿ íàñ ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò òîò ôàêò, ÷òî îáúåêòû îáó-

÷àþùåé âûáîðêè ïîëó÷åíû íåçàâèñèìî èç îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìû æå èìååì äåëî

ñ âûáîðêàìè áåç âîçâðàùåíèé. Ïîýòîìó ïåðâûì ýòàïîì áóäåò îáîáùåíèå âàðèàíòà

èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ýòî íåðàâåíñòâî íà ñëîÿõ {1,−1}L êóáà. Äëÿ ïîëíîãî

êóáà òåîðåìû áûëà äîêàçàíà â [14]. Çàòåì â [16] ýòîò ïîäõîä áûë îáîáù¼í íà ïðî-

èçâîëüíûå ïðîäàêò-ïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî â íàøåì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ î÷åíü

òåõíè÷åñêèì è íàïðÿìóþ òåõíèêó èç îðèãèíàëüíîé ñòàòüè [14] ïåðåíåñòè äîñòàòî÷íî

ñëîæíî. Îäíàêî â [17] ïðåäëîæåíà íåñêîëüêî áîëåå óäîáíàÿ òåõíèêà, êîòîðóþ ìû è

âîñïðîèçâåä¼ì â íàøåì ñëó÷àå.

Çàìåòèì ãëàâíóþ îñîáåííîñòü íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà. Çà ñ÷åò ïåðåõîäà ê åâêëè-

äîâîé íîðìå (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, êîãäà ðàáîòàþò èìåííî ñ Õýììèíãîâûì ðàññòîÿ-

íèåì) â [14] ïîëó÷èòü èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, íåçàâèñÿùåå îò ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è â ñëó÷àå ñëîÿ äèñêðåòíîãî êóáà ìîæíî ïîëó÷èòü

òàêîé æå ðåçóëüòàò.

4.1 Êîíöåíòðàöèÿ íà ñëîÿõ äèñêðåòíîãî êóáà.

Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ RL îáîçíà÷èì At ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ RL òàêèõ, ÷òî

d(x,A) ≤ t. Ïðè÷¼ì, d � åâêëèäîâà ìåòðèêà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü A âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â RL. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî

öåëîãî l, òàêîãî ÷òî 0 ≤ l ≤ L, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

P(X ∈ A)P(X /∈ At) ≤ exp

(
−t2

16

)
,

äëÿ âñåõ t > 0 è âåêòîðà X, ðàñïðåäåë¼ííîãî ðàâíîìåðíî íà ñëîå äèñêðåòíîãî êóáà

{−1, 1}L, ñîäåðæàùåãî â òî÷íîñòè l ýêçåìïëÿðîâ −1.

33



Äîêàçàòåëüñòâî. Âðåìåííî îáîçíà÷èì c = 1
16
. ßñíî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-

ìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P (X ∈ A)E exp(cd(X,A)2) ≤ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ìû èìååì

P(X /∈ At) = P(exp(cd(X,A)2) > exp(ct2)) ≤ E(exp(cd(X,A)2))

exp(ct2)
.

Çàìåíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íà ïîëó÷åííîå â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷à-

åì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî L. Â ÷àñòíîñòè, áàçà èíäóêöèè î÷åâèä-

íà, òàê æå êàê è ñëó÷àè l = L èëè l = 0, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî â óñëîâèè

òåîðåìû íåðàâåíñòâà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó âåçäå äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî

l 6= 0 è l 6= L.

Îáîçíà÷èì X = (X ′, xL), ãäå xL = ±1. Òàêæå îáîçíà÷èì ñå÷åíèå

At = {x′ ∈ RL−1 : (x′, t) ∈ A}.

Â ñëó÷àå, åñëè A âûïóêëîå, òî è ñå÷åíèå At âûïóêëîå.

Îáîçíà÷èì Yt áëèæàéøóþ â At òî÷êó ê X ′. Âûáåðåì íåêîòîðîå λ ∈ [0, 1]. Èç

âûïóêëîñòè òî÷êà (1− λ)(YxL , xL) + λ(Y−xL ,−xL) ëåæèò â A. Ïîýòîìó

d(X,A) ≤ |(1− λ)(YxL , xL) + λ(Y−xL ,−xL)− (X ′, xL)|.

Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

|(1− λ)(YxL −X ′, 0) + λ(Y−xL −X ′, 0)− 2λ(0, xL)|.

Èñïîëüçóþ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

d(X,A)2 ≤ 4λ2 + |(1− λ)(X ′ − YxL) + λ(X ′ − Y−xL)|2

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ âûïóêëîñòüþ ôóêíöèè x2 è ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèå

|(1− λ)(X ′ − YxL) + λ(X ′ − Y−xL)|2 ≤ (1− λ)2(X ′ − YxL) + λ2(X ′ − Y−xL).

Â èòîãå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

d(X,A)2 ≤ 4λ2 + (1− λ)d(X ′, AxL)2 + λd(X ′, A−xL)2.
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Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî áóäåò èñïîëüçîâàíî â äàëüíåéøåì. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è çàïèøåì

P(X ∈ A) = P(X ′ ∈ A1|xL = 1)
L− l
L

+ P(X ′ ∈ A−1|xL = −1)
l

L
.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà

P(X ′ ∈ A1|xL = 1)(L− l) ≥ P(X ′ ∈ A−1|xL = −1)l.

Îáîçíà÷èì p = P(X ∈ A), òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ [0, 1] ìîæíî âûïèñàòü

P(X ′ ∈ A1|xL = 1) =
p(1 + q)

2

L

L− l
,

P(X ′ ∈ A−1|xL = −1) =
p(1− q)

2

L

l
.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå xL è ðàññìîòðèì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EX′ exp(cd(X,A)2) ≤ exp(4cλ2)EX′
(
exp(cd(X ′, AxL)2)

)1−λ (
exp(cd(X ′, A−xL)2)

)λ
.

Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì èíäóêöèè è íåðàâåíñòâîì Ã¼ëüäåðà äëÿ ìàòîæèäàíèÿ

EX′ exp(cd(X,A)2) ≤

exp(4cλ2)
(
EX′ exp(cd(X ′, AxL)2)

)1−λ (
EX′ exp(cd(X ′, A−xL)2)

)λ ≤
≤ exp(4cλ2)

1(
p(1+xLq)

2
L

xn(
L
2
−l)+L

2

)1−λ (
p(1−xLq)

2
L

−xn(L2−l)+
L
2

)λ .
Òåïåðü çàïèñûâàåì áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EX exp(cd(X,A)2) ≤ 2 exp(4cλ20)l
λ0(L− l)2−λ0

(1 + q)1−λ0(1− q)λ0L2p
+

2 exp(4cλ2)(L− l)λl2−λ

(1− q)1−λ(1 + q)λL2p
.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé l ≥ L
2
. Â ýòîì ñëó÷àå ñäåëàåì îïòèìàëüíûé âûáîð λ0 = 0.

Òåïåðü, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî p = P(X ∈ A) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà øàãà èíäóêöèè íàì

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

2(L− l)2

L2(1 + q)
+

2 exp(4cλ2)(L− l)λl2−λ

(1− q)1−λ(1 + q)λL2
≤ 1,

ïðè÷¼ì çíà÷åíèå λ ìîæíî âûáèðàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì q. Òåïåðü ïðèìåì

c = 1
16
. Âûáîð λ = 1 äàåò ðàâíîìåðíîå ïî q óñëîâèå íà âûïîëåíèå íåðàâåíñòâà, à

èìåííî

2(L− l)2

L2
+

2 exp(1
4
)(L− l)l
L2

≤ 1,
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÷òî äàåò âûïîëíåíèå çàäàííîãî óñëîâèÿ ïðè âñåõ

l

L
≥

exp(1
4
)− 2 +

√
2− 2 exp(1

4
) + exp(1

2
)

2(exp(1
4
)− 1)

= 0.5696 . . . .

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî 2(L−l)2
L2 ≤ 1

2
è 2(L−l)l

L2 ≤ 1
2
ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è

äëÿ âñåõ q ≥ exp(1
4
)− 1 = 0.2840 . . . . Òàêèì îáðàçîì, íàñ èíòåðåñóþò áëèçêèå ê íóëþ

çíà÷åíèÿ q è áëèçêèå ê L
2
çíà÷åíèÿ l.

Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèþ

2 exp(4cλ2)(L− l)λl2−λ

L2
.

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåì, ÷òî åå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãà-

åòñÿ â λ∗ = 2 ln( l
L−l). Ïîäñòàâëÿåì òî÷êó îïòèìóìà â ðàííåå âûðàæåíèå ïðè q = 0,

îáîçíà÷àÿ ïðè ýòîì y = l
L

2(1− y)2 + 2y2
(

y

1− y

)− ln( y
1−y )

.

Ïðîàíàëèçèðóåì äàííóþ ôóíêöèþ íà îòðåçêå [1
2
, 1]. Ïðè y > e

1+e
ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî

ôóíêöèè (1−y)2 è
(

y
1−y

)− ln( y
1−y )

óáûâàþò íà ýòîì îòðåçêå, ïîäñòàâëÿÿ äàííîå çíà÷å-

íèå ïîëó÷àåì, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöó. Äëÿ y < e
1+e

äîêàçûâàåì

ðàçëîæåíèåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî è äëÿ q = 0. Òåïåðü äîêàæåì è äëÿ îñòàâ-

øèõñÿ çíà÷åíèé q. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü çíà÷åíèÿ λ â âèäå 2 ln
(

y
1−y

)
+ sq, ãäå s �

êîíñòàíòà, ðàâíàÿ 1.2. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü çíà÷åíèÿ 0.5 ≤ y ≤ 0.5696 . . .

è q ≤ 0.2840 . . ., òî è çíà÷åíèÿ λ íå ìîãóò áûòü áîëüøèìè åäèíèöû ïðè òàêîé ïàðà-

ìåòðèçàöèè.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â èññëåäóåìîå âûðàæåíèå, èìååì

F (q, y) =
2(1− y)2

(1 + q)
+

2 exp
(

1
4
(2 ln( y

1−y ) + 1.2q)2
)

(1− y)2 ln(
y

1−y )+1.2qy2−2 ln(
y

1−y )−1.2q

(1− q)1−2 ln(
y

1−y )−1.2q(1 + q)2 ln(
y

1−y )+1.2q
.

Ìàøèííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé y è q

ôóíêöèÿ F îãðàíè÷åíà åäèíèöåé, ÷òî è äîêàçûâàåò øàã èíäóêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî

ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî è ñèììåòðè÷íî, êîãäà l < L
2
.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî

P(X ′ ∈ A1|xL = 1)(L− l) < P(X ′ ∈ A−1|xL = −1)l.
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Íî è â ýòîì ñëó÷àå, íóæíî ëèøü çàìåíèòü â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå q íà −q è äîêàçà-

òåëüñòâî áóäåò àíàëîãè÷íûì è ñèììåòðè÷íûì. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Ñâîéñòâà âûïóêëûõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà

ñëîå êóáà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà RL ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è 1-ëèïøèöåâîé ïî

îòíîøåíèþ ê ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêå. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü êàê çà÷åíèÿ

ôóíêöèè íà ñëîå äèñêðåòíîãî {1,−1}L êóáà áóäóò îòêëîíÿòñÿ îò ñâîåé ìåäèàíû è

ñðåäíåãî, åñëè íà ñëîå ââåäåíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ôóíêöèè f , îïðåäåë¼ííîé âûøå, äëÿ x, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼í-

íûõ íà ñëîå {1,−1}L êóáà, äëÿ âñåõ t > 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà :

P (f(x)−Mf(x) ≥ t) ≤ 2 exp

(
− t

2

16

)
,

P (|f(x)−Mf(x)| ≥ t) ≤ 4 exp

(
− t

2

16

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî s è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A(s) = {x ∈ RL : f(x) ≤ s}

Åñëè A(s) íå ïóñòî, òî òàê êàê f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ A(s)

âûïóêëûì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî At(s). Îíî ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê RL, óäàë¼ííûõ

îò A(s) íå áîëåå ÷åì íà t. Òîãäà ñ ó÷¼òîì ëèïøèöåâîñòè

P(x /∈ At(s)) ≥ P(f(x) > s+ t).

Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â íåðàâåíñòâî òåîðåìû 4.1.

P(f(x) ≤ s)P(f(x) > s+ t) ≤ exp

(
− t

2

16

)
.

Âûáèðàåì â êà÷åñòâå s â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíó f , òî åñòüMf(x), à âî âòîðîì ñëó÷àå

Mf(x)− t è, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìåäèàíû, ïîëó÷àåì îáà ðåçóëüòàòà.

×àñòî áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, ïîýòîìó íàì ïîíà-

äîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 4.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|Ef(x)−Mf(x)| ≤ 8
√
π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîé öåïî÷êîé íåðàâåíñòâ

|Ef(x)−Mf(x)| ≤ E|f(x)−Mf(x)| =
∞∫
0

P(|f(x)−Mf(x)| > t)dt ≤ 4

∞∫
0

exp

(
− t

2

16

)
= 8
√
π.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.2 äëÿ t > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(f(x) ≥ Ef(x) + 8
√
π + t) ≤ 2 exp

(
− t

2

16

)
.

4.3 Ïðèìåíåíèå ê îöåíêå íåíàáëþäàåìîé ÷àñòîòû îøèáîê

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà äëÿ íàøåé îñíîâíîé çàäà÷è.

Õîòÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î÷åíü îáùèå è ïîçâîëÿþò íàì ðàáîòàòü ñ ïðîèçâîëü-

íûìè ` è k è íåáèíàðíûìè ôóíêöèÿìè ïîòåðü, ìû ïðèìåíèì èõ ëèøü ê ðàññìàòðè-

âàåìîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ.

Òåîðåìà 4.4. Ïðè ` = k = L
2
äëÿ t > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P

(
max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)) ≥ EOFmax +
8
√
πσ

`
+ t

)
≤ 2 exp

(
− t2`2

16σ2

)
,

ãäå σ2 = max
a∈A

m(a). Â ÷àñòíîñòè, σ ≤
√

2`.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì àëãîðèòìó a åãî L-ìåðíûé âåêòîð îøèáîê a. Ðàññìîò-

ðèì íà RL ôóíêöèþ f òàêóþ, ÷òî

f(x) = max
a∈A

(a,x).

Äàííàÿ ôóíêöèÿ (êàê ìàêñèìóì âûïóêëûõ ôóíêöèé) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Ïðîâå-

ðèì å¼ ëèïøèöåâîñòü. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x è y ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|f(x)− f(y)| = |max
a∈A

(a,x)−max
a∈A

(a,y)| ≤ |max
a∈A

(a,x− y)| ≤ σ|x− y|,
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ãäå σ2 = max
a∈A

L∑
i=1

a2i = max
a∈A

m(a).

Â òî÷êàõ ñëîÿ {1,−1}L êóáà, ñîäåðæàùåãî ðîâíî ` ýêçåìïëÿðîâ −1, ôóíêöèÿ f â

òî÷íîñòè ðàâíà max
a∈A

(n(a, X̄)−n(a,X)). Òîãäà ïðèìåíèì òåîðåìó 4.3 ê f(x)
σ
. Ïîñëå ýòî-

ãî â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïîäåëèì âñå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ` è ïîñëå íîðìèðîâêè

t ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îáðàùàÿ îöåíêó, ïîëó÷àåì ïðîñòîå è ïðàêòè÷íîå ñëåäñòâèå

Òåîðåìà 4.5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.4 äëÿ δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− δ

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)) < EOFmax +
4σ

`

(
2
√
π +

√
ln

(
2

δ

))
.

Ñîãëàñíî ðàííèì çàìå÷àíèÿì âñå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìîæíî

îöåíèòü ëèøü ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå.

×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñèëó ðåçóëüòàòà òåîðåìû 4.4 âñïîìíèì, ÷òî ðàíåå äëÿ t > 0

áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà

P

(
max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)) > t

)
≤ |A| exp

(
−t2`

2

)
.

Îöåíèâàÿ ñâåðõó EOFmax êàê
√

2 ln(|A|)
`

, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ t > 0

P

(
max
a∈A

(ν(a, X̄)− ν(a,X)) ≥ EOFmax +
8
√
πσ

`
+ t

)
≤ exp

(
− t̂

2`

2

)
,

ãäå

t̂2 = t2 +
64πσ2

`2
+ 2t

√
2 ln(|A|)

`
+

16
√
πσ

`

(
t+

√
2 ln(|A|)

`

)
.

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìåòîäû îáó÷åíèÿ óñòðîåíû òàê, ÷òî âûáèðàþòñÿ ëèøü

àëãîðèòìû íèæíèõ ñëîåâ ñåìåéñòâà A. Ýòî íàâîäèò íà åñòåñòâåííóþ ìûñëü î ëîêà-

ëèçàöèè ñåìåéñòâà [10], òî åñòü ðàññìîòðåíèè òîëüêî òåõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå äî-

ïóñêàþò íå áîëåå îïðåäåëåííîãî íåêîòîðûì ïîðîãîì ÷èñëà îøèáîê. Ïðè ýòîì äàæå

ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà äîëæíà äàâàòü õîðîøèé ðåçóëüòàò.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè σ, òî åñòü, êîíòðîëå çà ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì

îøèáîê, õâîñò ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïðàêòè÷åñêè íå óìåíüøàåòñÿ è ñîõðàíÿåò íåèç-

ìåííûì ÷ëåí t2`, â òî âðåìÿ êàê áîëåå ìîùíûé ðåçóëüòàò òåîðåìû 4.4 ãîâîðèò î

ñóùåñòâåííîì ¾óñêîðåíèè¿ êîíöåíòðàöèè.
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Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîì øàãå íåëüçÿ ó÷åñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ, òàê êàê ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå ìû ñóùåñòâåííî ïîëüçîâàëèñü âûïóêëîñòüþ ôóíêöèè f . Åñëè áû íà ðàçáèåíèè

íå âûáèðàëñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

òî âûïóêëîñòè áû íå áûëî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ âûïóêëîñòè â òåîðåìàõ

òèïà 4.1 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè [14].

4.4 Íåðàâåíñòâà òèïà ÌàêÄèàðìèäà íà ñëîÿõ êóáà

Èòàê, ïîâòîðèì, ÷òî îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ â êîìáèíà-

òîðíîì ïîäõîäå, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷åñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ. Äëÿ ìèíèìèçàöèè

ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåíåíû

áûòü íå ìîãóò. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðåäëîæåíî íåðàâåíñòâî òèïà ÌàêÄèàðìèäà

äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñëîå êóáà. Çàòåì áóäåò ââåäåíî ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè

ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ è äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � ïåññèìèñòè÷íîé ìèíèìèçàöèè ýìïè-

ðè÷åñêîãî ðèñêà áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ÷àñòîòó îøèáîê íà

íåíàáëþäàåìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå.

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðèìåíåíà òåõíèêà ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ Ñîáî-

ëåâà [11]. Â ðàáîòàõ [6, 7] ïîëó÷åíî òàêîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñëîÿ äèñêðåòíîãî êóáà.

Îíî ñîãëàñíî [11] âëå÷¼ò íóæíóþ íàì êîíöåíòðàöèþ ìåðû. Â ðàáîòå ìû ñïåöèàëüíî

íå áóäåì ïîäðîáíî îïèñûâàòü ðåçóëüòàòû ñâÿçàííîé òåîðèè, ïîäðîáíî èçëîæåííîé â

[11], à íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîá-

õîäèìîãî íàì íåðàâåíñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîãà-

ðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ Ñîáîëåâà äà¼ò ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòàíò äàæå áîëåå òî÷íûå

íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè, ÷åì ïîäõîä Òàëàãðàíà, èñïîëüçîâàííûé â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå. Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ [6, 11] ìîæíî óëó÷øèòü êîíñòàíòû

ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Ïóñòü f � ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ñëîå êóáà {1,−1}L, ñîñòîÿùåì

èç âåðøèí ñ ` ýêçåìïëÿðàìè −1.

Ïóñòü x,y ïàðà âåðøèí ñëîÿ êóáà òàêèõ, ÷òî y ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç x îäíîé

ïåðåñòàíîâêîé ïàðû êîîðäèíàò. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèáî îáà âåêòîðà ñîâïàäàþò, ëèáî

îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé 1 c −1. Òåïåðü äîïîëíèòåëüíî íàëîæèì íà íàøó ôóíêöèþ
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óñëîâèå îãðàíè÷åííûõ ïðèðàùåíèé

max
x,y
|f(x)− f(y)| ≤ c,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 4.6 (Áîáêîâ [6, 7]). Ïóñòü íà ñëîå äèñêðåòíîãî {1,−1}L êóáà ñ L−` åäèíè-

öàìè ââåäåíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ îïèñàííîé ôóíêöèè f âûïîëíåí ñëå-

äóþùèé âàðèàíò ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Ñîáîëåâà

Ef(x) exp(f(x))− E exp(f(x)) ln (E exp(f(x))) ≤ `(L− `)c2

L+ 2
E exp(f(x)).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîãî ðàññóæäåíèÿ èç [11] ìîæíî ïîëó÷èòü íóæíîå

íàì íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè.

Òåîðåìà 4.7. Äëÿ îïèñàííîé ôóíêöèè f è ëþáîãî t > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(f(x) ≥ Ef(x) + t) ≤ exp

(
−(L+ 2)t2

2`(L− `)c2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ÷èñëà λ > 0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ λf . Î÷åâèäíî, ÷òî îíà

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ôóíêöèè f ñ çàìåíîé êîíñòàíòû óñëîâèÿ êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

c íà cλ. Îáîçíà÷èì C = `(L−`)c2
L+2

è H(λ) = E exp(λf(x)). Òîãäà óñëîâèå òåîðåìû 4.6

ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

λH ′(λ) ≤ H(λ) ln (H(λ)) + Cλ2H(λ).

Ïîñëåäíåå âëå÷¼ò

d

dλ

(
H(λ)

λ

)
≤ C.

Ðàñêëàäûâàÿ H(λ) â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
λ→0

(
H(λ)

λ

)
= Ef(x).

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ λ > 0

H(λ)

λ
≤ Ef(x) + Cλ.

Îòñþäà

E exp(λf(x)) ≤ exp
(
λEf(x) + Cλ2

)
.

Îòñþäà êàê è ðàíåå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà, îïòèìèçèðóÿ ïî λ, ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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4.5 Óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà îáó÷åíèÿ

Ðåçóëüòàòû ïîñëåäíåãî ðàçäåëà ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû íåïîñðåäñòâåííî äëÿ îöåí-

êè ÷àñòîòû îøèáîê íà íåíàáëþäàåìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

` = k è ÷èñëî ` ÷¼òíî, òîãäà äëÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè X îïðåäåëèì íàáëþäàåìîå

ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ A(X) è ñîîòâåòñòâåííî EOFµ(X). Äëÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè X

îáîçíà÷èì Xij âûáîðêó, ïîëó÷åííóþ çàìåíîé å¼ i-ãî îáúåêòà íà j-ûé îáúåêò X. Ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà îáîçíà÷àåòñÿ X̄ij = X \Xij. Ââåä¼ì åñòåñòâåííîå

ïðåäïîëîæåíèå óñòîé÷èâîñòè.

ÏÌÝÐ (âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì A(X)) íàçûâàåòñÿ α, β�óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ âñåõ

ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå X è êîíòðîëü X̄ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ

1. EOFµ(X)− EOFµ(X) ≤ α.

2.

∣∣∣∣n(µX,X)−max
ij

n(µXij, Xij)

∣∣∣∣ ≤ β è

∣∣∣∣n(µX, X̄)−max
ij

n(µXij, X̄ij)

∣∣∣∣ ≤ β.

Îáå ïðåäïîëîæåíèÿ î÷åíü åñòåñòâåííû. Ïåðâîå óòâåðæäàåò, ÷òî îæèäàåìàÿ ïå-

ðåîáó÷åííîñòü, âû÷èñëåííàÿ ïî íàáëþäàåìîé îáó÷àþùåé âûáîðêå, ñëàáî îòëè÷àåòñÿ

îò âû÷èñëåííîé íà âñ¼ì êîíòðîëå. Îòìåòèì, ÷òî ýòî áîëåå ñëàáîå ïðåäïëîæåíèå ÷åì

áëèçîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåîáó÷åíèÿ, âû÷èñëåííûõ ïî âñåé ãåíåðàëüíîé âûáîðêå è

îáó÷àþùåé âûáîðêå ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî çàìåíà îäíîãî îáú-

åêòà â îáó÷åíèè (èëè êîíòðîëå) íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿåò ÷èñëî îøèáîê âûáèðàåìîãî

àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ` = k = L
2
, µ � α, β-óñòîé÷èâûé ÏÌÝÐ, òîãäà äëÿ âñåõ t > 0

P
(
ν(µX, X̄)− ν(µX,X) ≥ EOFµ(X) + α + t

)
≤ exp

(
−(`+ 1)t2

4β2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáèåíèþ X t X̄ ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíó ñëîÿ {1,−1}L

êóáà x, äëÿ êîòîðîé âñåì ïîçèöèÿì X â ãåíåðàëüíîé âûáîðêå ñîîòâåòñòâóþò −1, à

ïîçèöèÿì X̄ ñîîòâåòñòâóþò 1. Òåïåðü ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íóæíî ïðèìå-

íèòü òåîðåìó 4.7 äëÿ ôóíêöèè f , òàêîé ÷òî f(x) = ν(µX, X̄)− ν(µX,X).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì æåëàåìóþ îöåíêó, âû÷èñëèìóþ ïî íàáëþäàåìîé âûáîð-

êå.
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Òåîðåìà 4.9. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.8 äëÿ δ > 0 ñ âåðîÿòíîñòü íå ìåíüøåé 1 − δ

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ν(µX, X̄) < ν(µX,X) + EOFµ(X) + α +
2β√
`+ 1

√
ln

(
1

δ

)
.

Ñòîèò íàïîìíèòü, ÷òî òåîðåìà 3.1 äà¼ò îöåíêó EOFµ, ó÷èòûâàþùóþ ñòðóêòó-

ðó ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ. Ïàðàìåòðû α, β ìîãóò áûòü îöåíåíû äëÿ êîíêðåòíûõ ñå-

ìåéñòâ A(X).
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5 Âûâîäû

• Â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè îæèäàåìîé ïåðå-

îáó÷åííîñòè.

• Èññëåäîâàíû èõ àñèìïòîòèêè è ôàêòîðû çàâûøåííîñòè.

• Äîêàçàí îáùèé êðèòåðèé òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïî-

ñîáíîñòè.

• Äîêàçàíî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî íà ñëîÿõ äèñêðåòíîãî êóáà.

• Ïîëó÷åíû îöåíêè ÷àñòîòû îøèáîê íà íåíàáëþäàåìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå,

âû÷èñëèìûå ïî íàáëþäàåìîé îáó÷àþùåé.
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