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Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà

Òåîðåìà (Øïèëüðàéí-Äàøíèê-Ìèëëåð)

1 Ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî

ëèíåéíîãî íà òîì æå ìíîæåñòâå.
2 Êàæäûé ïîðÿäîê åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ñâîèõ ëèíåéíûõ

ïðîäîëæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ)

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è P � íå öåïü. Ïîñòðîèì

ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6, ñîäåðæàùèé äàííûé ÷àñòè÷íûé.

Â P íàéäóòñÿ íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû a è b. Ïðîèçâîëüíî
îïðåäåëèì ïîðÿäîê íà íèõ: äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì,

íàïðèìåð, a 6 b. Äàëåå äëÿ âñåõ x v a è b v y ïîëàãàåì

x 6 y. Åñëè 〈P, 6 〉 åù¼ íå öåïü, òî âûáåðåì íîâóþ ïàðó

íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è ïîñòóïàåì, êàê óêàçàíî âûøå.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 13 / 101

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷àåì ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Ïîñêîëüêó âîçìîæåí ðàçëè÷íûé âûáîð ïàð íåñðàâíèìûõ

ýëåìåíòîâ a è b è ïðè êàæäîì âûáîðå ìîæíî ïîëàãàòü êàê

a 6 b, òàê è b 6 a, òî äåéñòâóÿ óêàçàííûì îáðàçîì ìîæíî

ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ïðîäîëæåíèÿ èñõîäíîãî

÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà v äî ëèíåéíîãî 6.

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ öåïåé äàñò èñõîäíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x v y, òî àíàëîãè÷íîå ñëåäîâàíèå áóäåò è
âî âñåõ ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêàõ, à ïðè íåñðàâíèìûõ x
è y âñåãäà íàéä¼òñÿ ïàðà öåïåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì èõ

ñëåäîâàíèåì, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè öåïåé è äàñò íåñðàâíèìîñòü

ýòèõ ýëåìåíòîâ.
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Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà...

Äëÿ ñ÷åòíî-áåñêîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.

Â ñîâðåìåííîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ ïðèíöèï
ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà èãðàåò ðîëü, ñîïîñòàâèìóþ ñ AC.

Ïîèñê òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ,
çàäàííûõ ïàðàìè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ äðóã çà
äðóãîì âåðøèí â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè
íàçûâàþò òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêîé.
Òåðìèí êðàéíå íåóäà÷åí: óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà íå èìååò
íèêàêîãî îòíîøåíèÿ íè ê ñîðòèðîâêå, íè ê òîïîëîãèè
(ðàçäåë ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùèé ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè).
Àëãîðèòìû, ðåøàþùèå äàííóþ çàäà÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ
ïîÿâèëèñü ëèøü â íà÷àëå íàøåãî âåêà.
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Ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ïîðÿäêà: ïðèìåð

Ñ÷¼òíî-áåñêîíå÷íûå ÷.ó. ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî íèæíèå êîíóñû
ëþáûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íû, íàçûâàåòñÿ êàçóàëüíûìè.

Ïðèìåðû: 〈N, 6 〉, 〈N, | 〉.

Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ v1 l v2 l . . .
ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ êàçóàëüíîãî ìíîæåñòâà P :

1 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå çàïèñûâàåì ìèíèìàëüíûå
ýëåìåíòû M1 ìíîæåñòâà P ,

2 óäàëÿåì èç P ìíîæåñòâî M1, ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâî P1;

3 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå çàïèñûâàåì ìèíèìàëüíûå
ýëåìåíòû M2 ìíîæåñòâà P1

4 óäàëÿåì èç P1 ìíîæåñòâî M2, ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâî P2;

5 è ò.ä. (ñðåäè ìíîæåñòâ M1, M2, . . . ìîãóò áûòü
áåñêîíå÷íûå).



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 16 / 101

Ëèíåàðèçàöèÿ

Ëèíåéíûå ïðîäîëæåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ äàííûé ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê v (ò.å. v⊆6) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íàçûâàþò
ëèíåàðèçàöèåé èëè ëèíåéíûì ïðîäîëæåíèåì (ðàñøèðåíèåì)

èñõîäíîãî ïîðÿäêà.

Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñåõ ëèíåéíûõ
ðàñøèðåíèé êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.

×èñëî ñêà÷êîâ â íåêîòîðîì ëèíåéíîì ðàñøèðåíèè L ÷.ó.
ìíîæåñòâà P, åñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàð íåñðàâíèìûõ
ýëåìåíòîâ (ñêà÷êîâ) P â L .

Íàïðèìåð, â ëèíåàðèçàöèè [ b, d, a, c ]
çèãçàãà N ïðèñóòñòâóåò îäèí ñêà÷îê: ïàðà (d, a).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñêà÷êîâ NP-òðóäíà.
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Äâóäîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

×.ó. ìíîæåñòâà ñ äèàãðàììàìè Õàññå, ÿâëÿþùèìèñÿ
äâóäîëüíûìè ãðàôàìè íàçûâàþò äâóäîëüíûìè ÷.ó.

ìíîæåñòâàìè. Km,n � îáîçíà÷åíèå äëÿ äâóäîëüíîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà ñ m ìàêñèìàëüíûìè è n ìèíèìàëüíûìè
ýëåìåíòàì, ó êîòîðîãî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñîäåðæèò
âñå ìèíèìàëüíûå.

Ðàíåå óæå áûëè óêàçàíû ÷.ó. ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå çàáîðàìè.

Îáîáùèì ýòî ïîíÿòèå: çàáîðàìè èëè çèãçàãàìè áóäåì íàçûâàòü
äâóäîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç n > 2 ýëåìåíòîâ
{v1, . . . , vn} ñ îòíîøåíèÿìè âêëþ÷åíèÿ v2i−1 l v2i è
v2i m v2i+1 (ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ïðè ÷¼òíîì n è i = n/2
îòñóòñòâóåò) è äâîéñòâåííûå èì; ñèìâîëè÷åñêè Zn.

Îáû÷íî ýëåìåíòû íèæíåé è âåðõíåé äîëåé ìíîæåñòâà Zn
îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè a è b ñ èíäåêñàìè.
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Äâóäîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà: çèãçàãè Zn

Çèãçàãè ñ ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ
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Äâóäîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà: ìàëàÿ êîðîíà sn

Åñëè â 2n-ýëåìåíòíîì çàáîðå ïðè n > 3 äîáàâèòü óñëîâèå
¾ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïîêðûâàåò ïåðâûé¿, òî ïîëó÷èì ÷.ó.
ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçîâ¼ì ìàëîé êîðîíîé sn:

◦ ◦ . . . ◦

◦ ◦ . . . ◦

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

�
�
�

�
�

�

�
�

�

Ïîíÿòíî, ÷òî êîðîíà sn èçîìîðôíà óïîðÿäî÷åííîé ïî
âêëþ÷åíèþ ñîâîêóïíîñòè âñåõ
îäíîýëåìåíòíûõ {v1}, . . . , {vn}
è äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ âèäà
{v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vn, v1}
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {v1, . . . , vn}.
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Äâóäîëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïîëíàÿ êîðîíà Sn, n > 3

Ïîëíàÿ êîðîíà Sn � ýòî 2n-ýëåìåíòíîå äâóäîëüíîå ÷.ó.
ìíîæåñòâî, ò.å. Sn = A ∪B, ãäå A = { a1, . . . , an } �
ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ, à B = { b1, . . . , bn } � ìíîæåñòâî
ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîðÿäîê v íà Sn çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
ýëåìåíòîâ ai ∈ A è bi ∈ B ïîëàãàþò ai v bj äëÿ âñåõ i 6= j,
i, j = 1, . . . , n (è, åñòåñòâåííî, v ðåôëåêñèâåí).

Ïðèìåð: êîðîíà S5:
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a1 a2 a3 a4 a5
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Ìíîæåñòâî Ã¼ëüäåðà

Ïóñòü äàíî n-ýëåìåíòíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P .

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çàíóìåðóåì ýëåìåíòû P ïåðâûìè
n íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè;

îòîæäåñòâèì ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå σ : P → n ÷.ó.
ìíîæåñòâà P ñ ïåðåñòàíîâêîé

(
σ−1(1), . . . , σ−1(n)

)
ìíîæåñòâà [n].

Ïðèìåð: ÷.ó. ìíîæåñòâî è åãî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå

3 2

1 4

[
[
[ (4, 2, 1, 3)

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà [n], ïîëó÷åííûõ
òàêèì îáðàçîì, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Ã¼ëüäåðà ÷.ó.
ìíîæåñòâà P .
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×èñëî ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà

×èñëî e(P ) = âñåâîçìîæíûõ ëèíåàðèçàöèé êîíå÷íîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà P , î÷åâèäíî ðàâíî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà Ã¼ëüäåðà
äëÿ P (ïðîáëåìà Ðåéíè).

e(P ) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðàÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè P .

Ïîíÿòíî, ÷òî e(n1) = n!, e(C) = 1 äëÿ öåïè C è ýòî
ìàêñèìàëüíî è ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ e(·) .
Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë

e(P ⊕Q) = e(P ) e(Q);

e(P +Q) =
(
n+m
n

)
e(P ) e(Q), n = |P |, m = |Q|.

Çàäà÷à e(P ) = ? ïðè n > 5 ðåøåíà ëèøü äëÿ î÷åíü íåìíîãèõ
òèïîâ ÷.ó. ìíîæåñòâ.
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Ëèíåàðèçàöèÿ

×èñëî ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà...

e(2× n) =
1

n+ 1

(
2n

n

)
� ÷èñëà Êàòàëàíà.

Ïðèìåð. ×.ó. ìíîæåñòâî 2× 3 è åãî 5-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî

Ã¼ëüäåðà (e(2× 3) = 1
4

(
6
3

)
= 6·5·4

4·1·2·3 = 5):

6

4 5 { (1, 2, 3, 4, 5, 6), (1, 3, 2, 4, 5, 6),

2 3 (1, 2, 3, 5, 4, 6), (1, 3, 2, 5, 4, 6),

1 (1, 3, 5, 2, 4, 6) }

[[
��

[[
�� ��

[[
��
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×èñëî ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà...

∑
n>0

e(Zn)xn

n!
= tg x + secx.

Çíà÷åíèÿ e(Zn) ïðè ÷¼òíûõ n íàçûâàþò ÷èñëàìè ñåêàíñà,
à ïðè íå÷¼òíûõ � ÷èñëàìè òàíãåíñà:

tg x =x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + . . .+

22n(22n − 1)Bn
(2n)!

x2n−1 + . . . ,

secx = 1 +
x2

2
+

5

24
x4 +

61

720
x6 + . . .+

En
(2n)!

x2n + . . . ,

ãäå Bn è En � ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, e(Z5) = 2

15 · 5! = 16.
Çíà÷åíèå e(Zn) áûëî âïåðâûå óñòàíîâëåíî êàê ìîùíîñòü
ìíîæåñòâà up-down ïåðåñòàíîâîê: èõ îáðàçóþò ïåðâûå n
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåñòàâëåííûå òàê, ÷òî êàæäûé
ýëåìåíò ëèáî áîëüøå, èáî ìåíüøå îáîèõ ñâîèõ ñîñåäåé.
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×èñëî ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà...

Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî e(Sn) = (n+ 1)!(n− 1)!.
Ñîîòíîøåíèå äëÿ e(sn) áóäåò ïðèâåäåíî äàëåå.

log(e(Bn))

2n
= log

(
n

bn/2c

)
− 3

2
log e+ o(1).

Â îáùåì ñëó÷àå: lim
m→∞

|mP|
mn

=
e(P)

n!
.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ e(P ) � #P-ïîëíàÿ çàäà÷à.
Îäèí èç ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ e(P ) � âåðîÿòíîñòíûé.
Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈 { v1, . . . , vn }, v〉 â n-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ìíîãîãðàííèê P:
P =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 6 xi 6 1, vi v vj ⇒ xi 6 xj

}
Åñëè vol(P) � îáú¼ì P, òî e(P ) = n! · vol(P). Äëÿ
îöåíîê vol(P) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 26 / 101

Ëèíåàðèçàöèÿ

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñâÿçàííîå ñ ÷.ó. ìíîæåñòâîì

Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå âñåõ
ëèíåàðèçàöèé ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉 : êàæäîé e(P ) åãî
ëèíåàðèçàöèé ïðèïèñûâàþò ðàâíóþ âåðîÿòíîñòü.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ýëåìåíòîâ x, y, z, . . . äàííîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþò ñîáûòèÿ E âèäà x v y,
(x v y) N (x v z) è ò.ä. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ:

Pr [E] =
÷èñëî ëèíåàðèçàöèé, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî E

e(P )

XYZ-òåîðåìà

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è x, y, z ∈ P .
Òîãäà

Pr [x v y ] · Pr [x v z ] 6 Pr [ (x v y) N (x v z) ].
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Ëèíåàðèçàöèÿ

XYZ-òåîðåìà: ïðèìåð

×.ó. ìíîæåñòâî N
c d

a b

[
[
[

èìååò ïÿòü ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé:

[a, b, c, d], [a, b, d, c], [b, a, c, d], [b, a, d, c], [b, d, a, c],

îòêóäà

Pr[a v b] = 2/5, Pr[a v d] = 4/5 è Pr[(a v b)N(a v d)] = 2/5.

Ïî XY Z-òåîðåìå: 8/25 6 2/5.
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Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîðòèðîâêè �

� ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L ñ
ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà âîïðîñîâ ¾âåðíî ëè, ÷òî
x < y â L?¿.

Îáîáùåíèå ýòîé ïðîáëåìû � çàäà÷à âîññòàíîâëåíèè íåêîòîðîé
çàôèêñèðîâàííîé, íî íåèçâåñòíîé ëèíåàðèçàöèè L ÷.ó.
ìíîæåñòâà P ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ
âîïðîñîâ.

¾1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå¿ (Ñ.Ñ. Êèñëèöûí, 1968)

Ëþáîå íå ÿâëÿþùååñÿ öåïüþ ÷.ó. ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïàðó
íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y, äëÿ êîòîðûõ

1
3 6 Pr [x < y ] 6 2

3 .
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1/3 � 2/3 ïðåäïîëîæåíèå...

Ïðèìåð 2 + 1 � ◦

◦ ◦

ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûå ãðàíèöû íåñóæàåìû.
Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå äî ñèõ ïîð óñïåøíî ïðîòèâîñòîèò âñåì
ïîïûòêàì åãî äîêàçàòü è, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç íàèáîëåå

èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ.

Íàèáîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò íà ñåãîäíÿøíèé äåíü:

0, 2764 ≈ 5−
√

5

10
6 Pr[x < y] 6

5 +
√

5

10
≈ 0, 7236

äëÿ íåêîòîðûõ íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ x è y èç
ïðîèçâîëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Ñïåêòð ÷.ó. ìíîæåñòâà

Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉 ñîâîêóïíîñòü

{Pr [ a v b ] | a, b ∈ P, a 6= b }

âñåõ çíà÷åíèé Pr [x < y] íàçûâàþò ñïåêòðîì P .

Äëÿ âñåõ íåîäíîýëåìåíòíûõ òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ ñïåêòð åñòü

{
1
2

}
.

Pr [ a v b ] = 1− Pr [ b v a ] ⇒ ñïåêòð ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî 1

2 .{
0, 1

2 , 1
}
� åäèíñòâåííûé òð¼õýëåìåíòíûé ñïåêòð.

Âñå ÷åòûð¼õýëåìåíòíûå ñïåêòðû äîëæíû èìåòü âèä
{ 0, α, 1− α, 1 }, ãäå 0 < α < 1

2 .
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûñêàçàíî íåäîêàçàííîå äî ñèõ ïîð
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âñåãäà α = 1

3 (E.B. Halvorsen, 2002).
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçäåëû I

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

5 Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

7 Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçäåëû II

8 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðåàëèçàöèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà

P ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ e(P ) ñâîèõ ëèíåàðèçàöèé,
îäíàêî òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ çíà÷èòåëüíî
ìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïðîäîëæåíèé.
Íàïðèìåð, ÷.ó. ìíîæåñòâî

b c d

a

[
[
[

�
�
�

èìåþùåå 6 ëèíåàðèçàöèé, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ 2 öåïåé: [ a, b, c, d ] è [ a, d, c, b ].

Åñëè P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è R = {C1, . . . , Ck } �
ñîâîêóïíîñòü öåïåé òàêàÿ, ÷òî P = C1 ∩ . . . ∩ Ck, òî ãîâîðÿò,
÷òî R ðåàëèçóåò ÷.ó. ìíîæåñòâî P .
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðåàëèçàöèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: ïðèìåð

Íàáîð öåïåé R = { [13, 2, 10, 8, 1, 3, 11, 12, 9, 6, 4, 5, 7],
[13, 6, 7, 12, 11, 10, 9, 8, 4, 1, 5, 2, 3],
[6, 7, 10, 11, 12, 8, 9, 1, 13, 2, 4, 3, 5] } ðåàëèçóåò ÷.ó. ìíîæåñòâî

3 5

2 1 4 7

13 8 9 6

10 11 12

[
[
[

�
�
�

[
[
[

�
�
�

4
4
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4
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h
h
h
h
h
h
hh

4
4
4
4
4
4
44

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

[
[
[

�
�
�



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 35 / 101

Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, äàþùèõ â ïåðåñå÷åíèè
äàííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ åãî (ïîðÿäêîâîé)
ðàçìåðíîñòüþ ïîñëåäíåãî è îáîçíà÷àåòñÿ dim(P ).

Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà P ñ ïðåäûäóùåãî ñëàéäà dim(P ) 6 3.

Òåîðåìà (Îðå)

Ïîðÿäêîâàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðàçìåðíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà

ñîâïàäàþò.

Ïðèâåä¼ííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íå ðàçëè÷àòü óêàçàííûå âèäû
ðàçìåðíîñòè è ïîëüçîâàòüñÿ åäèíûì ñèìâîëîì dim(·).
Ðàçìåðíîñòü 1 èìåþò òîëüêî öåïè.
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâà: ïðèìåð

×.ó. ìíîæåñòâî P âûäåëåíî æèðíûì �

P ↪→ [ a, b, c ] × [ d, e ], P = [ 1, 2, 3, 4, 5 ] ∩ [ 2, 4, 1, 3, 5 ].

dim(·) � áîëåå òîíêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÷.ó. ìíîæåñòâà, ÷åì
e(·); â íåêîòîðîì ñìûñëå dim(·) èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è
õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äëÿ ãðàôîâ.
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçìåðíîñòè ðàçíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçìåðíîñòü 2 èìåþò:

òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà;
âñå îòëè÷íûõ îò öåïåé ÷.ó. ìíîæåñòâ, èìåþùèå íå áîëåå 5
ýëåìåíòîâ;
çèãçàãè ëþáîé äëèíû.

Ðàçìåðíîñòü 3 èìåþò 6-ýëåìåíòíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
êîðîíà s3, ¾øåâðîí¿ sh è sh ]:

◦ ◦

d e f ◦ ◦ ◦

a b c ◦

[
[
[

�
�

�

[
[
[
�

�
�

[
[
[
�

�
�

[
[
[

�
�

�
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçìåðíîñòè ðàçíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçìåðíîñòü 2 èìåþò:

òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà;
âñå îòëè÷íûõ îò öåïåé ÷.ó. ìíîæåñòâ, èìåþùèå íå áîëåå 5
ýëåìåíòîâ;
çèãçàãè ëþáîé äëèíû.

Ðàçìåðíîñòü 3 èìåþò 6-ýëåìåíòíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
êîðîíà s3, ¾øåâðîí¿ sh è sh ]:

◦ ◦

d e f ◦ ◦ ◦

a b c ◦
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè n �

� ïîëíàÿ êîðîíà Sn (dim(Sn) = n).

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷.ó.
ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðèìåð ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàçìåðíîñòè 3:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

A
A
A
A
A
AA

�
�
�

[
[
[



Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà dim(P ) 6 t ïîëèíîìèàëüíà
ïðè t = 1, 2 è ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè 3 6 t.

Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãðàíèö äëÿ ïî÷òè âñåõ n-ýëåìåíòíûõ
÷.ó. ìíîæåñòâ P :

n
4

(
1− c1

logn

)
6 dim(P ) 6 n

4

(
1− c2

logn

)
,

ãäå c1 è c2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ P è Q ñïðàâåäëèâî:

∅ 6= Q ⊆ P ⇒ dim(Q) 6 dim(P ) è ïðè óäàëåíèè èç ÷.ó.
ìíîæåñòâà îäíîãî ýëåìåíòà åãî ðàçìåðíîñòü óìåíüøàåòñÿ
íå áîëåå, ÷åì íà 1.

dim(P +Q) = max {dim(P ),dim(Q)}, åñëè õîòÿ áû îäíî
èç ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ è dim(P +Q) = 2, èíà÷å.

dim(P ×Q) 6 dim(P ) + dim(Q), ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà è P , è Q � êîíå÷íûå
íåîäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè:

ðàçìåðíîñòü äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ n öåïåé (ìû íå
ñ÷èòàåì îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà öåïÿìè) åñòü n;
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü n-ìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà R

n, ðàññìîòðåííîãî êàê äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ R ðàâíà n;

dim(2n) = n;

dim(Sn × Sn) = 2n− 2.
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ P è Q ñïðàâåäëèâî:...

dim(P ) 6
|P |
2

ïðè |P | > 4 (òåîðåìà Õèðàãó÷è).

dim(P ) 6 |P −A|, ãäå A � àíòèöåïü â P òàêàÿ, ÷òî
|P −A| > 2.
Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü äâóäîëüíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ íå
ïðåâûøàåò ìîùíîñòè íàèìåíüøåé äîëè, åñëè îáå äîëè íå
îäíîýëåìåíòíû.

dim(P ) 6 w(P ).

ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ó ÷.ó. ìíîæåñòâà êîðîíû Sn â êà÷åñòâå
ïîäìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî åãî ðàçìåðíîñòü óæå íå ìåíåå n.
Îäíàêî ÷.ó. ìíîæåñòâî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò è íå
ñîäåðæàòü ñòàíäàðòíîãî ïðèìåðà â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà.
Íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü óïîðÿäî÷åííîé ïî âêëþ÷åíèþ
ñîâîêóïíîñòè îäíî- è äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò ïðè n→∞.
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

d-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

×.ó. ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ d-íåñâîäèìûì äëÿ íåêîòîðîãî
d > 2, åñëè dim(P ) = d è dim(P ′) < d äëÿ ëþáîãî
ñîáñòâåííîãî ÷.ó. ïîäìíîæåñòâà P ′ < P .

Åäèíñòâåííîå 2-íåñâîäèìîå ìíîæåñòâî åñòü
äâóõýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü 1 + 1.
3-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà: s3, sh,
sh ], . . ..
Ïðèìåð 4-íåñâîäèìîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà �
Åäèíñòâåííîå 2t-ýëåìåíòíîå
t-íåñâîäèìîå ìíîæåñòâî � êîðîíà St

Îáùåïðèíÿòàÿ òî÷êà çðåíèÿ:
3-íåñâîäèìûå ìíîæåñòâà ðåäêè, õîðîøî èçó÷åíû è ðåãóëÿðíû,
4-íåñâîäèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è
âåñüìà ïðè÷óäëèâû.
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Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ïðîáëåìà Íîãèíà �

Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå π(d, n) ìîùíîñòè ìíîæåñòâà

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ d-íåñâîäèìûõ n-ýëåìåíòíûõ ÷.ó.
ìíîæåñòâ ïðè d > 4?

Äàííàÿ ïðîáëåìà ñ 1990 ã. îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

Óòâåðæäåíèå

π(d, n) 6 n− d.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü A � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â d-íåñâîäèìîì
n-ýëåìåíòíîì ÷.ó. ìíîæåñòâå P .
Òîãäà |A| = w(P ) è |P −A| > 2.
Ïîýòîìó, d = dim(P ) 6 n− w(P ) è w(P ) 6 n− dim(P ) .
Íî, î÷åâèäíî, π(P ) 6 w(P ), îòêóäà π(P ) 6 n− dim(P ).



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 43 / 101

Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Ðàçäåëû I

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

5 Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

7 Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Ðàçäåëû II

8 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ó áåñêîíå÷íîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà

Ëåììà Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà: åñëè â ÷.ó. ìíîæåñòâå âñå öåïè
èìåþò âåðõíèå ãðàíè, òî ëþáîé åãî ýëåìåíò
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì
(LKZ, èëè ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîñòè).

Ïðèíöèï Õàóñäîðôà: âñÿêàÿ öåïü ÷.ó. ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü
âëîæåíà â íåêîòîðóþ ìàêñèìàëüíóþ öåïü.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðèâåä¼ííûå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû �
ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç äðóãîãî.

Áîëåå òîãî, îíè òàêæå ýêâèâàëåíòíû ïðèâîäèìûì äàëåå
ôóíäàìåíòàëüíûì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì àêñèîìàì âûáîðà
è î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè.
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Ê.Êóðàòîâñêèé, Ì.Öîðí, Ô.Õàóñäîðô

Êàçèìèð Êóðàòîâñêèé
(Kazimierz Kuratowski, 1896�1980) �

ïîëüñêèé ìàòåìàòèê, òîïîëîã

Ìàêñ Àâãóñò Öîðí (Max August Zorn, 1906�1993) �
àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê íåìåöêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ,

ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåîðèè ãðóïï
è ÷èñëåííîãî àíàëèçà

Ôåëèêñ Õàóñäîðô (Felix Hausdor�, 1868�1942) �
íåìåöêèé ìàòåìàòèê, îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ

ñîâðåìåííîé òîïîëîãèè.
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Àêñèîìà âûáîðà. Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Àêñèîìà âûáîðà (AC): ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå,
ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó íåïóñòîìó
ïîäìíîæåñòâó B ìíîæåñòâà A ýëåìåíò èç B.

ÀÑ: äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà A 6= ∅ íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ
fA, ÷òî fA(B) ∈ B äëÿ ëþáîãî B ∈ P∗(A) (= óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî äëÿ ëþáîãî âñþäó îïðåäåë¼ííîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü âëîæåííîå â íåãî ôóíêöèîíàëüíîå).

Äàëåå ïîòðåáóþòñÿ íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì (â.ó. ìíîæåñòâî), åñëè êàæäîå åãî íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Ýëåìåíòû âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà òðàäèöèîííî
îáîçíà÷àþò ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè áóëàâàìè α, β, . . ..

ßñíî, ÷òî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî âñåãäà
ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Âî âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå êàæäûé ýëåìåíò α,

åñëè òîëüêî îí íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì, èìååò
åäèíñòâåííûé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé,
îáîçíà÷àåìûé α+ 1,

åñëè òîëüêî îí íå íàèìåíüøèé, ìîæåò èìåòü íå áîëåå
îäíîãî íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåãî;
â ýòîì ñëó÷àå, åñëè α íå èìååò íåïîñðåäñòâåííî
ïðåäøåñòâóþùåãî ýëåìåíòà, îí íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì.
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà: ïðèìåðû

1 Âïîëíå óïîðÿäî÷åíû âñå êîíå÷íûå öåïè, à òàê æå öåïü
〈N, 6 〉. Â ýòèõ ÷.ó. ìíîæåñòâàõ íåò ïðåäåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

2 ×.ó. ìíîæåñòâî 〈Z, 6〉 íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì, ïîñêîëüêó îíî íå èìååò íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà.

3 Ìíîæåñòâî{
0,

1

2
,

2

3
,

3

4
, . . . , 1, 1 +

1

2
, 1 +

2

3
, . . . , m, m+

1

2
, m+

2

3
, . . .

}
ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.
Åãî ïðåäåëüíûå ýëåìåíòû ñóòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

4 Ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå êàçóàëüíîãî ìíîæåñòâà 〈N, | 〉 ïî
ðàíåå ðàññìîòðåííîìó àëãîðèòìó ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì.
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Ïðèíöèï ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ

Òåîðåìà Öåðìåëî (ïðèíöèï ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ):
ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå
óïîðÿäî÷èòü.

Ïðèìåð

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü ñ÷èòàÿ,
íàïðèìåð, ÷òî 0 < 1 < −1 < 2 < −2 < 3 < −3 . . . èëè

1 < 2 < . . . < 0 < −1 < −2 < . . .

Ýðíñò Öåðì�åëî
(Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871�1953)

� íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âí¼ñøèé çíà÷èòåëüíûé
âêëàä â òåîðèþ ìíîæåñòâ è ñîçäàíèå

àêñèîìàòè÷åñêèõ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè
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Ãäå æå èñòèíà?

Êàê èç òåîðåìû Öåðìåëî ïîëó÷èòü àêñèîìó âûáîðà

Ïóñòü ìíîæåñòâî A íåïóñòî è ïî òåîðåìå Öåðìåëî åãî ìîæíî
ñ÷èòàòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì. Òîãäà îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó íåïóñòîìó
ïîäìíîæåñòâó B ⊆ A åãî ýëåìåíò � íàèìåíüøèé â B.

Óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå ïðèâåä¼ííûì: î ðàâíîìîùíîñòè
ìíîæåñòâ X è X ×X; î íåïóñòîòå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ
ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè íåïóñòûõ ìíîæåñòâ è äð.

Òàêèì îáðàçîì, èñòèííûìè èëè ëîæíûìè âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ
ìîãóò áûòü òîëüêî îäíîâðåìåííî.
×òî æå èìååò ìåñòî �â äåéñòâèòåëüíîñòè�?

Îòâåò çàâèñèò îò òîãî, êàêèìè ñâîéñòâàìè ìû íàäåëÿåì
ïîíÿòèå ìíîæåñòâà â äàííîé àêñèîìàòèêå.
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Îá àêñèîìå âûáîðà

AC (ïðåäëîæåíà Öåðìåëî ïðè ðàçðàáîòêå àêñèîìàòè÷åñêîé
òåîðèè ìíîæåñòâ):

äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ å¼ ñïðàâåäëèâîñòü î÷åâèäíà, íî
ïðè ðàññìîòðåíèè áåñêîíå÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ ýòà î÷åâèäíîñòü òåðÿåòñÿ;

âñå ïîïûòêè ñâåñòè AC ê äðóãèì ôóíäàìåíòàëüíûì
ïðèíöèïàì îêàçàëèñü áåçóñïåøíûìè;

AC ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì îò îñòàëüíûõ àêñèîì òåîðèè
ìíîæåñòâ óòâåðæäåíèåì è äîáàâëåíèå ê íèì êàê ñàìîé
ýòîé àêñèîìû, òàê è å¼ îòðèöàíèÿ ïîðîæäàåò äâå
ðàâíîïðàâíûå íåïðîòèâîðå÷èâûå àêñèîìàòèêè òåîðèè
ìíîæåñòâ;

ïðè ïðàêòè÷åñêèõ, íå ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñàìè îñíîâàíèé
ìàòåìàòèêè è òåîðèè ìíîæåñòâ èññëåäîâàíèÿõ, ìîæíî êàê
ïðèíÿòü àêñèîìó âûáîðà, òàê è îòêàçàòüñÿ îò íå¼.
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Ê ÷åìó âåä¼ò ïðèíÿòèå/îòêëîíåíèå ÀÑ

Îòêëîíåíèå àêñèîìû âûáîðà � îáåäíåíèå ñîäåðæàíèÿ
êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé: íå óäà¼òñÿ äîêàçàòü �

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÷.ó.
ìíîæåñòâ;
íàëè÷èå áàçèñà ó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà;
ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè â òî÷êå (íà ÿçûêå ε�δ è ÷åðåç ïðåäåëû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé);
...

Ïðèíÿòèå àêñèîìû âûáîðà âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòîâ ñ
ïàðàäîêñàëüíûìè ñâîéñòâàìè:

íåèçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
òàêîãî ðàçáèåíèÿ øàðà íà ÷åòûðå ÷àñòè, ÷òî èç íèõ
äâèæåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
ñîñòàâèòü äâà òàêèõ æå øàðà;
...
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Ðåàêöèÿ íà ÀÑ â íà÷àëå XX â.

Ê. Ã¼äåëü ïîêàçàë:

ïðèñîåäèíåíèå ÀÑ ê ñèñòåìå àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ íå
óâåëè÷èâàåò îïàñíîñòè âïàñòü â ïðîòèâîðå÷èå (ò.å. åñëè â
ðàñøèðåííîé ñèñòåìå âñòðåòèëîñü ïðîòèâîðå÷èå, òî
ïðè÷èíà åãî â èñõîäíîé ñèñòåìå, à íå â ÀÑ);

âñÿêîå ñâîéñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äîêàçûâàåìîå ñ
ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà, ìîæåò áûòü äîêàçàíî è áåç íå¼
(ò.å. â òåîðèè ÷èñåë ÀÑ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê
âñïîìîãàòåëüíîå ñðåäñòâî, íóæíîå ëèøü äëÿ óïðîùåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâ).

Ïðè êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÀÑ, êàê
ïðàâèëî, ïðèíèìàþò.

Äîêàçàòåëüñòâà, íå èñïîëüçóþùèå àêñèîìó âûáîðà (èëè
ýêâèâàëåíòíûå åé óòâåðæäåíèÿ) íàçûâàþò ýôôåêòèâíûìè.
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Ê. Ã¼äåëü

Êóðò Ôðèäðèõ Ã¼äåëü
(Kurt Friedrich Godel, 1906�1978) �

âûäàþùèéñÿ àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê
è ëîãèê XX âåêà, àâòîð ðÿäà

ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, îñíîâàíèé

ìàòåìàòèêè è òåîðèè ìíîæåñòâ.
Ñóùíîñòü åãî ðåâîëþöèîííûõ òåîðåì

î íåïîëíîòå ëîãè÷åñêèõ òåîðèé íåêîòîðîå âðåìÿ íå ïîíèìàëàñü
àäåêâàòíî äàæå âûäàþùèìèñÿ ó÷¼íûìè.

Óìåð îí ïðè ÿâíûõ ïðèçíàêàõ ïñèõè÷åñêîãî ðàññòðîéñòâà.

Èç íåêðîëîãà ãàçåòû ¾Òàéìñ¿: ... åãî ïëîäîòâîðíûå èäåè áóäóò

è äàëåå ñòèìóëèðîâàòü íîâûå ðàáîòû. Ìàëî êòî èç

ìàòåìàòèêîâ óäîñòàèâàåòñÿ òàêîãî ðîäà áåññìåðòèÿ.
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Íàèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Â íàøåì êóðñå ìû îñòà¼ìñÿ â ðàìêàõ íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ

ñ àêñèîìàìè (x, y, . . . � ìíîæåñòâà)

îáú¼ìíîñòè: (x ⊆ y)N(y ⊆ x) ��(x = y);

ñâ¼ðòêè: y = {x | ϕ(x) } , ϕ(x) � ïðåäèêàò.

Íåîãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå àêñèîìû ñâ¼ðòêè ìîæåò ïðèâåñòè
ê ïðîòèâîðå÷èÿì (ïàðàäîêñàì). Íàïðèìåð:

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà

Ìíîæåñòâî Ðàññåëà � R = {x | x 6∈ x }, ò.å. z ∈ R ⇔ z 6∈ z.
Ïðè ïîäñòàíîâêå z 7→ R ïîëó÷àåì R ∈ R ⇔ R 6∈ R �
ïðîòèâîðå÷èå.

Â ñîâðåìåííûõ àêñèîìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ ìíîæåñòâ íè R, íè
ïîäîáíûå ¾ýêçîòè÷åñêèå¿ ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 57 / 101

Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Á. Ðàññåë

Áåðòðàí Àðòóð Óèëüÿì Ðàññåë
(Bertrand Arthur William Russell,

1872�1970) �
� âûäàþùèéñÿ àíãëèéñêèé

ôèëîñîô-íåîïîçèòèâèñò, ëîãèê,
ñîöèîëîã è ëèòåðàòîð.

Àâòîð (ñîâìåñòíî À. Óàéòõåäîì)

ôóíäàìåíòàëüíîé òðåõòîìíîé ìîíîãðàôèè ¾Principia
mathematica¿ (1910�1913), íàèáîëåå ïîëíî âûðàæàþùåé
êîíöåïöèþ ëîãèöèçìà â ìàòåìàòèêå.
Â ìåìîðèàëüíîì ñáîðíèêå ¾Áåðòðàí Ðàññåë � ôèëîñîô âåêà¿
(1967) îòìå÷àëîñü, ÷òî âêëàä Ðàññåëà â ìàòåìàòè÷åñêóþ
ëîãèêó ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûì è ôóíäàìåíòàëüíûì
ñî âðåìåí Àðèñòîòåëÿ.

Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ëèòåðàòóðå.
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Íà÷àëüíûé îòðåçîê â.ó. ìíîæåñòâà

Åñëè α � ýëåìåíò â.ó. ìíîæåñòâà, òî èíòåðâàë

[ o, α )
def
= αO r {α} íàçûâàþò íà÷àëüíûì îòðåçêîì α.

Ñèìâîë [ o, o ) ïîíèìàåòñÿ êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Ïðåäåëüíûé ýëåìåíò α âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
〈C, 6 〉 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè α 6= o è îòñóòñòâèåì â
[ o, α ) íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà.

Ñëåäóþùèé çà ïðåäåëüíûì α ýëåìåíò α+ 1 �
íàèìåíüøèé âî ìíîæåñòâå αM r {α}.
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Ñâîéñòâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà

Ïóñòü 〈C, 6 〉 � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

1 åñëè è C ] âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî C � êîíå÷íàÿ öåïü;

2 åñëè α � ïðåäåëüíûé ýëåìåíò âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà, òî
[o, α) =

⋃
β<α

[o, β).

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ïîñêîëüêó C è C ] âïîëíå óïîðÿäî÷åíû, òî C ñîäåðæèò o è
ι, êàæäûé å¼ ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò ι èìååò ïîñëåäóþùèé,
à îòëè÷íûé îò o � ïðåäøåñòâóþùèé. Ñëåäîâàòåëüíî â C
îòñóòñòâóþò ïðåäåëüíûå ýëåìåíòû, âñå ñå÷åíèÿ � ñêà÷êè,

÷òî âìåñòå ñ íàëè÷èåì o è ι îçíà÷àåò êîíå÷íîñòü C.
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Ñâîéñòâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

3 Åñëè γ ∈ [ o, α ), òî ïîñêîëüêó ìåæäó γ è γ + 1
ýëåìåíòîâ íåò, γ + 1 6 α. Îäíàêî â ñèëó ïðåäåëüíîñòè α,
ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì

γ ∈ [ o, γ + 1 ) ⊆
⋃
β<α

[ o, β ), ò.å.

[ o, α ) ⊆
⋃
β<α

[ o, β ).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî.
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Ñðàâíåíèå â.ó. ìíîæåñòâ è êàðäèíàëüíûå ÷èñëà

Òåîðåìà (î ñðàâíåíèè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ)

Ïóñòü A è B � äâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà.

Òîãäà èìååòñÿ ëèøü îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

1 A ∼= B;

2 A èçîìîðôíî íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó îòðåçêó B;

3 B èçîìîðôíî íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó îòðåçêó A.

Ôàêò ðàâíîìîùíîñòè ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò A = B, à

íåðàâíîìîùíîñòè � A 6= B.

Ïîä X ïîíèìàåòñÿ íîâûé îáúåêò, ñâÿçàííûé ñ ìíîæåñòâîì X,
íàçûâàåìûé êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì X èëè êàðäèíàëîì.
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Çàêîí òðèõîòîìèè

Òåîðåìà (î ñðàâíåíèè ìíîæåñòâ � çàêîí òðèõîòîìèè)

Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B èìååòñÿ ëèøü îäíà èç

ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé:

1 A = B (A ýêâèâàëåíòíî B);

2 A = B ′ äëÿ íåêîòîðîãî B ′ ⊆ B, íî ∀A′ ⊆ A : A′ 6= B;

3 B = A′ äëÿ íåêîòîðîãî A′ ⊆ A, íî ∀B ′ ⊆ B : B ′ 6= A.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïî àêñèîìå î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè äëÿ A è B ñïðàâåäëèâà

ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà (î ñðàâíåíèè â.ó.ì.).

Òîãäà ëèáî ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ ·�¸, ëèáî âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ òåîðåìû Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà (åñëè êàæäîå

èç ìíîæåñòâ ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó äðóãîãî, òî ìíîæåñòâà

ðàâíîìîùíû), ÷òî âëå÷¼ò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ¶.
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Çàêîí òðèõîòîìèè

� ëåæèò â îñíîâå ó÷åíèÿ î ìîùíîñòè ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿÿ
ââåñòè ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë: ñ÷èòàòü, ÷òî

A < B è A > B ñîîòâåòñòâåííî â ñëó÷àÿõ · è ¸ òåîðåìû.

Òåîðåìà (Êàíòîð)

A < P(A).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ñîïîñòàâèâ êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ A îäíîýëåìåíòíîå

ïîäìíîæåñòâî {a} ìíîæåñòâà A, ïîëó÷èì âëîæåíèå A â

P(A), è ïîýòîìó A 6 P(A).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå ϕ ìíîæåñòâà A â P(A).



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 64 / 101

Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû

Òåîðåìà Êàíòîðà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Âî ìíîæåñòâå A îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî M :

M = { a ∈ A | a 6∈ ϕ(a) } ∈ P(A).

Ïî îïðåäåëåíèþ ϕ äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ýëåìåíò m ∈ A
òàêîé, ÷òî ϕ(m) = M . Íî òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå:

m ∈M ⇒ m 6∈ϕ(m) = M è m 6∈M ⇒ m ∈ϕ(m) = M .
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Ïàðàäîêñ Êàíòîðà

Èç òåîðåìû Êàíòîðà ñðàçó ñëåäóåò

Ïàðàäîêñ Êàíòîðà

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ: V = {x | x = x }.
Íî òîãäà P(V ) 6 V � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò
(ïðè÷èíà: íå âñÿêîå ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî, ò.å. äåëî â
àêñèîìå ñâ¼ðòêè).

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë âïîëíå
óïîðÿäî÷åíî, îòêóäà ïîëó÷àþò ìíîãî âàæíûõ è èíòåðåñíûõ
ñëåäñòâèé.
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè

Òåîðåìà

Ïóñòü C � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ñ êàæäûì

ýëåìåíòîì α êîòîðîãî ñâÿçàíî óòâåðæäåíèå Sα, êîòîðûå
îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü S.
Òîãäà, åñëè èç ñïðàâåäëèâîñòè Sβ äëÿ âñåõ β ∈ [o, α) ñëåäóåò

ñïðàâåäëèâîñòü Sα, òî âåðíû âñå óòâåðæäåíèÿ èç S.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ñðåäè S èìååòñÿ íåâåðíîå óòâåðæäåíèå è òîãäà

ìíîæåñòâî E íåâåðíûõ óòâåðæäåíèé íåïóñòî.

Ïóñòü α � íàèìåíüøèé ýëåìåíò E, êîòîðûé âñåãäà

ñóùåñòâóåò â ñèëó ïîëíîãî ïîðÿäêà íà C.
Íî òîãäà, ïîñêîëüêó Sβ ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ β ∈ [o, α),
ñïðàâåäëèâî è Sα � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè: ïðèìåíåíèå

Ëåììà

Ïóñòü 〈A, '〉 � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè, à 〈C, 6 〉 �
âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êàæäîìó ýëåìåíòó α
êîòîðîãî ñîïîñòàâëåí ïðåäêëàññ òîëåðàíòíîñòè Eα ⊆ A òàê,

÷òî èç α1 < α2 ñëåäóåò Eα1 ⊆ Eα2 . Òîãäà îáúåäèíåíèå⋃
Eα = E ÿâëÿåòñÿ ïðåäêëàññîì òîëåðàíòíîñòè â A.

Ëåììà (î êëàññàõ òîëåðàíòíîñòè)

Äëÿ âñÿêîãî ïðåäêëàññà ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé åãî êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Áàçèñ èíäóêöèè ìîæåò áûòü íà÷àò ñ ëþáîãî êëàññà.

Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ è LKZ � äâà àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäà
äîêàçàòåëüñòâ ñâîéñòâ ÷.ó. ìíîæåñòâ.
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Ðàçäåëû I

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

5 Ëèíåàðèçàöèÿ

6 Ðàçìåðíîñòü ÷.ó. ìíîæåñòâ

7 Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è ñìåæíûå âîïðîñû
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Ðàçäåëû II

8 Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòââ â ìàòåìàòèêå

1. Èñïîëüçîâàíèå ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ â òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè
ìíîæåñòâ è êîìáèíàòîðèêå (òåîðèÿ ðàçáèåíèé è äð.) óæå áûëè
óïîìÿíóòû.

2. Ðàññìàòðèâàþò ÀÑ, íîñèòåëè êîòîðûõ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åíû.

Íàèáîëåå èññëåäîâàíû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû,
êîëüöà è ïîëóãðóïïû (íàïðèìåð, ñèñòåìû Òóý).

3. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï ïåðåñòàíîâîê èñïîëüçóþò ò.í.
PQ-äåðåâüÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà.
Èõ ïðèìåíÿþò ïîèñêà ïåðåñòàíîâîê, îãðàíè÷åíèÿ íà êîòîðûå
ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû ïîñòåïåííî, îäíî çà äðóãèì (âîññîçäàíèå
ÄÍÊ, ïðîâåðêà ïëàíàðíîñòè ãðàôà è äð.).
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Èíòåðâàëüíûå ãðàôû

Ïëàíàðíûé ãðàô � ãðàô, êîòîðûé ìîæåò áûòü èçîáðàæ¼í íà
ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.

Èíòåðâàëüíûé ãðàô � ãðàô ïåðåñå÷åíèé ìóëüòèìíîæåñòâà
èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé, èìåþùèé ïî îäíîé âåðøèíå äëÿ
êàæäîãî èíòåðâàëà â ìíîæåñòâå è ïî ðåáðó ìåæäó êàæäîé
ïàðîé âåðøèí, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû ïåðåñåêàþòñÿ:
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PQ-äåðåâüÿ

PQ-äåðåâüÿ � êîðíåâûå ïëàíàðíûå äåðåâüÿìè, âèñÿ÷èå
âåðøèíû â êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ïåðåñòàâëÿåìûå ýëåìåíòû, à
îñòàëüíûå âåðøèíû èìåþò ïîìåòêó ëèáî P, ëèáî Q.

Âåðøèíû ñ ïîìåòêîé Q èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå 3 ïîòîìêà è
èõ ïîðÿäîê ðàçðåøàåòñÿ îáðàùàòü, à âåðøèíû ñ ïîìåòêîé P �
ïî êðàéíåé ìåðå 2 ïîòîìêà è èõ ðàçðåøàåòñÿ êàê óãîäíî
ïåðåñòàâëÿòü.

Ïðèìåð: ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1, 2, 3, 4, 5),
ñîäåðæàùàÿ, âìåñòå ñ åäèíè÷íîé,
ïåðåñòàíîâêó êðàéíèõ è
ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó òð¼õ
âíóòðåííèõ ýëåìåíòîâ, îïèñûâàåòñÿ
PQ-äåðåâîì �
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Ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.

Ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè ñîáûòèé âî âðåìåííûõ
ðÿäàõ.

Ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà ïðèìåíÿþò
äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ïàðàëëåëüíîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ïðè íàçíà÷åíèè çàäà÷ äëÿ
âûïîëíåíèÿ íà òîì èëè èíîì ïðîöåññîðå.
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Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé

Âàæíûì ðàçäåëîì èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè ìíîãèõ êðèòåðèÿõ.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ýäæâîðòà-Ïàðåòî íàèëó÷øèå ðåøåíèÿ
âñåãäà ñëåäóåò âûáèðàòü â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà Ïàðåòî.

Ïóñòü y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) ∈ Rn, n > 2 � íàáîð
êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ x èç
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ X, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå
êàæäûé èç äàííûõ êðèòåðèåâ æåëàòåëüíî ìàêñèìèçèðîâàòü.

Â ýêîíîìèêå ðåøåíèå x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî

Ïàðåòî (ïàðåòî-îïòèìàëüíûì), åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî yi(x

∗) 6 yi(x) äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , n.
Âñå ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò ìíîæåñòâî Ïàðåòî,
êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì çäåñü Π, Π ⊆ X.
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Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé...

Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà Ïàðåòî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âåêòîðîâ Y = { y(x) | x ∈ X } ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N ýëåìåíòîâ, ò.å. èìååò âèä {y1, . . . , ym}
(ìû îïóñêàåì óêàçàíèå íà íà çàâèñèìîñòü y îò x), ñâîäèòñÿ ê
èõ ïîïàðíûì ñðàâíåíèÿì è èñêëþ÷åíèåì èç Y è èç
äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ âåêòîðîâ, çàâåäîìî íå âõîäÿùèõ â Π �
ñî çíà÷åíèÿìè âñåõ êîîðäèíàò, ìåíüøèõ, ÷åì ó äðóãîãî
(äîìèíèðóåìûõ).

Çàäà÷à î âûáîðå íàèëó÷øåãî ïðîåêòíîãî ðåøåíèÿ
Äëÿ ó÷àñòèÿ â êîíêóðñå ïðåäñòàâëåíî ïÿòü âàðèàíòîâ
ñòðîèòåëüñòâà ïðåäïðèÿòèé ðàçëè÷íîãî òèïà (íàïðèìåð, x1 �
ìàøèíîñòðîèòåëüíûé çàâîä, x2 � òåêñòèëüíàÿ ôàáðèêà, x3 �
ìîëî÷íûé çàâîä è ò.ï.) íà òåððèòîðèè, íåïîñðåäñòâåííî
ïðèëåãàþùåé ê æèëîìó ðàéîíó.
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Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé...

Çàäà÷à î âûáîðå íàèëó÷øåãî ïðîåêòíîãî ðåøåíèÿ...
Îöåíèâàíèå êà÷åñòâà ïðîåêòà ïðîèçâîäèòñÿ ïî ÷åòûðåì
êðèòåðèÿì:

y1 � ñòîèìîñòü ðåàëèçàöèè ïðîåêòà,
y2 � âåëè÷èíà ïðèáûëè ïðîåêòèðóåìîãî ïðåäïðèÿòèÿ,
y3 � âåëè÷èíà ýêîëîãè÷åñêîãî óùåðáà îò ñòðîèòåëüñòâà,
y4 � çàèíòåðåñîâàííîñòü æèòåëåé ðàéîíà â ñòðîèòåëüñòâå

äàííîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ýêñïåðòèçû ïðîåêòîâ áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè
âñåõ êðèòåðèåâ ïî ïÿòèáàëëüíîé øêàëå, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåííû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.
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Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé...

Çàäà÷à î âûáîðå íàèëó÷øåãî ïðîåêòíîãî ðåøåíèÿ...

y1 y2 y3 y4
x1 1 3 1 3
x2 0 3 2 3
x3 3 4 3 4
x4 0 3 3 3
x5 2 4 2 4

Ïîñêîëüêó 1 è 3-é êðèòåðèè æåëàòåëüíî ìèíèìèçèðîâàòü, à íå
ìàêñèìèçèðîâàòü êàê îñòàëüíûå, òî çàìåíèâ â ñòîëáöàõ y1 è
y3 òàáëèöû çíà÷åíèÿ z íà 5− z, ïðîèçâåä¼ì ïîïàðíîå
ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ.
Â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ äîìèíèðóåìûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî Ïàðåòî Π = {x1, x2, x5}, ò.å. îñóùåñòâëÿòü
îêîí÷àòåëüíûé âûáîð ñëåäóåò èç 1, 2 è 5-ãî ïðîåêòîâ.
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Èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÈÈÂ: ôîðìóëû

4. Ïðèìåíåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ìîäåëè
Êðèïêå êàê îáùåãî ñïîñîáà óñòàíîâëåíèÿ èñòèííîñòè ôîðìóë
ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé.

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâà

V ar = {x, y, . . . } ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ � ñèìâîëîâ
àòîìàðíûõ âûñêàçûâàíèé;
Φ = {¬,N, ∨, ��} � ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì Φ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê íàçûâàåòñÿ
ëèáî íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ (àòîìàðíàÿ ôîðìóëà),
ëèáî îäíî èç çíàêîñî÷åòàíèé âèäà (¬A), (ANB), (A ∨B) èëè
(A ��B) (ìîëåêóëÿðíàÿ ôîðìóëà), ãäå A è B � ôîðìóëû.

A � ìíîæåñòâî âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë.
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ÈBÂ: ýêîíîìèÿ ñêîáîê è èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë ïðèíèìàþò ñîãëàøåíèÿ �
ïðàâèëà ýêîíîìèè ñêîáîê è ïðèîðèòåòà ñâÿçîê: âíåøíèå ñêîáêè
ó ôîðìóë îïóñêàþòñÿ è ñèëà ñâÿçîê óáûâàåò â ïîðÿäêå,
óêàçàííîì ïðè èõ ââåäåíèè âûøå (> � ¾ñèëüíåå¿)

¬ > N > ∨ > ��
Êàæäàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü, âîîáùå
ãîâîðÿ, ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé
{0, 1, . . . , }. Ïåðâîå çíà÷åíèå 0 íàçîâ¼ì âûäåëåííûì.

Íåôîðìàëüíî âûäåëåííîå çíà÷åíèå ñèìâîëèçèðóåò ¾èñòèíó¿
(È), à îñòàëüíûå � ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè îòñóòñòâèÿ
èñòèííîñòè: íåîïðåäåë¼ííîñòü âûñêàçûâàíèÿ, ðàçëè÷íûå
ôîðìû åãî ¾ëîæíîñòè¿ (Ë) è ò.ä. Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå
ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ñóæàåòñÿ äî äâóõ: {È, Ë } è
âûäåëåííîå � È.
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ÈÈÂ: àêñèîìû

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû íàçîâ¼ì ñõåìàìè àêñèîì ÈÈÂ:

1 A ��(B ��A);

2 (A ��(B ��C)) ��((A ��B) ��(A ��C));

3 ANB �� A;
4 ANB �� B;
5 A ��(B ��(ANB));

6 A �� A ∨B;
7 B �� A ∨B;
8 (A ��C) ��((B ��C) ��(A ∨B ��C));

9 ¬A ��(A ��B);

10 (A ��B) ��((A ��¬B) ��¬A).

Àêñèîìû ÈÂÂ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â ñõåìû
êîíêðåòíûõ ôîðìóë âìåñòî ìåòàñèìâîëîâ A, B è C.
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ÈÈÂ: ïðàâèëî âûâîäà è âûâîäèìûå ôîðìóëû

Â ÈÈÂ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà, îáîçíà÷àåìîå
MP (ëàò. modus ponens, ïðàâèëî îòäåëåíèÿ), ïîçâîëÿþùåå èç
ôîðìóë A è A ��B ïîëó÷èòü ôîðìóëó B:

A, A ��B ` B
Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé, åñëè íàéä¼òñÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë A1, . . . , Al òàêàÿ, ÷òî Al = A è
êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó MP èç êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ
ôîðìóë.

Âûâîäèìîñòü ôîðìóëû A çàïèñûâàåòñÿ êàê ` A, â ñëó÷àå
îòñóòñòâèÿ âûâîäà ïèøóò 6` A.
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ÈÈÂ: ïðèìåð âûâîäà ôîðìóëû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûâîäà ïîêàæåì ` x ∨ y �� y ∨ x.
Äëÿ óäîáñòâà ôîðìóëû âûâîäà áóäåì ïèñàòü äðóã ïîä äðóãîì,
íóìåðóÿ èõ è äàâàÿ êðàòêèå êîììåíòàðèè ïî èõ ïîëó÷åíèþ.

(1) x �� y ∨ x � ïîäñòàíîâêà â ñõåìó 7

(2) y �� y ∨ x � ïîäñòàíîâêà â àêñèîìó 6

(3) (x ��y ∨ x) ��((y ��y ∨ x) ��(x ∨ y ��y ∨ x)) �
ïîäñòàíîâêà â àêñèîìó 8: A 7→ x, B 7→ y, C 7→ y ∨ x

(4) (y ��y ∨ x) ��(x ∨ y ��y ∨ x) � ïî MP èç (1) è (3)

(5) x ∨ y �� y ∨ x � ïî MP èç (2) è (4)

Íàïîìèíàíèå:
» A �� A ∨B; ¼ B �� A ∨B;
½ (A ��C) ��((B ��C) ��(A ∨B ��C)).
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ÈÈÂ: âûâîäèìîñòü èç ìíîæåñòâà ôîðìóë

Ïóñòü Γ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.

Ôîðìóëà B íàçûâàåòñÿ âûâîäèìîé èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ
(ñèìâîëè÷åñêè Γ ` B), åñëè íàéä¼òñÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë B1, . . . , Bl òàêàÿ, ÷òî Bl = B è
êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé,
ëèáî ïðèíàäëåæèò Γ,
ëèáî ïîëó÷åí ïî ïðàâèëó MP èç êàêèõ-òî äâóõ ïðåäûäóùèõ
ôîðìóë.

Ôàêò âûâîäèìîñòè Γ ` B íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî
ìíîæåñòâà Γ âçÿòü îäíó ôîðìóëó � êîíúþíêöèþ ôîðìóë èç
Γ, òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîýëåìåíòíûå
ìíîæåñòâà Γ è îïóñêàÿ ôèãóðíûå ñêîáêè, ïèñàòü A ` B.
Çíàê ` ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì îòíîøåíèÿ ïðåäïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå A.
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Ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè �

� îäíà èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ëþáîãî ëîãè÷åñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ L: ¾âûâîäèìà ëè â L äàííàÿ ôîðìóëà?¿.

` A � ìîæíî ëèáî ïðåäúÿâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä, ëèáî
äîêàçàòü åãî ñóùåñòâîâàíèå;

6` A � âîçìîæíî ëèøü äàòü äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ
âûâîäà A.

Ìåòàòåîðèÿ � òåîðèÿ, èçó÷àþùàÿ ÿçûê, ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà
íåêîòîðîé äðóãîé (ïðåäìåòíîé, èëè îáúåêòíîé) òåîðèè:

êîððåêòíîñòü,
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü,
ðàçëè÷íûå âèäû ïîëíîòû,
ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè,
íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà,
...
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Êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÊÈÂ: îïðåäåëåíèå

Åñëè ê ñõåìàì àêñèîì äîáàâèòü åù¼ îäíó:

11 A ∨ ¬A � ëîãè÷åñêèé çàêîí TND (ëàò. tertium non

datur, ¾òðåòüåãî íå äàíî¿),

òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ÊÈÂ.

Òîãäà êàæäîé ëîãè÷åñêîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðèïèñàòü îäíî
èç äâóõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé 1 èëè 0, ïîíèìàåìûõ êàê
¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿ ñîîòâåòñòâåííî, è ïî ïðàâèëàì

|¬A| = 1 ⇔ |A| = 0;

|ANB| = 1 ⇔ |A| = |B| = 1;

|A ∨B| = 0 ⇔ |A| = |B| = 0;

|A ��B| = 1 ⇔ |B| = 1 èëè |A| = 0.

ïîëó÷èòü îöåíêó |F | ∈ {1,0} ëþáîé ôîðìóëû F .
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ÊÈÂ: òàâòîëîãèè

Ôîðìóëû, èñòèííûå ïðè ëþáûõ èíòåðïðåòàöèÿõ � âîçìîæíûõ
âàðèàíòàõ ïðèïèñûâàíèé ëîãè÷åñêèì ïåðåìåííûì çíà÷åíèé (1
èëè 0) � íàçûâàþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

Ïðèìåðû: âñå àêñèîìû 1�11, ¬¬x ��x, ¬(x ∨ y) ��¬xN¬y, ...
Â ÊÈÂ âûâîäèìûìè îêàçûâàþòñÿ âñå òàâòîëîãèè è òîëüêî îíè
⇒ ïðîáëåìà âûâîäèìîñòè ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ôîðìóëû íà
òàâòîëîãè÷íîñòü.

Â ÈÈÂ çàäà÷à ðàäèêàëüíî óñëîæíÿåòñÿ: ýòî èñ÷èñëåíèå íå
èìååò êîíå÷íîçíà÷íîé èíòåðïðåòàöèè, ò.å. åñëè â ëþáîì
êîíå÷íîì íàáîðå Tr = {0, 1, . . . , k − 1} îáúÿâèâ çíà÷åíèå 0
âûäåëåííûì è çàäàâ ïðàâèëà îöåíêè ôîðìóë òàê, ÷òîáû ïðè
âñåõ èíòåðïðåòàöèÿõ ïåðåìåííûì èç V ar çíà÷åíèé èç Tr âñå
àêñèîìû âñåãäà ïðèíèìàëè áû òîëüêî çíà÷åíèå 0, íàéä¼òñÿ
òàêàÿ ôîðìóëà F , ÷òî |F | = 0, íî 6` F .
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ÈÈÂ: ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ëþáàÿ âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ ôîðìóëà âûâîäèìà è â ÊÈÂ.

Îáðàòíîå íåâåðíî: íàïðèìåð, ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå èç
ñõåìû TND è ¬¬x ��x, ¬(x∨ y) ��¬xN¬y, ... íåâûâîäèìû
â ÈÈÂ.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûâîäèìîñòè â ÈÈÂ ïðèìåíèì
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè øêàë Êðèïêå.

Ñîë Êðèïêå (Saul Aaron Kripke, 1940)
� àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô è ëîãèê,
îäèí èç äåñÿòè âûäàþùèõñÿ ôèëîñîôîâ
ïîñëåäíèõ 200 ëåò.
Åù¼ þíîøåé âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â
ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, ôèëîñîôèþ
ìàòåìàòèêè è òåîðèþ ìíîæåñòâ.
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ÈÈÂ: ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ëþáàÿ âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ ôîðìóëà âûâîäèìà è â ÊÈÂ.

Îáðàòíîå íåâåðíî: íàïðèìåð, ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå èç
ñõåìû TND è ¬¬x ��x, ¬(x∨ y) ��¬xN¬y, ... íåâûâîäèìû
â ÈÈÂ.

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûâîäèìîñòè â ÈÈÂ ïðèìåíèì
ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè øêàë Êðèïêå.

Ñîë Êðèïêå (Saul Aaron Kripke, 1940)
� àìåðèêàíñêèé ôèëîñîô è ëîãèê,
îäèí èç äåñÿòè âûäàþùèõñÿ ôèëîñîôîâ
ïîñëåäíèõ 200 ëåò.
Åù¼ þíîøåé âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â
ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, ôèëîñîôèþ
ìàòåìàòèêè è òåîðèþ ìíîæåñòâ.
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Øêàëû Êðèïêå: ïîñòðîåíèå

×òîáû çàäàòü òàêóþ øêàëó íóæíî:

óêàçàòü ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈W,6 〉, ýëåìåíòû íîñèòåëÿ
êîòîðîãî íàçûâàþò ìèðàìè;

äëÿ êàæäîãî ìèðà óêàçàòü, êàêèå èç ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ â í¼ì ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè (îñòàëüíûå
ïåðåìåííûå â ýòîì ìèðå ëîæíû).

Ôàêò èñòèííîñòè ïåðåìåííîé x â ìèðå w çàïèñûâàþò
ñèìâîëè÷åñêè w  x, ëîæíîñòè � w 6 x.
Ïðè ôîðìèðîâàíèè øêàëû Êðèïêå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

u 6 v, u  x ⇒ v  x

� ò.å. ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü èñòèííîñòè ïåðåìåííîé

íàñëåäóåòñÿ ââåðõ (ñîõðàíÿåòñÿ â á�îëüøèõ ìèðàõ) �
óñëîâèå íàñëåäîâàíèÿ èñòèííîñòè.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: îïðåäåëåíèå, èíòåðïðåòàöèÿ ïîðÿäêà

Íåôîðìàëüíî ïîðÿäîê u 6 v ìåæäó ìèðàìè èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê òî, ÷òî ìèð v åñòü ñîñòîÿíèå ìèðà u â ñëåäóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè, ïîíèìàÿ âðåìÿ íå â ôèçè÷åñêîì, à â ëîãè÷åñêîì
ñìûñëå: êàæäûé ìèð îïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì çíàíèé â äàííûé
ìîìåíò è îäíàæäû óñòàíîâëåííàÿ èñòèííîñòü èëè äîêàçàííûé
ôàêò îñòà¼òñÿ òàêîâûì è âïîñëåäñòâèè.

Ëîãè÷åñêîå âðåìÿ íå îáÿçàòåëüíî îáëàäàåò ëèíåéíûì
ïîðÿäêîì.

Îïðåäåëåíèå

Øêàëà Êðèïêå åñòü òðîéêà 〈W, 6,  〉, ãäå ðåäóêò 〈W, 6 〉 �
÷.ó. ìíîæåñòâî, à ⊆W×V ar � ñîîòâåòñòâèå ¾îäèí êî
ìíîãèì¿, ñòàâÿùåå êàæäîìó ìèðó ñîâîêóïíîñòü èñòèííûõ â
í¼ì ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
íàñëåäîâàíèÿ èñòèííîñòè.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: èñòèííîñòü ôîðìóëû â ìèðàõ

Äëÿ ïîñòðîåííîé øêàëû Êðèïêå îïðåäåëèì èñòèííîñòü äàííîé
ôîðìóëû A â ëþáîì ìèðå w:

w  ANB ⇔ w  A è w  B;

w  A ∨B ⇔ w  A èëè w  B;

w  A ��B ⇔ ∀(u > w) u  B èëè u 6 A;

w  ¬A ⇔ ∀(u > w) u 6 A
(ò.å. åñëè  ¬A, òî íå ñóùåñòâóåò áîëüøåãî ìèðà, â
êîòîðîì áû  A).

Ââåä¼ííûå øêàëû Êðèïêå çàäàþò ñåìàíòèêó ÈÈÂ, ïðèäàâàÿ
ñìûñë ôîðìóëàì � ðàçäåëÿÿ èõ íà èñòèííûå è ëîæíûå â
äàííîì ìèðå.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: èñòèííîñòü ôîðìóëû â ìèðàõ...

Èñòèííàÿ â äàííîì ìèðå ôîðìóëà îñòà¼òñÿ èñòèííîé è â
ñòàðøèõ (á�îëüøèõ) ìèðàõ.

Ëîæíàÿ â äàííîì ìèðå ôîðìóëà áûëà ëîæíîé è âî âñåõ
ìëàäøèõ (ìåíüøèõ) ìèðàõ.

Åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò òîëüêî ñâÿçêè N è ∨, òî å¼
èñòèííîñòü â äàííîì ìèðå íå çàâèñèò îò å¼ èñòèííîñòè â
äðóãèõ ìèðàõ.

Èñòèííîñòè èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ èñïîëüçóþò ïîðÿäîê
íà ìíîæåñòâå ìèðîâ.

Ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ ôàêò íåçàâèñèìîñòè
èìïëèêàöèè îò äðóãèõ ñâÿçîê: â ÈÈÂ, íàïðèìåð, ôîðìóëû
A ��B è ¬A ∨B ëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíû.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: òðè âàðèàíòà èñòèííîñòè ôîðìóëû â øêàëå
èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìèðîâ
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè

Òåîðåìà (êîððåêòíîñòè ÈÈÂ îòíîñèòåëüíî øêàë Êðèïêå)

Ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ â ÈÈÂ, èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ âñåõ øêàë

Êðèïêå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, ÷òî (1) âñå àêñèîìû èñòèíû âî âñåõ ìèðàõ è

(2) ïðàâèëî MP ñîõðàíÿåò èñòèííîñòü.

Âòîðîå î÷åâèäíî: åñëè è A, è A ��B èñòèíû âî âñåõ ìèðàõ, òî

B áóäåò òàêæå èñòèíà âî âñåõ ìèðàõ.

Çàìå÷àíèå: ÷òîáû â ìèðå w ïðîâåðèòü îöåíêó

èñòèííîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî

w  A ⇒ w  B (w 6 A ýòà èìïëèêàöèÿ ïîäàâíî èñòèíà);

ëîæíîñòü èìïëèêàöèè A ��B íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî

w  A ⇒ w 6 B.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè...

Äîêàçàòåëüñòâî (Ïåðâîå � èñòèííîñòü âñåõ àêñèîì ÈÈÂ)

Ïðîâåðèì 1-þ àêñèîìó A ��(B ��A).
Åñëè â íåêîòîðîì ìèðå u èìååò ìåñòî u  A, òî âî âñåõ ìèðàõ
v > u (â òîì ÷èñëå è â u) ñïðàâåäëèâî v  B ��A.
Ïðîâåðèì 2-þ àêñèîìó (A ��(B ��C)) ��((A ��B) ��(A ��C)).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìèð u, ãäå îíà ëîæíà ⇒ â í¼ì äîëæíû áûòü

èñòèíû ôîðìóëû A ��(B ��C), A ��B è A, à C � ëîæíà.

Íî èç u  A è u  A ��B ñëåäóåò v � B âî âñåõ ìèðàõ v > u.
Ïðè u � A ��(B ��C) ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü w � C âî

âñåõ ìèðàõ w > v.
Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü u � C � ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëüíûå àêñèîìû ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî è åù¼ ïðîùå.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: òåîðåìà êîððåêòíîñòè � âàæíîå ...

Ñëåäñòâèå

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûâîäèìîñòè ôîðìóëû â ÈÈÂ

äîñòàòî÷íî óêàçàòü øêàëó Êðèïêå, â îäíîì èç ìèðîâ êîòîðîé

îíà ëîæíà.

Òàêàÿ øêàëà íàçûâàåòñÿ êîíòðìîäåëüþ äëÿ äàííîé ôîðìóëû.

Ñóùåñòâóåò êîíòðìîäåëü, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåâûì äåðåâîì, â
êîòîðîé ìèð ñ ëîæíîé ôîðìóëîé � åãî êîðåíü.

Ïðèìåð

Ïîñòîèì øêàëó Êðèïêå, ñîäåðæàùóþ ìèð, â êîòîðîì ôîðìóëà
x ∨ ¬x ëîæíà.
Âîçüì¼ì äâà ìèðà u è v òàêèå, ÷òî u 6 v, u 6 x è v  x.
Òîãäà v 6 ¬x, îòêóäà u 6 ¬x, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü äà¼ò
u 6 x ∨ ¬x (íî v  x ∨ ¬x).



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. II 96 / 101

Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Êîíòðìîäåëü äëÿ u 6 x ∨ ¬x (1)
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Êîíòðìîäåëü äëÿ u 6 x ∨ ¬x (2)

Íå ìîæåò áûòü  ¬x, ò.ê. òîãäà 6 x � ïðîòèâîðå÷èå.
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Âèçóàëèçàöèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ u 6 x ∨ ¬x (3)
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Êîíòðìîäåëü äëÿ u 6 x ∨ ¬x (4)
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Êîíòðìîäåëü äëÿ u 6 x ∨ ¬x (5)
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Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Øêàëû Êðèïêå: ïðèìåíåíèå

Ìåòîä àâòîìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (àíãë. model checking), ïîçâîëÿåò
ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè çàäàííàÿ ìîäåëü ñèñòåìû
ôîðìàëüíûì ñïåöèôèêàöèÿì. Â êà÷åñòâå ìîäåëè îáû÷íî
èñïîëüçóþò øêàëû Êðèïêå, à äëÿ ñïåöèôèêàöèè
àïïàðàòíîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ � òåìïîðàëüíóþ

(âðåìåííóþ) ëîãèêó.

Ìîäàëüíûå ëîãèêè ôîðìàëèçóþò ñèëüíûå è ñëàáûå
ìîäàëüíûå âûðàæåíèÿ âèäà ¾íåîáõîäèìî/âîçìîæíî¿,
¾âñåãäà/èíîãäà¿, ¾çäåñü/ãäå-òî¿ è ò.ä. Çàìåíèâ â
îïðåäåëåíèè øêàëû Êðèïêå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà

îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � ïîëó÷èì ñåìàíòèêó äëÿ
áðàóýðîâîé ëîãèêè B;
àìîðôíîå îòíîøåíèå � ñåìàíòèêó äëÿ ëîãèêè S5;
äèàãîíàëüíîå � ìîäåëü äëÿ ìîäàëüíîé ëîãèêè M.
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