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Постановка задачи

P(x | z) ∝
∏

a∈V

ψ(za | xa)
∏

(a,b)∈E

ψab(xa, xb) → max
X

E (x) =
∑

a∈V

ϕa(xa) +
∑

(a,b)∈E

ϕab(xa, xb) → min
X

(1)



Задача Алгоритмы Частные случаи Двойственное разложение Субградиентный подъем Bundle методы Сравнение методов

Обзор алгоритмов

• Alpha–Expansion

• Loopy belief propagation

• TRW–S [1]

• Субградиентный подъём [4]

• Bundle methods [5]

• L–BFGS
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Разрез графов

В случае если задача бинарная (K = 2) и выполнено «условие
субмодулярности» (ϕab(0, 0) + ϕab(1, 1) ≤ ϕab(0, 1) + ϕab(1, 0)), то
можно применять очень эффективные алгоритмы основанные на
разрезе графов.
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Двойственное разложение (пример)

Пусть у нас есть задача

f (x) + g(x) → min
x

причем задачи

f (x) → min
x

g(x) → min
x

мы умеем решать быстро. Тогда:

f (x1) + g(x2) → min
x1,x2

such that x1 = x2

max
λ

min
x1,x2

f (x1) + g(x2) + λ(x2 − x1)

max
λ

min
x1,x2

f (x1)− λx1 + g(x2) + λx2
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Overcomplete representation

Введем дополнительные переменные:

• xa → {ya,1 . . . ya,K}: ya,p = 1 ⇔ xa = p

• {yab,11, yab,12 . . . , yab,KK}: yab,pq = 1 ⇔ xa = p, xb = q

• θa,p = ϕa(p), θab,pq = ϕab(p, q)

Тогда:

E (Y ,Θ) =
∑

a∈V

K∑

p=1

θa,pya,p +
∑

(a,b)∈E

K∑

p,q=1,1

θab,pqyab,pq → min
Y∈M

(2)

M =

{
Y | ya,p, yab,pq ∈ {0, 1},

K∑

p=1

ya,p = 1,

K∑

p=1

yab,pq = ybq,

K∑

q=1

yab,pq = yap

}
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LP–релаксация

R =

{
Y | ya,p, yab,pq ∈ [0, 1],

K∑

p=1

ya,p = 1,

K∑

p=1

yab,pq = yb,q,

K∑

q=1

yab,pq = ya,p

}

min
y∈M

E (Y ,Θ) ≥ min
Y∈R

E (y ,Θ)

При этом если граф является деревом достигается равенство.
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Двойственное разложение 2

Разобьем граф G на деревья {Dt}Tt=1 так, чтобы каждая вершина и
каждое ребро G входила ходя бы в одно дерево. na — число
подграфов включающих вершину a.

θta,p =

{
θa,p
na
, a ∈ Dt

0, a 6∈ Dt

Аналогично, nab — число деревьев включающих ребро (a, b),

θtab,pq =

{
θab,pq
nab

, (a, b) ∈ Dt

0, (a, b) 6∈ Dt

Θ =
T∑

t=1

Θt

E (Y ,Θ) =
T∑

t=1

E (Y ,Θt)



Задача Алгоритмы Частные случаи Двойственное разложение Субградиентный подъем Bundle методы Сравнение методов

Двойственное разложение 3
Введем дополнительные переменные
Λ = {Λt}Tt=1 = {{λta,p}, {λ

t
ab,pq}}

T
t=1 ∈ L, где L задается

ограничениями:
T∑

t=1

λta,p = 0, ∀a, p

T∑

t=1

λtab,pq = 0, ∀(a, b), p, q

Собирая всё вместе:

min
Y∈M

E (Y | Θ) ≥ min
Y∈R

E (Y | Θ) =

= min
Y∈R

E (Y | Θ) +

T∑

t=1


∑

a∈V

K∑

p=1

λa,pya,p +
∑

(a,b)∈E

K∑

p,q=1

λab,pqyab,pq


 =

= min
Y∈R

E (Y | Θ+ Λ) ≥

T∑

t=1

min
Y∈R

E (Y | Θt + Λt)
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Двойственное разложение 4

В каждом слагаемом у нас LP–релаксация задачи (2) для дерева, а
значит:

T∑

t=1

min
Y∈R

E (Y | Θt + Λt) =

T∑

t=1

min
Y∈M

E (Y | Θt + Λt) = g(Λ) (3)

Заметим, что minY∈M E (Y | Θt + Λt) является минимум конечного
(хотя и очень большого) числа линейных по Λt функцией, то–есть
вогнутой функцией.
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Двойственное разложение 5 (субградиенты)

Не сложно посчитать проекцию субградиента функции g(Λ) на
множество L:

PL

(
∂

∂λta,p
g(Λ)

)
= ŷ t

a,p −

∑
{t′|a∈Dt′} ŷ

t′

a,p

na
(4)

, где ŷ t
ap = arg minY∈M E (Y | Θt + Λt), то есть решение внутренней

задачи минимизации на дереве. Аналогично,

PL

(
∂

∂λtab,pq
g(Λ)

)
= ŷ t

ab,pq −

∑
{t′|(a,b)∈Dt′} ŷ

t′

ab,pq

nab
(5)

, где ŷ t
ab,pq = arg minY∈M E (Y | Θt + Λt).
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Субградиентный подъем

В этом случае мы просто идем в сторону субградиента и метод
полностью определяет последовательность шагов. Мы опробовали:

• Константный шаг

• Адаптивный шаг

• Метод Флетчера

• Backtracking

• Точная оптимизация
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Субградиентный подъем
Профиль 1
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Субградиентный подъем
Профиль 2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
−4

1.4861

1.4861

1.4861

1.4861

1.4861

1.4861

1.4861

x 10
7

Step

D
ua

l v
al

ue

Profile, iteration 100

Adaptive

Backtracking with start from adaptive

Backtracking

Fletcher’s



Задача Алгоритмы Частные случаи Двойственное разложение Субградиентный подъем Bundle методы Сравнение методов

Субградиентный подъем
Константный шаг
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Субградиентный подъем
Адаптивный выбор шага

αk =
Approxk − Dualk

‖PL(gk)‖
2 (6)

Где Dualk — текущее значение двойственной функции, Approxk —
оценка оптимума двойственной функции.
Approxk = BestDualk + δk ,
где BestDualk — лучшее на данный момент значение двойственной
функции,

δk+1 =

{
γ0δ

k , Dualk > Dualk−1,

max(γ1δ
k , ǫ) Dualk 6 Dualk−1.

(7)

γ0, γ1, ǫ — параметры метода, выбранные нами эмпирически.
γ0 = 1.4
γ1 = 0.5
ǫk = 1

k
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Субградиентный подъем
Адаптивный выбор шага (γ0)
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Субградиентный подъем
Адаптивный выбор шага (γ1)
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Субградиентный подъем
Сравнение подходов

Обратите внимание на то, что по оси X отложенны внешние
итерации метода.
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Bundle approach

Построим простую глобальную оценку сверху и будем
оптимизировать её:

f̂ (λ) = min
(λ′,f (λ′),g ′)∈B

{f (λ′)+ < g ′, λ− λ′ >} (8)

λk+1 = arg max
λ

{f̂ (λ)−
wk

2

∥∥λ− λ
∥∥2
2
} (9)

Качество работы алгоритма зависит от управления размером бандла
и выбора весов. Авторы метода предлагают следующую формулу
пересчета весов [5]:

wk = P[wmin,wmax ]

((
γ ·

mink Upper
k −maxk Dual

k

‖PL(gk)‖

)−1
)

(10)
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Bundle approach, пример 1

Рассмотрим вариант с весом равным довольно большой константе 3.
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Bundle approach, пример 2

Теперь весом будет маленькая константа 0.7 и шаги увеличатся.
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Bundle approach

Воспользуемся формулой от авторов и поварьируем размер бандла.
При этом wk становится порядка 0.01.
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Bundle approach

Теперь зафиксируем вес wk огромной константой (размер бандла =
10).
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Сравнение методов
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Сравнение методов
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Сравнение методов

Для стерео пары venus:
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Выводы, вклад

• Реализован фреймворк для сравнения алгоритмов вывода в
MRF

• Лучше всего работают aggregate bundle методы, тема ещё не до
конца закончена (проблемы с выбором шага)

• На удивленее неплохо работает метод адаптивного субградиента
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