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Построение ансамбля локальных моделей

Цель: предложить метод построения ансамбля локально аппроксимирующих
моделей для поиска окружностей на изображении.

Задачи
1 Предложить метод поиска окружности при помощи линейной модели, для
поиска нескольких окружностей предложить метод построения смеси ло-
кальных аппроксимирующих моделей.

2 Предложить априорные распределения на параметры локальных моделей.

Исследуемая проблема
1 Снижение размерности пространства описаний изображения.

Метод решения
В качестве мультимодели предлагается использовать смесь экспертов. Для по-
вышения качества мультимодели предлагается ввести априорные распределе-
ния параметров локальных моделей. Вводится регуляризация априорных рас-
пределений для учета взаимосвязи между априорными распределениями раз-
ных локальных моделей смеси.
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Постановка задачи нахождения параметров окружностей

Задано бинарное изображение:

M ∈ {0, 1}m1×m2 ,

где 1 — черная точка, 0 — белая точка фона.
По изображению M строится выборка C:

C ∈ RN×2,

где N — число черных точек на изображении M. −1 0 1
x

−1

0

1

y

(x0, y0)

r

Пусть x0, y0 — центр окружности, которую требуется найти, а r ее радиус.
Точки (xi, yi) ∈ C должны удовлетворять уравнению окружности:

(xi − x0)2 + (yi − y0)2 = r2 ⇒ (2x0) · xi + (2y0) · yi + (r2 − x20 − y20) · 1 = x2i + y2i .

Задачу линейной регрессии для нахождения окружности:

Xw ≈ y, X = [C,1] , y = [x21 + y21 , x
2
2 + y22 , · · · , x2N + y2N ]T,

где найденые оптимальные параметры линейной регрессии w =
[
w1, w2, w3

]T восста-
навливают параметры окружности:

x0 =
w1

2
, y0 =

w2

2
, r =

√
w3 + x20 + y20 .
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Универсальная модель–ансамбль: смесь экспертов

Задана выборка:
X ∈ RN×n,

где N — число объектов в выборке, а n — размерность признакового простран-
ства.

Definition

Смесь экспертов — мультимодель, определяющая правдоподобие веса πk
каждой локальной модели fk на признаковом описании объекта x.

f̂ =

K∑
k=1

πkfk, πk (x,V) : Rn×|V| → [0, 1],

K∑
k=1

πk (x,V) = 1,

где f̂ — мультимодель, а fk является локальной моделью, πk — шлюзовая
функция, wk — параметры k-й локальной модели, V — параметры шлюзовой
функции.

В качестве локальных моделей fk и шлюзовой функции π рассматриваются
следующие функции:

fk (x) = wT
kx, π (x,V) = softmax

(
VT

1σ
(
VT

2x
))
,

где V =
{
V1,V2

}
— параметры шлюзовой функции.
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Оптимизация параметров

Параметры локальных моделей оптимизируются согласно принципу максималь-
ного правдоподобия модели:

p
(
y,W|X,V

)
=

K∏
k=1

pk
(
wk

) N∏
i=1

(
K∑
k=1

πkpk
(
yi|wk,xi

))
,

где W =
[
w1,w2, · · · ,wK

]T
.

Задача оптимизации параметров локальных моделей и параметров смеси:

Ŵ, V̂ = argmax
W,V

p
(
y,W|X,V

)
.

Рассматривается вероятностная постановка задачи:
1) правдоподобие выборки pk (yi|wk,xi) = N

(
yi|wT

kxi, β
−1
)
, где β уровень

шума,
2) априорное распределение параметров pk (wk) = N

(
wk|w0

k,Ak

)
, где

w0
k — вектор размера n× 1, Ak — ковариационная матрица параметров,

3) регуляризация априорного распределения p (εk,k′ |α) = N (εk,k′ |0,Ξ) ,
где Ξ — ковариационная матрица общего вида, εk,k′ = w0

k −w0
k′ .
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EM–алгоритм для решения задачи смеси экспертов

Правдоподобие модели включает правдоподобие выборки, априорное распреде-
ление параметров, а также их регуляризацию

p
(
y,W|X,V,A,W0,Ξ, β

)
=

K∏
k,k′=1

N (εk,k′ |0,Ξ) ·

·
K∏
k=1

N
(
wk|w0

k,Ak

) N∏
i=1

(
K∑
k=1

πkN
(
yi|wT

kxi, β
−1
))

,

где A =
{
A1, · · · ,AK

}
. Введем скрытые переменные Z = [zik], где zik = 1 тогда

и только тогда, когда ki = k:

log p
(
y,Z,W|X,V,A,W0,Ξ, β

)
=

=

N∑
i=1

K∑
k=1

zik

[
log πk (xi,V)− β

2

(
yi −wT

kxi
)2

+
1

2
log

β

2π

]
+

+
K∑
k=1

[
−1

2

(
wk −w0

k

)T A−1
k

(
wk −w0

k

)
+

1

2
log detA−1

k −
n

2
log 2π

]
+

+

K∑
k=1

K∑
k′=1

[
−1

2

(
w0
k −w0

k′
)T
α̂−1 (w0

k −w0
k′
)
+

1

2
log detΞ− n

2
log 2π

]
.
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EM–алгоритм для решения задачи смеси экспертов

Задача оптимизации параметров локальных моделей и параметров смеси при-
нимает следующий вид:

W,Z,V,W0,A, β = arg max
W,Z,V,W0,A,β

log p
(
y,Z,W|X,V,A,W0,Ξ, β

)
.

Для оптимизации используется вариационный ЕМ–алгоритм с аппроксимацией
среднего поля q (Z,W) = q (Z) q (W).
Е и М шаги алгоритма имеют следующий вид:

1 Е–шаг:

log q (Zs) ∝ Eq/Z log p
(
y,Z,W|X,Vs−1,As−1,W0,s−1,Ξ, βs−1),

log q (Ws) ∝ Eq/W log p
(
y,Z,W|X,Vs−1,As−1,W0,s−1,Ξ, βs−1),

2 М–шаг:

W0,s,As,Vs, βs = arg max
W0,A,V,β

Eqs log p
(
y,Z,W|X,V,A,W0,Ξ, β

)
,

где s — номер итерации.
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EM–алгоритм для решения задачи смеси экспертов

Итерационные формулы ЕМ–алгоритма:
1 Е–шаг:

p (zik = 1) =
exp

(
log πk (xi,V)− β

2

(
xT
i EwkwT

kxi − xT
i Ewk

))∑K
k′=1 exp

(
log πk′ (xi,V)− β

2

(
xT
i Ewk′wT

k′xi − xT
i Ewk′

)) ,
q(wk) = N (wk|mk,Bk),

mk = Bk

(
A−1
k w0

k + β

N∑
i=1

xiyiEzik

)
, Bk =

(
A−1
k + β

N∑
i=1

xix
T
i Ezik

)−1

.

2 М–шаг:

Ak = EwkwT
k −w0

kEw
T
k − Ewkw0T

k + w0
kw

0T
k ,

1

β
=

1

N

N∑
i=1

K∑
k=1

[
y2i − 2yixT

i Ewk + xT
i EwkwT

kxi
]
Ezik,

w0
k =

[
A−1
k + (K − 1)Ξ

]−1

A−1
k Ewk + Ξ

K∑
k′=1, k′ 6=k

w0
k′

 ,

V = argmax
V

Eqs log p
(
y,Z,W|X,V,A,W0,Ξ, β

)
.
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Вычислительный эксперимент

Вычислительный эксперимент делится на следующие этапы:
1 Анализ синтетических данных с разным типом шума в изображении;
2 Анализ изменения параметров локальных моделей во время обучения;
3 Анализ мультимоделей в зависимости от уровня шума в изображении;
4 Анализ качества модели на реальных данные.

Гиперпараметры заданы следующим образом:
1 Априорные распределения на параметры локальных моделей в
эксперименте задано следующим образом:

p1 (w1) ∼ N
(
w0

1, I
)
, p2 (w2) ∼ N

(
w0

2, I
)
,

где w0
1 = [0, 0, 0.1], w0

2 = [0, 0, 2].
2 Параметр регуляризации:

Ξ =

0.01 0 0
0 0.01 0
0 0 1

 ,
что указывает на концентричность окружностей.
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Синтетические данные с разным типом шума в изображении
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Параметры локальных моделей в процессе обучения
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Обучения на синтетических данных

Регуляризация априорных распределений
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С заданием априорного распределения на модели
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Анализ мультимоделей в зависимости от уровня шума
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Результаты на реальных данных
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Обучения на реальных данных

Регуляризация априорных распределений
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2 0

1

0

1

1 
2 0

1
0
1

3 
2 0

0

2

5 
2 0

0

2

10 
2 0

0

2

15 
2 0

0

2

25 

Без задания априорного распределения

2 0

1

0

1

1 
2 0

1

0

1

3 
2 0

1

0

1

5 
2 0

1

0

1

10 
2 0

1

0

1

15 
2 0

1

0

1

25 
А.В. Грабовой Смеси экспертов 16 / 17



Вывод

Сделано:
1 Предложен метод поиска окружностей на бинарном изображении с различ-
ными априорными предположениями.

2 Введено понятие регуляризации априорных распределений для улучшения
качества мультимодели.

3 В эксперименте показано, что задания регуляризации позволяет улучшить
качество и устойчивость модели.

Планируется:
1 Улучшить мультимодель при помощи задания априорного распределения
на шлюзовую функцию.

2 Рассмотреть в качестве локальных моделей не только модели, которые опи-
сывают данные, а также модель, которая отвечает за шум в данных.

3 Расширить класс локальных моделей с окружности до произвольной кри-
вой второго порядка.
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