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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàçäåëû

1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå
ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

6 ×òî íàäî çíàòü
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå

×.ó. ìíîæåñòâî, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b
ñóùåñòâóþò inf {a, b} è sup {a, b} íàçûâàþò ðåø¼òî÷íî
óïîðÿäî÷åííûì.
Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ëþáîå ïîäìíîæåñòâî å¼
ýëåìåíòîâ èìååò òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè.

Ðåø¼òêà è íå-ðåø¼òêà �
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ðåø¼òêà � ýòî òðîéêà L = 〈L, t, u 〉, ãäå L �
íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à t (îáúåäèíåíèå), u (ïåðåñå÷åíèå) �
áèíàðíûå îïåðàöèè íà í¼ì, ïîä÷èíÿþùèìèñÿ ïàðàì çàêîíîâ
êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè, èäåìïîòåíòíîñòè è
ïîãëîùåíèÿ:

x t y = y t x; x u y = y u x;

x t (y t z) = (x t y) t z; x u (y u z) = (x u y) u z;
x t x = x; x u x = x,

x u (x t y) = x; x t (x u y) = x.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ðåø¼òîê

Ëþáîå óòâåðæäåíèå, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè, îñòà¼òñÿ òàêîâûì ïðè çàìåíå u ↔ t.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñòðóêòóðà ðåø¼òêè
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñòðóêòóðà çàìêíóòûõ êëàññîâ Ïîñòà



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 7 / 110

Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðåø¼òêà Πn âñåõ ðàçáèåíèé n-ìíîæåñòâà � áåëëèàí

∣∣Πn

∣∣ = B(n) � êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, ÷èñëî Áåëëà.

B(3) = 5, B(4) = 15, . . . , B(20) = 51724158235372, . . ..
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà

×èñëîì Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(n, k) äëÿ n, k > 1
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k
áëîêîâ. Ïîëàãàþò S(n, k) = 0 ïðè n < k,
S(n, 0) = 0 ïðè n 6= 0 è S(0, k) = 0, n, k ∈ N0.

ßñíî, ÷òî â ðåø¼òêå Πn áóäåò Wk = S(n, k) è

B(n) =

n∑
k=0

S(n, k).

S(n, k) =
n−1∑

i=k−1

(
n− 1

i

)
S(i, k − 1) (äëÿ k > 2).

×èñëà S(n, k) áûñòðî ðàñòóò: íàïðèìåð, S(10, 5) = 42 525.

Ðåø¼òêà Πn êàê ÷.ó. ìíîæåñòâî îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì
òîëüêî ïðè n < 20, à ïðè áîëüøèõ n òåðÿåò è ñâîéñòâî
Øïåðíåðà.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ýêâèâàëåíòíîñòü ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è
ðåø¼òîê

Òåîðåìà

1 Ïóñòü 〈P, v〉 � ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
Åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y èç P ïîëîæèòü

x t y def
= sup {x, y} , x u y def

= inf {x, y},
òî ñòðóêòóðà 〈P, t, u 〉 áóäåò ðåø¼òêîé.

2 Ïóñòü 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà.
Åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y èç L ïîëîæèòü

x v y def
= x u y = x (èëè x v y def

= x t y = y),

òî ñòðóêòóðà 〈L, v〉 áóäåò ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ýêâèâàëåíòíîñòü ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è
ðåø¼òîê...

Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè è ðåø¼òêàìè:
èç îäíîé ÀÑ âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþ.

Ïîýòîìó òåðìèí ¾ðåø¼òêà¿ ïðèìåíÿþò äëÿ îáîèõ ïîíÿòèé:
ëþáóþ ðåø¼òêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü ëèáî êàê óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî, ëèáî êàê àëãåáðó.

ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ðåø¼òêè

〈R, 6 〉 〈R, max, min 〉
〈N, | 〉 〈N, ÍÎÊ, ÍÎÄ 〉
〈 P(A), ⊆〉 〈P(A), ∪, ∩ 〉

Âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàññìîòðåíèÿ ðåø¼òîê ïîçâîëÿåò ââîäèòü
â íèõ êàê ïîðÿäêîâûå, òàê è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ÷òî
ïðèâîäèò ê áîãàòîé è ìíîãîîáðàçíîé â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 11 / 110

Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðåø¼òêè: óíèâåðñàëüíûå ãðàíè è àòîìû

Íàèìåíüøèé ýëåìåíò ðåø¼òêè (êàê ð.ó.ì.) � å¼ íîëü (o),
íàèáîëüøèé � åäèíèöà (ι)
� ýòî å¼ óíèâåðñàëüíûå ãðàíè.

Ðåø¼òêà ìîæåò è íå èìåòü óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé: Z,
ó 〈N, | 〉 � òîëüêî o = 1.

Âñå êîíå÷íûå ðåø¼òêè ñîäåðæàò o è ι.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè L � ðåø¼òêà ñ íóë¼ì o, òî ýëåìåíò a 6= o íàçûâàåòñÿ å¼
àòîìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ýòîé ðåø¼òêè
ïåðåñå÷åíèå a u x ðàâíî ëèáî o, ëèáî a.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ñîäåðæèò àòîì a.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðåø¼òêè: óíèâåðñàëüíûå ãðàíè è àòîìû

Íàèìåíüøèé ýëåìåíò ðåø¼òêè (êàê ð.ó.ì.) � å¼ íîëü (o),
íàèáîëüøèé � åäèíèöà (ι)
� ýòî å¼ óíèâåðñàëüíûå ãðàíè.

Ðåø¼òêà ìîæåò è íå èìåòü óíèâåðñàëüíûõ ãðàíåé: Z,
ó 〈N, | 〉 � òîëüêî o = 1.

Âñå êîíå÷íûå ðåø¼òêè ñîäåðæàò o è ι.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè L � ðåø¼òêà ñ íóë¼ì o, òî ýëåìåíò a 6= o íàçûâàåòñÿ å¼
àòîìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ýòîé ðåø¼òêè
ïåðåñå÷åíèå a u x ðàâíî ëèáî o, ëèáî a.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ñîäåðæèò àòîì a.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðåø¼òêè: ïðèìåðû

Ðåø¼òêè:

âñå áóëåâû àëãåáðû;

âñå öåïè;

åäèíñòâåííûå 1-, 2-, 3-ýëåìåíòíûå ðåø¼òêè � öåïè 1, 2, 3

4-ýëåìåíòíûå ðåø¼òêè � öåïü 4 è B2:
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

5-ýëåìåíòíûå ðåø¼òêè �
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

5-ýëåìåíòíûå ðåø¼òêè � ïÿòèóãîëüíèê N5 è áðèëëèàíò M3
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Âñå ðåø¼òêè, ñîäåðæàùèå íå áîëåå 5 ýëåìåíòîâ
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Âñå ðåø¼òêè, ñîäåðæàùèå 6 ýëåìåíòîâ

� 15 øò.:
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Óñëîâèå äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ÿâëÿòüñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé

Òåîðåìà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé,
åñëè è òîëüêî åñëè

1 îíî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò ι ;

2 äëÿ ëþáîãî åãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò
òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü inf A.

Äîêàçàòåëüñòâî

(⇐) Ïóñòü 〈P, v〉 � ïîëíàÿ ðåø¼òêà.
Òîãäà êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ P èìååò è òî÷íóþ
íèæíþþ ãðàíü inf A , è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü sup A.
Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò sup P = ι.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Óñëîâèå äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ÿâëÿòüñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

(⇒) Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû êàæäîå íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî A ⊆ P èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.
Ðàññìîòðèì AM � ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé A.
Î÷åâèäíî, ι ∈ AM, òàê ÷òî AM 6= ∅.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b = inf AM, íî ïî
îïðåäåëåíèþ, b = sup A, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî P � ïîëíàÿ
ðåø¼òêà.

Ñëåäñòâèå

Êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ ðåø¼òêîé i�

1 îíî èìååò íàèáîëüøèé ýëåìåíò;

2 äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü.
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Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

Óñëîâèå äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ÿâëÿòüñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé...

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ó ïîäìíîæåñòâ ÷.ó.
ìíîæåñòâà

òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé � íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé,
òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé � òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé.

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì êðèòåðèåì
ðåø¼òî÷íîñòè ïîðÿäêîâ, íàïðèìåð:

Óòâåðæäåíèå

Ðåø¼òêà âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî

Òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé
ÿâëÿåòñÿ èõ ïåðåñå÷åíèå (âñåãäà ýêâèâàëåíòíîñòü), à åäèíèöåé
ðåø¼òêè âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé (ðàçáèåíèé) ìíîæåñòâà ñëóæèò
óíèâåðñàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü O, íàçûâàåìàÿ òàêæå
àìîðôíîé. Äàëåå ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùóþ òåîðåìó.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Ðàçäåëû

1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå
ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

6 ×òî íàäî çíàòü
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Ýëåìåíòàðíîå ñâîéñòâî ðåø¼òîê

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, u, v ðåø¼òêè 〈L, t, u 〉
ñïðàâåäëèâî {

x v y
u v v ⇒

{
x t u v y t v
x u u v y u v .

Äîêàçàòåëüñòâî{
x v y
u v v ⇔

{
x u y = x
u u v = u

⇒ x u y u u u v = x u u ⇔

⇔ (y u v) u (x u u) = x u u ⇔ x u u v y u v .

Ñïðàâåäëèâîñòü x t y v u t v ñëåäóåò ïî äâîéñòâåííîñòè.
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Íåðàâåíñòâàì ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè è ïîëóìîäóëÿðíîñòè

Òåîðåìà

Ýëåìåíòû x, y è z ëþáîé ðåø¼òêè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
íåðàâåíñòâàì ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè

Dtr1 w : (x t y) u z w (x u z) t (y u z);
Dtr2 v : (x u y) t z v (x t z) u (y t z)
è ïîëóìîäóëÿðíîñòè

Mod v : x v y ⇒ x t (y u z) v y u (x t z);
Mod w : x w y ⇒ x u (y t z) w y t (x u z).

Ëåììà (î ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàõ)

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, u, v ðåø¼òêè 〈L, t, u 〉
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå x, y v u, v ⇒ x t y v u u v.

Ïî Dtr2 v � (u u v) t x v (u t x) u (v t x), à ïîñêîëüêó
u t x = u, v t x = v è y v u u v, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Ãîìîìîðôèçìû ðåø¼òîê

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå ϕ ðåø¼òêè L â ðåø¼òêó L ′ íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì èëè ðåø¼òî÷íûì ãîìîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ L ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y) è ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y).

Áèåêòèâíûé ðåø¼òî÷íûé ãîìîìîðôèçì åñòü ðåø¼òî÷íûé
èçîìîðôèçì, ñèìâîëè÷åñêè L ∼= L ′.
Èçîìîðôèçì ðåø¼òêè â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.
Èíúåêòèâíûå è ñþðúåêòèâíûå ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû
íàçûâàþò ðåø¼òî÷íûìè (èëè àëãåáðàè÷åñêèìè)
ìîíîìîðôèçìàìè (âëîæåíèÿìè) è ýïèìîðôèçìàìè
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñâÿçü ïîðÿäêîâîãî è ðåø¼òî÷íîãî ãîìîìîðôèçìîâ ðåø¼òîê

1. Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû
ðåø¼òîê êàê ÷.ó. ìíîæåñòâ,
âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.

2. Ëþáîå îòîáðàæåíèå îäíîé ðåø¼òêè íà äðóãóþ, ñîõðàíÿþùåå
õîòÿ áû îäíó èç ðåø¼òî÷íûõ îïåðàöèé, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì
ãîìîìîðôèçìîì.

Â ñëó÷àå èçîìîðôèçìà ïðîáëåìû ñíèìàþòñÿ.

Òåîðåìà (îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âèäîâ èçîìîðôèçìà
ðåø¼òîê)

Äâå ðåø¼òêè àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû, i� îíè èçîìîðôíû êàê
÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Ñâÿçü ïîðÿäêîâîãî è ðåø¼òî÷íîãî ãîìîìîðôèçìîâ ðåø¼òîê

1. Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû
ðåø¼òîê êàê ÷.ó. ìíîæåñòâ,
âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.

2. Ëþáîå îòîáðàæåíèå îäíîé ðåø¼òêè íà äðóãóþ, ñîõðàíÿþùåå
õîòÿ áû îäíó èç ðåø¼òî÷íûõ îïåðàöèé, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì
ãîìîìîðôèçìîì.

Â ñëó÷àå èçîìîðôèçìà ïðîáëåìû ñíèìàþòñÿ.

Òåîðåìà (îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âèäîâ èçîìîðôèçìà
ðåø¼òîê)

Äâå ðåø¼òêè àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû, i� îíè èçîìîðôíû êàê
÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Ñâÿçü ïîðÿäêîâîãî è ðåø¼òî÷íîãî ãîìîìîðôèçìîâ ðåø¼òîê

1. Ïîðÿäêîâûå ãîìîìîðôèçìû
ðåø¼òîê êàê ÷.ó. ìíîæåñòâ,
âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.

2. Ëþáîå îòîáðàæåíèå îäíîé ðåø¼òêè íà äðóãóþ, ñîõðàíÿþùåå
õîòÿ áû îäíó èç ðåø¼òî÷íûõ îïåðàöèé, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì
ãîìîìîðôèçìîì.

Â ñëó÷àå èçîìîðôèçìà ïðîáëåìû ñíèìàþòñÿ.

Òåîðåìà (îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âèäîâ èçîìîðôèçìà
ðåø¼òîê)

Äâå ðåø¼òêè àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû, i� îíè èçîìîðôíû êàê
÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Ïîïîëíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâî äî (ïîëíîé)
ðåø¼òêè

Òåîðåìà (çàìûêàíèå Ìàêíèëà)

Âñÿêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ìîæíî âëîæèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ
ðåø¼òêó ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Ýëåìåíòû • � ñå÷åíèÿ Ìàêíèëà.

Òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàìåíèòîå ïîñòðîåíèå
Ð. Äåäåêèíäîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ¾ñå÷åíèÿìè¿
íà ñàìîì äåëå ïðèìåíèìî äëÿ ëþáîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Ïîïîëíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâî äî (ïîëíîé)
ðåø¼òêè

Òåîðåìà (çàìûêàíèå Ìàêíèëà)

Âñÿêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ìîæíî âëîæèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ
ðåø¼òêó ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Ýëåìåíòû • � ñå÷åíèÿ Ìàêíèëà.

Òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàìåíèòîå ïîñòðîåíèå
Ð. Äåäåêèíäîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ¾ñå÷åíèÿìè¿
íà ñàìîì äåëå ïðèìåíèìî äëÿ ëþáîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çàìûêàíèÿõ Ìàêíèëà

Äîêàçàòåëüñòâî.

×åðåç R̂ îáîçíà÷èì ÷.ó. ìíîæåñòâî R, ïîïîëíåííîå
o è/èëè ι , åñëè îíî íå èìååò òàêîâûõ.
Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è ∅ 6= X ⊆ P̂ . Îáîçíà÷èì

G(X) = X̂M è L(X) = X̂O.

Ìíîæåñòâî Q =
{
L(G(X))

∣∣X ∈ P∗(P̂ )
}

ñ ïîðÿäêîì ïî

âêëþ÷åíèþ åñòü èñêîìàÿ ðåø¼òêà.

Ãîâîðÿò, ÷òî P ïîïîëíÿåòñÿ ñå÷åíèÿìè Ìàêíèëà, à Q
ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì (Ìàêíèëà) ÷.ó. ìíîæåñòâà P
(ñèìâîëè÷åñêè Q = comp(P ) ).

Ïîíÿòíî, ÷òî P
f
↪→ comp(P ), ãäå f(x) = L (G ({x})).

Äîêàçàíî, ÷òî dim(P ) = dim(comp(P )).



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 27 / 110

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Ïîäðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî L ′ ðåø¼òêè 〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ å¼
ïîäðåø¼òêîé (ñèìâîëè÷åñêè L ′ 6 L), åñëè L ′ óñòîé÷èâî
îòíîñèòåëüíî ñóæåíèé t è u.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè
L ìîæåò áûòü ðåø¼òêîé îòíîñèòåëüíî íàñëåäóåìîãî ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà, íî íå ïîäðåø¼òêîé L.
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Ðåø¼òêà-ïîäìíîæåñòâî, íî íå ïîäðåø¼òêà
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Ïîäðåø¼òêè: íåêîòîðûå ñâîéñòâà

1 Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ðåø¼òêè L ÿâëÿåòñÿ ïîäðåø¼òêîé,
åñëè è òîëüêî åñëè L � öåïü.

2 Åñëè L � ðåø¼òêà, òî ñîâîêóïíîñòü å¼ ïîäðåø¼òîê
Sub L � ÷.ó. ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ.

3 Ëþáîé èíòåðâàë ðåø¼òêè åñòü å¼ ïîäðåø¼òêà.

4 Ïåðåñå÷åíèå ïîäðåø¼òîê ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ
ïîäðåø¼òêîé. Â ñèëó ýòîãî, óäîáíî ñ÷èòàòü ïîäðåø¼òêîé è
ïóñòîå ìíîæåñòâî: òîãäà ïåðåñå÷åíèå ëþáîé
ñîâîêóïíîñòè � ïîäðåø¼òêà.
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Ïîäðåø¼òêè: ïðèìåðû...

5 Ïóñòü 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü å¼
èíòåðâàëîâ Si(L) � òàêæå ðåø¼òêà îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé (a, b, c, d ∈ L)
[a, b]∪ [c, d]

def
= [au c, bt d] è [a, b]∩ [c, d]

def
= [at c, bu d].

Î÷åâèäíî, Si(L) � ðåø¼òêà ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè:
å¼ åäèíèöåé ñëóæèò L, à íóë¼ì � ïóñòîé èíòåðâàë,
êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí [a, b] ïðè a > b.

6 Åñëè ϕ � ãîìîìîðôèçì ðåø¼òêè L â ðåø¼òêó L ′, òî
Imϕ 6 L ′.

7 Îáîçíà÷èì ÷åðåç N◦ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ, âêëþ÷àÿ â íåãî è 1.
Òîãäà 〈N◦, ∨, ∧ 〉 6 〈N, ∨, ∧ 〉.
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Ïîäðåø¼òêè: ïðèìåðû...

8 Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ âèäîâ
èçîìîðôèçìà ðåø¼òîê óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ââåä¼ííàÿ
âûøå ðåø¼òêà N◦ èçîìîðôíà ðåø¼òêå P0(A) âñåõ
êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A.

Ïîëîæèâ ϕ(1) = ∅, ïîñòðîèì áèåêöèþ ϕ ìåæäó
ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë è A: ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû
A â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå � A = { a1, a2, . . . }, è
ïîëîæèì ϕ(pi) = ai, ãäå pi � i-å ïðîñòîå ÷èñëî.
Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
ïðîñòûõ ÷èñåë èç N◦ â A.
Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ n = p1 · . . . · pk èç N◦, ïîëîæèì
ϕ(n) = {ϕ(p1), . . . , ϕ(pk)}.
Ïîíÿòíî, ÷òî N

◦
ϕ∼= P0(A), åñëè A � ñ÷¼òíî.
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Èäåàëû ðåø¼òîê

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈L, t, u 〉 � ðåø¼òêà. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I
ýëåìåíòîâ L íàçûâàåòñÿ å¼ (ðåø¼òî÷íûì) èäåàëîì, åñëè

(x ∈ I) N (y v x) ⇒ y ∈ I è x, y ∈ I ⇒ x t y ∈ I .

Äâîéñòâåííî, íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ L
íàçûâàåòñÿ å¼ ðåø¼òî÷íûì ôèëüòðîì, åñëè

(x ∈ F ) N (x v y) ⇒ y ∈ F è x, y ∈ F ⇒ x u y ∈ F .

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I îêàçûâàåòñÿ ðåø¼òî÷íûì èäåàëîì,
i� ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

x, y ∈ I ⇔ x t y ∈ I
è àíàëîãè÷íî äëÿ ôèëüòðîâ.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Èäåàëû ðåø¼òîê: ñâîéñòâà

Åñëè ðåø¼òêà èìååò íàèìåíüøèé [ íàèáîëüøèé ] ýëåìåíò,
òî îí áóäåò å¼ èäåàëîì [ôèëüòðîì ].

Åñëè a � ýëåìåíò ðåø¼òêè, òî ãëàâíûå ïîðÿäêîâûå èäåàë
J(a) = aO è ôèëüòð aM ÿâëÿþòñÿ, òàêæå è ãëàâíûìè
ðåø¼òî÷íûìè èäåàëîì è ôèëüòðîì.

Â êîíå÷íîé ðåø¼òêå âñå èäåàëû è ôèëüòðû � ãëàâíûå:
åñëè I � èäåàë êîíå÷íîé ðåø¼òêè, òî ðàññìîòðèì

ýëåìåíò x =
⊔
a∈I

a, äëÿ êîòîðîãî áóäåì èìåòü x ∈ I è

I = xO (àíàëîãè÷íî äëÿ ôèëüòðîâ).
Â áåñêîíå÷íûõ ðåø¼òêàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è íåãëàâíûå
ðåø¼òî÷íûå èäåàëû è ôèëüòðû.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Èäåàëû ðåø¼òîê: ïðèìåðû

1 Åñëè A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñîâîêóïíîñòü P0(A)
âñåõ åãî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ áóäåò íåãëàâíûì èäåàëîì
ðåø¼òêè P(A).

2 Â öåïè
[

0, 1
2 ,

2
3 ,

3
4 , . . . , 1

]
íåãëàâíûé èäåàë � [ 0, 1 ).

3 Ñàìà ðåø¼òêà L âñåãäà áóäåò ñâîèì (íåñîáñòâåííûì)
èäåàëîì è ôèëüòðîì. Âñå äðóãèå èäåàëû è ôèëüòðû L
íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè.

J∗(L) � ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ L;
ýòî ÷.ó. ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ.

Ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû J∗(L) íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûìè
èäåàëàìè ðåø¼òêè L (ò.å. ìàêñèìàëüíûé èäåàë ðåø¼òêè íå
ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì å¼ ñîáñòâåííîì èäåàëå).
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ

Òåîðåìà

Âñÿêèé ñîáñòâåííûé èäåàë ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì å¼ ìàêñèìàëüíîì èäåàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü 〈L, v〉 � ðåø¼òêà ñ åäèíèöåé ι, è C = [ J1, J2, . . . ] �
íåêîòîðàÿ (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) öåïü ñîáñòâåííûõ

èäåàëîâ L. Îáîçíà÷èì J =
⋃

Jk∈C
Jk.

Åñëè x ∈ J , òî x ∈ Jk ∈ C äëÿ íåêîòîðîãî k è äëÿ ëþáîãî
y v x èìååì y ∈ Jk ⊆ J . Ïóñòü x, y ∈ J , òîãäà x ∈ Jk ∈ C è
y ∈ Jl ∈ C äëÿ íåêîòîðûõ k, l.

Ïîñêîëüêó C � öåïü, òî Jk è Jl ñðàâíèìû â J∗(L).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Jk ⊆ Jl.
Òîãäà x, y ∈ Jl è, ïîñêîëüêó Jl � èäåàë, òî x t y ∈ Jl ⊆ J .
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ ðåø¼òî÷íûõ èäåàëîâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òàêèì îáðàçîì, J � èäåàë ðåø¼òêè L.
Áîëåå òîãî, îí ñîáñòâåííûé, ïîñêîëüêó ι 6∈ Jk ∈ C âëå÷¼ò
ι 6∈ J . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Jk ⊆ J äëÿ âñåõ Jk ∈ C,
òî J áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ öåïè C.
Îòñþäà ïî ëåììå Êóðàòîâñêîãî-Öîðíà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Äèàãðàììû Õàññå îñòàþòñÿ óäîáíûì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ
ðåø¼òîê, îäíàêî åñëè ðåø¼òêà óñòðîåíà ñëèøêîì ñëîæíî, òàêèå
äèàãðàììû ñòàíîâÿòñÿ ìàëî íàãëÿäíûìè.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Ðåø¼òêè: òåîðåìû î âëîæåíèÿõ

Òåîðåìà (î ïðåäñòàâëåíèè ðåø¼òîê)

Âñÿêàÿ ðåø¼òêà ìîæåò áûòü âëîæåíà â áóëåàí ïîäõîäÿùåãî
ìíîæåñòâà ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

Ðåø¼òêè: òåîðåìû î âëîæåíèÿõ...

Òåîðåìà (Ìàêíèë)

Âñÿêóþ ðåø¼òêó ìîæíî âëîæèòü â ïîäõîäÿùóþ ïîëíóþ
ðåø¼òêó ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òî÷íûõ ãðàíåé.

Òåîðåìà

Âñÿêóþ êîíå÷íóþ ðåø¼òêó ìîæíî âëîæèòü â êîíå÷íóþ ðåø¼òêó
ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà..
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ðàçäåëû

1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå
ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

6 ×òî íàäî çíàòü
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå

Ðåø¼òêà 〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
x, y, z ∈ L â íåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìîäóëÿðíûé çàêîí

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z).

Ïðèìåð

1 Ìîäóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå öåïè, ðåø¼òêà 〈N, | 〉, áóëåâû
àëãåáðû.

2 Ðåø¼òêà NSubG âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G
îáðàçóåò ìîäóëÿðíà (ïåðåñå÷åíèå ãðóïï âñåãäà ãðóïïà, à
îáúåäèíåíèå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï � èõ ïðîèçâåäåíèå).

3 Ðåø¼òêà âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà äàííîì ìíîæåñòâå â
îáùåì ñëó÷àå íå ìîäóëÿðíà.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå

Ðåø¼òêà 〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
x, y, z ∈ L â íåé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìîäóëÿðíûé çàêîí

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z).

Ïðèìåð

1 Ìîäóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå öåïè, ðåø¼òêà 〈N, | 〉, áóëåâû
àëãåáðû.

2 Ðåø¼òêà NSubG âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G
îáðàçóåò ìîäóëÿðíà (ïåðåñå÷åíèå ãðóïï âñåãäà ãðóïïà, à
îáúåäèíåíèå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï � èõ ïðîèçâåäåíèå).

3 Ðåø¼òêà âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà äàííîì ìíîæåñòâå â
îáùåì ñëó÷àå íå ìîäóëÿðíà.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïÿòèóãîëüíèê N5 � íåìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà

α = (1
∣∣2∣∣34), β = (1

∣∣23
∣∣4), γ = (12

∣∣34), α v γ
αt(γuβ) = αto = α 6= γu(αtβ) = γuι = γ.

Íåìîäóëÿðíîñòü 5 îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé:

Òåîðåìà (êðèòåðèé ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè)

Ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, i� íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà
ïÿòèóãîëüíèêó N5.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïÿòèóãîëüíèê N5 � íåìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà

α = (1
∣∣2∣∣34), β = (1

∣∣23
∣∣4), γ = (12

∣∣34), α v γ
αt(γuβ) = αto = α 6= γu(αtβ) = γuι = γ.

Íåìîäóëÿðíîñòü 5 îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé:

Òåîðåìà (êðèòåðèé ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè)

Ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, i� íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà
ïÿòèóãîëüíèêó N5.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà è ìîäóëÿðíîñòü

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà

Âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ýëåìåíòàìè
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Íåâûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ ðåø¼òêè ⇒ ñóùåñòâîâàíèå
ïîäðåø¼òêè, èçîìîðôíîé N5 ⇒ å¼ íåìîäóëÿðíîñòü.

Äëÿ ýòîé ðåø¼òêè öåïíîå óñëîâèÿ
Æîðäàíà�Äåäåêèíäà íå âûïîëíÿåòñÿ
è, êàê ñëåäñòâèå, îíà ñîäåðæèò
ïîäðåø¼òêó, èçîìîðôíóþ N5,
÷òî âëå÷¼ò å¼ íåìîäóëÿðíîñòü.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà è ìîäóëÿðíîñòü...

Âûïîëíåíèå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà åù¼ íå îçíà÷àåò
ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè.

Äëÿ ýòîé ðåø¼òêè öåïíîå óñëîâèÿ
Æîðäàíà�Äåäåêèíäà âûïîëíÿåòñÿ,
îäíàêî îíà íåìîäóëÿðíà,ò.ê.
ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó

{o, a, c, e, ι} ∼= N5.

À áóäåò ëè {o, a, c, b, ι} ∼= N5

ïîäðåø¼òêîé äàííîé ðåø¼òêè?
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà è ìîäóëÿðíîñòü...

Âûïîëíåíèå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà åù¼ íå îçíà÷àåò
ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè.

Äëÿ ýòîé ðåø¼òêè öåïíîå óñëîâèÿ
Æîðäàíà�Äåäåêèíäà âûïîëíÿåòñÿ,
îäíàêî îíà íåìîäóëÿðíà,ò.ê.
ñîäåðæèò ïîäðåø¼òêó

{o, a, c, e, ι} ∼= N5.

À áóäåò ëè {o, a, c, b, ι} ∼= N5

ïîäðåø¼òêîé äàííîé ðåø¼òêè?
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìîäóëÿðíûõ ðåø¼òîê

Òåîðåìà

Ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà, åñëè è òîëüêî åñëè ïðè ñðàâíèìîñòè å¼
ýëåìåíòîâ x è y ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî èõ ñîêðàùåíèÿ

Abbr : ∀ z
{
x t z = y t z
x u z = y u z ⇒ x = y.

Äîêàçàòåëüñòâî

(⇒) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ìîäóëÿðíîé
ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâû è ðàâåíñòâà x t z = y t z, x u z = y u z,
è ñëåäîâàíèå x v y.
Òîãäà

x
Abs
= xt(xuz) = xt(yuz) Mod

= yu(xtz) = yu(ytz) Abs
= y.

(⇐) îïóñòèì.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Îïðåäåëåíèå

Ðåø¼òêà 〈L, t, u 〉 íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè â íåé
âûïîëíÿþòñÿ äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû

(x t y) u z = (x u z) t (y u z);
(x u y) t z = (x t z) u (y t z).

Ïðèìåð

1 Âñå öåïè, áóëåâû àëãåáðû è èõ ïîäðåø¼òêè äèñòðèáóòèâíû.

2 Ðåø¼òêà âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
óïîìÿíóòàÿ âûøå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäóëÿðíîé
ðåø¼òêè, íå ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé.

3 Ðåø¼òêà Sub C âñåõ ïîäãðóïï öèêëè÷åñêîé ãðóïïû C
äèñòðèáóòèâíà.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Âñÿêàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ìîäóëÿðíà

(atb)uc = ιuc = c 6= (auc)t(buc) = ato = a

Ìîäóëÿðíûé çàêîí � îñëàáëåííàÿ ôîðìà
âòîðîãî äèñòðèáóòèâíîãî
çàêîíà.

V4 = 〈 e, x, y, xy 〉 �
÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà,
ðåø¼òêà Sub V4 ∼= M3 (ðîìá)
ïîäãðóïï V4 (âñå îíè íîðìàëüíû) ìîäóëÿðíà, íî

íå äèñòðèáóòèâíà ( ι = V4, o = E):

(〈x〉 t 〈y〉) u 〈xy〉 = ι u 〈xy〉 = 〈xy〉 6=
6= (〈x〉 u 〈xy〉) t (〈y〉 u 〈xy〉) = o t o = o.
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Êðèòåðèé äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òêè

Íåäèñòðèáóòèâíîñòü M3, îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâîé: ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà

Ìîäóëÿðíàÿ ðåø¼òêà ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, i� íèêàêàÿ å¼
ïîäðåø¼òêà íå èçîìîðôíà ðîìáó M3.

Ñëåäñòâèå (êðèòåðèé äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òêè)

Ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, i� íèêàêàÿ å¼ ïîäðåø¼òêà íå
èçîìîðôíà íè ïÿòèóãîëüíèêó N5, íè ðîìáó M3.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ

Òåîðåìà

Ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, åñëè è òîëüêî åñëè â íåé ñïðàâåäëèâî

ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ: Abbr :

{
x t z = y t z
x u z = y u z ⇒ x = y.

Äîêàçàòåëüñòâî

(⇒) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y, z äèñòðèáóòèâíîé
ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâû è ðàâåíñòâà x t z = y t z, x u z = y u z, è
ñëåäîâàíèå x v y (ò.ê. ëþáàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà �
ìîäóëÿðíàÿ).
Òîãäà

x
Abs
= xt (xu z) = xt (y u z) Mod

= y u (xt z) = y u (y t z) Abs
= y .

(⇐) Îïóñòèì.
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Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ

Òåîðåìà

Ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, åñëè è òîëüêî åñëè â íåé ñïðàâåäëèâî

ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ: Abbr :

{
x t z = y t z
x u z = y u z ⇒ x = y.

Äîêàçàòåëüñòâî

(⇒) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y, z äèñòðèáóòèâíîé
ðåø¼òêè ñïðàâåäëèâû è ðàâåíñòâà x t z = y t z, x u z = y u z, è
ñëåäîâàíèå x v y (ò.ê. ëþáàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà �
ìîäóëÿðíàÿ).
Òîãäà

x
Abs
= xt (xu z) = xt (y u z) Mod

= y u (xt z) = y u (y t z) Abs
= y .

(⇐) Îïóñòèì.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Äèñòðèáóòèâíîñòü ðåø¼òêè J(P ) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó.
ìíîæåñòâà P

Ëåììà

J(P ) 6 〈 P(P ), ∪, ∩ 〉 ⇒ ðåø¼òêà J(P ) äèñòðèáóòèâíà.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Äèñòðèáóòèâíîñòü ðåø¼òêè J(P ) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó.
ìíîæåñòâà P

Ëåììà

J(P ) 6 〈 P(P ), ∪, ∩ 〉 ⇒ ðåø¼òêà J(P ) äèñòðèáóòèâíà.

cO

c 〈a, b〉

a b aO bO

∅

�
�

��

[
[
[[

�
�
�

[
[
[

[
[
[

�
�

�
Z3, J(Z3)



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 50 / 110
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Íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû ðåø¼òîê

Â êîíå÷íûõ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òêàõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò íå
àòîìû (íàïðèìåð, â êîíå÷íîé öåïè âñåãî îäèí àòîì), à
íåðàçëîæèìûå â îáúåäèíåíèå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò z 6= o ðåø¼òêè íàçîâ¼ì íåðàçëîæèìûì, åñëè èç
z = x t y ñëåäóåò ëèáî z = x, ëèáî z = y.

Ïðèìåð

1 Àòîìû ëþáîé ðåø¼òêè íåðàçëîæèìû, è â àòîìíîé áóëåâîé
àëãåáðå íåò äðóãèõ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

2 Â ðåø¼òêå 〈N, | 〉 íåðàçëîæèìû òîëüêî ñòåïåíè ïðîñòûõ
÷èñåë.

3 Â öåïè íè îäèí ýëåìåíò íå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì.
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Íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû ðåø¼òîê...

Ëåììà

Â êîíå÷íîé ðåø¼òêå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü b = b1 t b2 è b1 6= b 6= b2.
Åñëè è b1, è b2 íåðàçëîæèìû, òî ëåììà äîêàçàíà.
Èíà÷å ïðåäñòàâëÿåì b1 è/èëè b2 â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñòðîãî
ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ýëåìåíòîâ, è ò.ä.; â ñèëó êîíå÷íîñòè
ðåø¼òêè óêàçàííûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ.

Ñëåäñòâèå: âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò àòîìíîé áóëåâîé
àëãåáðû ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì
àòîìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, (1) áóëåâà àëãåáðà � ðåø¼òêà; (2) å¼
àòîìû � íåðàçëîæèìû è (3) íåðàçëîæèìû òîëüêî àòîìû.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè ÷åðåç
íåðàçëîæèìûå

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîäìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ (äèñòðèáóòèâíîé)
ðåø¼òêè L:

Irr L � ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ â îáúåäèíåíèå
ýëåìåíòîâ L;

Irr(x) = { y ∈ Irr L | y v x } � ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ
ýëåìåíòîâ L, ñîäåðæàùèõñÿ â x.

Äîêàçàííàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî â êîíå÷íîé ðåø¼òêå êàæäûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò x äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå:

x =
⊔

a∈ Irr(x)

a.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè J(P ) êàçóàëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà P

1 Ïîñòðîèì äèàãðàììó áóëåâîé àëãåáðû P(M) = J(M) äëÿ
ìíîæåñòâà M ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ P .

2 Âûáåðåì íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò x ìíîæåñòâà
P rM è ïóñòü Sx � ìíîæåñòâî íåïîñðåäñòâåííî
ïðåäøåñòâóþùèõ åìó ýëåìåíòîâ.
Ïðèñîåäèíèì ê J(M) ýëåìåíò 〈x〉, êîòîðûé áóäåò
íåðàçëîæèì â îáúåäèíåíèå è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäîâàòü
çà ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, ïîðîæä¼ííûì Sx.

3 Äîáàâèì âñå îáúåäèíåíèÿ èìåþùèõñÿ è âíîâü ïîñòðîåííûõ
ýëåìåíòîâ ñ 〈x〉 òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâàëè áóëåâó àëãåáðó.

4 Âûáåðåì íîâûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò y ìíîæåñòâà
{P rM}r {x} è äîñòðîèì äèàãðàììó àíàëîãè÷íûì
ñïîñîáîì.

5 Ïðîäîëæàåì òàê, ïîêà íå ïîëó÷èì äèàãðàììó J(P ).
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Ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà:
ïðèìåð

c

a b

P
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà:
ïðèìåð...

c 〈a, b〉

a b 〈a〉 〈b〉

∅

P J(a, b)
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Ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà:
ïðèìåð...

c 〈a, b〉 〈c〉

a b 〈a〉 〈b〉

∅

P J(a, b) + 〈c〉
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïîñòðîåíèå ðåø¼òêè ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà:
ïðèìåð...

〈a, c〉

c 〈a, b〉 〈c〉

a b 〈a〉 〈b〉
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P J(P )
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ïîñòðîåíèå J(Z5)

〈d, e〉

〈c, d〉 〈a, e〉

〈d〉 〈a, b, c〉 〈e〉

d e 〈a, b〉 〈a, c〉 〈b, c〉

a b c 〈a〉 〈b〉 〈c〉
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

×èñëà |J(P)| è e(P)

|J(P)| � Èçâåñòíî, ÷òî çèãçàã Zn èìååò Fn+2 ((n+ 2)-å ÷èñëî
Ôèáîíà÷÷è) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ.
Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå |J(Z5)| = F7 = 13.

e(P) � Äîêàçàíî, ÷òî e(P ) ðàâíî ÷èñëó ìàêñèìàëüíûõ
âîñõîäÿùèõ îò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà ∅ ê íàèáîëüøåìó
PO öåïåé â ðåø¼òêå J(P) .
Äëÿ ïðèìåðà ñ Z5 ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî òàêèõ ïóòåé 16.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, e(Z5) åñòü 5! óìíîæåííîå íà ïÿòîå
÷èñëî òàíãåíñà � êîýôôèöèåíò ïðè x5 â ðàçëîæåíèè tg x
â ðÿä Ìàêëîðåíà, ò.å. e(Z5) = 5! 2

15 = 16.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 60 / 110

Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

×èñëî e(sn)

Òåîðåìà ∑
n>1

e(sn)

n!
xn =

x

cos2 x
.

×èñëà e(sn) è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷èñëà ñåêàíñà e(Z2n) äëÿ
ïåðâûõ çíà÷åíèé n ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

n 2 3 4 5 6 7

e(sn) 4 48 1 088 39 680 2 122 752 156 577 855

e(Z2n) 5 61 1 385 50 521 2 702 765 199 360 981
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J(Z6)

Z6
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|J(Bn)| = ?

Çíà÷åíèÿ |J(Bn)| (äëÿ äðóãèõ n çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíû):
n 1 2 3 4 5 6 7

|J(Bn)| 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Íà ñëåäóþùåì ñëàéäå �
äèàãðàììû
J(B2) è J(B3)
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|J(B2)| = 6, |J(B3)| = 20
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Èçîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâà è íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ
ðåø¼òêè åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ

Ëåììà

Åñëè P � ÷.ó. ìíîæåñòâî, òî Irr J(P ) ∼= P.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü P � ÷.ó. ìíîæåñòâî è J(P ) � (äèñòðèáóòèâíàÿ) ðåø¼òêà
åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ. Ïîðÿäêîâûé èäåàë ðåø¼òêè
íåðàçëîæèì, i� îí ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì:

xO ⇒ Irr J(P ) ∼= J0(P ) = {xO | x ∈ P }.

Ðàíåå áûë óñòàíîâëåí èçîìîðôèçì ìåæäó ÷.ó. ìíîæåñòâîì è
ñîâîêóïíîñòüþ åãî ãëàâíûõ èäåàëîâ:

ϕ : P → J(P ), ϕ(x) = xO,

ïîýòîìó P ∼= J0(P ) = Irr J(P ).
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Irr J(P ) ∼= P : ïðèìåð
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà î êîíå÷íûõ äèñòðèáóòèâíûõ
ðåø¼òêàõ

Òåîðåìà (ÔÒÊÄÐ, Ã. Áèðêãîô)

Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà L èçîìîðôíà
ðåø¼òêå J(Irr L) ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ÷.ó. ìíîæåñòâà å¼
íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ : L→ J(Irr L) , ψ(x) = Irr(x).

ψ åñòü áèåêöèÿ (ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñþðúåêòèâíîñòè
ñóùåñòâåííà êîíå÷íîñòü L);

x v y ⇔ Irr(x) ⊆ Irr(y) ⇔ ψ(x) ⊆ ψ(y).

∴ ψ � (ïîðÿäêîâûé) èçîìîðôèçì ìåæäó L è J(Irr L).
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

ÔÒÊÄÐ L ∼= J(Irr L): èëëþñòðàöèÿ
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

ÔÒÊÄÐ...

Òåîðåìà Áèðêãîôà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòû
ëþáîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè ïîäìíîæåñòâàìè
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà è ïîëüçîâàòüñÿ äèàãðàììàìè
Ýéëåðà-Âåííà.

Èç íå¼ òàêæå âûòåêàåò èíòåðåñíîå

Ñëåäñòâèå

Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà âëîæèìà â
óïîðÿäî÷åííóþ äåëèìîñòüþ ðåø¼òêó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

L ↪→ 〈N◦, ∨, ∧ 〉 6 〈N, | 〉.
N
◦ � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñâîáîäíûõ îò

êâàäðàòîâ.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Âëîæåíèå L ↪→ 〈N, | 〉: àëãîðèòì

1 Íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó o ðåø¼òêè L ñîïîñòàâëÿåòñÿ
÷èñëî 1, à n > 1 å¼ àòîìàì � ïåðâûå n ïðîñòûõ ÷èñåë
p1, . . . , pn.

2 Ïóñòü ñîñòîÿëîñü ïðèïèñûâàíèå âñåì ýëåìåíòàì
ìíîæåñòâà xO r {x} ýëåìåíòà x ðåø¼òêè L.
Åñëè ýëåìåíòó x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, êîòîðîìó ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî k, òî
ñîïîñòàâëÿåì x ÷èñëî kp, ãäå p � ïåðâîå èç åù¼ íå

èñïîëüçîâàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë;

íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ, òî ñîïîñòàâëÿåì x íàèìåíüøåå

îáùåå êðàòíîå âñåõ ÷èñåë, èì ñîîòâåòñòâóþùèõ.
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Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

Âëîæåíèå L ↪→ 〈N, | 〉: ïðèìåð

210

30 30

6 10 6 15

2 2 3

1 1

�
�
�

[
[
[

�
�
�

[
[
[

[
[
[

�
�
�

�
�
�

[
[
[

�
�
�

[
[
[

�
�
�



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 71 / 110

Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Ðàçäåëû

1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå
ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

6 ×òî íàäî çíàòü
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Êîíãðóýíöèè: îïðåäåëåíèå

Ïóñòü L � ðåø¼òêà è íà íåé èìååòñÿ îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ , ñòàáèëüíûå îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è
ïåðåñå÷åíèÿ (ñîõðàíÿþùåå èõ):{

a ∼ c
b ∼ d ⇒

{
(a t b) ∼ (c t d)
(a u b) ∼ (c u d)

.

Òàêèå ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò êîíãðóýíöèÿìè.

Ïðèâåä¼ííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü
ôàêòîðìíîæåñòâî L/∼ ñ îïåðàöèÿìè t è u, ïðèìåíÿåìûì ê
åãî ýëåìåíòàì (êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè), ò.å. ôàêòîððåø¼òêó
L ïî êîíãðóýíöèè ∼ (ñèìâîëè÷åñêè L/ ∼).
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Êîíãðóýíöèè: ïðèìåð

Äëÿ ãîìîìîðôèçìà ðåø¼òîê ϕ : L→ L ′ îïðåäåëÿåòñÿ ÿäåðíàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü Kerϕ:

a(Kerϕ)b ⇔ ϕ(a) = ϕ(b).

Áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Kerϕ � ýêâèâàëåíòíîñòü; ýòó
ýêâèâàëåíòíîñòü íàçûâàþò ÿäåðíîé.
Äàëåå èìååì{
a(Kerϕ)c
b(Kerϕ)d

⇔
{
ϕ(a t b) = ϕ(a) t ϕ(b) = ϕ(c) t ϕ(d) = ϕ(c t d),
ϕ(a u b) = ϕ(a) u ϕ(b) = ϕ(c) u ϕ(d) = ϕ(c u d).

Ñëåäîâàòåëüíî, (a t b) (Kerϕ) (c t d) è (a u b) (Kerϕ) (c u d),
ò.å. Kerϕ îêàçûâàåòñÿ êîíãðóýíöèåé.

Ýòà êîíãðóýíöèÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ.
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïî èäåàëó äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè

Ïóñòü I � èäåàë äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè L.
Ââåä¼ì íà L áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼I :

a ∼I b ⇔ ∃
I
x (a t x = b t x).

∼I åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü: ðåôëåêñèâíîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü
î÷åâèäíû; ïîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü.

Ïóñòü a ∼I b è b ∼I c. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå x, y ∈ I
òàêèõ, ÷òî a t x = b t x è b t y = c t y.
Äàëåå (îáúåäèíÿÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñ y,
à âòîðîãî � ñ x), ïîëó÷èì{

a t x = b t x
b t y = c t y ⇒ a t (x t y) = b t (x t y) = c t (x t y)

è a ∼I c, ïîñêîëüêó x t y ∈ I.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 75 / 110

Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Ýêâèâàëåíòíîñòü ∼I ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé

Îáîçíà÷åíèÿ: ñìåæíûå êëàññû ïî ∼I � [·]I (î÷åâèäíî
[a]I = a t I äëÿ ýëåìåíòà a ∈ L; èíäåêñ I ÷àñòî îïóñêàþò);
ôàêòîðìíîæåñòâî ïî ýêâèâàëåíòíîñòè � L/I.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ∼I � êîíãðóýíöèÿ. Èìååì{
a ∼ c
b ∼ d ⇔

{
∃x ∈ I (a t x = c t x)
∃ y ∈ I (b t y = d t y)

. (∗)

1. Äëÿ îáúåäèíåíèÿ ïîëó÷èì

∃x, y ∈ I [(a t b) t (x t y) = (c t d) t (x t y)],

è, ïîñêîëüêó x t y ∈ I, òî (a t b) ∼I (c t d).

2. Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ �

∃x, y ∈ I [(a t x) u (b t y) = (c t x) u (d t y)].

Ðàñêðûâàÿ ïî ðàâåíñòâî, ïî äèñòðèáóòèâíîñòè �

(a u b)t(auy)t(xub)t(xuy) = (c u d)t(cuy)t(xud)t(xuy),
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

(au b)t (au y)t (xu b)t (xu y) = (cu d)t (cu y)t (xu d)t (xu y)

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

(a u y) t (x u b) t (x u y) = (c u y) t (x u d) t (x u y).

Äëÿ ýòîãî áåð¼ì ïåðåñå÷åíèÿ ñ y ïåðâîãî è ñ x � âòîðîãî
ðàâåíñòâà èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (∗):{

(a t x) u y = (c t x) u y
(b t y) u x = (d t y) u x ⇔

{
(a u y) t (x u y) = (c u y) t (x u y)
(b u x) t (x u y) = (d u y) t (x u y)

,

è, ïðîèçâîäÿ îáúåäèíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåâûõ è ïðàâûõ
÷àñòåé, � òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Èòîãî:
∼I ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé è îïåðàöèè t è u íà L/I
îïðåäåëÿþòñÿ êîððåêòíî (ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò
âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ â êëàññàõ);
L/I åñòü ôàêòîððåø¼òêà ñ íóë¼ì è ÿäðî ãîìîìîðôèçìà
ϕ : L→ L/I, ϕ(x) = [x]I � äàííûé èäåàë I.
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Ôàêòîððåø¼òêà: ïðèìåð

Ìíîæåñòâî I = {o, a, b, c} �
èäåàë ðåø¼òêè.
Ïðè ýòîì e ∼I d,
ïîñêîëüêó äëÿ c ∈ I ïîëó÷èì
e t c = d t c, ò.å.
ýëåìåíòû e è d íàõîäÿòñÿ
â îäíîì êëàññå
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî I.

Ãîìîìîðôèçì ϕ : L→ L/I åñòü îòîáðàæåíèå ϕ(x) = [x]I è
èäåàë I åñòü íóëü ðåø¼òêè L/I.
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Äîïîëíåíèÿ â ðåø¼òêàõ: îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Åñëè â ðåø¼òêå 〈L, t, u 〉 ñ óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè äëÿ
ýëåìåíòà x ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y òàêîé, ÷òî x u y = o è
x t y = ι, òî ïîñëåäíèé íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà x.

Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé ñ äîïîëíåíèÿìè, åñëè â íåé
êàæäûé ýëåìåíò èìååò õîòÿ áû îäíî äîïîëíåíèå.
Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ðåø¼òêè îáëàäàåò â òî÷íîñòè îäíèì
äîïîëíåíèåì, òî å¼ íàçûâàþò ðåø¼òêîé ñ åäèíñòâåííûìè
äîïîëíåíèÿìè.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ðåø¼òêè ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè:
â ðåø¼òêå àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A êàæäûé ýëåìåíò
X ⊆ A èìååò åäèíñòâåííîå äîïîëíåíèå X = Ar {X}.
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Äîïîëíåíèÿ â ðåø¼òêàõ: ïðèìåðû
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à) ýëåìåíò a íå èìååò äîïîëíåíèÿ;
á) N5 � ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè, a è c � äîïîëíåíèÿ b
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè: ñâîéñòâà

Åñëè àòîìíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè íå ñîäåðæèò â
êà÷åñòâå ïîäðåø¼òêè ïÿòèóãîëüíèê N5, íàèìåíüøèé è
íàèáîëüøèé ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ íóë¼ì è
åäèíèöåé ðåø¼òêè, òî îíà ìîäóëÿðíà (òåîðåìà
Ìàêëàôëèíà � óïðîùåíèå êðèòåðèÿ ìîäóëÿðíîñòè).

Àòîìíàÿ ðåø¼òêà ñ åäèíñòâåííûìè äîïîëíåíèÿìè
äèñòðèáóòèâíà (òåîðåìà Áèðêãîôà-Óîðäà).

Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ðåø¼òêà äèñòðèáóòèâíà, òî êàæäûé å¼
ýëåìåíò èìååò íå áîëåå îäíîãî äîïîëíåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýëåìåíò x äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêè
èìååò äâà äîïîëíåíèÿ � y1 è y2. Òîãäà{

x t y1 = x t y2 = ι
x u y1 = x u y2 = o

Abbr⇒ y1 = y2 .
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Îòíîñèòåëüíûå äîïîëíåíèÿ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Åñëè [ a, b ] � èíòåðâàë ðåø¼òêè L, x ∈ [ a, b ] è ýëåìåíò y
ðåø¼òêè L òàêîâ, ÷òî xu y = a è xt y = b, òî y íàçûâàåòñÿ
îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà x â èíòåðâàëå [ a, b ].
Åñëè â íåêîòîðîé ðåø¼òêå âñå èíòåðâàëû ñóòü ðåø¼òêè ñ
äîïîëíåíèÿìè, òî îíà íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé ñ îòíîñèòåëüíûìè
äîïîëíåíèÿìè.

Åñëè y � îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà x â èíòåðâàëå
[ a, b ], òî y ∈ [ a, b ], è x, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå áóäåò
îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà y â èíòåðâàëå [ a, b ].

Äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà ñ íóëåì è îòíîñèòåëüíûìè
äîïîëíåíèÿìè íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Åðøîâà.
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Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

Îòíîñèòåëüíûå äîïîëíåíèÿ: ïðèìåð
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Ýëåìåíò d åñòü äîïîëíåíèå ýëåìåíòà a.
Ýëåìåíò e äîïîëíåíèÿ íå èìååò.
Äîïîëíåíèÿìè b â èíòåðâàëå [e, ι] ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû c è d.
Ýëåìåíòû a è e � åäèíñòâåííûå äîïîëíåíèÿ äðóã äðóãà â
èíòåðâàëå [o, b].
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ðàçäåëû

1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå
ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

6 ×òî íàäî çíàòü
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Êëàññèôèêàöèÿ ïî ïðåöåäåíòàì: ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1 Ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X ðàçäåëåíî íà íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ
(êëàññîâ).

2 Èíôîðìàöèÿ î òàêîì ðàçáèåíèè ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â óêàçàíèè
î ïðèíàäëåæíîñòè ê äàííûì êëàññàì ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé
îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (âûáîðêè) èç X , ýëåìåíòû
êîòîðîé íàçûâàþò ïðåöåäåíòàìè.

3 Îáúåêòû èìåþò îïèñàíèå íà íåêîòîðîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå,
óêàçûâàþùåì ñòåïåíü îáëàäàíèÿ îáúåêòàìè êîíå÷íûì ÷èñëîì
ïðèçíàêîâ èç ìíîæåñòâà M = {x1, . . . , xn}.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Êëàññèôèêàöèÿ: ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è

ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû (NN, ...);

ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè (SVM, ...);

ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè;

ëîãè÷åñêèå ìåòîäû;

êîëëåêòèâíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà (îáëàñòè êîìïåòåíöèè,
ãîëîñîâàíèå, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä);

ñòðóêòóðíûå ìåòîäû;

...

ðåëÿöèîííûé ïîäõîä (ÀÔÏ (FCA), ...)

Wille R., Ganter B. Formal concept analysis. Berlin; Heidelberg;
New York: Springer-Verl., 1999.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Êëàññèôèêàöèÿ: ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è

ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû (NN, ...);

ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè (SVM, ...);

ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè;

ëîãè÷åñêèå ìåòîäû;

êîëëåêòèâíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà (îáëàñòè êîìïåòåíöèè,
ãîëîñîâàíèå, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä);

ñòðóêòóðíûå ìåòîäû;

...

ðåëÿöèîííûé ïîäõîä (ÀÔÏ (FCA), ...)

Wille R., Ganter B. Formal concept analysis. Berlin; Heidelberg;
New York: Springer-Verl., 1999.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 86 / 110

Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà: îïðåäåëåíèå

Äàëåå çàïèñü îòîáðàæåíèé:
f(a) çàïèñûâàåòñÿ êàê af , à f(A) çàïèñûâàåòñÿ êàê Af .

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P = 〈P, vP 〉 è Q = 〈Q, vP 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâà.
Ïàðà îòîáðàæåíèé (ϕ, ψ), ϕ : P → Q, ψ : Q→ P ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì

1 ϕ è ψ àíòèèçîòîííû;

2 pϕψ w p è qψϕ w q, p ∈ P, q ∈ Q (ϕψ è ψϕ � îïåðàòîðû
çàìûêàíèÿ íà P è Q ñîîòâåòñòâåííî).

íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà ìåæäó P è Q.

Ñïðàâåäëèâû è áîëåå ñèëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

p v qψ ⇔ q v pϕ è ϕ = ϕψϕ, ψ = ψϕψ.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà: îïðåäåëåíèå

Äàëåå çàïèñü îòîáðàæåíèé:
f(a) çàïèñûâàåòñÿ êàê af , à f(A) çàïèñûâàåòñÿ êàê Af .

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P = 〈P, vP 〉 è Q = 〈Q, vP 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâà.
Ïàðà îòîáðàæåíèé (ϕ, ψ), ϕ : P → Q, ψ : Q→ P ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì

1 ϕ è ψ àíòèèçîòîííû;

2 pϕψ w p è qψϕ w q, p ∈ P, q ∈ Q (ϕψ è ψϕ � îïåðàòîðû
çàìûêàíèÿ íà P è Q ñîîòâåòñòâåííî).

íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà ìåæäó P è Q.

Ñïðàâåäëèâû è áîëåå ñèëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

p v qψ ⇔ q v pϕ è ϕ = ϕψϕ, ψ = ψϕψ.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà IV: Àëãåáðàè÷åñêèå ðåø¼òêè 87 / 110

Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå...

Ïîíÿòèå � ýòî ...

... öåëîñòíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñóæäåíèé îá îòëè÷èòåëüíûõ
ïðèçíàêàõ âåùåé è îòíîøåíèé ìåæäó íèìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî, íàóêà, ...

Îáú¼ì ïîíÿòèÿ � ýòî ...

... ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåùåé, îáëàäàþùèõ çàôèêñèðîâàííûìè â
äàííîì ïîíÿòèè ïðèçíàêàìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî: ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, àðõèòåêòóðà,...
íàóêà: áèîëîãèÿ, ôèçèêà, õèìèÿ...
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå...

Ïîíÿòèå � ýòî ...

... öåëîñòíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñóæäåíèé îá îòëè÷èòåëüíûõ
ïðèçíàêàõ âåùåé è îòíîøåíèé ìåæäó íèìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî, íàóêà, ...

Îáú¼ì ïîíÿòèÿ � ýòî ...

... ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåùåé, îáëàäàþùèõ çàôèêñèðîâàííûìè â
äàííîì ïîíÿòèè ïðèçíàêàìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî: ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, àðõèòåêòóðà,...
íàóêà: áèîëîãèÿ, ôèçèêà, õèìèÿ...
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå...

Ïîíÿòèå � ýòî ...

... öåëîñòíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñóæäåíèé îá îòëè÷èòåëüíûõ
ïðèçíàêàõ âåùåé è îòíîøåíèé ìåæäó íèìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî, íàóêà, ...

Îáú¼ì ïîíÿòèÿ � ýòî ...

... ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåùåé, îáëàäàþùèõ çàôèêñèðîâàííûìè â
äàííîì ïîíÿòèè ïðèçíàêàìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî: ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, àðõèòåêòóðà,...
íàóêà: áèîëîãèÿ, ôèçèêà, õèìèÿ...
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå...

Ïîíÿòèå � ýòî ...

... öåëîñòíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñóæäåíèé îá îòëè÷èòåëüíûõ
ïðèçíàêàõ âåùåé è îòíîøåíèé ìåæäó íèìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî, íàóêà, ...

Îáú¼ì ïîíÿòèÿ � ýòî ...

... ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåùåé, îáëàäàþùèõ çàôèêñèðîâàííûìè â
äàííîì ïîíÿòèè ïðèçíàêàìè

Ïðèìåðû:
èñêóññòâî: ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, àðõèòåêòóðà,...
íàóêà: áèîëîãèÿ, ôèçèêà, õèìèÿ...
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå...

Ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ � ýòî ...

... ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ âñåì îáúåêòàì äàííîãî
ïîíÿòèÿ

Ïðèìåðû:

èñêóññòâî: ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè â ôîðìå
÷óâñòâåííûõ îáðàçîâ, ñîçäàíèå âûðàçèòåëüíûõ ôîðì, ...
íàóêà: ïîçíàâàòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü, îáúåêòèâíîñòü,
ñèñòåìàòè÷íîñòü, ...
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïîíÿòèå: ôèëîñîôñêîå îòñòóïëåíèå...

Ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ � ýòî ...

... ñîâîêóïíîñòü ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ âñåì îáúåêòàì äàííîãî
ïîíÿòèÿ

Ïðèìåðû:

èñêóññòâî: ðåçóëüòàò îòðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè â ôîðìå
÷óâñòâåííûõ îáðàçîâ, ñîçäàíèå âûðàçèòåëüíûõ ôîðì, ...
íàóêà: ïîçíàâàòåëüíàÿ äåÿòåëüíîñòü, îáúåêòèâíîñòü,
ñèñòåìàòè÷íîñòü, ...
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Çàêîí îáðàòíîãî îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîäåðæàíèåì è îáú¼ìîì
ïîíÿòèÿ:

Á�îëüøåå ïî îáú¼ìó ïîíÿòèå èìååò ìåíüøåå ñîäåðæàíèå

Àíòèìîíîòîííîñòü ñîîòâåòñòâèé Ãàëóà îòðàæàåò ýòîò çàêîí
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Êëàññèôèêàöèÿ: ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ïðèìåðû

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî X ðàçáèòî
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà:
X+ (ïîëîæèòåëüíûé) è X− (îòðèöàòåëüíûé)
îòíîñèòåëüíî îáëàäàíèÿ/íåîáëàäàíèÿ èõ îáúåêòàìè íåêîòîðûì
öåëåâûì ïðèçíàêîì z 6∈M .

Ïðåöåäåíòû èç äàííûõ êëàññîâ íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ïðèìåðàìè.

Èìååì 2 êëàññà è z = ”x ∈ X+”
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ÀÔÏ: ôîðìàëüíûé êîíòåêñò

Ïóñòü

G � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ;
M � ìíîæåñòâî ïðèçíàêîâ;
I � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó G è M íàçûâàåìîå

îòíîøåíèåì èíèöèäåíòíîñòè, ò.å. gIm îçíà÷àåò,
÷òî îáúåêò g ∈ G îáëàäàåò ïðèçíàêîì m ∈M .

Îïðåäåëåíèå

Òðîéêà K = (G,M, I) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì êîíòåêñòîì.

Â êîíå÷íîì ñëó÷àå êîíòåêñò ìîæåò áûòü çàäàí â âèäå
îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé (0, 1)-ìàòðèöû.
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Ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà â ÀÔÏ è íîòàöèÿ

Óòâåðæäåíèå

Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A ⊆ G è B ⊆M ââåñòè îòîáðàæåíèÿ

ϕ : 2G → 2M è ψ : 2M → 2G

òàêèå, ÷òî

Aϕ = {m ∈M | ∀ g ∈ A (gIm) } = A ′,

Bψ = { g ∈ G | ∀m ∈ B (gIm) } = B ′ ,

òî ïàðà îòîáðàæåíèé (ϕ, ψ) áóäåò ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà ìåæäó
÷.ó. ìíîæåñòâàìè 2G è 2M ,
óïîðÿäî÷åííûìè ïî âêëþ÷åíèþ.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ôîðìàëüíûå îáú¼ì è ñîäåðæàíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàí êîíòåêñò K = (G,M, I).
Ïàðà ïîäìíîæåñòâ (A, B), ãäå A ⊆ G, B ⊆M , è òàêèõ, ÷òî
A ′ = B è B ′ = A, íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ïîíÿòèåì äàííîãî
êîíòåêñòà ñ ôîðìàëüíûì îáú¼ìîì A è ôîðìàëüíûì
ñîäåðæàíèåì B.

Åñëè êîíòåêñò ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé
(0, 1)-ìàòðèöû, òî ôîðìàëüíîìó ïîíÿòèþ ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìàëüíàÿ å¼ ïîäìàòðèöà, çàïîëíåííàÿ åäèíèöàìè.

Ôîðìàëüíûå îáú¼ì è ñîäåðæàíèå � çàìêíóòûå,
ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ϕψ è ψϕ ìíîæåñòâà.
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Ðåø¼òêà ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ ÀÔÏ)

Ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé äàííîãî êîíòåêñòà K
îáðàçóåò ïîëíóþ ðåø¼òêó, îáîçíà÷àåìóþ B(K), îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ∨ (îáúåäèíåíèå) è ∧ (ïåðåñå÷åíèå):

(A1, B1) ∨ (A2, B2) =
(

(B1 ∩B2)
′, B1 ∩B2

)
,

(A1, B1) ∧ (A2, B2) =
(
A1 ∩A2, (A1 ∩A2)

′ )
è íàçûâàåìóþ ðåø¼òêîé ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé.

(A1, B1) v (A2, B2) ⇒ (A1 ⊆ A2) N (B1 ⊇ B2)

Ó ðåø¼òêè B(K) ôîðìàëüíîãî êîíòåêñòà K = (G,M, I):

åäèíèöà ι � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (G, G ′);
àòîìû � ôîðìàëüíûå ïîíÿòèÿ âèäà (g, g′);
íóëü o � ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (∅, M) ñ ïóñòûì îáú¼ìîì.
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Äâà êîíòåêñòà: îáú¼ì è ñîäåðæàíèå

Äàííûå äëÿ îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè îïèñûâàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì K+ = (G+,M, I+) è
îòðèöàòåëüíûì K− = (G−,M, I−) êîíòåêñòàìè.

Îïåðàòîðû Ãàëóà â ýòèõ êîíòåêñòàõ îáîçíà÷àþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðõíèìè èíäåêñàìè: A+, A−, B+ è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìàëüíîå ïîíÿòèå (A+, B+) ∈ K+ íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì.
A+ � ïîëîæèòåëüíûé ôîðìàëüíûé îáú¼ì,
B+ � ïîëîæèòåëüíîå ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûå ôîðìàëüíûå îáú¼ì è
ñîäåðæàíèå äëÿ êîíòåêñòà K−.
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Ãèïîòåçû ôîðìàëüíûõ êîíòåêñòîâ

Îïðåäåëåíèå

Ïîëîæèòåëüíîå ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå B+ ïîëîæèòåëüíîãî
ïîíÿòèÿ (A+, B+) íàçûâàåòñÿ:

ïîëîæèòåëüíîé ⊕−ïðåäãèïîòåçîé, åñëè
∀(A−, B−) ∈ K− (B+ 6= B−), ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ôîðìàëüíûì ñîäåðæàíèåì íè îäíîãî îòðèöàòåëüíîãî ïîíÿòèÿ;

ïîëîæèòåëüíîé ⊕−ãèïîòåçîé, åñëè
∀(g, g−) ∈ K− (B+ 6⊆ g−), ò. å. îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ñîäåðæàíèÿ ïîíÿòèÿ êàêîãî-ëèáî
îòðèöàòåëüíîãî ïðèìåðà g;

ôàëüñèôèöèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé ⊕−ãèïîòåçîé, åñëè
∃(g, g−) ∈ K− (B+ ⊆ g−).

Îòðèöàòåëüíûå (	−ïðåäãèïîòåçû, ...) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðåäãèïîòåçîé.
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Êëàññèôèêàöèÿ ñ ïîìîùüþ ãèïîòåç

Ãèïîòåçû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè íîâûõ îáúåêòîâ

Ïðîñòåéøåå ðåøàþùåå ïðàâèëî

Ïóñòü g 6∈ {G+ ∪G−} � íîâûé (íåîïðåäåë¼ííûé) îáúåêò.

Åñëè åãî ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå g ′ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó

⊕−ãèïîòåçó è íå ñîäåðæèò íè îäíîé îòðèöàòåëüíîé
ãèïîòåçû, òî îí îòíîñèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó êëàññó;

	−ãèïîòåçó è íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïîëîæèòåëüíîé
ãèïîòåçû, òî îí îòíîñèòñÿ ê îòðèöàòåëüíîìó êëàññó.

Îòêàç îò êëàññèôèêàöèè ïðîèñõîäèò, åñëè g ′:

ëèáî íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ãèïîòåç (íåäîñòàòîê äàííûõ);

ëèáî ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå
ãèïîòåçû (ïðîòèâîðå÷èå â äàííûõ).
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Ìíîãîçíà÷íûå êîíòåêñòû

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áèíàðíîé èíôîðìàöèè î ïðèçíàêàõ èç
êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ ïðèçíàêîâ èñïîëüçóåòñÿ
ïðîöåäóðà øêàëèðîâàíèÿ.

Ìíîãîçíà÷íûé êîíòåêñò � ýòî ÷åòâ¼ðêà (G, M, Z, I), ãäå

G, M, Z � ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ïðèçíàêîâ è çíà÷åíèé
ïðèçíàêîâ ñîîòâåòñòâåííî,

I � òåðíàðíîå îòíîøåíèå I ⊆ G×M × Z, çàäàþùåå
çíà÷åíèå z ∈ Z ïðèçíàêà m ∈M îáúåêòà g ∈ G,

ïðè÷åì îòîáðàæåíèå G×M → Z ôóíêöèîíàëüíî.

Øêàëèðîâàíèå � ýòî ïðåäñòàâëåíèå ìíîãîçíà÷íûõ êîíòåêñòîâ
äâóçíà÷íûìè.
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Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à:

ïîñòðîèòü êëàññèôèêàòîð ïî öåëåâîìó ñâîéñòâó
z = ¾ÿâëÿòüñÿ ôðóêòîì¿ è ñëåäóþùåé îáúåêòíî-ïðèçíàêîâîé
òàáëèöå ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ïðèìåðîâ:

� G \M öâåò æ¼ñòêèé ãëàäêèé ôîðìà z

1 ÿáëîêî æ¼ëòîå íåò äà êðóãëîå +
2 ãðåéïôðóò æ¼ëòûé íåò íåò êðóãëûé +
3 êèâè çåë¼íûé íåò íåò îâàëüíîå +
4 ñëèâà ñèíÿÿ íåò äà îâàëüíàÿ +

5 êóáèê çåë¼íûé äà äà êóáè÷åñêèé −
6 ÿéöî áåëîå äà äà îâàëüíîå −
7 òåííèñíûé (áåëûé) íåò íåò êðóãëûé −

ìÿ÷
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Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ðåçóëüòàò øêàëèðîâàíèÿ

G \M w y g b f f s s r r z
1 × × × × +
2 × × × × +
3 × × × × +
4 × × × × +
5 × × × × −
6 × × × × −
7 × × × × −

G+ = {1, 2, 3, 4}, G− = {5, 6, 7} ⇒ îòíîøåíèå I+ ïðåäñòàâëåíî
âåðõíåé ÷àñòüþ òàáëèöû, à îòíîøåíèå I− � íèæíåé.

Ïðèçíàêè îçíà÷àþò:

w � áåëûé, y � æ¼ëòûé, g � çåë¼íûé, b � ñèíèé;

f � òâ¼ðäûé, f � ìÿãêèé, s � ãëàäêèé, s � øåðîõîâàòûé;

r � êðóãëûé, r � íåêðóãëûé.
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Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ðåø¼òêà B(K+)

(
G+, {f}
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Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ðåø¼òêà B(K−)

(G−,∅)

({6, 7}, {w}) ({5, 6}, {f, s, r})

(
{7}, {w, f, s, r}

)
({6}, {r, f, s, w}) ({5}, {f, r, s, g})

(∅,M)

A
A
A
A
A
AA
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A
A
A
AA
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ôîðìèðîâàíèå ãèïîòåç

Ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ

{f, r} (ìÿãêèé, íåêðóãëûé),

{f, r, y} (ìÿãêèé, êðóãëûé, æ¼ëòûé) è

{f, s} (ìÿãêèé, ãëàäêèé)
� ÿâëÿþòñÿ ⊕−ãèïîòåçàìè;

{f, s} (ìÿãêèé, øåðîõîâàòûé)
� ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé ⊕−ãèïîòåçîé, ò.ê.
îíà � ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ {w, f, s, r} îòðèöàòåëüíîãî
ïðèìåðà 7 (òåííèñíûé ìÿ÷);

{w} (áåëûé) è
{f, s, r} (òâ¼ðäûé, ãëàäêèé, íåêðóãëûé)
� ÿâëÿþòñÿ 	−ãèïîòåçàìè.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ôîðìèðîâàíèå ãèïîòåç

Ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ

{f, r} (ìÿãêèé, íåêðóãëûé),

{f, r, y} (ìÿãêèé, êðóãëûé, æ¼ëòûé) è

{f, s} (ìÿãêèé, ãëàäêèé)
� ÿâëÿþòñÿ ⊕−ãèïîòåçàìè;

{f, s} (ìÿãêèé, øåðîõîâàòûé)
� ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé ⊕−ãèïîòåçîé, ò.ê.
îíà � ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ {w, f, s, r} îòðèöàòåëüíîãî
ïðèìåðà 7 (òåííèñíûé ìÿ÷);

{w} (áåëûé) è
{f, s, r} (òâ¼ðäûé, ãëàäêèé, íåêðóãëûé)
� ÿâëÿþòñÿ 	−ãèïîòåçàìè.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: ôîðìèðîâàíèå ãèïîòåç

Ôîðìàëüíûå ñîäåðæàíèÿ

{f, r} (ìÿãêèé, íåêðóãëûé),

{f, r, y} (ìÿãêèé, êðóãëûé, æ¼ëòûé) è

{f, s} (ìÿãêèé, ãëàäêèé)
� ÿâëÿþòñÿ ⊕−ãèïîòåçàìè;

{f, s} (ìÿãêèé, øåðîõîâàòûé)
� ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé ⊕−ãèïîòåçîé, ò.ê.
îíà � ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ {w, f, s, r} îòðèöàòåëüíîãî
ïðèìåðà 7 (òåííèñíûé ìÿ÷);

{w} (áåëûé) è
{f, s, r} (òâ¼ðäûé, ãëàäêèé, íåêðóãëûé)
� ÿâëÿþòñÿ 	−ãèïîòåçàìè.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: êëàññèôèêàöèÿ

Íåîïðåäåë¼ííûé îáúåêò g

ìèðàáåëü áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê ôðóêò , ò.ê. åãî
ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé{
y, f , s

}
ñîäåðæèò ⊕−ãèïîòåçó

{
f, s

}
è íå ñîäåðæèò íè

îäíîé èç 	−ãèïîòåç);

êóñîê ñàõàðà ñî ñâîéñòâàì áåëûé, íåêðóãëûé, òâ¼ðäûé
áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê íå-ôðóêò ;

áðèêåò ïëîìáèðà ñî ñâîéñòâàìè áåëûé, ìÿãêèé,
íåêðóãëûé âûçîâåò îòêàç îò êëàññèôèêàöèè, ïîñêîëüêó
g ′ =

{
w, f, r

}
ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíóþ

{
f, r

}
, òàê

è îòðèöàòåëüíóþ {w} ãèïîòåçû.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: êëàññèôèêàöèÿ

Íåîïðåäåë¼ííûé îáúåêò g

ìèðàáåëü áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê ôðóêò , ò.ê. åãî
ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé{
y, f , s

}
ñîäåðæèò ⊕−ãèïîòåçó

{
f, s

}
è íå ñîäåðæèò íè

îäíîé èç 	−ãèïîòåç);

êóñîê ñàõàðà ñî ñâîéñòâàì áåëûé, íåêðóãëûé, òâ¼ðäûé
áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê íå-ôðóêò ;

áðèêåò ïëîìáèðà ñî ñâîéñòâàìè áåëûé, ìÿãêèé,
íåêðóãëûé âûçîâåò îòêàç îò êëàññèôèêàöèè, ïîñêîëüêó
g ′ =

{
w, f, r

}
ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíóþ

{
f, r

}
, òàê

è îòðèöàòåëüíóþ {w} ãèïîòåçû.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: êëàññèôèêàöèÿ

Íåîïðåäåë¼ííûé îáúåêò g

ìèðàáåëü áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê ôðóêò , ò.ê. åãî
ôîðìàëüíîå ñîäåðæàíèå æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé{
y, f , s

}
ñîäåðæèò ⊕−ãèïîòåçó

{
f, s

}
è íå ñîäåðæèò íè

îäíîé èç 	−ãèïîòåç);

êóñîê ñàõàðà ñî ñâîéñòâàì áåëûé, íåêðóãëûé, òâ¼ðäûé
áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê íå-ôðóêò ;

áðèêåò ïëîìáèðà ñî ñâîéñòâàìè áåëûé, ìÿãêèé,
íåêðóãëûé âûçîâåò îòêàç îò êëàññèôèêàöèè, ïîñêîëüêó
g ′ =

{
w, f, r

}
ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíóþ

{
f, r

}
, òàê

è îòðèöàòåëüíóþ {w} ãèïîòåçû.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: äîïîëíåíèå

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî òåííèñíûé ìÿ÷ � çåë¼íûé, òî B(K−):

(G−,∅)

({5, 7}, {g}) ({5, 6}, {f, s, r})

(
{7}, {g, f , s, r}

)
({5}, {r, f, s, g}) ({6}, {f, r, s, w})

(∅,M)

A
A
A
A
A
A





A
A
A
A
A
A



A
A
A
A
A
AA
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: äîïîëíåíèå...

Ïðè òàêîì èçìåíåíèè ñâîéñòâ îáúåêòà � 7 èçìåíÿòñÿ òîëüêî
îòðèöàòåëüíûé êîíòåêñò. Òåïåðü

{g} = {5, 7}′ ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé
	−ãèïîòåçîé, ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèòñÿ â ôîðìàëüíîì
ñîäåðæàíèè {g, f , s, r} ïîëîæèòåëüíîãî ïîíÿòèÿ {3}.
{f, s, r} = {5, 6}′ ÿâëÿåòñÿ 	−ãèïîòåçîé.

Ïîýòîìó

îáúåêòû ñî ñâîéñòâàìè æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé è áåëûé,
ìÿãêèé, íåêðóãëûé áóäåò êëàññèôèöèðîâàíû êàê ôðóêò;

íà îáúåêòå ñ åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì áåëûé ïðîèçîéä¼ò
îòêàç îò êëàññèôèêàöèè.
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Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð ¾Ôðóêòû¿: äîïîëíåíèå...

Ïðè òàêîì èçìåíåíèè ñâîéñòâ îáúåêòà � 7 èçìåíÿòñÿ òîëüêî
îòðèöàòåëüíûé êîíòåêñò. Òåïåðü

{g} = {5, 7}′ ÿâëÿåòñÿ ôàëüñèôèöèðîâàííîé
	−ãèïîòåçîé, ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèòñÿ â ôîðìàëüíîì
ñîäåðæàíèè {g, f , s, r} ïîëîæèòåëüíîãî ïîíÿòèÿ {3}.
{f, s, r} = {5, 6}′ ÿâëÿåòñÿ 	−ãèïîòåçîé.

Ïîýòîìó

îáúåêòû ñî ñâîéñòâàìè æ¼ëòûé, ìÿãêèé, ãëàäêèé è áåëûé,
ìÿãêèé, íåêðóãëûé áóäåò êëàññèôèöèðîâàíû êàê ôðóêò;

íà îáúåêòå ñ åäèíñòâåííûì ñâîéñòâîì áåëûé ïðîèçîéä¼ò
îòêàç îò êëàññèôèêàöèè.
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×òî íàäî çíàòü

Ðàçäåëû

1 Ðåø¼òêè: îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà

2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê. Ðåø¼òî÷íûå
ãîìîìîðôèçìû, èäåàëû è ôèëüòðû

3 Ìîäóëÿðíûå è äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè

4 Ôàêòîððåø¼òêè. Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè

5 Ïðèìåíåíèå òåîðèè ðåø¼òîê ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè

6 ×òî íàäî çíàòü
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×òî íàäî çíàòü

Ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, àëãåáðàè÷åñêèå
ðåø¼òêè è èõ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðèìåðû ðåø¼òîê. Óñëîâèå
äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ÿâëÿòüñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé.

Íåðàâåíñòâà ïîëóäèñòðèáóòèâíîñòè è ïîëóìîäóëÿðíîñòè.
Òåîðåìà î ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàõ.

Èäåàëû ðåø¼òîê: îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà, ïðèìåðû.
Òåîðåìà î ñîáñòâåííûõ èäåàëàõ ðåø¼òêè ñ åäèíèöåé.

Òåîðåìû î âëîæåíèè ðåø¼òîê.

Ãîìîìîðôèçìû ðåø¼òîê, ñâÿçü ïîðÿäêîâîãî è ðåø¼òî÷íîãî
ãîìîìîðôèçìîâ. Ñå÷åíèÿ Ìàêíèëà.

Èäåàëû ðåø¼òîê.

Ìîäóëÿðíûå ðåø¼òêè. Êðèòåðèé ìîäóëÿðíîñòè ðåø¼òêè.
Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà è ìîäóëÿðíîñòü.
Ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ.
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×òî íàäî çíàòü

Äèñòðèáóòèâíûå ðåø¼òêè. Êðèòåðèé äèñòðèáóòèâíîñòè
ðåø¼òêè.

Êîíãðóýíöèè. Ôàêòîððåø¼òêè.

Ðåø¼òêè ñ äîïîëíåíèÿìè è ñ îòíîñèòåëüíûìè
äîïîëíåíèÿìè: îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà.

Íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû ðåø¼òîê è ïðåäñòàâëåíèå
ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåø¼òêè ÷åðåç íåðàçëîæèìûå.
Èçîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâà è íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ
ðåø¼òêè åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà î êîíå÷íûõ
äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òêàõ.

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèÿ ïî ïðåöåäåíòàì. Çàêîí îáðàòíîãî
îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîäåðæàíèåì è îáú¼ìîì ïîíÿòèÿ.
Ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà.
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×òî íàäî çíàòü

Àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé (ÀÔÏ). Ôîðìàëüíûå îáú¼ì
è ñîäåðæàíèå. Ðåø¼òêà ôîðìàëüíûõ ïîíÿòèé. Ãèïîòåçû
ÀÔÏ. Ïðîñòåéøåå ðåøàþùåå ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè.
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