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Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ïîñåùàåìîñòè êóðñà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ïîñåùàåìîñòè ñòóäåíòàìè ÂÓÇà îäíîé ëåêöèè ïî êóðñó. Ïóñòü àóäèòîðèÿ äàííîãî êóðñà
ñîñòîèò èç ñòóäåíòîâ ïðîôèëüíîãî ôàêóëüòåòà, à òàêæå ñòóäåíòîâ äðóãèõ ôàêóëüòåòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a
êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, ïîñòóïèâøèõ íà ïðîôèëüíûé ôàêóëüòåò, à ÷åðåç b � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ äðóãèõ ôà-
êóëüòåòîâ. Ïóñòü ñòóäåíòû ïðîôèëüíîãî ôàêóëüòåòà ïîñåùàþò ëåêöèþ ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ p1, à ñòóäåíòû
îñòàëüíûõ ôàêóëüòåòîâ � ñ âåðîÿòíîñòüþ p2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, ïîñåòèâøèõ äàííóþ ëåê-
öèþ. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà c|a, b åñòü ñóììà äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåë¼ííûõ ïî áèíîìèàëüíîìó
çàêîíó Bin(a, p1) è Bin(b, p2) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü äàëåå íà ëåêöèè ïî êóðñó âåä¼òñÿ çàïèñü ñòóäåíòîâ. Ïðè
ýòîì êàæäûé ñòóäåíò çàïèñûâàåòñÿ ñàì, à òàêæå, áûòü ìîæåò, çàïèñûâàåò ñâîåãî òîâàðèùà, êîòîðîãî íà ëåê-
öèè íà ñàìîì äåëå íåò. Ïóñòü ñòóäåíò çàïèñûâàåò ñâîåãî òîâàðèùà ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ p3. Îáîçíà÷èì
÷åðåç d îáùåå êîëè÷åñòâî çàïèñàâøèõñÿ íà äàííîé ëåêöèè. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà d|c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó c è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåë¼ííîé ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó Bin(c, p3). Äëÿ çàâåðøåíèÿ çàäàíèÿ
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè îñòàëîñü îïðåäåëèòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ a è äëÿ b. Ïóñòü îáå ýòè âåëè÷èíû ðàñ-
ïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî â ñâîèõ èíòåðâàëàõ [amin, amax] è [bmin, bmax] (äèñêðåòíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå).
Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ñëåäóþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü:

p(a, b, c, d) = p(d|c)p(c|a, b)p(a)p(b),
d|c ∼ c+Bin(c, p3),

c|a, b ∼ Bin(a, p1) + Bin(b, p2), (1)

a ∼ Unif[amin, amax],

b ∼ Unif[bmin, bmax].

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî óïðîù¼ííóþ âåðñèþ ìîäåëè 1. Èçâåñòíî, ÷òî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bin(n, p)
ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé è ìàëåíüêîé âåðîÿòíîñòè óñïåõà ìîæåò áûòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè-
áëèæåíî ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Poiss(λ) ñ λ = np. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ñóììà äâóõ ïóàññîíîâñêèõ
ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2 åñòü ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ1 + λ2 (äëÿ áèíîìèàëü-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòî íåâåðíî). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ



ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííîé âåðñèåé ìîäåëè 1:

p(a, b, c, d) = p(d|c)p(c|a, b)p(a)p(b),
d|c ∼ c+Bin(c, p3),

c|a, b ∼ Poiss(ap1 + bp2), (2)

a ∼ Unif[amin, amax],

b ∼ Unif[bmin, bmax].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ïîñåùåíèé íåñêîëüêèõ ëåêöèé êóðñà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñåùåíèÿ îòäåëüíûõ
ëåêöèé ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òîãäà:

p(a, b, c1, . . . , cN , d1, . . . , dN ) = p(a)p(b)

N∏
n=1

p(dn|cn)p(cn|a, b),

dn|cn ∼ cn +Bin(cn, p3),

cn|a, b ∼ Bin(a, p1) + Bin(b, p2), (3)

a ∼ Unif[amin, amax],

b ∼ Unif[bmin, bmax].

Ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ 2 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óïðîù¼ííóþ ìîäåëü äëÿ ìîäåëè 3:

p(a, b, c1, . . . , cN , d1, . . . , dN ) = p(a)p(b)

N∏
n=1

p(dn|cn)p(cn|a, b),

dn|cn ∼ cn +Bin(cn, p3),

cn|a, b ∼ Poiss(ap1 + bp2), (4)

a ∼ Unif[amin, amax],

b ∼ Unif[bmin, bmax].

Çàäàíèå ñîñòîèò èç òð¼õ âàðèàíòîâ.

Âàðèàíò 1

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü 2 ñ ïàðàìåòðàìè amin = 75, amax = 90, bmin = 500, bmax = 600, p1 = 0.1, p2 = 0.01,
p3 = 0.3. Ïðîâåñòè íà êîìïüþòåðå ñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ:

1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, d.

2. Ïðîíàáëþäàòü, êàê ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ïðîãíîçà äëÿ âåëè÷èíû c ïî ìåðå ïðèõîäà íîâîé êîñâåííîé
èíôîðìàöèè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèòü ãðàôèêè è íàéòè ìàò.îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé p(c),
p(c|a), p(c|b), p(c|d), p(c|a, b), p(c|a, b, d) ïðè ïàðàìåòðàõ a, b, d, ðàâíûõ ìàò.îæèäàíèÿì ñâîèõ àïðèîðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, îêðóãëåííûõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

3. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç âåëè÷èí a, b, d âíîñèò íàèáîëüøèé âêëàä â óòî÷íåíèå ïðîãíîçà äëÿ âåëè÷èíû c (â
ñìûñëå äèñïåðñèè ðàñïðåäåëåíèÿ). Äëÿ ýòîãî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî D[c|d] < D[c|b] è D[c|d] < D[c|a] äëÿ
ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a, b, d. Íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê (a, b) òàêèõ, ÷òî D[c|b] < D[c|a]. ßâëÿþòñÿ ëè
ìíîæåñòâà { (a, b) | D[c|b] < D[c|a] } è { (a, b) | D[c|b] ≥ D[c|a] } ëèíåéíî ðàçäåëèìûìè?

4. Ïðîâåñòè âðåìåííûå çàìåðû ïî îöåíêå âñåõ íåîáõîäèìûõ ðàñïðåäåëåíèé p(c), p(c|a), p(c|b), p(c|d), p(c|a, b),
p(c|a, b, d), p(d).

5. Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ èç ïï. 1�4 äëÿ òî÷íîé ìîäåëè 1 è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ ìî-
äåëè 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð îöåíêè ïàðàìåòðà, äëÿ êîòîðîãî ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçíèöà ìåæäó ìîäåëüþ 1 è 2.
Îáúÿñíèòü ïðè÷èíû ïîäîáíîãî ðåçóëüòàòà.

Âçÿòü â êà÷åñòâå äèàïàçîíà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ âåëè÷èíû c èíòåðâàë [0, amax+ bmax], à äëÿ âåëè÷èíû
d � èíòåðâàë [0, 2(amax + bmax)].

Ïðè îöåíêå âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììíîãî êîäà.



Âàðèàíò 2

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü 2 ñ ïàðàìåòðàìè amin = 75, amax = 90, bmin = 500, bmax = 600, p1 = 0.1, p2 = 0.01,
p3 = 0.3. Ïðîâåñòè íà êîìïüþòåðå ñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ:

1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ a, b, c, d.

2. Ïðîíàáëþäàòü, êàê ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ïðîãíîçà äëÿ âåëè÷èíû b ïî ìåðå ïðèõîäà íîâîé êîñâåííîé
èíôîðìàöèè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèòü ãðàôèêè è íàéòè ìàò.îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé p(b),
p(b|a), p(b|d), p(b|a, d) ïðè ïàðàìåòðàõ a, d, ðàâíûõ ìàò.îæèäàíèÿì ñâîèõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îêðóã-
ëåííûõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

3. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ p1, p2 èçìåíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ âàæíîñòü ïàðàìåòðîâ
a, b äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû c. Äëÿ ýòîãî íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê { (p1, p2) | D[c|b] < D[c|a] } ïðè a, b, ðàâ-
íûõ ìàò.îæèäàíèÿì ñâîèõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îêðóãëåííûõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî. ßâëÿþòñÿ ëè
ìíîæåñòâà { (p1, p2) | D[c|b] < D[c|a] } è { (p1, p2) | D[c|b] ≥ D[c|a] } ëèíåéíî ðàçäåëèìûìè?

4. Ïðîâåñòè âðåìåííûå çàìåðû ïî îöåíêå âñåõ íåîáõîäèìûõ ðàñïðåäåëåíèé p(c), p(c|a), p(c|b), p(b|a), p(b|d),
p(b|a, d), p(d).

5. Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ èç ïï. 1�4 äëÿ òî÷íîé ìîäåëè 1 è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ ìî-
äåëè 2. Ïðèâåñòè ïðèìåð îöåíêè ïàðàìåòðà, äëÿ êîòîðîãî ïðîÿâëÿåòñÿ ðàçíèöà ìåæäó ìîäåëüþ 1 è 2.
Îáúÿñíèòü ïðè÷èíû ïîäîáíîãî ðåçóëüòàòà.

Âçÿòü â êà÷åñòâå äèàïàçîíà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ âåëè÷èíû c èíòåðâàë [0, amax+ bmax], à äëÿ âåëè÷èíû
d � èíòåðâàë [0, 2(amax + bmax)].

Ïðè îöåíêå âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììíîãî êîäà.

Âàðèàíò 3

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü 4 ñ ïàðàìåòðàìè amin = 75, amax = 90, bmin = 500, bmax = 600, p1 = 0.1, p2 = 0.01,
p3 = 0.3, N = 50. Ïðîâåñòè íà êîìïüþòåðå ñëåäóþùèå èññëåäîâàíèÿ:

1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ a, b, cn, dn.

2. Ðåàëèçîâàòü ãåíåðàòîð âûáîðêè d1, . . . , dN èç ìîäåëè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b.

3. Ïðîíàáëþäàòü, êàê ïðîèñõîäèò óòî÷íåíèå ïðîãíîçà äëÿ âåëè÷èíû b ïî ìåðå ïðèõîäà íîâîé êîñâåííîé
èíôîðìàöèè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèòü ãðàôèêè è íàéòè ìàò.îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé p(b),
p(b|d1), . . . , p(b|d1, . . . , dN ), ãäå âûáîðêà d1, . . . , dN 1) ñãåíåðèðîâàíà èç ìîäåëè ïðè ïàðàìåòðàõ a, b, ðàâíûõ
ìàò.îæèäàíèÿì ñâîèõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îêðóãëåííûõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî è 2) d1 = · · · =
dN , ãäå dn ðàâíî ìàò.îæèäàíèþ ñâîåãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îêðóãëåííîãî äî áëèæàéøåãî öåëîãî.
Ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî çíà÷åíèå a. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû äâóõ
ýêñïåðèìåíòîâ.

4. Ïðîâåñòè âðåìåííûå çàìåðû ïî îöåíêå âñåõ íåîáõîäèìûõ ðàñïðåäåëåíèé p(cn), p(dn), p(b|d1, . . . , dn),
p(b|a, d1, . . . , dn).

5. Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ èç ïï. 1�4 äëÿ òî÷íîé ìîäåëè 3 è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ñ àíàëîãè÷íûìè äëÿ ìîäå-
ëè 4.

Âçÿòü â êà÷åñòâå äèàïàçîíà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ âåëè÷èíû c èíòåðâàë [0, amax+ bmax], à äëÿ âåëè÷èíû
d � èíòåðâàë [0, 2(amax + bmax)].

Ïðè îöåíêå âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììíîãî êîäà.



Îôîðìëåíèå çàäàíèÿ

Âûïîëíåííîå çàäàíèå ñëåäóåò îòïðàâèòü ïèñüìîì ïî àäðåñó bayesml@gmail.com ñ çàãîëîâêîì ïèñüìà

¾[ÁÌÌÎ15] Çàäàíèå 1, Ôàìèëèÿ Èìÿ, Íîìåð âàðèàíòà¿.

Óáåäèòåëüíàÿ ïðîñüáà ïðèñûëàòü âûïîëíåííîå çàäàíèå òîëüêî îäèí ðàç ñ îêîí÷àòåëüíûì âàðèàíòîì. Òàêæå
óáåäèòåëüíàÿ ïðîñüáà ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ çàäàííûõ íèæå ïðîòîòèïîâ ðåàëèçóåìûõ ôóíêöèé (äëÿ ïðîâåðêè
çàäàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ, â òîì ÷èñëå, àâòîìàòè÷åñêèå ïðîöåäóðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûìè ê íåâåð-
íûì ïðîòîòèïàì).

Ïðèñëàííûé âàðèàíò çàäàíèÿ äîëæåí ñîäåðæàòü â ñåáå:

• Òåêñòîâûé ôàéë â ôîðìàòå PDF ñ óêàçàíèåì ÔÈÎ è íîìåðà âàðèàíòà, ñîäåðæàùèé îïèñàíèå âñåõ ïðîâå-
ä¼ííûõ èññëåäîâàíèé (âûâîä íåîáõîäèìûõ ôîðìóë, ãðàôèêè, àíàëèç è âûâîäû).

• Python ìîäóëü ñî âñåìè òðåáóåìûìè ôóíêöèÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîòîòèïàìè, ïðèâåäåííûìè íèæå.

Òðåáîâàíèÿ ê ðåàëèçàöèè

Âñå èñõîäíûå êîäû äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â îäíîì ìîäóëå ïîä íàçâàíèåì br_surname.py, ãäå surname � ôàìèëèÿ
ñòóäåíòà. Ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíû áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå îòäåëüíûõ ôóíêöèé. Ïðîòîòèï ôóíêöèè äëÿ
îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ p(c|a, d) ïîêàçàí â òàáëèöå 1. Ïðîòîòèïû ôóíêöèé äëÿ äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé âûãëÿäÿò
àíàëîãè÷íî. Åñëè â ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåííûõ äî èëè ïîñëå | íåñêîëüêî, òî â íàçâàíèè ôóíêöèè îíè èäóò â
àëôàâèòíîì ïîðÿäêå. Ôóíêöèÿ äëÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ p(b|a, d1, . . . , dN ) äëÿ ìîäåëè 3 èìååò íàçâàíèå pb_ad,
à âõîäíîé ïàðàìåòð d ÿâëÿåòñÿ ìàññèâîì äëèíû N .

Òàáëèöà 1: Ïðîòîòèï ôóíêöèè äëÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ p(c|a, d) äëÿ ìîäåëè 1 è 2

p, c = pc_ad(a, d, params, model)

ÂÕÎÄ
a � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a;
d � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà d;
params � íàáîð ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, ñëîâàðü ñ êëþ÷àìè 'amin', 'amax', 'bmin', 'bmax', 'p1', 'p2', 'p3';
model � íîìåð ìîäåëè;

ÂÛÕÎÄ
p � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, numpy array äëèíû len(c);
c � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ, numpy array.

Òàáëèöà 2: Ïðîòîòèï ôóíêöèè äëÿ ãåíåðàöèè âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(d1, . . . , dN |a, b) äëÿ ìîäåëè 3 è 4

d = generate(N, a, b, params, model)

ÂÕÎÄ
N � êîëè÷åñòâî ëåêöèé;
a � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a;
b � çíà÷åíèå ïàðàìåòðà b;
params � íàáîð ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, ñëîâàðü ñ êëþ÷àìè 'amin', 'amax', 'bmin', 'bmax', 'p1', 'p2', 'p3';
model � íîìåð ìîäåëè;

ÂÛÕÎÄ
d � çíà÷åíèÿ d1, . . . , dN , numpy array äëèíû N .
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