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Figure 2: A graphical model with observations x1:N , local hidden variables z1:N and global hidden

variables β. The distribution of each observation xn only depends on its corresponding

local variable zn and the global variables β. (Though not pictured, each hidden variable zn,

observation xn, and global variable β may be a collection of multiple random variables.)

2. Stochastic Variational Inference

We derive stochastic variational inference, a stochastic optimization algorithm for mean-field vari-

ational inference. Our algorithm approximates the posterior distribution of a probabilistic model

with hidden variables, and can handle massive data sets of observations.

We divide this section into four parts.

1. We define the class of models to which our algorithm applies. We define local and global

hidden variables, and requirements on the conditional distributions within the model.

2. We review mean-field variational inference, an approximate inference strategy that seeks a

tractable distribution over the hidden variables which is close to the posterior distribution.

We derive the traditional variational inference algorithm for our class of models, which is a

coordinate ascent algorithm.

3. We review the natural gradient and derive the natural gradient of the variational objective

function. The natural gradient closely relates to coordinate ascent variational inference.

4. We review stochastic optimization, a technique that uses noisy estimates of a gradient to

optimize an objective function, and apply it to variational inference. Specifically, we use

stochastic optimization with noisy estimates of the natural gradient of the variational objective.

These estimates arise from repeatedly subsampling the data set. We show how the resulting

algorithm, stochastic variational inference, easily builds on traditional variational inference

algorithms but can handle much larger data sets.

2.1 Models with Local and Global Hidden Variables

Our class of models involves observations, global hidden variables, local hidden variables, and fixed

parameters. The N observations are x = x1:N ; the vector of global hidden variables is β; the N local

hidden variables are z = z1:N , each of which is a collection of J variables zn = zn,1:J; the vector of

fixed parameters is α. (Note we can easily allow α to partly govern any of the random variables,
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Рассматриваемый класс моделей:



Вариационный вывод

Апостериорное распределение 

 
Будем искать наилучшее приближение  

 
Дивергенция Кульбака-Лейблера:

p(z,�|x,↵) = p(x, z,�|↵)R
p(x, z,�|↵)dzd�

q⇤(z,�) = argmin
q

DKL(q||p(·|x,↵)) ⇡ p(z,�|x,↵)

DKL(q||p(·|x,↵)) = Eq [log q(z,�)� log p(z,�|x,↵)]



Вариационная нижняя оценка
Обоснованность модели: 

Введем некоторое распределение q: 

Применим неравенство Йенсена:

log p(x|↵) = log

Z
p(x, z,�|↵)dzd�

log p(x|↵) = log

Z
p(x, z,�|↵)q(z,�)

q(z,�)
dzd�

log p(x|↵) �
Z

q(z,�) log
p(x, z,�|↵)
q(z,�)

dzd�



Вариационная нижняя оценка

log p(x|↵) � L(q) = Eq [log p(x, z,�|↵)� log q(z,�)]

Можно показать, что
log p(x|↵) = L(q) +DKL(q||p(·|x,↵))



Mean-field variational inference

Будем искать приближение в семействе полностью 
факторизованных распределений

q(z,�) = q(�)
NY

i=1

q(zi)

Формулы пересчета:

log q(zi) / Eq(�) [log p(xi|zi,�) + log p(zi|�)]

log q(�) / Eq(z)

"
NX

i=1

log p(xi, zi|�)
#
+ log p(�|↵)



Снова надо считать нормированную константу!

q(�) / p(�|↵) exp(
NX

i=1

Eq(zi) log p(xi, zi|�))



Все распределения лежат в экспоненциально семействе

p(�|↵) = h(�) exp{↵T
t(�)� ag(↵)}

p(xi, zi|�) = h(xi, zi) exp{�T
t(xi, zi)� al(�)}



Все распределения лежат в экспоненциально семействе

p(�|↵) = h(�) exp{↵T
t(�)� ag(↵)}

p(xi, zi|�) = h(xi, zi) exp{�T
t(xi, zi)� al(�)}

и образуют сопряженную пару
p(�|x, z,↵) = p(�|⌘g(x, z,↵))

= h(�) exp{⌘g(x, z,↵)T t(�)� ag(⌘g(x, z,↵))}



Все распределения лежат в экспоненциально семействе

p(�|↵) = h(�) exp{↵T
t(�)� ag(↵)}

p(xi, zi|�) = h(xi, zi) exp{�T
t(xi, zi)� al(�)}

и образуют сопряженную пару
p(�|x, z,↵) = p(�|⌘g(x, z,↵))

= h(�) exp{⌘g(x, z,↵)T t(�)� ag(⌘g(x, z,↵))}

Отсюда следует:
↵ = (↵1,↵2)

t(�) = (�,�al(�))

⌘g(x, z,↵) = (↵1 +
NX

i=1

t(xi, zi),↵2 +N)



Вариационные распределения будут иметь ту же 
экспоненциальную форму

q(�|�) = h(�) exp{�T t(�)� ag(�)}
q(zi|�i) = h(zi) exp{�T

i t(zi)� al(�i)}



Вариационный пересчет
Вариационная нижняя оценка как функция от λ

L(�) = Eq [log p(�|x, z,↵)� log q(�|�)] + const

= Eq

⇥
⌘g(x, z,↵)

T t(�)� �T t(�) + ag(�)
⇤
+ const

= Eq [⌘g(x, z,↵)]
T r�ag(�)� �Tr�ag(�) + ag(�) + const



Вариационный пересчет
Вариационная нижняя оценка как функция от λ

Градиент вариационной нижней оценки
r�L(�) = r2

�ag(�)(Eq(z) [⌘g(x, z,↵)]� �)

L(�) = Eq [log p(�|x, z,↵)� log q(�|�)] + const

= Eq

⇥
⌘g(x, z,↵)

T t(�)� �T t(�) + ag(�)
⇤
+ const

= Eq [⌘g(x, z,↵)]
T r�ag(�)� �Tr�ag(�) + ag(�) + const



Вариационный пересчет
Вариационная нижняя оценка как функция от λ

Градиент вариационной нижней оценки

Формула пересчета

� = Eq(z)⌘g(x, z,↵) , q(�) / p(�|↵) exp(
NX

i=1

Eq(zi) log p(xi, zi|�))

r�L(�) = r2
�ag(�)(Eq(z) [⌘g(x, z,↵)]� �)

L(�) = Eq [log p(�|x, z,↵)� log q(�|�)] + const

= Eq

⇥
⌘g(x, z,↵)

T t(�)� �T t(�) + ag(�)
⇤
+ const

= Eq [⌘g(x, z,↵)]
T r�ag(�)� �Tr�ag(�) + ag(�) + const



Локальные вариационные распределения  
детерминировано зависят от глобального

L(q(�)) = L(q(�), q⇤(z))
q

⇤
(z) / exp(Eq(�) log p(xi, zi|�))



Стохастическая оптимизация
Типичная задача машинного обучения

Стохастический градиентный спуск

✓

t+1 = ✓ � ⇢t+1rL(✓t)

rL(✓) ⇡ Nrl(yi, f(xi, ✓)) + Crg(✓)

L(✓) =
NX

i=1

l(yi, f(xi, ✓)) + Cg(✓) ! min
✓



Стохастическая оптимизация
Типичная задача вариационного вывода

Стохастический вариационный вывод (?)

L(�) =
NX

i=1

E
q

⇤(zi) [log p(xi

, z

i

|�)� log q(z

i

)]

| {z }
l(xi,q(�))

+E
q(�|�) [log p(�|↵)� log q(�|�)]

| {z }
g(q(�))

�

t+1 = �

t + ⇢trL(�t)

rL(�t) ⇡ r2
�ag(�

t)(Eq(zi)⌘
i
g(x, z,↵)� �

t)

⌘

i
g(x, z,↵) = (↵1 +Nt(xi, zi),↵2 +N)



Обычный градиент

rf(�) = argmax

d�
f(�+ d�) s.t. kd�k2 ! 0



Обычный градиент

rf(�) = argmax

d�
f(�+ d�) s.t. kd�k2 ! 0

arg max

kd�k✏
f(�+ d�) ⇡ arg max

kd�k✏
f(�) +rf(�)T d�

= arg max

kd�k✏
rf(�)T d�

=

rf(�)

krf(�)k✏

Пространство параметров имеет значение



В эвклидовой метрике

kd�k22 =
dX

j=1

(d�j)
2

В римановской метрике

kd�k2G = (d�)TG(�)(d�)

Разумно выбрать метрику такую, чтобы

kd�k2G = DKL(q(·|�)kq(·|�+ d�)) +DKL(q(·|�+ d�)kq(·|�))| {z }
Dsym

KL (�,�+d�)



Направление наискорейшего возрастания  
в римановской метрике

arg max

kd�kG✏
f(�+ d�) ⇡ arg max

kd�kG✏
f(�) + (rf(�))T d�

= arg max

kd�kG✏
(rf(�))T d�

=

G�1
(�)rf(�)

�

Натуральный градиент

r̃f(�) = G�1(�)rf(�)



Известно, что
kd�k2G = Dsym

KL (�,�+ d�) = d�TG(�)d�

Что это за метрика G?

G(�) = E�

⇥
(r� log q(�|�))(r� log q(�|�))T

⇤

= r2
�ag(�)

r�L(�) = r2
�ag(�)(Eq(z) [⌘g(x, z,↵)]� �)

= G(�)(Eq(z) [⌘g(x, z,↵)]� �)

Теперь вспомним про градиент нижней оценки



Натуральный градиент нижней оценки

Можно ничего не делать! (кроме вар. пересчета)

r̃�L(�) = G�1(�)G(�)(Eq⇤(z) [⌘g(x, z,↵)]� �)
| {z }

r�L(�)



Стохастическая оптимизация
Типичная задача вариационного вывода

Стохастический вариационный вывод

L(�) =
NX

i=1

E
q

⇤(zi) [log p(xi

, z

i

|�)� log q(z

i

)]

| {z }
l(xi,q(�))

+E
q(�|�) [log p(�|↵)� log q(�|�)]

| {z }
g(q(�))

�t+1 = �+ ⇢tr̃L(�t)

r̃L(�t) ⇡ Eq(zi)⌘
i
g(x, z,↵)� �t


