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Ñîäåðæàíèå ïðåäûäóùèõ ëåêöèé

Ôîðìóëà Áàéåñà è �îðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè;

Îïðåäåëåíèå àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé è sele
tion bias;

(Ìíîæåñòâåííîå) òåñòèðîâàíèå ãèïîòåç

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâà. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè.

Íàèâíûé áàéåñ. Ñâÿçü öåëåâîé �óíêöèè è âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè.

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ: ñâÿçü ÌÍÊ è wML, ðåãóëÿðèçàöèè è wMAP.

Ñâîéñòâî ñîïðÿæåííîñòè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàâäîïîäîáèþ.

Ïðîãíîç äëÿ îäèíî÷íîé ìîäåëè:

p(ytest|Xtest,Xtrain, ytrain) =

∫

p(ytest|w,Xtest)p(w|Xtrain, ytrain)dw.

Ñâÿçü àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ìîäåëè è îáîñíîâàííîñòè

Îáîñíîâàííîñòü: ïîíèìàíèå è ñâÿçü ñî ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòüþ.

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ: ïðîáëåìû ML-îöåíêè w è ñâÿçü

àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îòáîðîì ïðèçíàêîâ.

EM-àëãîðèòì è îòáîð ïðèçíàêîâ â áàéåñîâñêîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

Âàðèàöèîííûé EM-àëãîðèòì. Ñìåñü ìîäåëåé ëîã. ðåãðåññèè.

�àóññîâñêèå ïðîöåññû. Ó÷¼ò ýâîëþöèè ìîäåëåé âî âðåìåíè.

Ïîñòðîåíèå àäåêâàòíûõ ìóëüòèìîäåëåé.

Ñýìïëèðîâàíèå. Ñõåìà �èááñà è Ìåòðîïîëèñà-Õàñòèíãñà. HMC.
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�àóññîâñêèå ïðîöåññû

x(t) � òåìïåðàòóðà â öåíòðå Êèòî.

Èäåÿ: GP (mx(t), Rx(τ)), ãäå mx(t) ≡ m, Rx(τ) = σ2 exp(−λ|τ |).
�àññìîòðèì t1, . . . , tq, òîãäà äëÿ GP èìååì

p(x) = p(x(t1), . . . , x(tq)) = N (m, Σ), ãäå

m = [mx(t1), . . . , mx(tq)]
T

, Σ = ‖Σij‖ = ‖Rx(ti − tj)‖.

Óïðàæíåíèå. x = [x
T

1 , x
T

2 ]
T ∼ N



x
∣

∣[µ
T

1 , µ
T

2 ]
T

,

(

Σ11 Σ12

Σ
T

12 Σ22

)−1




.

x2|x1 ∼ N (x2|µ2 −Σ−1
22 Σ12(x1 − µ1), Σ

−1
22 ).

Âîïðîñ 1: ÷òî äåëàòü, åñëè íåèçâåñòíî m, ãäå µ1 = me1, µ2 = me2?

Âîïðîñ 2: ÷òî äåëàòü, åñëè íåèçâåñòíû σ2
è λ?

Âîçìîæíûå ìîäè�èêàöèè:

Íåïîñòîÿííîå mx(t);

Ââåäåíèå ðàçðûâíîñòè Rx(τ) =
σ2(exp(−λ|τ |) + κ ∗ [τ = 0]);

Äðóãàÿ �îðìà Rx(τ);

Rx(τ) → Rx(t1, t2). 600 650 700 750 800
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Ïðèìåðû ÿäåð

Îáîçíà÷èì r = ‖x1 − x2‖.
K(x1, x2) = σ2 exp(−τr2) (RBF);

K(x1, x2) = σ2 exp(−τr) (Lapla
e);

K(x1, x2) = σ2
(

1 +
√
3r/l

)

exp
(

−
√
3r/l

)

(Mattern 3/2);

K(x1, x2) = σ2
(

1 +
√
5r/l + 5

3r
2/l2

)

exp
(

−
√
5r/l

)

(Mattern 5/2);

K(x1, x2) = σ2 exp

(

−2
sin2(πr)

l2

)

(Periodi
);

K(x1, x2) =
∑

i

σ2
i x

i
1x

i
2 (Linear).

Âîïðîñ 1: Êàê âûáðàòü ÿäðî? Êàêèå �óíêöèè çàäà¼ò êàæäîå èç

âûøåïåðå÷èñëåííûõ?

Âîïðîñ 2: Êàê ïîëó÷èòü ÿäðî, îòëè÷íîå îò âûøåïåðå÷èñëåííûõ?

Âîïðîñ 3: Êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãàóññîâñêèå ïðîöåññû?
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�àóññîâñêèå ïðîöåññû äëÿ îïòèìèçàöèè

Òðåáóåòñÿ: f(Θ) → max
Θ∈Θ

, Θ ⊆ R
n
, åñëè

Äàíà �óíêöèÿ ¾÷åðíûé ÿùèê¿ f̃i(Θ) = f(Θ) + εi;

Ïîäñ÷åò �óíêöèè f̃ � äîðîã.

Ïðèìåð: f(Θ) = p(y|X, Θ) =

∫

p(y|X, w)p(w|Θ)dw.

Ïðîãíîç:

p(ytest|Xtest, Xtrain, ytrain) =

∫

p(ytest|w, Xtest)p(w|Xtrain, ytrain, Θ)dw.

p(w|Xtrain, ytrain, Θ) = p(y|X,w)p(w|Θ)
p(y|X,Θ) .

Çàìå÷àíèå: Ïðè èçâåñòíîì Θ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîãíîçà èñïîëüçóåì

×åñòíûé posterior p(w|Xtrain, ytrain, Θ), êîãäà åñòü ñîïðÿæåííîñòü;

Âàðèàöèîííóþ àïïðîêñèìàöèþ;

Ñýìïëèðîâàíèå w1, . . . , wK ∼ p(w|Xtrain, ytrain, Θ).

Âîïðîñ 1: Êàêîâû ïðåèìóùåñòâà âàðèàöèîííîé àïïðîêñèìàöèè è

ñýìïëèðîâàíèÿ?

Âîïðîñ 2: Êàê îïðåäåëèòü Θ? ×òî åñòü f̃?
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Ìàêñèìèçàöèÿ îáîñíîâàííîñòè

Òðåáóåòñÿ: f(Θ) → max
Θ∈Θ

, Θ ⊆ R
n
, åñëè

Äàíà �óíêöèÿ ¾÷åðíûé ÿùèê¿ f̃i(Θ) = f(Θ) + εi;

Ïîäñ÷åò �óíêöèè f̃ � äîðîã.

Ïðèìåð: f(Θ) = p(y|X, Θ) =

∫

p(y|X, w)p(w|Θ)dw.

f̃(Θ) = 1
N

N
∑

i=1

p(y|X, wi), wi ∼ p(w|Θ).

Èäåÿ: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àïðèîðè f(Θ) ∼ GP(0, K(·, ·)).
f̃(Θi) = f(Θi) + εi, εi ∼ N (εi|0, σ2).
Ïóñòü èçâåñòíû f̃ = ‖f̃(Θ1), . . . , f̃(Θm)‖. �àññìîòðèì Θ∗

.

Îáîçíà÷èì K = ‖K(Θi, Θj)‖, k∗ = ‖K(Θi, Θ
∗)‖, K∗∗ = K(Θ∗, Θ∗).

f(Θ∗)|f̃(Θ1), . . . , f̃(Θm) ∼ N (f∗|µ∗, σ∗2), ãäå

µ∗ =

m
∑

i=1

αiK(Θ∗, Θi), α = (K+ σ2Im)−1f̃ ,

σ∗2 = K∗∗ − k∗T(K+ σ2Im)−1k∗
.
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Ñõåìà áàéåñîâñêîé îïòèìèçàöèè

Òðåáóåòñÿ: f(Θ) → max
Θ∈Θ

, Θ ⊆ R
n
, åñëè

Äàíà �óíêöèÿ ¾÷åðíûé ÿùèê¿ f̃i(Θ) = f(Θ) + εi;

Ïîäñ÷åò �óíêöèè f̃ � äîðîã.

Ñõåìà áàéåñîâñêîé îïòèìèçàöèè

Âûáèðàåì èñõîäíóþ òî÷êó Θ0 è âû÷èñëÿåì f̃(Θ0);

Íà øàãå l + 1 ñòðîèì µ(Θ) è σ2(Θ) ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èçâåñòíîìó f̃ = ‖f̃(Θ0), . . . , f̃(Θl)‖;
Èìååì íåêîòîðóþ �óíêöèþ ïîëåçíîñòè u(µ∗, σ∗2), âûáèðàåì
ñëåäóþùóþ Θl+1 èç óñëîâèÿ u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) → max

Θ
.

Âîïðîñ 1: ×åì çàäà÷à u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) → max
Θ

ëó÷øå èñõîäíîé?

Âîïðîñ 2: Êàê âûáðàòü �óíêöèþ ïîëåçíîñòè u(·, ·)?
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Ñõåìà áàéåñîâñêîé îïòèìèçàöèè (ïðîäîëæåíèå)

Âûáèðàåì èñõîäíóþ òî÷êó Θ0 è âû÷èñëÿåì f̃(Θ0);

Íà øàãå l + 1 ñòðîèì µ(Θ) è σ2(Θ) ñ ïîìîùüþ óñëîâíîãî

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èçâåñòíîìó f̃ = ‖f̃(Θ0), . . . , f̃(Θl)‖;
Èìååì íåêîòîðóþ �óíêöèþ ïîëåçíîñòè u(µ∗, σ∗2), âûáèðàåì
ñëåäóþùóþ Θl+1 èç óñëîâèÿ u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) → max

Θ
.

Çàìå÷àíèÿ:

u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè;

Ïðè ïîñòðîåíèè u(·, ·) òðåáóåòñÿ ñîáëþñòè áàëàíñ ìåæäó

óñòðàíåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè (exploration) è ïîèñêîì â ðàéîíå

îæèäàåìîãî ìàêñèìóìà (exploitation).

Exploration: Âûáèðàåì Θl+1, ãäå σ∗2(Θl+1) âåëèêî;
Exploitation: Âûáèðàåì Θl+1, ãäå µ(Θl+1) âåëèêî.

Âîïðîñ 1: Êàê ïîñòðîèòü �óíêöèþ ïîëåçíîñòè u?
Âîïðîñ 2: Êàê îòêàëèáðîâàòü ïàðàìåòðû ÿäåðíîé �óíêöèè è äèñïåðñèþ

øóìà σ2
?
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Ïðèìåðû �óíêöèè ïîëåçíîñòè

Âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà (GP upper 
on�den
e band)

u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) = µ∗(Θ) + ξσ∗(Θ);

Ìàêñ. âåðîÿòíîñòü óëó÷øåíèÿ (Maximum probability of improvement)

u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) = P

(

f(Θ) > max
i∈1, l

f(Θi)

)

.

Åñëè σ2 = 0, òî u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) = Φ((µ∗ −max
i∈1, l

f(Θi))/σ
∗);

Îæèäàåìîå óëó÷øåíèå (expe
ted improvement)

u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) = Emax

(

0, f(Θ)−max
i∈1, l

f(Θi)

)

;

Åñëè σ2 = 0, òî

u(µ∗(Θ), σ∗2(Θ)) = σ∗
Emax

(

0, ξ − µ∗−max
i∈1, l

f(Θi)

σ∗

)

, ξ ∼ N (0, 1).

Âîïðîñ 1: Êàêèå åùå �óíêöèè ïîëåçíîñòè ìîæíî ïðåäëîæèòü?

Âîïðîñ 2: Êàê îòêàëèáðîâàòü ïàðàìåòðû ÿäåðíîé �óíêöèè è äèñïåðñèþ

øóìà σ2
?

Âîïðîñ 3: Êàêèå åùå ïðèìåíåíèÿ (êðîìå ìàêñèìèçàöèè

îáîñíîâàííîñòè) áàéåñîâñêîé îïòèìèçàöèè âû âèäèòå?
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Êàëèáðàöèÿ ïàðàìåòðîâ ÿäåðíîé �óíêöèè è øóìà

f(Θ) ∼ GP(0, K(·, ·)).
f̃(Θi) = f(Θi) + εi, εi ∼ N (0, σ2).
f̃ = ‖f̃(Θ1), . . . , f̃(Θm)‖, K = ‖K(Θi, Θj)‖.
Òîãäà f̃ ∼ N (f̃ |0, K+ σ2Im).
Îáîçíà÷èì q � ïàðàìåòðû ÿäåðíîé �óíêöèè, C(q, σ2) = K+ σ2Im.

Èäåÿ: Íàéäåì q, σ2
èç ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ íàáëþäàåìûõ äàííûõ.

L(q, σ2) = −2 log p(f̃) = log detC(q, σ2) + f̃
T

C−1(q, σ2)f̃ → min
q, σ2

.

∂L
∂qi

= tr
(

C−1 ∂C
∂qi

)

− f̃
T

C−1 ∂C
∂qi

C−1f̃ (òî æå äëÿ σ2
).

Çàìå÷àíèå 1: Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ML îöåíêè òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ ïî

ðàçìåðó âûáîðêà.

Çàìå÷àíèå 2: Íà ïàðàìåòðû ÿäåðíîé �óíêöèè q è äèñïåðñèþ øóìà σ2

ìîæíî ââåñòè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çàìå÷àíèå 3: ×àñòî äëÿ ìàêñèìèçàöèè îáîñíîâàííîñòè ìîæíî

èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííóþ àïïðîêñèìàöèþ (ìàêñèìèçàöèÿ íèæíåé

îöåíêè), à óæå äëÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ñýìïëèðîâàíèå â

ñëó÷àå ñèëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè.
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