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Введение

Диссертационная работа посвящена исследованию и разработке матема

тических методов сравнения поверхностей объектов, заданных облаками то

чек в трёхмерном пространстве. Вводятся меры для сравнения поверхностей,

предлагаются методы, позволяющие эффективно вычислять такие меры.

Актуальность темы. Трёхмерные цифровые модели поверхностей объек

тов в настоящее время находят широкое применение в самых разных обла

стях: в медицине, компьютерной графике, архитектуре, дизайне. На стыке

компьютерного зрения и других областей (например, геоинформатики, ме

дицины) возникают задачи, ориентированные на анализ и обработку моде

лей поверхностей, полученных трёхмерным сканированием объектов реаль

ного мира. При решении прикладных задач анализа, обработки и классифи

кации моделей поверхностей, восстановления общей поверхности по съёмке

её отдельных фрагментов необходимо сравнивать поверхности между собой.

Вследствие быстрого развития технологий трёхмерного сканирования объек

тов возникают всё новые задачи и возможности использования этих техно

логий в различных приложениях и областях. В связи с этим требуется раз

работка эффективных методов для решения задач анализа и классификации

полученных поверхностей, включающих построение мер сходства поверхно

стей и создание эффективных алгоритмов, способных работать в реальном

масштабе времени.

Обычно для цифрового представления сложных негладких поверхностей

применяется метод поточечного описания, когда поверхность задаётся дис

кретным облаком точек. Такое описание поверхностей можно получить, ис

пользуя трёхмерный сканер, дигитайзер, топографическую съёмку местно

сти, а также при помощи различного программного обеспечения и медицин

ского оборудования. Каждый снимок поверхности объекта, полученный при
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помощи сканирования, является дискретной моделью однозначной поверхно

сти (так называемой 2.5d поверхностью), так как он содержит информацию

только о тех точках объекта, которые видны с позиции съёмки. Такие по

верхности можно рассматривать как функции высот, определённые в картин

ной плоскости (ортогональной к направлению линий визирования) –– в узлах

некоторой сетки.

Задача сравнения поверхностей в общем виде состоит в том, чтобы для

двух или более поверхностей оценить сходство этих поверхностей, либо их

фрагментов. Сами поверхности представлены облаками точек, полученными

в результате разных актов сканирования, с помощью разнотипных сканеров

и т. п. При этом интерес представляет оценка сходства поверхностей при та

ком их взаимном расположении, когда они в максимальной степени близки

друг к другу. Решение задачи предполагает, во-первых, оценку меры близости

двух поверхностей в фиксированном заданном положении, а во-вторых, по

иск такого их положения, при котором эта мера близости будет наибольшей.

Процесс поиска наилучшего совпадения поверхностей в диссертации называ

ется подгонкой.

Известно много работ, посвящённых решению этой задачи. Рассматрива

емые в них подходы можно отнести к двум типам. Первый тип подходов со

стоит в вычислении меры близости поверхностей, представленных простран

ственными облаками точек, на основе попарных расстояний между точками.

Для двух облаков из 𝑛1 и 𝑛2 точек при 𝑚 итерациях подгонки вычислитель

ная сложность такого подхода составляет 𝑂(𝑚𝑛1 log 𝑛2). При реальных раз

мерностях задачи, когда число точек составляет 103 – 105, такие алгоритмы

не могут использоваться в реальном времени работы систем машинного зре

ния.

Второй тип подходов использует тот факт, что сравниваются однознач

ные поверхности. Это позволяет свести задачу к сравнению функций двух
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переменных, заданных на дискретных множествах точек в картинной плос

кости. Основная сложность этого подхода состоит в том, что функции заданы

на разных, причём нерегулярных дискретных множествах, а для сравнения

желательно было бы сравнивать значения функций в одних и тех же точках.

Обычно эта сложность преодолевается путём вычисления значений функций

в узлах регулярной квадратной решётки. Такой пересчёт осуществляется на

основе интерполяции функций по их значениям в точках заданных дискрет

ных нерегулярных сеток. Для сохранения точности описания функций размер

ячейки регулярной квадратной решётки нужно выбирать достаточно малым,

соизмеримым с минимальным расстоянием между точками в исходных нере

гулярных сетках. Это приводит к тому, что количество узлов в регулярной

сетке становится существенно большим, чем в исходных сетках. Особенно это

заметно в тех случаях, когда сравниваются поверхности, заданные на сетках

разной плотности, что часто имеет место на практике при использовании ска

неров разного типа. К тому же пересчёт необходимо производить на каждой

итерации подгонки. Всё это приводит также к неприемлемо большим затра

там времени для решения задачи.

Таким образом, существующие подходы к решению рассматриваемой за

дачи имеют очень высокую алгоритмическую сложность, что препятствует

их использованию во многих приложениях. Это обстоятельство определяет

актуальность темы диссертации.

Цель диссертационной работы—исследование и разработка новых алго

ритмов сравнения и анализа дискретных моделей однозначных поверхностей,

обладающих высокой вычислительной эффективностью и не требующих пе

ресчёта нерегулярных сеток в общую регулярную.

Предлагаемый подход к решению задачи основывается на следующих

принципах:

— сравниваемые поверхности рассматриваются как кусочно-линейные функ
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ции на триангуляциях Делоне, построенных на проекциях облаков точек

на картинную плоскость;

— для сравнения функций вычисляются их значения в узлах сеток друг

друга на основе линейной интерполяции;

— мера близости поверхностей определяется на основе сравнения значений

функций по объединённой сетке, составленной из исходных сеток срав

ниваемых функций.

Для интерполяции функций и последующего их сравнения в случае нере

гулярных сеток необходимо решить задачу локализации узлов сеток друг в

друге. Эта задача относится к классу задач геометрического поиска. Суще

ствующие методы решения этой задачи имеют достаточно высокую вычисли

тельную сложность.

Научная задача состоит в разработке эффективных вычислительных ал

горитмов, позволяющих реализовать предложенный подход в реальном вре

мени работы систем машинного зрения. Задача состоит в том, чтобы обес

печить однократное вычисление меры близости двух поверхностей за вре

мя 𝑂(𝑛1 + 𝑛2), а при подгонке с 𝑚 итерациями –– за время 𝑂 (𝑚(𝑛1 + 𝑛2)).

Для обоснования реализуемости предлагаемого решения и достовер

ности полученных результатов в диссертации рассматривается приложе

ние разработанных алгоритмов к решению задач анализа трёхмерных моде

лей человеческих лиц:

— оценка асимметрии 3d модели человеческого лица;

— построение совместной пространственной модели лица и челюстей для

задач ортодонтии;

— сегментация 3d модели лица на статические и динамические области по

трёхмерному видеоряду.

Методы исследования. В работе использованы методы теории графов,
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минимизации функций, вычислительной геометрии, теории сложности алго

ритмов и вычислений. Работа носит теоретико-экспериментальный характер.

Проведены эксперименты на модельных данных и дискретных моделях по

верхностей реальных объектов, полученных методами трёхмерного сканиро

вания. Также исследованы приложения предлагаемого подхода к задачам ана

лиза моделей лиц.

На защиту выносятся следующие новые научные результаты:

1. Меры сравнения однозначных поверхностей, заданных на разных нере

гулярных множествах узлов, основанные на интерполяции и подгонке

кусочно-линейных функций на триангуляциях Делоне, и методы вычис

ления этих мер. В основе решения лежат разработанные в диссертации

оригинальные методы локализации триангуляций Делоне друг в друге.

2. Эффективный в среднем 𝑂(𝑛1 + 𝑛2) алгоритм локализации узлов двух

триангуляций Делоне друг в друге, основанный на построении и обходе

минимальных остовных деревьев триангуляций.

3. Эффективный в худшем случае 𝑂(𝑛1 + 𝑛2) алгоритм прослеживания

цепочек интерфейсных граней и локализации в них узлов сеток при

объединении перекрывающихся триангуляций Делоне.

4. Метод оценки асимметрии 3d модели человеческого лица на основе срав

нения исходной и отражённой моделей поверхности лица и поиска оп

тимальной плоскости симметрии.

5. Метод сегментации модели поверхности лица на статические и динами

ческие области по трёхмерной видеопоследовательности.

Научная значимость работы состоит в разработке методов вычисления

мер для сравнения поверхностей объектов, а также эффективных алгорит

мов решения задачи геометрического поиска при локализации одной триан
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гуляции Делоне в другой. Предложен подход, позволяющий производить опе

рации над функциями, заданными на разных нерегулярных сетках. Изло

женная в работе методика даёт эффективный математический аппарат для

конструирования общих и прикладных мер для сравнения поверхностей объ

ектов.

Практическая значимость состоит в разработке эффективных алгорит

мов сравнения поверхностей, позволяющих существенно расширить круг ре

шаемых задач, в частности, в системах машинного зрения, требующих рабо

ты в режиме реального времени. Результаты работы могут найти применение

в медицине, геоинформатике, биометрической идентификации.

Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуждались на

следующих научных конференциях и семинарах:

— всероссийская конференция «Математические методы распознавания

образов» ММРО–13 (Зеленогорск, 2007 год) [7];

— XV международная научная конференция студентов, аспирантов и мо

лодых учёных «Ломоносов–2008» (Москва, 2008 год) [8];

— 7-я международная конференция «Интеллектуализация обработки ин

формации» ИОИ’08 (Алушта, Украина, 2008 год) [9];

— 18я международная конференция по компьютерной графике и машин

ному зрению «ГрафиКон’08», (Москва, 2008 год) [14];

— 4я международная конференция «Машинное зрение: теория и приложе

ния» VISAPP–2009 (Лиссабон, Португалия, 2009 год) [50];

— 2-ой международный семинар «Извлечение знаний из изображений. Тео

рия и приложения» IMTA–2009 (Лиссабон, Португалия, 2009 год) [49];

— XVI международная научная конференция студентов, аспирантов и мо

лодых учёных «Ломоносов–2009» (Москва, 2009 год) [12];
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— 19я международная конференция по компьютерной графике и машин

ному зрению «ГрафиКон’09» (Москва, 2009 год) [3];

— всероссийская конференция «Математические методы распознавания

образов» ММРО–14 (Суздаль, 2009 год) [4];

— научные семинары по совместному российско-индийскому проекту «Про

странственное моделирование человеческих лиц для анализа и клас

сификации в реальном времени» (МГУ, Москва, сентябрь 2009 года;

Мангалорский университет, Мангалор, Индия, декабрь 2009 года; МГУ,

Москва, октябрь 2010 года; Мангалорский университет, Мангалор, Ин

дия, январь 2011 года);

— 8-я международная конференция «Интеллектуализация обработки ин

формации» ИОИ’10 (Пафос, Республика Кипр, 2010 год) [15];

— научный спецсеминар «Дискретно-непрерывные преобразования изоб

ражений в задачах распознавания» под руководством д. т. н., профессо

ра Л.М.Местецкого, (факультет ВМК МГУ, Москва, 2010 год);

— 2-я научно-техническая конференция «Техническое зрение в системах

управления» TVCS 2011 (ИКИ РАН, Москва, 2011 год) [13].

— 16-я международная конференция Международной ассоциации по рас

познаванию образов (IAPR) «Дискретная геометрия для компьютерной

обработки изображений» DGCI–2011 (Нанси, Франция, 2011 год) [51].

Описания отдельных результатов работы включены в отчёты по проек

там РФФИ №№08–01–00670–а, 08–07–00305–а, 09–07–92652–ИНД а, 10–07–-

00609–а.

Личный вклад. Все результаты, выносимые на защиту, получены автором

самостоятельно. Постановка задачи была выполнена совместно с научным ру

ководителем. В совместных публикациях в трудах конференций [3, 4] автору
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принадлежат разработанные методы сегментации 3d модели лица на стати

ческие и динамические области. В совместно опубликованных работах [7, 9,

10, 14, 50] автору принадлежат модели и методы решения задач.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 15 работах [3, 4, 7–

15, 48–51], из них 2 работы [48, 51], включённые в Перечень ведущих рецен

зируемых научных журналов и изданий, 1 статья в журнале [10], 5 ста

тей в сборниках трудов международных научных конференций и семина

ров [3, 14, 15, 49, 50], 2 статьи в сборниках трудов всероссийских научных

конференций [4, 7] и 5 тезисов докладов [8, 9, 11–13].

Структура и объём диссертации. Работа состоит из оглавления, введе

ния, трёх глав, заключения и списка литературы. Содержание работы из

ложено на 139 страницах. Список литературы включает 97 наименований.

Текст работы иллюстрируется 58 рисунками и 9 таблицами.

В первой главе содержится общая постановка задачи сравнения по

верхностей; рассматриваются способы задания дискретных моделей поверхно

стей; приводится обзор и анализ литературных источников по теме сравнения

поверхностей объектов, заданных облаками точек; формулируются основные

задачи исследования.

Во второй главе вводятся основные определения и обозначения; фор

мулируется математическая постановка задачи сравнения поверхностей; вво

дятся новые меры для сравнения таких поверхностей; описываются новые

разработанные алгоритмы для вычисления предложенных мер; приводятся

и доказываются оценки вычислительной сложности работы алгоритмов; опи

сываются детали разработанного комплекса программ, реализующего предло

женные алгоритмы; приводятся результаты вычислительных экспериментов

для различных этапов предложенных алгоритмов.

В третьей главе рассматриваются приложения разработанных методов

к задачам анализа трёхмерных портретов человеческих лиц: задаче оценки
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асимметрии лица по 3d модели, задаче построения совместной пространствен

ной модели лица и зубов для приложений в ортодонтии, задаче сегментации

3d модели лица на статические и динамические области по трёхмерному ви

деоряду. Приводятся результаты вычислительных экспериментов, проведён

ных на собранных базах моделей.

В заключении подводятся итоги работы.



Глава 1

Модели поверхностей и методы их

сравнения

1.1. Задача сравнения поверхностей

Данные, полученные от трёхмерного сканера после сканирования поверх

ности объекта1, обычно представляют собой дискретное множество точек с

трёхмерными координатами— дискретную модель поверхности. Для такого

множества не заданы в явном виде понятия связности, топологии или непре

рывной поверхности. На основе полученного множества точек можно перейти

к триангуляционной кусочно-линейной модели поверхности [37], которая уже

будет являться непрерывной моделью.

1.1.1. Представление объекта облаком точек

Обозначим через E𝑑 𝑑–мерное евклидово пространство.

Определение 1.1. Облаком точек называется любой набор точек в про

странстве 𝐸𝑑 или набор проекций этих точек в подпространстве более низкой

размерности.

Если данные об объекте представлены наборами точек, лежащих на его

поверхности, будем говорить, что поверхность объекта задана облаком то

чек.
1 Существует объективная ошибка точности описания поверхности дискретным множеством точек,

которой в работе приходится пренебречь.

14
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Будем называть поверхность 𝑆 однозначной, если существует такая ось 𝑎,

что любая прямая, параллельная этой оси, пересекает поверхность не более

чем в одной точке. Таким образом, однозначная поверхность не имеет само

пересечений (см. рис. 1.1). Также такие поверхности называют 2,5-мерными

(2,5d поверхности). Их можно рассматривать как функции высот, определён

ные на множествах точек в плоскости изображения, которая перпендикуляр

на оси 𝑎.

Рис. 1.1. Пример однозначной поверхности.

При съёмке объекта одной камерой можно получить только однознач

ную поверхность. Две камеры позволяют получить по точкам перекрытия,

которые видны обеим камерам, восстановленную поверхность. Таким обра

зом, восстановленная модель объекта состоит из подмножеств точек одно

значных (относительно осей этих камер) поверхностей. Многие современные

сканеры имеют встроенное программное обеспечение, позволяющее состав

лять целостную трёхмерную модель объекта, используя отдельные снимки

его поверхностей, снятые с разных сторон. Это может быть осуществлено с

помощью начального позиционирования сканирующей системы и получения

на его основе информации о положении отдельных частей объекта в общей

глобальной системе координат, нанесения опорных меток на объект [90], по
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иска общих областей перекрытия для фрагментов [1, 36, 41, 97]. Но изна

чально получаемые при сканировании поверхности являются однозначными,

каждый снимок содержит информацию только о тех точках поверхности объ

екта, которые видны с позиции наблюдения.

Если построить проекцию исходного облака точек, задающего поверх

ность, на плоскость, перпендикулярную оси визирования, то можно получить

плоское облако точек, для каждой из которых будет известна высота —рас

стояние от этой плоскости до соответствующей точки исходного облака.

1.1.2. Основные определения

Понятие триангуляции тесно связано с теорией графов. Далее приведены

основные необходимые определения [2, 28, 33].

Определение 1.2. Множество 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . } и набор 𝐸 неупорядоченных

пар объектов (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) из 𝑉 называется графом 𝐺 = (𝑉,𝐸). Элементы множе

ства 𝑉 называются вершинами (узлами) графа, а пары из 𝐸 — его рёбрами.

Если 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 — вершины графа, 𝑒 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)— соединяющее их ребро, то

каждая из вершин 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 и ребро 𝑒 инцидентны. Две вершины, инцидентные

одному и тому же ребру, называются смежными вершинами; два ребра, ин

цидентные одной и той же вершине, называются смежными рёбрами.

Определение 1.3. Граф 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) называется подграфом графа 𝐺 =

(𝑉,𝐸), если 𝑉1 ⊆ 𝑉 и 𝐸1 ⊆ 𝐸. Обозначение: 𝐺1 ⊆ 𝐺.

Определение 1.4. Последовательность рёбер графа 𝐺 = (𝑉,𝐸)

𝐸𝑣𝑖𝑣𝑗 = {(𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2), (𝑣𝑖2, 𝑣𝑖3), . . . , (𝑣𝑖𝑘−1
, 𝑣𝑖𝑘)},

где 𝑣𝑖1 = 𝑣𝑖, 𝑣𝑖𝑘 = 𝑣𝑗, называется путём, соединяющим вершины 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗.
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Определение 1.5. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется связным, если для любых

двух различных вершин 𝑣𝑖 и 𝑣𝑗 из 𝑉 существует путь, соединяющий эти

вершины.

Определение 1.6. Путь 𝐸𝑣𝑖𝑣𝑗 , не проходящий дважды через одно ребро, на

зывается циклом, если 𝑣𝑖 = 𝑣𝑗.

Определение 1.7. Связный граф, не содержащий циклов, называется дере

вом.

Определение 1.8. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется полным, если для любых

двух вершин 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 из 𝑉 в 𝐸 есть ребро (𝑣𝑖, 𝑣𝑗), соединяющее эти вершины.

Определение 1.9. Пусть задан граф 𝐺 = (𝑉,𝐸). Пусть каждой вершине 𝑣𝑖

из 𝑉 сопоставлена точка 𝑎𝑖 в некотором евклидовом пространстве, причём 𝑎𝑖 ̸=

𝑎𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗. Пусть каждому ребру 𝑒 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) из 𝐸 сопоставлена непрерыв

ная кривая 𝐿, соединяющая точки 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 и не проходящая через другие

точки 𝑎𝑘. Тогда если все кривые, сопоставленные рёбрам графа, не имеют об

щих точек, кроме концевых, то это множество точек и кривых называется

геометрической реализацией графа G.

Определение 1.10. Граф называется планарным, если существует его гео

метрическая реализация на плоскости2.

Планарный граф, уложенный на плоскости, называется плоским. Плос

кая укладка планарного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸)— это отображение каждой вер

шины из 𝑉 в точку на плоскости, а каждого ребра из 𝐸 в простую линию,

соединяющую пару образов концевых вершин этого ребра так, что образы

рёбер пересекаются только в своих концевых точках [28]. Известно, что лю

бой планарный граф всегда можно уложить на плоскости так, что все рёбра

2 Без пересечения рёбер.
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будут отображены в прямолинейные отрезки [54]. Следуя [28], будем назы

вать графы, уложенные таким образом, плоскими прямолинейными графа

ми. Прямолинейная укладка рёбер планарного графа определяет разбиение

плоскости, называемое планарным подразбиением.

Определение 1.11. Область 𝐷, принадлежащая пространству E𝑑, называ

ется выпуклой, если для любой пары точек 𝑞1 и 𝑞2 из 𝐷 прямолинейный

отрезок 𝑞1𝑞2 целиком принадлежит 𝐷.

Определение 1.12. Выпуклой оболочкой 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑆) множества точек 𝑆, при

надлежащих пространству E𝑑, называется наименьшая выпуклая область

в E𝑑, которая содержит 𝑆.

Определение 1.13. Планарное подразбиение называется триангуляцией,

если все его конечные грани являются треугольниками.

Определение 1.14. Триангуляцией 𝑇 (𝑆) конечного множества точек 𝑆

называется плоский граф, имеющий наибольшее возможное число рёбер (три

ангуляция 𝑇 (𝑆) получена путём соединения точек из 𝑆 непересекающимися

прямолинейными отрезками так, что любая грань, лежащая внутри выпук

лой оболочки 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑆), является треугольником).

В дальнейшем под термином грань будем понимать только конечную

треугольную грань триангуляции.

Определение 1.15. Триангуляция 𝑇 (𝑆) удовлетворяет условию Делоне, ес

ли внутри окружности, описанной вокруг любого построенного треугольни

ка, нет ни одной точки из 𝑆. Такая триангуляция называется триангуляцией

Делоне 𝐷𝑇 (𝑆)3.

3 DT—Delaunay Triangulation.
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Рис. 1.2. Триангуляция Делоне для множества точек на плоскости.

Определение 1.16. Двумерной (плоской) сеткой 𝑔 мощности 𝑁 будем на

зывать набор взаимосвязанных геометрических элементов (узлы, рёбра, гра

ни), узлы которого представляют собой конечное множество из 𝑁 точек про

странства E2:

𝑔 = {𝑔𝑖}𝑁𝑖=1 =
{︀
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈ E2

⃒⃒
𝑖 = 1, . . . , 𝑁

}︀
. (1.1)

Множество точек на плоскости и построенную на нём триангуляцию бу

дем называть триангуляционной плоской сеткой.

1.1.3. Общая постановка задачи сравнения поверхностей

Для однозначной поверхности при переходе от исходного облака точек к

триангуляционной модели можно строить триангуляцию Делоне на плоском

облаке точек. Тогда поверхность будет задана высотами в узлах триангуля

ционной плоской сетки и может быть рассмотрена как множество соответ

ствующих пространственных треугольников, составляющих кусочно-линей

ное представление поверхности (см. рис. 1.3).

Общая постановка рассматриваемой задачи заключается в следующем:

даны две однозначные поверхности, заданные облаками точек, требуется срав

нить (вычислить некоторую меру сходства/различия) между этими поверхно

стями. Качество алгоритма сравнения обычно зависит от соотношения между
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Рис. 1.3. Однозначная поверхность как функция высот, заданная в узлах плоской сетки.

точностью полученной оценки сходства и его вычислительной сложностью.

1.2. Способы задания поверхностей

Для моделирования однозначных поверхностей используются два основ

ных способа представления: задание поверхности на регулярной (структури

рованной) и нерегулярной (хаотической) сетках (см. рис. 1.4). Оба способа

имеют свои преимущества и недостатки [35, 89].

1.2.1. Сетки регулярной структуры

Будем называть двумерную сетку регулярной, если её грани представля

ют собой равные между собой фигуры. Узлы регулярной сетки имеют опреде

лённую упорядоченную структуру, каждый узел имеет координаты (𝑖 · 𝑑𝑥, 𝑗 ·

𝑑𝑦), где 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 ∈ R представляют шаг сетки.

Рис. 1.4. Сетки с регулярной (слева) и нерегулярной структурой (справа).

Регулярные сетки просты в использовании, для их хранения не требует

ся большого объёма памяти, так как координаты её узлов можно вычислять,
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а не хранить в явном виде. Однако при использовании регулярных сеток воз

никает проблема выбора оптимального размера ячейки (грани) для достиже

ния приемлемой в той или иной задаче точности аппроксимации поверхности.

Шаг сетки приходится выбирать в соответствии с элементами поверхности с

наибольшим градиентом, то есть где требуется мелкий шаг. В этом случае та

кой же мелкий шаг устанавливается и для областей с небольшим градиентом,

где для обеспечения хорошей точности было бы достаточно более крупного

шага. Мелкий шаг в таких областях приводит к увеличению объёма вычис

лений. Таким образом, проблема выбора размера ячейки регулярной сетки

приводит к значительной избыточности описания поверхности объекта, кото

рая влечёт вычислительную и ёмкостную неэффективность.

Использование регулярных сеток для сравнения поверхностей предпола

гает, что в каждом узле общей сетки известны значения высот для обеих

поверхностей, при этом нет необходимости использовать методы интерполя

ции для пересчёта высот каждой из поверхностей в промежуточных точках.

Однако при поиске наилучшего совпадения поверхностей (т. е. при решении

задачи подгонки) регулярные сетки требуют такого пересчёта, так как объ

единение исходной регулярной сетки и её трансформации, полученной сдви

гами и поворотами в системе координат, не всегда будет регулярной сеткой.

1.2.2. Сетки нерегулярной структуры

Сетку, не являющуюся регулярной, будем называть нерегулярной. В нере

гулярной сетке точки могут располагаться произвольно, то есть регулярная

упорядоченная структура отсутствует. Обычно при моделировании поверх

ностей с помощью нерегулярных сеток используют триангуляционные сетки

Делоне.

Поверхности объектов, полученные методами трёхмерного сканирова
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ния4, заданы на нерегулярных сетках.

Значимым преимуществом нерегулярных сеток является то, что при их

использовании не возникает проблемы избыточности описания поверхности,

как при использовании регулярных сеток. Для того, чтобы получить зна

чения высот в узлах общей сетки при сравнении поверхностей, необходимо

использовать методы интерполяции для пересчёта высот каждой из поверхно

стей в промежуточных точках — узлах противоположной сетки. Поэтому ис

пользование нерегулярных сеток требует введения и разработки более слож

ных мер для сравнения поверхностей, заданных на разных сетках, и соответ

ствующих обрабатывающих алгоритмов.

1.3. Обзор методов сравнения поверхностей

Исследования в области сравнения трёхмерных поверхностей ведутся

давно, и существует несколько подходов к решению этой задачи.

Многие известные методы предлагают использовать пересчёт исходных

нерегулярных сеток в общую регулярную [17, 34, 64, 91] (см. рис. 1.5), после

которого могут быть применены подходы к сравнению и подгонке поверхно

стей на регулярных множествах точек [27, 43].

При таком пересчёте возникает проблема выбора оптимального шага ре

гулярной сетки, которая приводит к значительному объёму вычислений для

достижения приемлемой точности аппроксимации поверхности и к неэффек

тивности. В работе предлагается метод сравнения поверхностей с сохранени

ем исходной нерегулярности сеток.

Существуют методы сравнения поверхностей на основе сравнения при

4 В работе под сканированием подразумевается получение координат точек поверхности объекта с

помощью 3d сканера. Существуют также сканеры компьютерной и магнитно-резонансной томографии,

трёхмерное УЗИ, которые производят послойное сканирование, строящее воксельные модели объектов.

Такие модели в работе не рассматриваются.
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Рис. 1.5. Пересчёт нерегулярной сетки в регулярную.

знаковых описаний: так, в [55] задача сравнения объектов сведена к задаче

сравнения графов, вершины которых представляют собой информацию об

отдельных фрагментах поверхностей объектов, а рёбра отображают инфор

мацию о связности этих фрагментов.

Использование карт кривизны (Curvature Maps) основывается на постро

ении изолиний в окрестностях определённых точек поверхности с последую

щим сравнением поверхностей по этим картам [59].

В большинстве существующих методов для сравнения двух поверхностей

объектов предполагается, что для каждой точки одной поверхности есть со

ответствующая ей точка второй поверхности [36, 97].

Одним из базовых алгоритмов совмещения поверхностей является итера

тивный алгоритм ближайших точек (iterative closest point — ICP), предло

женный в [36, 41, 97]. Алгоритм использует итеративную процедуру миними

зации среднего расстояния между двумя облаками точек. При этом требуется

начальная оценка грубого преобразования одного облака в другое, которая

постепенно уточняется в процессе минимизации. Для двух заданных трёх

мерных облаков точек 𝑆1 и 𝑆2 алгоритм находит наилучшее преобразование

(трансформацию), переводящее 𝑆1 в 𝑆2.

Алгоритм ближайших точек может быть использован для совмещения

снимков одного и того же объекта, полученных с разных ракурсов, но име

ющих общие участки— области перекрытия. При этом предполагается, что
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в областях перекрытия находятся пары ближайших точек, расстояние меж

ду которыми меньше заданного порога. Если в список таких пар попадают

«ошибочные» пары, не принадлежащие области перекрытия, это негативно

сказывается на корректности работы алгоритма.

Пусть {(𝑠1𝑖 , 𝑠2𝑖 )}𝑁𝑖=1—множество пар ближайших точек для 𝑆1 и 𝑆2. В про

цессе работы алгоритма минимизируется среднее расстояние между облаками

точек 𝑆1 и 𝑆2:

𝐸 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑑(𝑠1𝑖 , 𝑠
2
𝑖 ) → min, (1.2)

где 𝑑(·, ·)— евклидово расстояние между двумя точками.

Для вычисления расстояния между точкой 𝑠1 ∈ 𝑆1 и облаком точек 𝑆2 в

первоначальном варианте алгоритма [36] используется метрика «точка-точ

ка» (point-to-point distance):

𝜌(𝑠1, 𝑆2) = min
𝑠2∈𝑆2

𝑑(𝑠2, 𝑠1). (1.3)

Метрика (1.3) использует дискретные модели поверхностей.

В [41] предлагается метрика «точка-плоскость» (point-to-plane distance),

использование которой предполагает, что в каждой точке 𝑆1 и 𝑆2 известны

нормали к поверхностям, заданным облаками точек 𝑆1 и 𝑆2 соответственно.

Такая информация может быть задана изначально, либо вычислена через

усреднение нормалей по инцидентным треугольникам при использовании три

ангуляционной кусочно-линейной аппроксимации поверхности. В этом случае

будет минимизироваться сумма квадратов расстояний от 𝑠1𝑖 до плоскости 𝑃
2
𝑖 ,

перпендикулярной 𝑆2 в точке 𝑠2𝑖 по всем парам ближайших точек (𝑠1𝑖 , 𝑠
2
𝑖 ):

𝐸 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐻2(𝑠1𝑖 , 𝑃
2
𝑖 ) → min, (1.4)

где 𝐻(𝑠, 𝑃 )— евклидово расстояние от точки 𝑠 до плоскости 𝑃 .

Общая итеративная схема алгоритма включает следующие этапы:
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1. Поиск пар ближайших точек (𝑠1𝑖 , 𝑠
2
𝑖 ), 𝑖 = 1, 𝑁 для текущего положе

ния 𝑆1 и 𝑆2.

2. Поиск преобразования (параметров сдвигов и поворотов) облака то

чек 𝑆1, уменьшающего ошибку 𝐸 (1.2) или (1.4) с помощью метода

наименьших квадратов. Если изменение ошибки 𝐸 меньше определён

ного порогового значения, то работа алгоритма заканчивается.

3. Применение найденного на предыдущем этапе преобразования к облаку

точек 𝑆1. Переход на этап 1.

Этапы 1–3 повторяются до тех пор, пока уменьшение ошибки превышает

некоторое пороговое значение. Решением задачи является конечное положе

ние облака точек 𝑆1.

Влияние «ошибочных» пар ближайших точек при использовании мет

рики «точка-плоскость» меньше, чем при использовании (1.3). Количество

итераций алгоритма при использовании метрики «точка-точка» больше, так

как в ней используются дискретные модели поверхностей. Недостатком мет

рики «точка-плоскость» является то, что она сильно зависит от начального

взаимного положения 𝑆1 и 𝑆2 [60].

Основным достоинством алгоритма ближайших точек является его про

стая реализация, к недостаткам можно отнести сильную зависимость от на

чального приближения объектов, вычислительную сложность, связанную с

поиском всех пар ближайших точек {(𝑠1𝑖 , 𝑠2𝑖 )}𝑁𝑖=1.

Пусть 𝑁1, 𝑁2—количество точек в исходных облаках точек 𝑆1, 𝑆2 соот

ветственно, тогда при простой реализации оценка трудоёмкости такого поис

ка будет 𝑂(𝑁1𝑁2), т. е. квадратичной при 𝑁1 ≈ 𝑁2. С помощью использо

вания более сложных структур данных— например, k-d дерева [58] — поиск

может быть осуществлён за время 𝑂(𝑁1 log𝑁2). Таким образом, общее коли
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чество требуемых операций для поиска пар ближайших точек при 𝑚 итера

циях составляет 𝑂(𝑚𝑁1 log𝑁2).

Большое количество работ посвящено различным улучшениям алгорит

ма ближайших точек, заключающимся в:

— модификации методов выбора области перекрытия и пар ближайших

точек (например, с помощью введения жёстких ограничений на класс движе

ний, переводящих одну точку в другую [75], с использованием теории случай

ных величин [44], k-d деревьев [58, 97], генетических алгоритмов [40]);

— назначении весов парам ближайших точек [61];

— модификации формулы для расстояния между точками [56, 95];

— модификация формулы для минимизируемой ошибки [52];

— модификации метода минимизации ошибки [95].

Недостатком улучшений алгоритма ближайших точек является их слож

ность, настройка на конкретные экспериментальные данные, уменьшающая

устойчивость алгоритмов.

В [88] рассматривалась задача сравнения поверхностей одного и того же

объекта, заданных на разных множествах точек, при этом расстояние от точ

ки на одной поверхности до другой поверхности вычислялась вдоль нормалей

к сплайнам второй поверхности. Мера сравнения, основанная на вычислении

разности расстояний вдоль нормалей к поверхностям, интересна тем, что не

требует приведения сравниваемых функций к общей сетке. Однако сложность

такого подхода квадратичная.

Такие меры, как, например, среднее расстояние между высотами, кото

рые могут быть напрямую вычислены при задании обеих поверхностей в уз

лах общей сетки, не допускают обобщения на случай их задания в узлах

разных сеток без этапа приведения сеток к регулярным.

В [43] мера для сравнения двух поверхностей 𝑆1 и 𝑆2, заданных в узлах

сеток 𝑔1 и 𝑔2 соответственно, вводилась как максимальное расстояние между
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парами ближайших точек разных сеток, т. е.

𝜌(𝑆1, 𝑆2) = max
𝑔1[𝑖]∈𝑔1

min
𝑔2[𝑗]∈𝑔2

𝑑(𝑔1[𝑖], 𝑔2[𝑗]),

где 𝑑(·, ·)— евклидово расстояние между двумя точками. Такая мера может

быть обобщена на случай разных нерегулярных сеток, но её вычисление бу

дет иметь квадратичную сложность и, кроме того, её физический смысл не

очевиден и приемлем в малом количестве приложений.

В [96] предложен алгоритм сопоставления поверхностей, основанный на

минимизации меры близости между ними. При этом сравниваемые поверхно

сти 𝑆1 и 𝑆2 рассматриваются как объекты линейного пространства, а мера

близости 𝜌(𝑆1, 𝑆2) представляет собой норму ‖𝑆1 − 𝑆2‖ в этом пространстве.

Пусть поверхность 𝑋 представлена триангуляционной кусочно-линейной мо

делью из𝑁 треугольников, 𝑐𝑖—центроид 𝑖-ого треугольника, 𝑛𝑖— вектор нор

мали к 𝑖-ому треугольнику, длина которого равна площади этого треугольни

ка. Норма поверхности 𝑋 вводится как

‖𝑋‖ =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑛𝑖, 𝑛𝑗)𝑒
−|𝑐𝑖−𝑐𝑗 |2/𝜎2

. (1.5)

Пусть исходные поверхности 𝑆1, 𝑆2 заданы триангуляционными кусочно

линейными моделями из 𝑁1, 𝑁2 треугольников соответственно; 𝑐1𝑖 (𝑐
2
𝑖 )—цент

роид 𝑖-ого треугольника поверхностей 𝑆1(𝑆2), 𝑛1𝑖 (𝑛
2
𝑖 )— вектор нормали к 𝑖-ому

треугольнику поверхности 𝑆1(𝑆2), длина которого равна площади этого тре

угольника. Мера близости, предлагаемая в [96], вводится следующим обра

зом:

𝜌(𝑆1, 𝑆2) =

𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑁1∑︁
𝑗=1

(𝑛1𝑖 , 𝑛
1
𝑗)𝑒

−|𝑐1𝑖−𝑐1𝑗 |2/𝜎2

+

𝑁2∑︁
𝑖=1

𝑁2∑︁
𝑗=1

(𝑛2𝑖 , 𝑛
2
𝑗)𝑒

−|𝑐2𝑖−𝑐2𝑗 |2/𝜎2−

− 2

𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑁2∑︁
𝑗=1

(𝑛1𝑖 , 𝑛
2
𝑗)𝑒

−|𝑐1𝑖−𝑐2𝑗 |2/𝜎2

= ‖𝑆1 − 𝑆2‖.

(1.6)
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Далее значение меры (1.6) минимизируется методом наискорейшего спус

ка. Недостатком такого подхода является квадратичная сложность вычисле

ния меры близости.

1.4. Основные выводы

1. Проведённый обзор существующих методов моделирования однознач

ных поверхностей показал, что существует два основных способа пред

ставления таких поверхностей: задание в узлах регулярной и нерегуляр

ной сеток; оба способа имеют свои преимущества и недостатки. Способ,

использующий нерегулярные сетки допускает возможность адаптации

к требуемой точности описания поверхности, не вносит в исходные дан

ные избыточность, приводящую к большому перерасходу вычислитель

ных ресурсов.

2. Обычно при сравнении двух поверхностей предполагается, что для каж

дой точки одной поверхности есть соответствующая ей точка второй по

верхности. Такое предположение подразумевает задание поверхностей

на одном и том же дискретном множестве точек. Исходные поверхно

сти объектов, полученных трёхмерным сканированием, имеют нерегу

лярную структуру. При пересчёте исходных нерегулярных данных в ре

гулярную сетку возникает проблема выбора оптимального размера для

ячейки регулярной сетки, которая приводит к неэффективности такого

подхода.

3. Многие существующие меры для сравнения поверхностей могут быть

вычислены напрямую при условии задания обеих поверхностей в узлах

некоторой общей сетки. Однако такие меры не допускают обобщения

для случая задания поверхностей в узлах разных сеток без этапа при
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ведения сеток к регулярным. Существуют меры, которые легко могут

быть обобщены на случай разных исходных сеток, но их вычисление в

этом случае имеет квадратичную сложность.

4. Известные методы для сопоставления поверхностей можно разделить

на два класса:

а. Подгонка на основании вычисления расстояний между точками в

трёхмерном пространстве, которая имеет большую вычислитель

ную сложность.

б. Пересчёт исходных данных в двумерные регулярные сетки, при

котором возникает избыточность, приводящая также к существен

ному повышению вычислительной сложности.

5. Задача разработки новых алгоритмов сравнения поверхностей, пред

ставленных функциями высот на разных нерегулярных сетках, сохра

няющих исходную нерегулярность сеток и обладающих высокой вычис

лительной эффективностью, является актуальной.



Глава 2

Меры сравнения поверхностей и алго

ритмы их вычисления

Поверхность, полученная методами трёхмерного сканирования, описы

вается в виде облака точек, которое можно рассматривать как однозначную

функцию двух переменных, заданную на некотором дискретном множестве.

2.1. Постановка задачи сравнения поверхностей

Для трёхмерной однозначной поверхности, заданной облаком 𝑆 из 𝑁

точек, существует система координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 такая, что облако точек 𝑆 =

{(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}𝑁𝑖=1 в ней можно рассматривать как функцию 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), задан

ную на дискретном множестве {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁𝑖=1. На этом множестве на плоскости

строится триангуляция. Триангуляционная модель поверхности состоит из

пространственных треугольников, определяемых значениями 𝑧𝑖 в узлах этой

триангуляции (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Такая кусочно-линейная модель аппроксимирует исход

ную поверхность.

2.1.1. Основные определения

Определение 2.1. Окружность называется пустой относительно множест-

ва точек 𝑆, если она не содержит внутри себя точек из 𝑆.

Описанная окружность любой грани триангуляции Делоне 𝐷𝑇 (𝑆) явля

ется пустой относительно 𝑆.

Окружность, проходящая через точку, называется инцидентной этой

точке.

30
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Максимальной пустой окружностью, инцидентной точке, будем назы

вать пустую окружность, инцидентную этой точке и не содержащуюся в дру

гой пустой окружности.

Определение 2.2. Пара точек из множества 𝑆, имеющих пустую относи

тельно 𝑆 инцидентную окружность, образует ребро Делоне. Грань триангуля

ции, для вершин которой существует общая инцидентная пустая окружность,

называется гранью Делоне.

Непосредственно из определения триангуляции Делоне 1.15 и определе

ния 2.2 следует, что: 1) Триангуляция 𝑇 (𝑆), все грани которой являются гра

нями Делоне, является триангуляцией Делоне𝐷𝑇 (𝑆); 2) Триангуляция 𝑇 (𝑆),

все рёбра которой являются рёбрами Делоне, является триангуляцией Де

лоне 𝐷𝑇 (𝑆).

Определение 2.3. Два треугольника триангуляции будем называть смеж

ными, если они имеют общую сторону.

Определение 2.4. Пучком узла триангуляции будем называть множество

всех рёбер триангуляции, инцидентных данному узлу.

Определение 2.5. Остовным (или покрывающим) деревом связного гра

фа 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется его связный подграф, являющийся деревом и име

ющий то же множество вершин 𝑉 .

Определение 2.6. Граф𝐺 = (𝑉,𝐸) называется взвешенным, если каждому

ребру 𝑒𝑖 из𝐸 поставлено в соответствие некоторое число 𝑤𝑖, называемое весом

ребра.

Определение 2.7. Весом𝑊𝐺 взвешенного связного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) назы

вается суммарные вес всех его рёбер: 𝑊𝐺 =
|𝐸|∑︀
𝑖=1

𝑤𝑖.
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Определение 2.8. Минимальным остовным деревом взвешенного связного

графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) называется его остовное дерево, имеющее минимальный

вес.

Определение 2.9. Евклидовым минимальным остовным деревом (МОД) ко

нечного множества точек 𝑆 на плоскости𝑀𝑆𝑇 (𝑆)1 называется минимальное

остовное дерево взвешенного полного графа с множеством вершин 𝑆, каждо

му из рёбер которого приписан вес, равный (евклидовой) длине этого ребра.

В дальнейшем в работе под минимальным остовным деревом, или мини

мальным остовом, будем понимать евклидово минимальное остовное дерево.

Определение 2.10. Плотностью двумерной сетки 𝑔 мощности 𝑁 будем на

зывать величину 𝑝𝑔:

𝑝𝑔 = 𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔)/𝑁, (2.1)

где 𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔)—площадь выпуклой оболочки множества узлов g.

2.1.2. Математическая постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу. Пусть две однозначные поверхности 𝑆1,

𝑆2 заданы облаками точек {(𝑥𝑖1, 𝑦𝑖1, 𝑧𝑖1)}
𝑁1

𝑖=1, {(𝑥𝑖2, 𝑦𝑖2, 𝑧𝑖2)}
𝑁2

𝑖=1 соответственно в

системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 в E3, так, что 𝑆1, 𝑆2 однозначно проецируются на

плоскость 𝑂𝑥𝑦. Рассмотрим пространство E2 и его систему координат 𝑂𝑥𝑦.

Пусть 𝑔1 и 𝑔2—нерегулярные двумерные сетки (1.1), узлы которых есть про

екции исходных облаков точек 𝑆1 и 𝑆2 на плоскость 𝑂𝑥𝑦:

𝑔1 =
{︀
(𝑥𝑖1, 𝑦

𝑖
1)
}︀𝑁1

𝑖=1
, 𝑔2 =

{︀
(𝑥𝑖2, 𝑦

𝑖
2)
}︀𝑁2

𝑖=1
. (2.2)

1 MST—Minimum Spanning Tree.
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Рассмотрим функции 𝑓1 и 𝑓2, заданные в узлах сеток 𝑔1 и 𝑔2 соответ

ственно так, что:

𝑓 𝑖1 = 𝑓1(𝑥
𝑖
1, 𝑦

𝑖
1) = 𝑧𝑖1, 𝑓 𝑖2 = 𝑓2(𝑥

𝑖
2, 𝑦

𝑖
2) = 𝑧𝑖2. (2.3)

Таким образом, функции заданы наборами значений
{︀
𝑓 𝑖1
}︀𝑁1

𝑖=1
,
{︀
𝑓 𝑖2
}︀𝑁2

𝑖=1
.

Требуется ввести меру для сравнения поверхностей 𝑆1, 𝑆2, удовлетворя

ющую аксиомам полуметрики, и разработать вычислительно эффективный

алгоритм, позволяющий её вычислять.

Задачу сравнения поверхностей 𝑆1, 𝑆2 можно свести к задаче сравнения

функций 𝑓1, 𝑓2.

2.1.3. Меры сравнения поверхностей

Пусть𝐺—множество нерегулярных двумерных сеток, содержащихся внут

ри некоторого объемлющего прямоугольника 𝑅, а 𝐹 —множество однознач

ных функций, заданных на сетках из множества 𝐺.

Введём меры для сравнения функций на множестве 𝐹 .

Будем говорить, что функция 𝑓 аппроксимирует 𝑓 на множестве узлов

сетки 𝑔 ∈ 𝐺, если 𝑓 ≡ 𝑓 в узлах 𝑔.

Пусть 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 ; функции 𝑓1 и 𝑓2 непрерывны в E2 и аппроксимиру

ют 𝑓1 и 𝑓2 на множествах узлов сеток 𝑔1 и 𝑔2 соответственно. Будем называть

сетку 𝑔 = 𝑔1 ∪ 𝑔2 общей, или объединённой, сеткой. Будем считать, что

исходные сетки состоят из непересекающихся множеств узлов: 𝑔1 ∩ 𝑔2 = ∅.

Тогда количество узлов в сетке 𝑔 равно 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2.

В рамках предлагаемого подхода рассмотрим меру различия между по

верхностями, представляющую собой среднее расстояние между двумя функ

циями по всем точкам объединённой сетки— среднее осевое расстояние:

𝜌𝑀(𝑓1, 𝑓2) =
∑︁

(𝑥,𝑦)∈𝑔

|𝑓1(𝑥, 𝑦)− 𝑓2(𝑥, 𝑦)|/𝑁. (2.4)
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В реальных данных образуются шумовые эффекты, проявляющиеся в

появлении выбросов. Для подавления таких шумов можно использовать сле

дующую меру.

Пусть задано число 𝛼 ∈ [0, 1], в качестве значения меры 𝜌𝛼𝑀(𝑓1, 𝑓2) будем

использовать максимальное из ⌊𝛼𝑁⌋ минимальных осевых расстояний (см.

рис. 2.1).

Рис. 2.1. Пример упорядоченных по возрастанию осевых расстояний для двух моделей

человеческих лиц при 𝛼 = 0.85.

Введём величину 𝜌𝛼𝑀(𝑓1, 𝑓2) следующим образом:

𝜌𝛼𝑀 = argmin{𝜌|𝐾(𝜌) > 𝛼𝑁}, (2.5)

где 𝐾(𝜌) =
⃒⃒{︀
𝑖 : |𝑓 𝑖1 − 𝑓 𝑖2| 6 𝜌

}︀⃒⃒
—количество точек, в которых значения

функций отличаются не более чем на величину 𝜌.

Будем называть меру 𝜌𝛼𝑀(𝑓1, 𝑓2) отсечённым осевым расстоянием.

2.1.3.1. Мера различия поверхностей на объединённой

триангуляции Делоне (ОТД)

Пусть 𝑇1 = 𝐷𝑇 (𝑔1), 𝑇2 = 𝐷𝑇 (𝑔2) и 𝑇 = 𝐷𝑇 (𝑔)— триангуляции Делоне,

построенные на сетках 𝑔1, 𝑔2 и объединённой сетке 𝑔 соответственно. Триан
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гуляцию 𝑇 будем называть общей, или объединённой триангуляцией Делоне

(ОТД).

Введём обозначение взвешенного объёма разности между поверхностями

на треугольной области, ограниченной узлами 𝐴,𝐵,𝐶:

𝑉𝜇(𝐴,𝐵,𝐶, 𝑓1, 𝑓2) =

∫∫
M𝐴𝐵𝐶

|𝑓1(𝑥, 𝑦)− 𝑓2(𝑥, 𝑦)| 𝜇(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.6)

где 𝜇(𝑥, 𝑦) > 0—функция, определяющая вес (значимость) различия сравни

ваемых поверхностей в точке (𝑥, 𝑦). Будем считать, что 𝜇(𝑥, 𝑦) определена и

конечна во всех точках 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔), равна нулю вне 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) и интегрируема.

𝑉𝜇 при 𝜇 ≡ 1 является метрикой 𝐿1 для функций 𝑓1 и 𝑓2 на △𝐴𝐵𝐶.

Обозначим через 𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) площадь выпуклой оболочки множества 𝑔, ко

торая будет равна сумме площадей всех треугольников триангуляции множе

ства 𝑔:

𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) =
∑︁

△𝐴𝐵𝐶∈𝑇

𝑆△𝐴𝐵𝐶 .

Введём меру для 𝑓1 и 𝑓2 как

𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) =
∑︁

△𝐴𝐵𝐶∈𝑇

𝑉𝜇(𝐴,𝐵,𝐶, 𝑓1, 𝑓2)
⧸︁
𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔). (2.7)

Суммирование ведётся по всем треугольникам объединённой триангуля

ции 𝑇 .

Определённая таким образом мера 𝜌𝑉𝜇 задаёт функцию расстояния меж

ду двумя триангуляционными моделями поверхностей. Назовём меру 𝜌𝑉𝜇 ме

рой различия поверхностей на ОТД.

Покажем, что введённая мера является полуметрикой.

Теорема 2.1. Для введённой меры 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) выполнены все аксиомы мет

рики, за исключением, быть может, неравенства треугольника.
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Доказательство. Выполнение аксиом тождества и симметричности следует

из определения введённой меры.

Неравенство треугольника для рассматриваемой меры

𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓3) 6 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) + 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) (2.8)

может быть не выполнено из-за того, что для каждой пары поверхностей из

трёх, заданных функциями 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 в узлах сеток 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 соответственно,

в левой и правой частях неравенства (2.8) будут стоять суммы по треуголь

никам трёх разных триангуляций: 𝑇12 = 𝐷𝑇 (𝑔1∪ 𝑔2),𝑇13 = 𝐷𝑇 (𝑔1∪ 𝑔3),𝑇23 =

𝐷𝑇 (𝑔2 ∪ 𝑔3). Теорема доказана. �

Замечание 2.1. Для трёх поверхностей, заданных на одной и той же сетке,

неравенство треугольника будет всегда выполнено, так как три суммы в (2.8)

будут вычисляться по одному и тому же множеству треугольников. В этом

случае введённая мера 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) будет метрикой.

Введённая мера может быть адаптирована для каждого конкретного при

ложения с помощью введения функции 𝜇(𝑥, 𝑦).

Если в качестве функции 𝜇(𝑥, 𝑦) взять тождественную единицу, сход

ство всех фрагментов поверхностей будет учитываться с одинаковым весом.

Обозначим через 𝑉 значение (2.6) при 𝜇(𝑥, 𝑦) ≡ 1 на 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔), а через 𝜌𝑉 —

соответствующую (2.7) меру сравнения:

𝜌𝑉 (𝑓1, 𝑓2) =
∑︁

△𝐴𝐵𝐶∈𝑇

𝑉 (𝐴,𝐵,𝐶, 𝑓1, 𝑓2)
⧸︁
𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔). (2.9)

Один и тот же вес для всех фрагментов может быть оправдан в том

случае, когда обе сетки имеют одинаковую плотность (2.1) и их узлы распо

ложены равномерно.
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2.1.3.2. Мера различия поверхностей на интерфейсных гранях

ОТД

Объективная природа данных такова, что сетки, на которых заданы срав

ниваемые функции не всегда являются равномерными, и в объединённой сет

ке, по которой происходит сравнение, присутствуют существенные по площа

ди области, состоящие из узлов только одной из исходных сеток.

Недостатком меры 𝜌𝑉 является то, что она с одинаковым весом учитыва

ет разницу поверхностей и там, где точки двух сеток «перемешаны» между

собой, и там, где одна из сеток гуще, чем другая. На практике этот недо

статок проявляется при решении задачи сравнения поверхностей объектов,

полученных разными сканерами, которые могут отличаться по плотности то

чек в облаке на несколько порядков. В случае сильной разреженности одной

из сеток возможны большие ошибки линейной интерполяции поверхностей,

связанные с тем, что внутри одной плоской грани первой сетки расположены

несколько плотно лежащих узлов второй сетки (рис. 2.2).

Рис. 2.2. Модели, аппроксимирующие одну и ту же поверхность 𝑧 = 𝑥𝑒−𝑥2−𝑦2 , заданные

на сетках с разными плотностями.

В результате, в случае, когда исходные сетки сильно отличаются по плот

ности, в мере (2.7) влияние ошибок линейной интерполяции будет очень ве

лико.

Это приводит к идее отбора для сравнения только тех пар узловых точек

разных сеток, которые расположены близко друг к другу. При этом критерий
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близости будет определяться соседством узлов в ОТД. Предлагается модифи

цировать 𝜌𝑉 так, чтобы она учитывала только репрезентативные данные— те

области, где сосредоточены точки обеих сеток, т. е. те треугольники ОТД 𝑇 ,

которые не входят ни в одну из триангуляций 𝑇1 и 𝑇2 исходных сеток. Введём

обозначение 𝑆𝐼𝑛𝑡(𝑔) для суммарной площади таких треугольников:

𝑆𝐼𝑛𝑡(𝑔) =
∑︁

△𝐴𝐵𝐶∈𝑇 :
△𝐴𝐵𝐶/∈𝑇1,
△𝐴𝐵𝐶/∈𝑇2

𝑆△𝐴𝐵𝐶 .

Тогда новая мера будет вычисляться по формуле:

𝜌𝜕𝑉 (𝑓1, 𝑓2) =
∑︁

△𝐴𝐵𝐶∈𝑇 :
△𝐴𝐵𝐶/∈𝑇1,
△𝐴𝐵𝐶/∈𝑇2

𝑉 (𝐴,𝐵,𝐶, 𝑓1, 𝑓2)
⧸︁
𝑆𝐼𝑛𝑡(𝑔). (2.10)

Определение 2.11. Рёбра и грани (треугольники) общей триангуляции 𝑇 ,

построенной на множестве узлов сетки 𝑔 = 𝑔1 ∪ 𝑔2, соединяющие узлы из

разных исходных сеток 𝑔1 и 𝑔2, будем называть интерфейсными рёбрами и

гранями.

Суммирование в (2.10) происходит только по интерфейсным граням.

Утверждение 2.2. Мера (2.10) является частным случаем меры (2.7):

𝜌𝜕𝑉 (𝑓1, 𝑓2) ≡ 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) при весовой функции 𝜇 = 𝜇*:

𝜇*(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, (𝑥, 𝑦) ∈ △𝐴𝐵𝐶 : △𝐴𝐵𝐶 ∈ 𝑇,

△𝐴𝐵𝐶 /∈ 𝑇1 и△𝐴𝐵𝐶 /∈ 𝑇2;

0, иначе.

(2.11)

Доказательство.Непосредственно из определения введённой меры 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2)

вытекает, что использование в ней весовой функции (2.11) приводит к фор

муле для меры 𝜌𝜕𝑉 (𝑓1, 𝑓2), что доказывает утверждение. �
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Для вычисления мер 𝜌𝑀 , 𝜌𝛼𝑀 , 𝜌𝑉𝜇 необходимы значения обеих функций 𝑓1,

𝑓2 в каждой точке общей сетки 𝑔. Так как изначально в каждом узле сет

ки 𝑔 известно значение только одной из функций, вычисление мер напрямую

невозможно. Далее предлагается метод, позволяющий с высокой вычисли

тельной эффективностью восполнить недостающие значения функций с по

мощью локализации триангуляций Делоне друг в друге.

2.2. Алгоритм сравнения поверхностей объектов

Предлагаемый метод решения задачи состоит в следующем: на исход

ных плоских облаках точек строятся триангуляции Делоне, далее значения

каждой из функций интерполируются в узлах противоположной сетки, стро

ится общая триангуляция для двух сеток. После этого в каждой точке общей

сетки известны значения двух функций, и можно производить операции на

отдельных ячейках (треугольниках) общей триангуляции, анализируя взаим

ное расположение пространственных треугольников, заданных функциями,

относительно друг друга.

В основе предлагаемого алгоритма лежит идея интерполяции значений

каждой из функций в узлах другой сетки через построение триангуляций

Делоне и локализацию их друг в друге.

2.2.1. Структура алгоритма

Рассмотрим структуру алгоритма сравнения поверхностей, вычисляюще

го значение меры между поверхностями, представленными функциями 𝑓1, 𝑓2

в узлах сеток 𝑔1, 𝑔2 соответственно.

Предлагаемый алгоритм решения поставленной задачи включает следу

ющие этапы:
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1. Построение триангуляций Делоне 𝑇1, 𝑇2 на множествах узлов сеток 𝑔1, 𝑔2

соответственно;

2. Локализация узлов каждой из триангуляций в треугольниках другой

триангуляции: узлов сетки 𝑔1 в триангуляции 𝑇2, узлов сетки 𝑔2 в три

ангуляции 𝑇1;

3. Интерполяция значений функции 𝑓1 в узлах сетки 𝑔2, интерполяция

значений функции 𝑓2 в узлах сетки 𝑔1 на основе результатов локализа

ции;

4. Построение общей триангуляции 𝑇 (на сетке 𝑔1 ∪ 𝑔2);

5. Сравнение функций (вычисление мер) на отдельных гранях общей три

ангуляции.

Замечание 2.2. Вычисление мер 𝜌𝑀(𝑓1, 𝑓2) (2.4) и 𝜌𝛼𝑀(𝑓1, 𝑓2) (2.5) можно

производить уже после этапа 3, без построения общей триангуляции 𝑇 .

Замечание 2.3. В разделе 2.3 будет показано, что вычисление значения ме

ры 𝜌𝜕𝑉 (𝑓1, 𝑓2) (2.10) можно производить непосредственно на этапе построе

ния общей триангуляции.

Рассмотрим каждый из этапов алгоритма подробнее.

2.2.2. Построение триангуляций Делоне

Задача построения триангуляции Делоне по заданному набору точек 𝑆

заключается в построении триангуляции множества точек 𝑆, в которой все

треугольники удовлетворяют условию Делоне.

Впервые задача была поставлена в работе Б.Н.Делоне [6]. Трудоёмкость

её решения составляет 𝑂(𝑁 log𝑁). Существуют алгоритмы, позволяющие
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достичь этой оценки как в среднем, так и в худшем случае. Широкий обзор

алгоритмов построения триангуляции Делоне представлен в [29, 30].

Одним из алгоритмов, имеющих сложность 𝑂(𝑁 log𝑁) в среднем и в

худшем случае, где 𝑁 — количество точек в исходном множестве, является

алгоритм, предложенный Ли и Шехтером [73]. В его основе лежит парадигма

рекурсивной декомпозиции («разделяй и властвуй», [2]): разделение исходно

го множеств на два примерно равных подмножества, рекурсивное построе

ние триангуляций этих множеств и слияние двух разделённых триангуляций

(рис. 2.3).

Рис. 2.3. Рекурсивное построение триангуляции Делоне слиянием.

Важным этапом построения триангуляции Делоне является проверка

условия Делоне. Одним из способов проверки является проверка углового кри

терия, то есть проверка суммы противолежащих углов [29]: для треугольника

триангуляции M ((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), (𝑥3, 𝑦3)) условие Делоне выполнено тогда и

только тогда, когда для любого другого узла триангуляции (𝑥, 𝑦) выполнено

неравенство 𝛼 + 𝛽 6 𝜋 (см. рис. 2.4).

2.2.3. Локализация триангуляций друг в друге

После этапа построения триангуляций следует этап взаимной локализа

ции узлов исходных сеток в триангуляциях Делоне. В данном разделе предло

жен алгоритм, позволяющий выполнять такую локализацию за линейное по

общему количеству узлов в двух сетках время. Алгоритм основан на просле

живании рёбер минимального остовного дерева, построенного на узлах сетки,
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Рис. 2.4. Угловой критерий: проверка условия Делоне через сумму противолежащих уг

лов.

которую необходимо локализовать.

Далее рассматриваются задачи:

— построения минимального остовного дерева на основе триангуляции

Делоне;

— локализации отдельного узла в триангуляции Делоне;

— локализации узлов триангуляционной сетки в триангуляции Делоне.

Последняя задача является массовым запросом для задачи локализации

отдельного узла. Показывается, что оптимальное время решения задачи лока

лизации сетки с помощью неструктурированного массового запроса локализа

ции отдельных узлов может быть решена за время 𝑂(𝑁 log𝑁). Предлагается

использовать структурированность множества узлов для массового запроса

(т. е. триангуляцию Делоне) для получения эффективного 𝑂(𝑁) решения за

дачи.

2.2.3.1. Построение минимальных остовных деревьев

Известные алгоритмы поиска МОД произвольного графа основываются

на следующей лемме [85]:

Лемма 2.3. Пусть𝐺 = (𝑉,𝐸)— взвешенный граф, {𝑉1, 𝑉2}—разбиение мно

жества 𝑉 . В 𝐺 имеется МОД, содержащее кратчайшее из рёбер, соединяющее

вершину из 𝑉1 и вершину из 𝑉2.
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Пусть 𝑆 —множество точек на плоскости, 𝐷𝑇 (𝑆)— триангуляция Де

лоне, построенная на множестве 𝑆. На основе леммы 2.3 доказывается [28],

что

Лемма 2.4. Пусть Δ(𝑝)—множество точек, смежных с 𝑝 ∈ 𝑆 в 𝐷𝑇 (𝑆). То

гда при любом разбиении {𝑆1, 𝑆2} множества 𝑆, если 𝑞𝑝—кратчайший отре

зок, соединяющий точки из 𝑆1 и 𝑆2, то 𝑞 ∈ Δ(𝑝).

Имеет место следующая теорема [86]:

Теорема 2.5. МОД множества 𝑆 является подграфом триангуляции Делоне

этого множества: 𝑀𝑆𝑇 (𝑆) ⊆ 𝐷𝑇 (𝑆).

В силу теоремы 2.5 при построении МОД конечного множества точек,

можно находить МОД не полного, а планарного графа. Таким образом, ев

клидовым минимальным остовным деревом триангуляции Делоне 𝐷𝑇 (𝑆)

(см. рис. 2.5) является её связный подграф с множеством вершин 𝑆, имею

щий наименьшую суммарную длину рёбер.

Рис. 2.5. Минимальное остовное дерево триангуляции Делоне.

Теоретическая оценка трудоёмкости задачи построения минимального

остовного дерева на 𝑁 точках равна Θ(𝑁 log𝑁) [28]. Известно, что на основе

триангуляции Делоне минимальный остов можно построить за время𝑂(𝑁) [28,

69]:
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Теорема 2.6. Евклидово минимальное остовное дерево множества 𝑆 из 𝑁

точек на плоскости может быть построено, исходя из триангуляции Делоне

множества 𝑆, за оптимальное время Θ(𝑁).

Алгоритм Черитона и Тарьяна [42], подробное описание которого можно

найти в [28], позволяет построить 𝑀𝑆𝑇 (𝑆) для множества точек 𝑆 за линей

ное время с помощью 𝐷𝑇 (𝑆). Рассмотрим основную стратегию алгоритма.

На каждом шаге обрабатывается очередь деревьев (лес) 𝐹 , которая пер

воначально представляет собой совокупность всех вершин 𝑁 . На каждом ша

ге из очереди выбирается некоторое дерево 𝑇 и производится поиск такой

пары вершин (𝑈 ′, 𝑉 ′), что 𝑈 ′ принадлежит выбранному дереву 𝑇 , а 𝑉 ′—

другому дереву леса 𝐹 , такому, что расстояние между этими вершинами ми

нимальное из возможных, то есть

𝑑(𝑈 ′, 𝑉 ′) = min
(𝑈,𝑉 )

{︀
𝑑(𝑈, 𝑉 )

⃒⃒
𝑈 ∈ 𝑇, 𝑉 ∈ {𝑁} − 𝑇

}︀
,

далее находится дерево 𝑇 ′, содержащее 𝑉 ′, деревья 𝑇 и 𝑇 ′ объединяются в 𝑇 ′′,

которое добавляется в 𝐹 , а дерево 𝑇 ′ удаляется из 𝐹 .

Линейное время работы достигается за счёт операции очистки, предло

женной Черитоном и Тарьяном, которая сжимает исходный граф 𝐻 (граф

Делоне) в некоторый другой граф 𝐻* так, что каждое дерево из 𝐹 превра

щается в одну «супервершину»— вершину графа 𝐻* (см. рис. 2.6). Все внут

ренние рёбра деревьев из 𝐹 не рассматриваются, остаются только внешние

рёбра. Таким образом, применение описанной операции позволяет графу 𝐻

содержать на каждом шаге работы алгоритма только необходимую информа

цию.

Рассмотрим вопрос о выборе структуры данных для реализации очере

ди деревьев. Следует учитывать, что алгоритм подразумевает удаление дере

ва 𝑇 ′ из очереди. Если реализовать её в виде списка, сама операция удаления
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Рис. 2.6. Построение МОД. Разными цветами отмечены поддеревья, сжимаемые в про

цессе работы алгоритма в одну вершину.

дерева будет иметь сложность 𝑂(1), но линейного поиска дерева перед его

удалением не избежать. Если реализовать очередь в виде циклического мас

сива поиск элемента будет занимать время 𝑂(1), но на операцию удаления

будет затрачено в худшем случае линейное время.

Наиболее быстрые известные алгоритмы для задач построения МОД су

щественно используют фибоначчиевы кучи (Fibonacci heap)[18]. Эту структу

ру данных ввели Фредман и Тарьян в [57], [92]. Использование фибоначчие

вых куч для реализации очереди с приоритетами имеет преимущество в том,

что операции, в которых не требуется удаление, выполняются за время 𝑂(1).

Кроме того, фибоначчиева куча позволяет за время 𝑂(1) выполнять опера

цию слияния двух куч. Подробнее о применении этой структуры данных см.

подраздел 2.2.8.
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2.2.3.2. Задача геометрического поиска: локализация узла в

триангуляции

Рассмотрим задачу локализации узла в триангуляции Делоне. Пусть за

даны узел 𝑄 и триангуляция 𝑇 . Требуется определить треугольник триангу

ляции 𝑇 , содержащий узел 𝑄. Если узел 𝑄 совпадает с одним из узлов триан

гуляции, то можно указать любой из инцидентных данному узлу треугольни

ков триангуляции. Если узел 𝑄 принадлежит одному из рёбер триангуляции,

то можно указать любой из инцидентных данному ребру треугольников. Ес

ли узел заходит за границы триангуляции, то есть не принадлежит выпуклой

оболочке множества узлов триангуляции, то можно определять ближайший

к узлу треугольник.

Обзор существующих методов. Известные методы решения задачи гео

метрического поиска делятся на точные (использующие точные геометриче

ские вычисления) и неточные, в которых на планарное разбиение (триангу

ляцию) накладывается равномерная прямоугольная сетка, и запрашиваемая

точка локализуется с точностью до размера ячейки сетки.

Существуют методы (алгоритм Киркпатрика, [69]) решения задачи, ра

ботающие за время 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑁) в худшем случае и использующие структуры

данных размера 𝑂(𝑁), где 𝑁 —количество узлов в триангуляции. Есть ме

тоды, работающие медленнее в худшем случае, но быстрее в среднем. В [67]

показано, что не существует подходов, которые являлись бы оптимальными

одновременно по всем параметрам: сложности предварительной обработки,

использованию памяти и скорости локализации.

Точные методы решения задачи геометрического поиска:

1. Наивный алгоритм (перебор всех граней исходного графа).

2. Алгоритм Киркпатрика [69].
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На этапе предобработки алгоритм создаёт иерархию разбиений, все гра

ни которых являются треугольниками (иерархию триангуляций). В любой

триангуляции можно за линейное время выделить независимое множество

вершин наименьшей степени. Размер этого множества определяется по чис

лу вершин в триангуляции. Для перехода на следующий уровень иерархии,

вершины этого множества удаляются из триангуляции, и строятся триангу

ляции многоугольников, образовавшиеся в результате удаления вершин. Про

цесс повторяется логарифмическое число раз, после чего образуется «грубая»

триангуляция с константным числом вершин. Во время выполнения запроса

локализации точки в треугольнике, сначала происходит поиск треугольника

в самой «грубой» триангуляции. Про этот треугольник известно, при построе

нии триангуляции какого многоугольника он образовался. Удалённая из этого

многоугольника вершина восстанавливается, далее происходит локализация

заданной точки в инцидентных ей треугольниках. Время на выполнение од

ного запроса — 𝑂(log𝑁).

3. Алгоритм последовательных переходов вдоль прямой («Walk along a

line» strategy) [45].

Основная стратегия алгоритма — построение путей из попарно смежных

треугольников к искомому треугольнику. Прослеживание по треугольникам

может осуществляться следующими способами:

— прямое прослеживание (переходы по всем треугольникам, которые пе

ресекают отрезок, соединяющий начальную точку с исходной);

— ортогональное прослеживание (переходы по треугольникам пути, па

раллельном одной из осей координат);

— прослеживание по обозримому пути (переход от одного треугольника

к соседнему осуществляется через первое ребро треугольника, если оно отде

ляет начальную точку от исходной; в противном случае проверяется второе

ребро, и т. д.);
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— стохастическое прослеживание (аналогично предыдущему способу, толь

ко вместо первого ребра выбирается случайное ребро).

В отличие от алгоритма Киркпатрика, этот алгоритм не требует построе

ния и поддержки дополнительных структур данных. Если вершины триангу

ляции выбирались случайно из равномерного распределения, среднее время

работы 𝑂(
√
𝑁 ), время работы в худшем случае — 𝑂(𝑁).

4. Алгоритм прыжков и переходов (Jump and Walk) [47, 81]. Работает

только для триангуляций Делоне.

Исходная триангуляция— триангуляция Делоне для 𝑁 вершин. Случай

ным образом из них выбираются 𝑘 вершин. При локализации точки 𝑄 из 𝑘

вершин выбирается ближайшая к точке 𝑄 точка 𝑀 . Далее применяется ал

горитм последовательных переходов вдоль отрезка, соединяющего 𝑀 и 𝑄.

Время работы в среднем— 𝑂(𝑘 +
√︀
𝑁/𝑘 ), которое при 𝑘 равном 𝑂(𝑁/3)

является оптимальным— 𝑂(𝑁/3) .

Позже в [46] было предложено улучшение данного алгоритма— алго

ритм бинарного поиска и переходов (Binsearch and Walk). 𝑘 выбирается рав

ным 𝑁/4, для поиска используется бинарное дерево поиска. С помощью де

рева находится ближайший узел, от которой применяется алгоритм после

довательных переходов. Там же предложен алгоритм 2𝑑 поиска и переходов

(2d Search and Walk), который использует сбалансированные k-d-деревья (k-d

trees). Для триангуляции Делоне на 𝑁 вершинах, независимо и равномерно

распределённых на плоскости, среднее время локализации 𝑂(log𝑁).

5. Алгоритм опознавательных точек (Landmarks strategy) [67].

На этапе предобработки алгоритма выбираются опознавательные точки

(точки-ориентиры), для которых решается задача локализации в триангуля

ции. Далее точки-ориентиры помещаются в иерархическую структуру дан

ных, обеспечивающую быстрый поиск ближайшего соседа. Когда требуется

локализовать новую точку 𝑄, сначала находится ближайшая точка-ориен
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тир 𝑄𝑖, применяется стратегия последовательных переходов вдоль отрезка,

соединяющего 𝑄𝑖 и 𝑄. Теоретическая оценка сложности одного запроса ло

кализации узла для алгоритма - 𝑂(log𝑁).

Таким образом, наиболее быстрые алгоритмы решения задачи локализа

ции узла имеют сложность 𝑂(log𝑁) и требуют предобработки. В задаче ло

кализации сетки из 𝑁 узлов в триангуляции возникает массовый запрос на

решение задачи локализации узла. Неструктурированный массовый запрос

из 𝑁 узлов может быть обработан за время 𝑂(𝑁 log𝑁). Далее предлагает

ся использовать структуру локализуемой сетки (триангуляцию Делоне) для

получения более эффективного решения.

Для изложения предложенного решения рассмотрим более подробно стра

тегию локализации узла в триангуляции Делоне, основанную на упоминав

шемся выше алгоритме последовательных переходов вдоль прямой при пря

мом прослеживании [45].

Метод локализации узла. Стратегия метода состоит в выборе некото

рой начальной точки 𝑀 , локализация которой в триангуляции известна, и

постепенном переходе от 𝑀 к 𝑄 вдоль прямой (𝑀𝑄). На каждом шаге осу

ществляется переход на смежный треугольник. Сложным случаем является

ситуация, когда отрезок [𝑀𝑄] проходит через какую-либо вершину триангу

ляции.

Рис. 2.7. Локализация точки в триангуляции.

В процессе локализации узла строится путь из треугольников триангу
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ляции, каждый из которых (кроме начального) является смежным с преды

дущим. На рис. 2.7 и 2.8 выделены треугольники, принадлежащие путям

локализации.

Метод локализации узла в триангуляции состоит из следующих шагов:

1. Выбрать начальный треугольник— △𝐴𝐵𝐶. Присвоить ему статус те

кущего. Найти координаты точки𝑀 = (𝑀𝑥,𝑀𝑦) пересечения медиан (центро

ида) этого треугольника: 𝑀𝑥 = (𝐴𝑥+𝐵𝑥+𝐶𝑥) / 3, 𝑀𝑦 = (𝐴𝑦+𝐵𝑦+𝐶𝑦) / 3.

2. Определить, какую из сторон текущего треугольника пересекает от

резок [𝑀𝑄]. Если данный пункт выполняется первый раз, то мы проверя

ем все три стороны текущего треугольника на предмет пересечения с отрез

ком [𝑀𝑄], в противном случае достаточно проверять только две стороны и

запоминать сторону, через которую перешли на текущий треугольник.

a. Пусть отрезок [𝑀𝑄] не пересекает ни одну из сторон или пересекает её

в точке𝑄. Тогда текущий треугольник является искомым и работа алгоритма

заканчивается.

б. Пусть отрезок [𝑀𝑄] пересекает одну из вершин текущего треугольни

ка. Тогда переходим на треугольник, смежный с текущим по любой из сторон,

содержащей данную вершину.

Пример. На рис. 2.8 отрезок [𝑀𝑄] проходит через вершину 𝐶. При пере

ходе на следующий треугольник можно перейти на любой из треугольников

△𝐵𝐶𝐷 или △𝐴𝐶𝐸. Если мы переходим на треугольник △𝐵𝐶𝐷 (△𝐴𝐶𝐸),

то на следующем этапе проверяются на предмет пересечения с [𝑀𝑄] отрез

ки [𝐵𝐷] и [𝐶𝐷] ([𝐸𝐶] и [𝐴𝐸]), и переход к следующему треугольнику—

△𝐶𝐷𝐹 (△𝐶𝐸𝐺) — будет однозначным.

Треугольник, на который мы перешли, становится текущим. Переходим в

начало пункта 2.

в. Пусть отрезок [𝑀𝑄] пересекает одну из сторон треугольника во внут

ренней точке. Тогда переходим к треугольнику, смежному с текущим по дан
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Рис. 2.8. 𝑀𝑄 проходит через вершину триангуляции.

ной стороне.

Пример. На рис. 2.7 отрезок [𝑀𝑄] пересекает сторону 𝐵𝐶 начального тре

угольника. На следующем шаге мы переходим к треугольнику △𝐵𝐶𝐷.

Треугольник, на который мы перешли, становится текущим. Переходим

в начало пункта 2.

Запишем алгоритм в формальном виде.

Пусть триангуляция Делоне представлена в виде структуры данных «Уз

лы с соседями» [31], в которой пучок каждого узла триангуляции представлен

в виде двунаправленного циклического списка соседних узлов, упорядочен

ных по углу.

Пусть методы Найти_левого_соседа(𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑋,𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑉 ) и Найти_правого_

соседа(𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑋,𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑉 ) возвращают соответственно левого и правого соседа

узла 𝑋 относительно узла 𝑉 , в массиве 𝑋.𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 хранятся узлы треуголь

ника, в котором локализован узел 𝑋. Тогда алгоритм локализации узла мож

но записать в следующем виде:

Алгоритм. Локализация узла в триангуляции.

Вход:

𝑇 — триангуляция Делоне с узлами 𝑔[0], . . . , 𝑔[𝑁 − 1];

Δ(𝑔[𝑖]) = {Δ(𝑔[𝑖])[0], . . . ,Δ(𝑔[𝑖])[𝑖𝑘−1]}—упорядоченный по углу список

узлов, смежных с 𝑔[𝑖] в 𝑇 ;
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𝑄—узел для локализации.

Выход:

узлы 𝐴,𝐵,𝐶 такие, что △𝐴𝐵𝐶 ∈ 𝑇 и 𝑄 находится внутри или на гра

нице △𝐴𝐵𝐶.

1: 𝐴 := 𝑔[0]; �̃� := Δ(𝑔[0])[0]; 𝐶 := Δ(𝑔[0])[1];

2: 𝑀𝑥 := (𝐴𝑥 + �̃�𝑥 + 𝐶𝑥)/3; 𝑀𝑦 := (𝐴𝑦 + �̃�𝑦 + 𝐶𝑦)/3;

3: △𝐴𝐵𝐶 := Локализовать_узел(𝑀, 𝐴, �̃�, 𝐶, 𝑇, ИСТИНА);

4: вернуть 𝐴, 𝐵, 𝐶;

ПРОЦЕДУРА Локализовать_узел(𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑀,𝑁𝑜𝑑𝑒 𝐴,𝑁𝑜𝑑𝑒 𝐵,𝑁𝑜𝑑𝑒 𝐶,

𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑄, 𝑏𝑜𝑜𝑙 𝑓𝑙𝑎𝑔)

1: если (𝑓𝑙𝑎𝑔 = ИСТИНА) и ([𝑀𝑄] и [𝐴𝐵] пересекаются) то

2: R := Найти_правого_соседа(𝐴, 𝐵);

3: если (R = C) то

4: L := Найти_левого_соседа(𝐴, 𝐵);

5: Локализовать_узел(𝑀, 𝐴, 𝐵, 𝐿, 𝑄, 𝑇, ЛОЖЬ);

6: иначе

7: Локализовать_узел(𝑀, 𝐴, 𝐵, 𝑅, 𝑄, 𝑇, ЛОЖЬ);

8: иначе если ([𝑀𝑄] и [𝐴𝐶] пересекаются) то

9: L := Найти_левого_соседа(𝐴, 𝐶);

10: если (L = B) то

11: R := Найти_правого_соседа(𝐴, 𝐶);

12: Локализовать_узел(𝑀, 𝐴, 𝐶, 𝑅, 𝑄, 𝑇, ЛОЖЬ);

13: иначе

14: Локализовать_узел(𝑀, 𝐴, 𝐶, 𝐿, 𝑄, 𝑇, ЛОЖЬ);

15: иначе если ([𝑀𝑄] и [𝐵𝐶] пересекаются) то

16: R := Найти_правого_соседа(𝐵, 𝐶);

17: если (R = A) то
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18: L := Найти_левого_соседа(𝐵, 𝐶);

19: Локализовать_узел(𝑀, 𝐵, 𝐶, 𝐿, 𝑄, 𝑇, ЛОЖЬ);

20: иначе

21: Локализовать_узел(𝑀, 𝐵, 𝐶, 𝑅, 𝑄, 𝑇, ЛОЖЬ);

22: иначе

23: вернуть △𝐴𝐵𝐶;

Таким образом, процедура Локализовать_узел(𝑀, 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝑄, 𝑇, 𝑓𝑙𝑎𝑔)

локализует точку 𝑄 в триангуляции 𝑇 , двигаясь вдоль отрезка [𝑀𝑄], причём

точка𝑀 уже локализована в треугольнике △𝐴𝐵𝐶 триангуляции 𝑇 . Индика

тор 𝑓𝑙𝑎𝑔 показывает, первый раз выполняется локализация узла или нет.

Трудоёмкость локализации одной точки определяется количеством рас

положенных вдоль отрезка [𝑀𝑄] треугольников и составляет 𝑂(
√
𝑁 ) в сред

нем (при равномерном распределении узлов) [87] и 𝑂(𝑁) в худшем случае

(когда [𝑀𝑄] пересекает все треугольники триангуляции).

2.2.3.3. Локализация сетки в триангуляции

Задачей локализации двумерной сетки 𝑔 в триангуляции 𝑇 называется

задача локализации каждой точки сетки 𝑔 в данной триангуляции.

Предлагается алгоритм локализации сетки, использующий МОД, верши

нами которого являются узлы данной сетки (рис. 2.9). Локализация узлов

организовывается таким образом, чтобы пути локализации проходили вдоль

рёбер МОД.

Предлагаемый алгоритм локализации сетки можно записать в следую

щем виде:

Алгоритм. Локализация узлов сетки в триангуляции.

Вход:

𝑔1— сетка с узлами 𝑔1[0], . . . , 𝑔1[𝑁1 − 1] для локализации;
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Рис. 2.9. Локализация сетки в триангуляции с помощью МОД узлов сетки.

𝑇2— триангуляция Делоне множества узлов 𝑔2 = {𝑔2[0], . . . , 𝑔2[𝑁2 − 1]};

𝑀𝑆𝑇1—МОД сетки 𝑔1, состоящее из списка рёбер 𝑑 с концевыми узла

ми 𝑑.𝑜𝑟𝑖𝑔, 𝑑.𝑑𝑒𝑠𝑡.

Выход:

заполненный массив 𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 для всех узлов сетки 𝑔1.

1: 𝐴 := 𝑔2[0]; 𝐵 := Δ(𝑔2[0])[0]; 𝐶 := Δ(𝑔2[0])[1];

2: 𝑀𝑥 := (𝐴𝑥 +𝐵𝑥 + 𝐶𝑥)/3; 𝑀𝑦 := (𝐴𝑦 +𝐵𝑦 + 𝐶𝑦)/3;

3: 𝑀.𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 := △𝐴𝐵𝐶;

4: Локализовать_узел_сетки(𝑀, 𝑔1[0], 𝑇2,𝑀𝑆𝑇1);

5: вернуть 𝑔1;

ПРОЦЕДУРА Локализовать_узел_сетки(𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑀, 𝑁𝑜𝑑𝑒 𝑄,

𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑇, 𝑇𝑟𝑒𝑒 𝑀𝑆𝑇 )

1: 𝑄.𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 = Локализовать_узел(𝑀, 𝑀.𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒[0], 𝑀.𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒[1],

𝑀.𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒[2], 𝑄, 𝑇, ИСТИНА);

2: если (число рёбер инцидентных 𝑄 и принадлежащих 𝑀𝑆𝑇 = 1) то

3: выход;

4: для всех (рёбер 𝑑 ∈𝑀𝑆𝑇 таких, что 𝑑.𝑜𝑟𝑖𝑔 = 𝑄, а 𝑑.𝑑𝑒𝑠𝑡 ещё не локали

зована)

5: Локализовать_узел_сетки(𝑄, 𝑑.𝑑𝑒𝑠𝑡, 𝑇, 𝑀𝑆𝑇 );
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Процедура Локализовать_узел_сетки(𝑀, 𝑄, 𝑇, 𝑀𝑆𝑇 ) рекурсивная. В

качестве первого параметра ей передаётся центроид любого треугольника

триангуляции 𝑇 ; в качестве второго параметра — узел 𝑔[0]; третий параметр—

это триангуляция 𝑇 , в которой нужно локализовать сетку; четвёртый пара

метр — минимальное остовное дерево сетки 𝑔. Алгоритм вызывает процедуру

для первого узла сетки 𝑔[0]. Далее с помощью процедуры Локализовать_узел

выполняется локализация первого узла, затем рекурсивно вызывается для

всех узлов, соседних с данным узлом в МОД. Таким образом, при каждом

(кроме самого первого) вызове процедуры Локализовать_узел_сетки(𝑀, 𝑄,

𝑇, 𝑀𝑆𝑇 ) её параметры будут такими, что𝑀𝑄—ребро МОД сетки 𝑔, и пути

локализации будут проходить вдоль рёбер минимального остова.

Так как по определению МОД не содержит в себе циклов и проходит

через все узлы сетки 𝑔, алгоритм будет работать корректно: он не зациклится

и произведёт локализацию всех 𝑁 узлов сетки 𝑔.

2.2.3.4. Вычислительная сложность этапа локализации

Оценим вычислительную сложность предложенного алгоритма локали

зации узлов сетки в триангуляции Делоне на основе минимального остова

узлов данной сетки в среднем и в худшем случае.

Пусть координаты узлов исходных сеток 𝑔1 и 𝑔2 распределены равномер

но и независимо по 𝑋 и 𝑌 в прямоугольнике 𝑅. Внутри 𝑅 выделим прямо

угольник 𝑅′ со сторонами 𝑎 и 𝑏 так, чтобы внутри 𝑅′ не было «вытянутых»

треугольников триангуляции 𝑇2, которые могут располагаться вдоль выпук

лой оболочки множества узлов 𝑔2 (см. рис. 2.10). Пусть внутри прямоуголь

ника 𝑅′ содержится 𝑁 ′
2 узлов сетки 𝑔2. В таких условиях и при достаточно

больших 𝑁2 можно считать, что 𝑁 ′
2 ≈ 𝑁2.

В работе [20] было получено значение средней евклидовой длины �̄� ребра
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триангуляции Делоне 𝑇2 для описанных условий:

�̄� =
𝜋
√
5

6

√︃
𝑎𝑏

𝑁 ′
2

. (2.12)

Рис. 2.10. Выбор прямоугольника 𝑅′.

Пусть минимальный остов 𝑀𝑆𝑇1 = 𝑀𝑆𝑇 (𝑔1) пересекает 𝑠 рёбер три

ангуляции 𝑇2, имеющих длины 𝑙1, . . . , 𝑙𝑠. Количество 𝑠 пересекаемых рёбер

не превосходит общего количества рёбер триангуляции, линейного по числу

её узлов, поэтому 𝑠 = 𝑂(𝑁2). Однако МОД может пересекать какие-то рёб

ра несколько раз. Обозначим через 𝑄 количество пересечений минимального

остова 𝑀𝑆𝑇1 и 𝑠 пересекаемых им рёбер. Для определения вычислительной

сложности алгоритма локализации требуется оценить 𝑄.

В [38] доказана теорема, оценивающая среднее количество пересечений

МОД и прямолинейного отрезка заданной длины:

Теорема 2.7. Пусть 𝑋 —множество из 𝑛 точек 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, независимо рас

пределённых с плотностью 𝑓 на выпуклом компакте 𝐶 на плоскости. Пусть

для некоторых констант 𝛼, 𝛽 на 𝐶 выполнено: 0 < 𝛼 6 𝑓(𝑥) 6 𝛽 < ∞.

Пусть 𝐿—прямолинейный отрезок длины 𝑙, содержащийся в 𝐶. Тогда суще

ствуют такие константы 𝑑 и 𝑛0, зависящие от 𝛼, 𝛽 и 𝐶, что

�̄� 6 𝑑𝑙
√
𝑛, 𝑛 > 𝑛0, (2.13)
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где �̄�— среднее количество пересечений минимального остовного дерева мно

жества 𝑋 и отрезка 𝐿.

Для рассматриваемой задачи выполнены условия теоремы 2.7, поэтому

для среднего количества �̄�𝑖 пересечений минимального остова 𝑀𝑆𝑇1 и реб

ра триангуляции 𝑇2 длины 𝑙𝑖 справедлива оценка: �̄�𝑖 = 𝑑𝑙𝑖
√
𝑁1. Складывая

оценку (2.13) для 𝑠 пересекаемых рёбер, получим среднее количество пересе

чений 𝑀𝑆𝑇1 с рёбрами 𝑇2:

�̄� =
𝑠∑︁
𝑖=1

�̄�𝑖 6 𝑑

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖
√︀
𝑁1.

Используя значение для средней длины ребра (2.12), получим:

�̄� 6 𝑑
𝜋
√
5

6
𝑠

√︃
𝑎𝑏

𝑁 ′
2

√︀
𝑁1 = 𝑑

𝜋
√
5𝑎𝑏

6
𝑠

√︃
𝑁1

𝑁 ′
2

.

При 𝑁1/𝑁
′
2 6 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 получим, что

�̄� 6 𝑐𝑑
𝜋
√
5𝑎𝑏

6
𝑠.

При примерно равной мощности сеток 𝑁1 ≈ 𝑁2, можно полагать 𝑐 = 1.

Учитывая то, что 𝑠 = 𝑂(𝑁2), такая же оценка будет справедлива для �̄�:

�̄� = 𝑂(𝑁2).

Таким образом, доказана следующая лемма:

Лемма 2.8. Пусть узлы сеток 𝑔1, 𝑔2 с мощностями 𝑁1, 𝑁2 соответственно

распределены равномерно в прямоугольнике и 𝑁1/𝑁2 6 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Тогда

среднее количество пересечений МОД множества узлов 𝑔1 с рёбрами триан

гуляции Делоне, построенной на узлах 𝑔2, линейно по 𝑁2.

Лемма 2.8 позволяет оценить трудоёмкость алгоритма локализации в

среднем:
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Теорема 2.9. Алгоритм локализации множества узлов сетки 𝑔1 мощности𝑁1

в триангуляции Делоне, построенной на множестве узлов 𝑔2 мощности 𝑁2, на

основе МОД 𝑔1 имеет линейную по max(𝑁1, 𝑁2) вычислительную сложность

в среднем при равномерном распределении узлов обеих сеток в прямоуголь

нике и условии ограничения отношения мощностей сеток 𝑁1/𝑁2 6 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Доказательство. Локализация первого узла сетки 𝑔1 производится мето

дом последовательных переходов вдоль прямой. Количество треугольников

в пути этой локализации не превосходит общее количество треугольников в

триангуляции 𝑇2, т.е. 𝑂(𝑁2).

Далее алгоритм осуществляет проход вдоль рёбер минимального осто

ва 𝑀𝑆𝑇1 (всего 𝑁1 − 1 рёбер) по всем пересекаемым им треугольникам три

ангуляции 𝑇2. При этом переход на следующий треугольник осуществляется

за константное количество операций 𝑂(1), позволяющих анализировать пе

ресечения ребра минимального остова с рёбрами триангуляции. В соответ

ствии с леммой 2.8, среднее количество таких пересечений в условиях теоре

мы есть 𝑂(𝑁2).

Во время обхода 𝑀𝑆𝑇1 для каждого узла 𝑔1 определяется треугольник

триангуляции 𝑇2, внутри которого содержится данный узел (константное ко

личество операций на узел).

Таким образом, вычислительная сложность алгоритма в среднем будет

линейной по количеству узлов в сетке большей мощности 𝑂 (max(𝑁1, 𝑁2)).

Теорема доказана. �

В худшем случае время работы предложенного алгоритма будет квадра

тичным. Рассмотрим модельный контрпример для худшего случая:

Пример. Худший случай для алгоритма локализации сетки в триангу

ляции Делоне с использованием МОД.

Пусть точки первой сетки, состоящей из 𝑁1 точек, расположены на двух



59

вертикальных отрезках длины 𝐻 с фиксированным шагом (см. рис. 2.11). На

каждом из отрезков примерно одинаковое количество точек, расстояние меж

ду отрезками равно 𝐿, 𝐿 > 𝐻. Таким образом, выпуклая оболочка множества

точек первой сетки, есть некоторый прямоугольник 𝑅 со сторонами 𝐿 и 𝐻.

Точки второй сетки, состоящей из 𝑁2 точек, расположены на двух гори

зонтальных отрезках, расстояние между которыми равно 𝐻, содержащихся

в прямоугольнике 𝑅, с фиксированным шагом так, что расстояние между

двумя соседними точками на отрезках превосходит расстояние между двумя

ближними точками из разных отрезков. Тогда МОД второй сетки будет со

стоять из отрезков, соединяющих точки, лежащие на разных горизонтальных

отрезках.

Рис. 2.11. Модельный пример для задачи локализации сетки в триангуляции.

Оценим количество операций при решении задачи локализации второй

сетки в триангуляции Делоне первой сетки. Каждое их (𝑁2 − 1) рёбер вто

рого МОД пересекает 𝑂(𝑁1) треугольников первой триангуляции. Поэтому

общее число операций при локализации, равное 𝑂(𝑁1𝑁2), будет квадратич

ным при 𝑁1 ≈ 𝑁2.

Найдём соотношение между 𝐿 и 𝐻, при котором реализуется рассмат

риваемый пример. Пусть расстояние между двумя соседними во второй три

ангуляции точками, лежащими на разных горизонталях, равно 𝑎, а между

двумя соседними точками, лежащими на одной горизонтали— 𝑏; по усло
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вию примера 𝑏 > 𝑎 (см. рис. 2.12). Тогда в M 𝐴𝐵𝐶 угол ∠𝐵𝐴𝐶 < 60∘ и

высота ℎ, опущенная на 𝐴𝐶 из 𝐵 ℎ < 𝑎
√
3
2 . Будем считать, что ℎ ≈ 𝐻, напри

мер, 𝐻 = ℎ(1 + 𝛼) для некоторого малого 𝛼. Тогда

𝐻 < (1 + 𝛼)𝑎

√
3

2
⇒ 𝑎 >

2

3

√
3𝐻

1

1 + 𝛼
;

2𝐿

𝑁2
≈ 𝑏 > 𝑎 >

2

3

√
3𝐻

1

1 + 𝛼
⇒ 𝐿 >

√
3

3
𝐻𝑁2

1

1 + 𝛼
.

Рис. 2.12. Модельный пример для задачи локализации сетки в триангуляции.

Таким образом, в рассматриваемом примере при 𝐿 >
√
3
3 𝐻𝑁2

1
1+𝛼 время

работы алгоритма будет квадратичным.

С помощью предложенного алгоритма локализации сетка 𝑔1 локализу

ется в триангуляции сетки 𝑔2, а сетка 𝑔2— в триангуляции сетки 𝑔1. Таким

образом, каждая точка сетки локализована в некотором треугольнике триан

гуляции другой сетки, и можно рассмотреть задачу интерполяции функции,

заданной на одной сетке, в точках другой сетки.

2.2.4. Интерполяция поверхностей

В рамках предлагаемого подхода используется линейная интерполяция

поверхностей. Следует отметить, что для некоторых приложений получаемое

кусочно-линейное представление поверхности может оказаться слишком гру

бым. В этом случае можно использовать интерполирующую функцию более
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высокой степени. Например, квадратичную[23] или кубическую [19] функции.

Однако такое решение будет трудоёмким.

Пусть в треугольникеM (𝑉1(𝑥1, 𝑦1), 𝑉2(𝑥2, 𝑦2), 𝑉3(𝑥3, 𝑦3)) локализован узел

первой сетки 𝑉0(𝑥0, 𝑦0), а в узлах этого треугольника задана функция 𝑓 :

𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 𝑓1, 𝑓(𝑥2, 𝑦2) = 𝑓2, 𝑓(𝑥3, 𝑦3) = 𝑓3 (см. рис. 2.13).

Требуется проинтерполировать значение функции 𝑓 в узле 𝑉0.

Рис. 2.13. Линейная интерполяция функций.

Будем использовать линейную интерполяцию и барицентрические коор

динаты 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ [0, 1]: 𝑓0 = 𝜆1𝑓1 + 𝜆2𝑓2 + 𝜆3𝑓3, где

⎧⎪⎨⎪⎩𝑉0 = 𝜆1𝑉1 + 𝜆2𝑉2 + 𝜆3𝑉3

1 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3

⇔

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥0 = 𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + 𝜆3𝑥3

𝑦0 = 𝜆1𝑦1 + 𝜆2𝑦2 + 𝜆3𝑦3

1 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3

.

Определитель матрицы

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1 𝑥2 𝑥3

𝑦1 𝑦2 𝑦3

1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎠
данной системы Δ = det(𝐴) не равен нулю, так как вершины треугольника

не лежат на одной прямой. Обозначим 𝜆 = (𝜆1 𝜆2 𝜆3)
𝑇 , b = (𝑥0 𝑦0 1)

𝑇 .
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Найдём 𝜆 из уравнения 𝐴𝜆 = b с помощью формул Крамера:

𝜆𝑖 =
Δ𝑖

Δ
, 𝑖 ∈ {1, 2, 3},

где

Δ1 = 𝑥0(𝑦2 − 𝑦3)− 𝑥2(𝑦0 − 𝑦3) + 𝑥3(𝑦0 − 𝑦2);

Δ2 = 𝑥1(𝑦0 − 𝑦3)− 𝑥0(𝑦1 − 𝑦3) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦0);

Δ3 = 𝑥1(𝑦2 − 𝑦0)− 𝑥2(𝑦1 − 𝑦0) + 𝑥0(𝑦1 − 𝑦2);

Δ = 𝑥1(𝑦2 − 𝑦3)− 𝑥2(𝑦1 − 𝑦3) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2).

Результаты работы данного метода на модельных данных показаны на

рис. 2.14 – 2.17. Красным цветом изображена триангулированная поверх

ность, заданная функцией 𝑓1 на сетке 𝑔1, зелёным цветом— триангулирован

ная поверхность, заданная функцией 𝑓2 на сетке 𝑔2, синим цветом— поверх

ность, полученная с помощью интерполяции функции 𝑓2 на сетке 𝑔1. Как

видно из рисунков, поверхности, заданные функцией 𝑓2 на первой и второй

сетках, задают одну и ту же поверхность.

Рис. 2.14. Линейная интерполяция функ

ций, 𝑁1 = 𝑁2 = 1000.

Рис. 2.15. Линейная интерполяция функ

ций, 𝑁1 = 𝑁2 = 10 000.

Поверхности, изображённые на рисунках, заданы функциями вида

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥+ 𝑎)𝜓(𝑦 + 𝑏),
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Рис. 2.16. Линейная интерполяция функ

ций, 𝑁1 = 𝑁2 = 10 000.

Рис. 2.17. Линейная интерполяция функ

ций, 𝑁1 = 𝑁2 = 15 000.

где 𝜙(𝑥) = sin
(︀

𝑥
𝑋𝑘1𝜋

)︀
, 𝜓(𝑦) = sin

(︀
𝑦
𝑌 𝑘2𝜋

)︀
, 𝑎, 𝑏, 𝑘1, 𝑘2—константы,𝑋, 𝑌 —

разброс точек исходного множества по осям координат 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 соответствен

но.

С помощью описанного метода значения функции 𝑓1 интерполируются

во всех точках двумерной сетки 𝑔2, а значения функции 𝑓2— во всех точках

двумерной сетки 𝑔1.

2.2.5. Объединённая триангуляция Делоне

Теперь в каждой точке обеих сеток известны значения двух функций:

одно из этих значений было задано, а другое получено в результате интерпо

ляции.

Определение 2.12. Триангуляции 𝑇1 и 𝑇2 называются перекрывающимися

(неразделёнными), если пересечение выпуклых оболочек множеств их вершин

не пусто, то есть 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔1) ∩ 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔2) ̸= ∅.

Построим на узлах обеих сеток триангуляцию Делоне — объединённую

триангуляцию. Алгоритм слияния двух неразделённых триангуляций Делоне,
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предложенный в [25], обеспечивает слияние за линейное по общему количе

ству узлов время.

В каждом узле общей триангуляции заданы две функции. Уже на дан

ном этапе мы можем производить некоторые операции над ними— например,

операции сложения и вычитания (для этого в каждом узле общей сетки нуж

но сложить/вычесть значения двух функций).

Отметим, что на данном этапе можно вычислить значения мер 𝜌𝑀(𝑓1, 𝑓2)

(2.4) и 𝜌𝛼𝑀(𝑓1, 𝑓2) (2.5) между поверхностями.

Вычисление меры различия на ОТД 𝜌𝑉𝜇(𝑓1, 𝑓2) (2.7) производится на от

дельных ячейках (треугольниках) общей триангуляции. Для каждого тре

угольника считается объём разности между двумя функциями, затем все

результаты суммируются. В следующем подразделе описывается метод вы

числения этого объёма.

2.2.6. Сравнение поверхностей на треугольной области

Рассмотрим треугольник △𝐴0𝐵0𝐶0 из ОТД 𝑇 .

Рис. 2.18. Треугольник общей триангуляции.

Пусть △𝐴𝐵𝐶 (△𝐴′𝐵′𝐶 ′) — треугольник, каждая вершина которого име

ет такие же координаты по осям 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦, что и соответствующая вершина
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треугольника △𝐴0𝐵0𝐶0, а координата по оси 𝑂𝑧 равна значению функции 𝑓1

(𝑓2) в этой вершине (см. рис. 2.18).

Пусть 𝑎 = 𝐴′
𝑧 − 𝐴𝑧, 𝑏 = 𝐵′

𝑧 −𝐵𝑧, 𝑐 = 𝐶 ′
𝑧 − 𝐶𝑧.

Для решения задачи необходимо сравнить функции 𝑓1 и 𝑓2 на треуголь

нике △𝐴0𝐵0𝐶0, то есть посчитать объём разности между ними. Для это

го нужно рассмотреть все возможные случаи взаимного расположения про

странственных треугольников △𝐴𝐵𝐶 и △𝐴′𝐵′𝐶 ′.

Базовой фигурой, объём которой требуется вычислять в большинстве

случаев, является треугольная пирамида:

Подзадача вычисления объёма треугольной пирамиды по координатам

её вершин. Объём пирамиды 𝑃0𝑃1𝑃2𝑃3 может быть вычислен по формуле:

𝑉𝑃0𝑃1𝑃2𝑃3
=

1

3
𝐻𝑃0

(𝑃1𝑃2𝑃3)
𝑆△𝑃1𝑃2𝑃3

,

где 𝐻𝑃0

(𝑃1𝑃2𝑃3)
—расстояние от точки 𝑃0 до плоскости (𝑃1𝑃2𝑃3), 𝑆△𝑃1𝑃2𝑃3

—пло

щадь треугольника, заданного координатами своих вершин2.

Найдём формулу расстояния𝐻𝑃0

(𝑃1𝑃2𝑃3)
от точки 𝑃 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) до плоскости,

заданной тремя точками 𝑃1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑃2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), 𝑃3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3).

Найдём уравнение исходной плоскости в виде 𝑥+ B𝑦 + C𝑧 + D = 0:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 + B𝑦1 + C𝑧1 + D = 0

𝑥2 + B𝑦2 + C𝑧2 + D = 0

𝑥3 + B𝑦3 + C𝑧3 + D = 0

⇔ ̃︀𝐴x = b,

где

̃︀𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1 𝑧1 1

𝑦2 𝑧2 1

𝑦3 𝑧3 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,x =

⎛⎜⎜⎜⎝
B

C

D

⎞⎟⎟⎟⎠ ,b =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑥1
−𝑥2
−𝑥3

⎞⎟⎟⎟⎠ .

2 Может быть вычислена по формуле Герона.
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Пусть Δ = det( ̃︀𝐴), a Δ𝑖— определитель матрицы, полученной из ̃︀𝐴 заме

ной 𝑖–ого столбца на вектор–столбец b. Тогда

Δ = 𝑦1(𝑧2 − 𝑧3)− 𝑦2(𝑧1 − 𝑧3) + 𝑦3(𝑧1 − 𝑧2);

Δ1 = −𝑥1(𝑧2 − 𝑧3) + 𝑥2(𝑧1 − 𝑧3)− 𝑥3(𝑧1 − 𝑧2);

Δ2 = 𝑦1(−𝑥2 + 𝑥3)− 𝑦2(−𝑥1 + 𝑥3) + 𝑦3(−𝑥1 + 𝑥2);

Δ3 = 𝑦1(−𝑧2𝑥3 + 𝑥2𝑧3)− 𝑦2(−𝑧1𝑥3 + 𝑥1𝑧3) + 𝑦3(−𝑧1𝑥2 + 𝑥1𝑧2).

Если Δ = 0, то 𝑧1 = 𝑧2 = 𝑧3
3. В этом случае искомое расстояние рав

но |𝑧0 − 𝑧1|.

Пусть теперьΔ ̸= 0. Воспользуемся формулами Крамера: B = Δ1/Δ, C =

Δ2/Δ, D = Δ3/Δ. Запишем уравнение плоскости:

𝑥+
Δ1

Δ
𝑦 +

Δ2

Δ
𝑧 +

Δ3

Δ
= 0; Δ𝑥+Δ1𝑦 +Δ2𝑧 +Δ3 = 0.

Искомое расстояние будет вычисляться по формуле

𝐻𝑃0

(𝑃1𝑃2𝑃3)
=

Δ𝑥0 +Δ1𝑦0 +Δ2𝑧0 +Δ3√︀
Δ2 +Δ2

1 +Δ2
2

. (2.14)

В пересечении треугольников получаются разные фигуры в зависимости

от знаков чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 (всего существует 27 вариантов, так как каждое из трёх

чисел может быть больше, меньше или равно нулю). Каждый вариант можно

отнести к одному из трёх случаев. Рассмотрим эти случаи подробнее.

I–ый случай. 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0, либо 𝑎 6 0, 𝑏 6 0, 𝑐 6 0.

Искомый объём равен объёму усечённой призмы:

𝑉 = 𝑆△𝐴0𝐵0𝐶0

|𝑎|+ |𝑏|+ |𝑐|
3

. (2.15)

На рис. 2.19 отображены случаи, которые являются частными для рассмат

риваемого. Формула (2.15) подходит для расчёта объёма и в этих случаях.

3 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 не могут совпадать, так как это ординаты вершин треугольника триангуляции; первые

два столбца матрицы также линейно независимы.
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Рис. 2.19. Частные случаи для I–ого: 𝑎 = 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0 (слева); 𝑎 = 0, 𝑏 = 0, 𝑐 > 0 (в

центре); 𝑎 = 0, 𝑏 = 0, 𝑐 = 0 (справа).

II–ой случай. Два числа из {𝑎, 𝑏, 𝑐} имеют один знак, а третье — другой.

Не ограничивая общности рассуждений, будем считать, что 𝑎 > 0, 𝑐 >

0, 𝑏 < 0. Пусть 𝑀𝑁 — отрезок, по которому пересекаются △𝐴𝐵𝐶 и △𝐴′𝐵′𝐶 ′

(см. рис. 2.20).

В рассматриваемом случае искомый объём будет равен сумме объёмов

пирамиды и пятигранника: 𝑉 = 𝑉𝐵𝑀𝑁𝐵′ + 𝑉𝐴𝐴′𝑀𝐶𝐶 ′𝑁 .

Рис. 2.20. 𝑎 > 0, 𝑏 < 0, 𝑐 > 0.

Координаты точек 𝑀 и 𝑁 находятся по формулам:

𝑀𝑡 =
𝐴𝑡|𝑎|+𝐵𝑡|𝑏|

|𝑎|+ |𝑏|
, 𝑁𝑡 =

𝐵𝑡|𝑏|+ 𝐶𝑡|𝑐|
|𝑏|+ |𝑐|

, 𝑡 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧}.
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Объём пятигранной фигуры 𝐴𝐴′𝑀𝐶𝐶 ′𝑁 равен сумме объёмов трёх тре

угольных пирамид (см. риc. 2.21): 𝑉𝐴𝐴′𝑀𝐶𝐶 ′𝑁 = 𝑉𝑀𝐴𝐴′𝐶 + 𝑉𝑀𝐴𝐶 ′𝐶 + 𝑉𝑀𝑁𝐶𝐶 ′.

Рис. 2.21. Пятигранник 𝐴𝐴′𝑀𝐶𝐶 ′𝑁 .

Рис. 2.22. 𝑎 = 0, 𝑏 < 0, 𝑐 > 0.

Таким образом, искомый объём разности для рассматриваемого случая

можно вычислить по формуле:

𝑉 =
1

3

(︀
𝐻𝐵

(𝑀𝑁𝐵′)𝑆△𝑀𝑁𝐵′ +𝐻𝑀
(𝐴𝐴′𝐶)𝑆△𝐴𝐴′𝐶+

+𝐻𝑀
(𝐴𝐶 ′𝐶)𝑆△𝐴𝐶 ′𝐶 +𝐻𝑀

(𝑁𝐶𝐶 ′)𝑆△𝑁𝐶𝐶 ′
)︀
. (2.16)

III–ий случай. Одно из чисел {𝑎, 𝑏, 𝑐} равно 0, а два другие имеют разные

знаки.

В этом случае искомый объём равен сумме объёмов двух треугольных

пирамид 𝐵𝐴𝑀𝐵′ и 𝑀𝐴𝐶 ′𝐶 (см. рис. 2.22) и вычисляется по формуле:

𝑉 =
1

3

(︀
𝐻𝐵

(𝐴𝑀𝐵′)𝑆△𝐴𝑀𝐵′ +𝐻𝑀
(𝐴𝐶 ′𝐶)𝑆△𝐴𝐶 ′𝐶

)︀
. (2.17)

Таким образом, объём разности между поверхностями на каждом тре

угольнике ОТД 𝑇 вычисляется по одной из формул (2.15)–(2.17), где 𝐻 вы

числяется по формуле (2.14) из рассмотренной подзадачи.
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2.2.7. Оценка вычислительной сложности алгоритма

Оценим трудоёмкость предложенного алгоритма сравнения поверхностей.

Будем обозначать через A𝜌 алгоритм, вычисляющий значение меры 𝜌 между

поверхностями. Оценим сложность каждого из этапов алгоритма A𝜌:

1. Построение триангуляций Делоне 𝑇1 и 𝑇2 на сетках 𝑔1 и 𝑔2 соответствен

но ∼ 𝑂(𝑁1 log𝑁1) +𝑂(𝑁2 log𝑁2);

2. Построение МОД для триангуляций 𝑇1, 𝑇2 ∼ 𝑂(𝑁1)+𝑂(𝑁2) (алгоритм

Черитона и Тарьяна);

3. Локализация узлов сеток 𝑔1, 𝑔2 в триангуляциях 𝑇2, 𝑇1 соответственно

на основе обхода МОД ∼ 𝑂(𝑁) в среднем при равномерном распреде

лении узлов сеток 𝑔1, 𝑔2 и условии 𝑁1/𝑁2 6 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (теорема 2.9);

4. Интерполяция значений функций 𝑓1, 𝑓2 в узлах сеток 𝑔2, 𝑔1 соответствен

но на основе локализации ∼ 𝑂(𝑁);

5. Вычисление меры 𝜌 ∼ 𝑂(𝑁).

Таким образом, при условиях равномерности распределения узлов ис

ходных сеток и ограниченности отношения их мощностей (что приемлемо

в большинстве приложений), каждый из этапов, за исключением построения

триангуляций, выполняется за линейное по числу узлов в сетках время. Слож

ность алгоритма построения триангуляции Делоне составляет 𝑂(𝑁 log𝑁) и

является определяющей для предложенного подхода.

Алгоритм A𝜌. Вычисление меры различия 𝜌 между поверхностями.

Вход:

𝑔1, 𝑔2—двумерные сетки, заданные множествами узлов (2.2);

𝑓1, 𝑓2—поверхности, заданные значениями высот (2.3) в узлах сеток.

Выход:
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значение меры 𝜌 для 𝑓1 и 𝑓2.

1: 𝑇1 := Построить_триангуляцию_Делоне(𝑔1);

2: 𝑇2 := Построить_триангуляцию_Делоне(𝑔2);

3: 𝑀𝑆𝑇1 := Построить_МОД(𝑇1);

4: 𝑀𝑆𝑇2 := Построить_МОД(𝑇2);

5: 𝑔1 := Локализовать_сетку_в_триангуляции(𝑔1, 𝑇2,𝑀𝑆𝑇1);

6: 𝑔2 := Локализовать_сетку_в_триангуляции(𝑔2, 𝑇1,𝑀𝑆𝑇2);

7: 𝑓1 := Интерполировать_функцию_в_сетке(𝑓1, 𝑔2);

8: 𝑓2 := Интерполировать_функцию_в_сетке(𝑓2, 𝑔1);

9: 𝜌 := Вычислить_меру(𝑓1, 𝑓2);

10: вернуть 𝜌;

ПРОЦЕДУРА Вычислить_меру(𝑓1, 𝑓2) {для меры 𝜌𝑉 (2.9)}

1: 𝑇 := Объединить_триангуляции(𝑇1, 𝑇2);

2: 𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) := 0;

3: 𝜌 := 0;

4: для всех △𝐴𝐵𝐶 ∈ 𝑇

5: 𝜌 := 𝜌+ Вычислить_объём_разности(𝑓1, 𝑓2,△𝐴𝐵𝐶);

6: 𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) := 𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) + 𝑆M𝐴𝐵𝐶 ;

7: вернуть 𝜌/𝑆𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔);

ПРОЦЕДУРА Вычислить_меру(𝑓1, 𝑓2) {для меры 𝜌𝑀 (2.4)}

1: 𝜌 := 0;

2: для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑁1

3: 𝜌 := 𝜌 + |𝑓1(𝑥𝑖1, 𝑦𝑖1)− 𝑓2(𝑥
𝑖
1, 𝑦

𝑖
1|;

4: для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑁2

5: 𝜌 := 𝜌 + |𝑓1(𝑥𝑖2, 𝑦𝑖2)− 𝑓2(𝑥
𝑖
2, 𝑦

𝑖
2|;

6: 𝜌 := 𝜌/(𝑁1 +𝑁2);

7: вернуть 𝜌;
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ПРОЦЕДУРА Вычислить_меру(𝑓1, 𝑓2, 𝛼) {для меры 𝜌𝛼𝑀 (2.5)}

1: для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑁1

2: 𝐷𝑖𝑠𝑡[𝑖] := |𝑓1(𝑥𝑖1, 𝑦𝑖1)− 𝑓2(𝑥
𝑖
1, 𝑦

𝑖
1)|;

3: для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑁2

4: 𝐷𝑖𝑠𝑡[𝑖+𝑁1] := |𝑓1(𝑥𝑖2, 𝑦𝑖2)− 𝑓2(𝑥
𝑖
2, 𝑦

𝑖
2)|;

5: 𝑘 := ⌊(1− 𝛼)(𝑁1 +𝑁2)⌋;

6: 𝜌 := Найти_порядковую_статистику(𝐷𝑖𝑠𝑡, 𝑘)4;

7: вернуть 𝜌;

2.2.8. Программная реализация

В рамках исследований была разработана детальная программная реали

зация предложенного подхода к сравнению поверхностей объектов. В данном

подразделе рассмотрены некоторые вопросы выбора структуры данных для

разработанной программной реализации.

2.2.8.1. Выбор структур данных

Вопрос о выборе структуры данных для триангуляции и минимального

остовного дерева очень важен, так как он оказывает существенное влияние

на трудоёмкость алгоритмов, использующих данную структуру.

Для хранения триангуляции Делоне использована структура данных «Уз

лы с соседями». Для реализации очереди деревьев в алгоритме построения

минимального остовного дерева использованы фибоначчиевы кучи. Далее

приводится описание полей и методов класса минимального остовного дере

ва (𝑀𝑆𝑇 ) и некоторых других, которые необходимы для корректной работы

алгоритма:

4 𝑘-ой порядковой статистикой массива называется 𝑘-ый элемент этого массива, упорядоченного по

неубыванию. Существует алгоритм её поиска, работающий за 𝑂(𝑁) в худшем случае [18].
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class Queue // класс очередь

{

int size; // текущий размер

// массив элементов, реализованный в виде фибоначчиевой кучи

FibonacciHeap FHeap;

void Insert(Tree T); // добавить дерево в конец очереди

void Remove(Tree T); // удалить дерево из очереди

Tree Get(); // взять дерево из начала очереди

// вернуть дерево из начала очереди, не удаляя его оттуда

Tree Peek();

void Clear(); // очистить дерево

Queue(); // конструктор

}

class Edge // ребро

{

Vertex orig, dest; // инцидентные вершины

double length; // длина

bool in_MST; // флаг принадлежности МОД

Edge(); // конструктор

Edge(Vertex v1, Vertex v2); // конструктор

}

class SuperVertex // супервершина

{

Edge[] edges; // массив инцидентных рёбер

Tree T; // дерево в очереди, которому супервершина принадлежит

Vertex[] vertices; // массив объединяемых вершин

SuperVertex(Vertex vert, Tree T); // конструктор
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}

class Tree // дерево

{

int stage; // номер этапа

int unique; // уникальный номер дерева

// массив вершин, принадлежащих дереву

SuperVertex[] Points;

// объединить данное дерево с деревом T

void Combine(Tree T);

// добавить к дереву ребро ab (вершина а принадлежит дереву)

void AddEdge(Vertex a, Vertex b);

// вернуть минимальное ребро, соединяющее дерево с деревом T

Edge GetMinEdge(Tree T);

// превратить дерево в супервершину

SuperVertex TransformIntoSuperVertex();

Tree(SuperVertex v); // конструктор

}

class MST // МОД

{

Queue Forest; // лес деревьев

// построить МОД триангуляции

bool BuildMST(Triangulation Triang);

bool Clean(); // произвести операцию очистки

MST(); // конструктор

}
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2.2.8.2. Фибоначчиевы кучи

Для реализации очереди деревьев выбрана структура данных фибонач

чиева куча (Fibonacci heap), введённая Фредманом и Тарьяом в 1984 году.

В данном подразделе кратко описаны строение фибоначчиевой кучи и

поддерживаемые ей операции с оценкой их сложности. Более подробное опи

сание фибоначчиевых куч и доказательство вычислительной сложности опе

раций представлено в [18].

Пример фибоначчиевой кучи приведён на рис. 2.23.

Рис. 2.23. Строение фибоначчиевой кучи. Стрелки показывают значения по

лей 𝑝, 𝑐ℎ𝑖𝑙𝑑, 𝑙𝑒𝑓𝑡 и 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡. Три отмеченные вершины (для которых𝑚𝑎𝑟𝑘 =TRUE) выделены

тёмным.

Каждый элемент кучи имеет поле 𝑘𝑒𝑦 (ключ), в котором хранится неко

торое число, уникальное для каждого дерева из леса 𝐹 . Фибоначчиева куча

состоит из нескольких деревьев. В каждом из деревьев, входящих в кучу, вы

полнено следующее свойство: ключ каждой вершины не превосходит ключей

её детей. Каждая вершина 𝑥 содержит указатель 𝑝[𝑥] на своего родителя и

указатель 𝑐ℎ𝑖𝑙𝑑[𝑥] на какого-нибудь из своих детей. Дети каждой вершины

образуют двусторонний циклический список— список детей этой вершины.
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Каждая вершина 𝑦 этого списка имеет поля 𝑙𝑒𝑓𝑡[𝑦] и 𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡[𝑦], указывающие

на её соседей в списке. Такие списки удобны, так как из них можно удалить

любую вершину за время 𝑂(1), и два таких списка можно объединить в один

за время 𝑂(1).

Кроме указанной информации, каждая вершина имеет поле 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒[𝑥]

(степень), где хранится число её детей, и поле 𝑚𝑎𝑟𝑘[𝑥] с булевым значением,

которое истинно, если данная вершина потеряла ребёнка после того, как сама

сделалась чьим-то ребёнком.

Корни деревьев, составляющих фибоначчиеву кучу, объединены в дву

направленный циклический список, называемый корневым списком кучи.

Доступ к фибоначчиевой куче 𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝 осуществляется с помощью указате

ля 𝑚𝑖𝑛[𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝] на минимальную вершину— вершину корневого списка с ми

нимальным ключом.

Фибоначчиевы кучи поддерживают следующие операции:

Make_Heap() — создание новой кучи;

Insert(𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝, 𝑥)—добавление вершины 𝑥 в кучу 𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝;

Minimum(𝐹ℎ𝑒𝑎𝑝)—получение указателя на минимальную вершину;

Extract_Min(𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝)—изъятие элемента с минимальным ключом;

Decrease_Key(𝐹ℎ𝑒𝑎𝑝, 𝑥, 𝑘)—уменьшение ключа вершины 𝑥 и присвоение

ему значения 𝑘 (предполагается, что новое значение не превосходит старого);

Delete(𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝, 𝑥)—удаление вершины 𝑥 из кучи 𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝;

Все перечисленные операции, кроме Extract_Min и Decrease_Key, име

ют вычислительную сложность 𝑂(1). Операции Extract_Min и Decrease_Key

выполняются за время 𝑂(log𝑁). Операция Extract_Min вызывает функцию

Consolidate(𝐹𝐻𝑒𝑎𝑝)—уплотнение корневого списка кучи. Уплотнение проис

ходит за счёт того, что два дерева с корнями одинаковой степени соединяются

в одно. Именно за счёт вызова Consolidate достигается вычислительная слож

ность операций. Уплотнение происходит до тех пор, пока в корневом списке
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останется не более одного дерева каждой степени. Таким образом, операция

Consolidate не даёт корневому списку «разрастаться».

2.2.9. Результаты экспериментов

Для подтверждения корректности программной реализации и оценки вы

числительной сложности предложенного алгоритма были проведены вычис

лительные эксперименты5 для задач большой размерности (10 000 – 100 000).

Полученные результаты приведены в таблицах 2.2–2.6 и на графиках 2.25,

2.24, 2.26. Массив исходных точек для экспериментов был получен случай

ным выбором в прямоугольнике с равномерным распределением вероятности,

количество точек в исходных сетках было одинаковым.

Количество Время, сек. (𝑡1) точки 𝑁 log𝑁 𝑁 log𝑁/𝑡1

точек (𝑁) с целыми координатами

10 000 0,265 40 000 150 943,4

50 000 1,656 234 948,5 141 877,1

100 000 3,718 500 000 134 480

500 000 21,515 2 849 485 132 441,8

1 000 000 45,984 6 000 000 135 480,2

Таблица 2.1. Время построения триангуляции Делоне методом «разделяй и властвуй».

В таблицах 2.2, 2.1, 2.4 и 2.5 значения в последнем столбце приводят

ся для экспериментального подтверждения теоретической оценки сложности

этапов алгоритма.

В таблице 2.6 представлен расход времени на каждый из этапов алго

ритма при сравнении двух поверхностей, каждая из которых содержит 3 000

5 Все вычислительные эксперименты из подраздела 2.2.9 проводились на машине с процессором

AMD Athlon 2600+ с оперативной памятью 512 Мб.
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точек.

Рис. 2.24. График зависимости 𝑁𝑙𝑜𝑔𝑁/𝑡 от 𝑁 , где 𝑁 — общее количество точек в исход

ных сетках, 𝑡— время на построение триангуляции Делоне.

Количество точек (𝑁) Время, сек. (𝑡) на 𝑁/𝑡

построение МОД

10 000 0,453 22 075

50 000 2,156 23 191

100 000 4,468 22 381

Таблица 2.2. Время построения двух МОД триангуляций Делоне алгоритмом Черитона

и Тарьяна с использованием фибоначчиевых куч.

Результаты экспериментов подтвердили, что

— сложность реализованного алгоритма построения триангуляции Де

лоне есть 𝑂(𝑁 log𝑁) (см. таблицу 2.1, график 2.24);

— сложность алгоритма построения минимального остова триангуляции

Делоне есть 𝑂(𝑁) (см. таблицу 2.2, график 2.25);

— сложность локализации узлов сеток в триангуляциях друг друга пред

ложенным алгоритмом с помощью обхода МОД есть 𝑂(𝑁), что эксперимен

тально подтверждает теорему 2.9(см. таблицу 2.4, график 2.26);

— время интерполяции значений функций в узлах сеток на основе лока

лизации есть 𝑂(𝑁)(см. таблицу 2.5).
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Рис. 2.25. График зависимости 𝑁/𝑡 от 𝑁 , где 𝑁 —количество исходных точек, 𝑡— время

построения МОД исходного множества точек по его триангуляции Делоне.

Рис. 2.26. График зависимости 𝑁/𝑡 от 𝑁 , где 𝑁 ≈ 𝑁1 ≈ 𝑁2 —количество точек в исход

ных сетках, 𝑡— время локализации узлов триангуляций друг в друге.

2.3. Алгоритм выделения интерфейсных граней

При объединении триангуляций Делоне 𝑇1 и 𝑇2 некоторые рёбра и тре

угольники перейдут без изменений в объединённую триангуляцию 𝑇 , а неко

торые разрушатся. Таким образом, в 𝑇 будут присутствовать новые рёбра и

треугольники, которые будут соединять узлы из разных сеток. Такие рёбра

и треугольники (грани) мы назвали интерфейсными (см. определение 2.11),

так как они соединяют узлы, соответствующие разным триангуляциям. На

рис. 2.27 все интерфейсные грани, получившиеся при объединении триангу

ляций, закрашены.

Мера (2.10) вычисляется только по интерфейсным граням.
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Количество Время, сек. (𝑡1) точки Время, сек. (𝑡2) точки

точек (𝑁) с целыми с вещественными

координатами координатами

10 000 0,265 0,328

50 000 1,656 2,109

100 000 3,718 4,725

200 000 7,328 10,25

300 000 11,5 15,812

400 000 16,421 22,156

500 000 21,515 29,375

Таблица 2.3. Сравнение времени построения триангуляций на наборах точек с целыми

и вещественными координатами.

Следует отметить, что в случае, когда точки обеих сеток распределе

ны равномерно и с одинаковой плотностью (т. е. точки двух сеток хорошо

«перемешаны» между собой), все или почти все грани общей триангуляции

могут быть интерфейсными. Тогда меры сравнения (2.7) и (2.10) будут при

мерно равны между собой. Поэтому преимущество меры (2.10) проявляется

в тех случаях, когда существуют значимые по площади области, в которых

одна из функций представлена более детально, чем другая (см. рис. 2.28). В

этих случаях точки сеток, на которых заданы функции, будут распределены

неравномерно, либо равномерно, но с разной плотностью. На практике с та

ким случаем можно встретиться при решении задачи подгонки друг к другу

поверхностей, полученных 3d сканерами различной точности.

Множество интерфейсных граней разбивается на несколько непересека

ющихся подмножеств, каждое из которых является цепочкой из смежных по

рёбрам треугольников: либо замкнутой (циклической), в которой все интер
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Количество точек Время, сек. (𝑡) точки 𝑁1/𝑡

сетки 𝐺1 (𝑁1) с 4 знаками после запятой

10 000 0,031 3,1 ·10−6

25 000 0,093 3,72 ·10−6

50 000 0,171 3,42 ·10−6

75 000 0,234 3,12 ·10−6

100 000 0,312 3,12 ·10−6

Таблица 2.4. Время локализации одной сетки в треугольниках триангуляции другой

сетки.

Количество точек Время, сек. (𝑡) (𝑁1 +𝑁2)/𝑡

сеток 𝐺1 и 𝐺2 (𝑁1 +𝑁2)

50 000 0,015 3 333 333,33

100 000 0,031 3 225 806,45

150 000 0,046 3 260 869,56

200 000 0,062 3 225 806,45

Таблица 2.5. Расход времени на линейную интерполяцию обеих поверхностей.

фейсные рёбра являются внутренними рёбрами общей триангуляции 𝑇 , либо

разомкнутой, в которой крайние треугольники имеют хотя бы одну гранич

ную сторону, т. е. сторону выпуклой оболочки 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝑔) (см. рис. 2.29).

Поэтому алгоритм выделения всех интерфейсных граней сводится к про

слеживанию цепочек из таких граней. Таким образом, задача прослеживания

цепочек интерфейсных граней состоит в построении списка всех таких цепо

чек по двум исходным триангуляциям.

Определим понятия связности элементов триангуляции.

Определение 2.13. Множество узлов и рёбер в триангуляции называется
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Этап алгоритма Время, сек. (𝑡)

Построение триангуляций 𝑇1 и 𝑇2 0,124

Построение МОД 𝑀𝑆𝑇1 и 𝑀𝑆𝑇2 0,203

Локализация триангуляций друг в друге 0,015

Интерполяция функций <0,001

Объединение триангуляций 0,093

Вычисление меры 𝜌𝑉 0,031

Общее время 0,467

Таблица 2.6. Расход времени для этапов алгоритма. 𝑁1 = 𝑁2 = 3000.

Рис. 2.27. Две триангулированные сетки (слева) и объединённая триангуляция Делоне с

закрашенными интерфейсными гранями (справа).

связным, если для любой пары входящих в него узлов существует цепь из

попарно инцидентных узлов и рёбер. Множество рёбер и граней называется

связным, если для каждой пары входящих в него рёбер существует цепь из

попарно инцидентных рёбер и граней.

Определение 2.14. Максимальные связные подмножества узлов и рёбер,

перешедшие в 𝑇 из исходной триангуляции 𝑇1 (или 𝑇2) без изменений, будем

называть лоскутами триангуляции 𝑇1 (или 𝑇2).

Лоскут является связным подграфом триангуляции. При объединении

двух триангуляций Делоне, все рёбра, не вошедшие в лоскуты, разрушаются.

Интерфейсные рёбра и грани «сшивают» лоскуты из разных триангуляций.



82

Рис. 2.28. Пример поверхностей человеческого лица разных уровней детализации.

Рис. 2.29. Две разомкнутые (слева) и три замкнутые цепочки интерфейсных граней (спра

ва).

Лоскуты могут иметь простую форму: состоять только из одного узла

или из цепочки узлов и рёбер, не содержащей циклов (см. рис. 2.30). Будем на

зывать такие лоскуты, множество рёбер которых не образует ни одной грани

исходной триангуляции, простыми лоскутами.

Рис. 2.30. Примеры простых лоскутов.

На рис. 2.31 представлен лоскут более сложной формы, который содер

жит несколько треугольных граней исходной триангуляции и не является

простым.

Будем называть упорядоченное замкнутое множество попарно инцидент

ных узлов и рёбер лоскута, инцидентных интерфейсным треугольникам, кон
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Рис. 2.31. Общая триангуляций Делоне, лоскут выделен цветом.

туром лоскута. Каждому ребру лоскута, принадлежащему его контуру, со

ответствует одна или две цепочки интерфейсных граней.

Локализовать лоскут 𝐶 в общей триангуляции 𝑇 означает построить

множество 𝐿 всех интерфейсных треугольников триангуляции 𝑇 , инцидент

ных каждому контуру этого лоскута. Будем говорить, что любой треугольник

из 𝐿 участвует в локализации лоскута 𝐶, множество всех треугольников

из 𝐿 локализует лоскут 𝐶, а лоскут 𝐶 локализуется с помощью множества

интерфейсных треугольников 𝐿.

Рассмотрим задачу локализации лоскутов в триангуляции 𝑇 . Даны ис

ходные триангуляции 𝑇1, 𝑇2, требуется локализовать все лоскуты обеих три

ангуляций.

Докажем справедливость следующего утверждения:

Утверждение 2.10. Задача прослеживания цепочек интерфейсных граней

линейно сводится к задаче локализации лоскутов в триангуляции.

Доказательство. Пусть построен список всех цепочек интерфейсных гра

ней. Докажем, что с помощью него можно за линейное время локализовать

все лоскуты обеих триангуляций.

Заметим, что верно следующее:

— Если хотя бы одна интерфейсная грань из цепочки участвует в лока

лизации лоскута, то все грани этой цепочки участвуют в локализации этого

лоскута.



84

—Каждая замкнутая цепочка интерфейсных граней полностью локали

зует один лоскут.

—Любой простой лоскут однозначно локализуется с помощью одной це

почки интерфейсных граней: замкнутой, если лоскут не принадлежит выпук

лой оболочке узлов общей триангуляции, и разомкнутой в противном случае.

Выбирая рёбра контура лоскута и соответствующие им цепочки интер

фейсных граней, можно произвести локализацию всего лоскута.

При таком подходе каждый интерфейсный треугольник будет просмот

рен ровно два раза, так как он соединяет одну вершину одной триангуляции

и две вершины другой, а значит участвует в локализации двух лоскутов, что

доказывает утверждение. �

Определение 2.15. Интерфейсное ребро общей триангуляции Делоне 𝑇 ,

принадлежащее ещё не прослеженной цепочке граней, будем называть стар

тером.

Для каждой цепочки существует стартер, который инициализирует про

цесс прослеживания цепочки интерфейсных граней.

Тогда алгоритм выделения интерфейсных граней состоит из следующих

этапов:

1. Поиск начального стартера;

2. Прослеживание цепочки граней, соответствующей найденному старте

ру;

3. Поиск очередного стартера. Если стартер найден, перейти к предыду

щему пункту, иначе закончить.

Рассмотрим каждый из этапов подробнее.
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2.3.1. Поиск начального стартера

Будем считать, что узлы сеток 𝑔1 и 𝑔2 упорядочены лексикографически

по координатам (𝑥, 𝑦), тогда 𝑔1[0] и 𝑔2[0]— самые левые узлы сеток. Пусть

𝑔1[0] ≺ 𝑔2[0].

Для поиска начального стартера рассмотрим окружность, проходящую

через узлы 𝑔1[0], 𝑔2[0] с центром на горизонтальном луче, выходящем из 𝑔2[0]

влево. Если 𝑔1[0].𝑥 = 𝑔2[0].𝑥, то окружность вырождается в прямую линию,

по одну сторону от которой нет узлов триангуляции. Окружность называет

ся пустой относительно сетки, если она не содержит внутри себя узлов этой

сетки. По построению рассматриваемая окружность пуста относительно 𝑔2,

однако внутри неё могут находиться узлы из 𝑔1. Проведём через каждый из

таких узлов и 𝑔2[0] окружности с центрами на том же горизонтальном луче и

выберем такой узел 𝑔1[𝑘], который лежит на окружности минимального ради

уса (см. рис. 2.32). Эта окружность будет пуста относительно сеток 𝑔1, 𝑔2, а

значит и 𝑔. Поэтому для ребра, соединяющего 𝑔1[𝑘] и 𝑔2[0], выполняется усло

вие Делоне —условие существования пустой окружности, проходящей через

концевые точки ребра, и оно является ребром общей триангуляции Делоне 𝑇 .

Ребро 𝑔1[𝑘]𝑔2[0] будет начальным стартером, так как выполняются условия

следующей теоремы.

Рис. 2.32. Поиск начального стартера.

Теорема 2.11 (критерий существования стартера) Узел сетки 𝑔1 (𝑔2)
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имеет инцидентное интерфейсное ребро общей триангуляции Делоне, постро

енной на сетке 𝑔1 ∪ 𝑔2, тогда и только тогда, когда существует инцидентная

этому узлу окружность, пустая относительно остальных узлов из 𝑔1 (𝑔2), но

содержащая внутри себя или проходящая через хотя бы один узел противо

положной сетки 𝑔2 (𝑔1).

Доказательство. Необходимость. Если два узла из разных сеток 𝑔1 и 𝑔2

образуют интерфейсное ребро Делоне, то по определению они имеют пустую

инцидентную окружность, удовлетворяющую условиям теоремы.

Достаточность. Пусть для некоторого узла 𝑉 ∈ 𝑔1 существует ин

цидентная ему окружность, содержащая внутри и на своей границе узлы

𝑈1, . . . , 𝑈𝑚 ∈ 𝑔2, но пустая относительно остальных узлов из 𝑔1. Рассмот

рим множество из 𝑚 вложенных окружностей, инцидентных парам узлов 𝑉

и 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 и имеющих в 𝑉 общую с исходной окружностью касатель

ную. Окружность из этого множества, имеющая минимальный радиус, инци

дентна узлам из двух разных сеток и является пустой относительно 𝑔1 ∪ 𝑔2.

Значит она образует интерфейсное ребро Делоне и может быть выбрана в

качестве стартера.

Теорема доказана. �

Время поиска начального стартера складывается из времени на вычисле

ние самых левых узлов сеток 𝑔1 и 𝑔2 и времени однократного просмотра узлов

сетки 𝑔2 при поиске окружности минимального радиуса. Таким образом, оно

линейно по числу узлов в объединённой сетке.

2.3.2. Прослеживание цепочки интерфейсных граней

Алгоритм прослеживания сходен с алгоритмом построения швов при объ

единении неразделённых триангуляций Делоне [24, 25].

При прослеживание цепочки происходит последовательное выделение
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интерфейсных рёбер. Интерфейсное ребро, выделенное на определённом шаге

прослеживания, объявляется текущим. Первым текущим ребром становится

найденный стартер.

Пусть𝐴𝐵 — текущее ребро. При присоединении рёбер𝐴𝐵 и𝐵𝐴 к пучкам

узлов 𝐴 и 𝐵 соответственно, рёбра этих пучков, для которых не выполнено

условие Делоне в объединённой сетке, должны быть разрушены. Поэтому

требуется процедура коррекции пучков интерфейсного ребра (см. рис. 2.33),

основанная на проверке условия Делоне по угловому критерию, описанному

в подразделе 2.2.2.

Рис. 2.33. Коррекция пучков интерфейсного ребра 𝐴𝐵. Ребра 𝐴𝐴1 и 𝐵𝐵1, показанные

пунктиром, разрушаются.

Процесс прослеживания цепочки интерфейсных граней по найденному

стартеру состоит в следующем:

а) объявить стартер текущим ребром;

б) произвести в триангуляциях 𝑇1 и 𝑇2 коррекцию рёбер, инцидентных

концевым узлам текущего ребра — удаляем рёбра, для которых не вы

полнено условие Делоне;

в) построить новое ребро, инцидентное текущему, соединяющее узлы раз

ных сеток;
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г) удалить рёбра триангуляций 𝑇1 и 𝑇2, пересекающие треугольную грань,

образованную текущим и новым рёбрами;

д) объявить построенное новое ребро текущим, перейти на шаг (б).

Если на шаге (в) новое ребро совпадает со стартером, то цепочка про

слеживаемых граней замкнутая; а если новое ребро построить не удалось,

то цепочка разомкнутая, и текущее ребро является концевым ребром просле

живаемой цепочки. В последнем случае следует продолжить процесс просле

живания цепочки от стартера в обратную сторону до тех пор, пока не будет

найдено второе концевое ребро цепочки.

2.3.3. Поиск стартеров

Поиск остальных стартеров осуществляется с помощью МОД триангуля

ций Делоне 𝑇1 и 𝑇2, так как справедливо следующее утверждение:

Утверждение 2.12. Если в процессе прослеживания цепочки интерфейс

ных граней нарушается связность триангуляции Делоне 𝑇1 (𝑇2), то среди

разрушенных рёбер присутствует ребро МОД.

Будем называть рёбра МОД триангуляций 𝑇1 и 𝑇2, удалённые в про

цессе прослеживания, мостами, а окружность, диаметром которой является

мост — окружностью влияния моста. Один из концевых узлов моста при

надлежит уже прослеженной интерфейсной грани, а второй узел остаётся

свободным. Справедлива следующая лемма [26]:

Лемма 2.13. Для каждого свободного узла существует инцидентный ему

стартер.

Таким образом, при разрушении моста образуется свободный узел, для

которого существует инцидентный стартер, инициализирующий процесс про

слеживания цепочки интерфейсных граней.
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Поиск второго узла искомого стартера можно производить, используя

следующую лемму [26]:

Лемма 2.14. Пусть 𝐵 — свободный узел, 𝐴—узел триангуляции Делоне 𝑇 ,

пара 𝐴𝐵 образует стартер. Тогда узел 𝐵 попадёт внутрь хотя бы одной из

максимальных пустых окружностей в 𝑇 , инцидентных узлу 𝐴.

Поиск стартера по свободному узлу 𝐴 и мосту 𝐴𝐵 состоит из следующих

шагов:

а) поиск прослеженной интерфейсной грани, внутри описанной окружно

сти которой находится свободный узел 𝐴 (перебором вдоль 𝐴𝐵);

б) поиск интерфейсных граней, смежных с найденной гранью, внутри опи

санных окружностей которых находится свободный узел 𝐴;

в) построение множества 𝐷 = {𝐷1, . . . , 𝐷𝑛} узлов найденных граней, рас

положенных внутри окружности влияния моста 𝐴𝐵;

г) для каждого узла 𝐷𝑖 ∈ 𝐷 построить окружность, проходящую через

узлы 𝐷𝑖 и 𝐴 с центром на 𝐴𝐵, и выбрать узел 𝐷𝑖*, соответствую

щий окружности минимального радиуса (аналогично поиску начально

го стартера). Ребро 𝐷𝑖*𝐴, соединяющее выбранный узел со свободным,

является новым стартером.

2.3.4. Оценка вычислительной сложности алгоритма

По определению мост является ребром МОД. Вследствие леммы 2.4,

окружность влияния моста пуста относительно концевых и серединных то

чек других мостов. С помощью этого свойства оценивается мера пересечения

моста и окружности влияния другого моста. Такие оценки получены в [26].

Они основываются на следующих леммах 2.15–2.18:
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Лемма 2.15. Мост может вырезать из окружности влияния другого моста

дугу размером не более 60∘.

Лемма 2.16. Если два моста 𝐴𝐴1 и 𝐵𝐵1 триангуляции Делоне 𝑇1 пересе

кают ребро 𝑃𝑄 триангуляции Делоне 𝑇2 и концевая точка 𝑃 ребра попа

дает внутрь обеих окружностей влияния мостов, то разность углов ∠𝐴𝑃𝐴1

и ∠𝐵𝑃𝐵1 не меньше 60
∘.

Рис. 2.34. К лемме 2.16.

Лемма 2.17. Если ребро триангуляции Делоне 𝑇1 пересекает несколько мо

стов триангуляции Делоне 𝑇2, то концевая точка ребра может попасть внутрь

окружностей влияния не более чем двух мостов.

Следовательно, можно оценить количество мостов из 𝑇1, которые может

разрушить ребро 𝑇2.

Лемма 2.18. При объединении двух триангуляций Делоне каждое ребро пе

ресекается не более чем с четырьмя мостами, которые оно разрушает.

Имеет место следующая теорема [26]:

Теорема 2.19 (оценка сложности поиска стартеров) Вычислительная

сложность поиска всех стартеров составляет 𝑂(𝑁), где 𝑁 — общее число уз

лов в объединённой сетке.

Теорема 2.19 позволила оценить сложность алгоритма поиска интерфейс

ных граней.
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Теорема 2.20 (оценка сложности алгоритма) Алгоритм выделения всех

интерфейсных граней имеет сложность 𝑂(𝑁), где 𝑁 — общее число узлов в

объединённой сетке.

Доказательство. Покажем, что каждый из трёх этапов алгоритма имеет

линейную сложность.

Как было показано выше, сложность этапа поиска начального стартера

линеен по 𝑁 .

Этап прослеживания интерфейсных граней. Во время работы алгорит

ма происходит разрушение некоторых рёбер из 𝑇1, 𝑇2 и построение интерфейс

ных рёбер из 𝑇 . Как упоминалось выше, при реализации структуры данных

для триангуляции в задаче удобно использовать структуру «Узлы с соседя

ми» [29].

Построение нового ребра включает в себя проверку углового критерия (см.

подраздел 2.2.2) для двух рёбер, которая производится за 𝑂(1), и проверку

углового критерия для двух инцидентных с ними рёбер из 𝑇1 и 𝑇2. В слу

чае, когда ребро не удовлетворяет угловому критерию, оно разрушается, и

проверке подвергается инцидентное ему ребро. При включении в 𝑇 первого

интерфейсного ребра, образованного стартером, в худшем случае потребует

ся полный перебор всех рёбер, инцидентных концевым узлам нового ребра

(𝑂(𝑁)). При построении каждого следующего интерфейсного ребра, потре

буется константное время 𝑂(1), так как оно соседнее для текущего ребра,

т. e. включается в фиксированную позицию. Общее количество разрушенных

рёбер не превосходит количество рёбер в 𝑇1 и 𝑇2 (𝑂(𝑁1) + 𝑂(𝑁2)), а общее

количество построенных рёбер не превосходит количества рёбер в 𝑇 (𝑂(𝑁)).

Следовательно, общее время на разрушение и построение всех рёбер линейно

по числу узлов в 𝑇 .

Сложность этапа поиска стартеров есть 𝑂(𝑁) (теорема 2.19).

Теорема доказана. �
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Для вычисления меры (2.10) предлагается алгоритм A𝜌𝜕V —модифика

ция алгоритма A𝜌, состоящая в том, что вместо этапа локализации сеток в

триангуляции с использованием МОД производятся два этапа: поиска интер

фейсных граней и локализации сеток на основе списка найденных интерфейс

ных граней.

Теорема 2.21. Локализация сетки в триангуляции на основе списка интер

фейсных граней может быть осуществлена за время 𝑂(𝑁) в худшем случае.

Доказательство. Согласно утверждению 2.10, задачу прослеживания цепо

чек интерфейсных граней можно свести за линейное время к задаче локали

зации лоскутов в триангуляции. Поэтому для каждого лоскута из 𝑇1 можно

получить упорядочение узлов каждого из его контуров, например, по часовой

стрелке: 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 (см. рис. 2.35).

Рис. 2.35. Локализация сетки в триангуляции на основе списка интерфейсных граней.

Тогда стратегия локализации сетки на основе списка интерфейсных гра

ней будет состоять в следующем. Произведём локализацию узла 𝐴1 в тре

угольнике триангуляции 𝑇2 (за время 𝑂(𝑁2)) и составим циклический спи

сок треугольников триангуляции 𝑇2 (каждый следующий смежен по стороне

с предыдущим), начинающийся с найденного треугольника. Этот список бу

дет состоять из 𝑂(𝑁2) треугольников.
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Узел 𝐴1 будет локализован в первом треугольнике M 𝐵1𝐵5𝐵6. При лока

лизации каждого следующего узла контура достаточно просматривать лишь

«хвост» списка, начиная с треугольника, в котором локализован предыдущий

узел. Благодаря этому такая локализация будет осуществлена за 𝑂(𝑁2). Ана

логичным образом происходит локализация контура 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑚 в списке

треугольников из 𝑇1.

Таким образом, описанная стратегия позволит произвести локализацию

сетки в триангуляции за линейное время 𝑂(𝑁). Теорема доказана. �

Следующая теорема позволяет оценить трудоёмкость алгоритма вычис

ления меры 𝜌𝜕𝑉 (2.10).

Теорема 2.22. АлгоритмA𝜌𝜕V имеет вычислительную сложность𝑂(𝑁 log𝑁).

Доказательство. Алгоритм A𝜌𝜕V включает следующие этапы (для каждого

этапа указана оценка сложности):

1. Построение триангуляций Делоне 𝑇1 и 𝑇2 на сетках 𝑔1 и 𝑔2 соответствен

но ∼ 𝑂(𝑁1 log𝑁1) +𝑂(𝑁2 log𝑁2);

2. Построение МОД для триангуляций 𝑇1, 𝑇2 ∼ 𝑂(𝑁1)+𝑂(𝑁2) (алгоритм

Черитона и Тарьяна);

3. Поиск интерфейсных треугольников ∼ 𝑂(𝑁) (теорема 2.20);

4. Локализация узлов сеток 𝑔1, 𝑔2 в триангуляциях 𝑇2, 𝑇1 соответствен

но ∼ 𝑂(𝑁) (теорема 2.21);

5. Интерполяция значений функций 𝑓1, 𝑓2 в узлах сеток 𝑔2, 𝑔1 соответствен

но на основе локализации ∼ 𝑂(𝑁);

6. Вычисление меры 𝜌𝜕𝑉 (𝑓1, 𝑓2) по интерфейсным треугольникам ∼ 𝑂(𝑁).
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Таким образом, все этапы, кроме первого, который имеет сложность

𝑂(𝑁 log𝑁), выполняются за линейное по числу узлов в общей сетке вре

мя. Поэтому общая сложность алгоритма равна 𝑂(𝑁 log𝑁).

Теорема доказана. �

Следствие 2.22.1. При построенных триангуляциях Делоне 𝑇1, 𝑇2 на этапе

предобработки вычислительная сложность алгоритма A𝜌𝜕V равна 𝑂(𝑁).

2.3.5. Эксперименты

Вычислительные эксперименты проводились на моделях человеческих

лиц, снятых трёхмерным сканером Broadway компании Artec Group6. Исполь

зовалась база из 48 моделей лиц 8 разных людей (для каждого человека по 6

разных моделей). В качестве сравниваемых моделей (поверхностей) использо

вались разные модели, принадлежащие одному и тому же человеку. Каждая

модель содержала около 3 000 точек.

Пусть 𝑆1 и 𝑆2— сравниваемые поверхности, а 𝑆 ′
2—редуцированная (упро

щённая) поверхность 𝑆2, полученная равномерным случайным прореживани

ем сетки второй поверхности. При этом в результате редуцирования удаля

лись 15% точек модели.

Сетки поверхностей 𝑆1 и 𝑆2 нерегулярные, но распределены равномерно с

примерно одинаковой плотностью, поэтому оценку разницы между ними с по

мощью меры (2.7) при 𝜇 ≡ 1 можно считать адекватной. Примем её значение

за исходную оценку разницы между поверхностями. Сетки поверхностей 𝑆1

и 𝑆 ′
2 равномерные, но имеют разную плотность.

В таблице 2.7 приведен пример значения мер для сравнения двух по

верхностей из базы. Из таблицы видно, что мера (2.10) более адекватно оце

нивает разницу между 𝑆1 и 𝑆 ′
2, заданными на сетках разной плотности, чем

6 http://www.artec-group.com.

http://www.artec-group.com
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мера (2.7): значения обеих мер (2.7) и (2.10) больше исходной оценки, но, если

значение меры (2.7) её значительно превышает, то мера (2.10) более прибли

жена к исходной оценке. Аналогичный результат был получен для остальных

моделей базы.

Мера сравнения Значение меры (мм) Комментарий

𝜌𝑉 (𝑆1, 𝑆2) 7094 Исходная оценка для 𝑆1 и 𝑆2

𝜌𝑉 (𝑆1, 𝑆
′
2) 17963 𝜌𝑉 (𝑆1, 𝑆

′
2) > 𝜌𝑉 (𝑆1, 𝑆2)

𝜌𝛿𝑉 (𝑆1, 𝑆
′
2) 10884 𝜌𝛿𝑉 (𝑆1, 𝑆

′
2) ≈ 𝜌𝑉 (𝑆1, 𝑆

′
2)

Таблица 2.7. Значение мер (2.7) и (2.10) для сравнения поверхностей.

2.4. Подгонка поверхностей

Вопрос о сложности одного вычисления меры для сравнения поверхно

стей важен, потому что в практических приложениях, как правило, требуется

не одно вычисление меры, а подгонка из 𝑚 итераций, во время которой тре

буется 𝑚 вычислений меры. Тогда влияние от неэффективного вычисления

меры будет возрастать на каждой итерации.

Задача подгонки, или пространственного совмещения, поверхностей со

стоит в приведении нескольких изображений объекта в единую глобальную

систему координат. Такое приведение заключается в трансформации изобра

жений с помощью преобразований сдвигов и поворотов вокруг осей коорди

нат. Если рассматривать малые значения параметров преобразования, при

которых триангуляции Делоне исходных сеток остаются триангуляциями, то

предлагаемый подход позволит вычислить значение меры между совмещён

ными поверхностями за оптимальное время 𝑂(𝑚𝑁), затратив 𝑂(𝑁 log𝑁) на

предобработку при построении триангуляций Делоне.
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2.4.1. Оптимизационная постановка задачи

Обозначим через 𝑀 движение в пространстве E3, состоящее в последо

вательных поворотах на углы 𝛼𝑀 , 𝛽𝑀 , 𝛾𝑀 вокруг осей 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧 соответ

ственно и параллельного переноса на вектор Δ𝑀 = (Δ𝑥𝑀 ,Δ𝑦𝑀 ,Δ𝑧𝑀).

Пусть однозначная поверхность 𝑆 задана облаком точек с координа

тами {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖))}𝑁𝑖=1 в пространстве E3. Будем рассматривать движе

ния 𝑀 , не выводящие 𝑆 из класса поверхностей, однозначно проецируемых

на плоскость, на которой расположено множество точек {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁𝑖=1. Обозна

чим через 𝑓𝑀 образ 𝑓 при движении 𝑀 .

Пусть 𝜌(· , · )—мера для сравнения поверхностей. Рассмотрим оптимиза

ционную задачу для функционала 𝜌(𝑓1, 𝑓𝑀2 ):

𝜌(𝑓1, 𝑓
𝑀
2 ) → min

𝑀
. (2.18)

Минимизация в задаче (2.18) производится в пространстве E6 по 6 пара

метрам преобразования 𝛼𝑀 , 𝛽𝑀 , 𝛾𝑀 , Δ𝑥𝑀 ,Δ𝑦𝑀 ,Δ𝑧𝑀 , которыми определяет

ся движение 𝑀 .

2.4.2. Минимизация функционала различия поверхностей

Для решения задачи (2.18) обосновано использовать метод Нелдера-Ми-

да [83], известный также как симлекс-метод или метод деформируемого мно

гогранника. Метод не накладывает ограничения гладкости на минимизируе

мый функционал, так как не использует производных и градиентов функции.

В результате находится локальный минимум функции, поэтому метод зави

сит от начального приближения поверхностей.

Симплексом в пространстве E𝑛 называется выпуклая оболочка (n+1)

точек, называемых вершинами симплекса, не лежащих в одной гиперплоско
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сти E𝑛.

Для решения задачи (2.18) методом Нелдера-Мида выбирается симплекс

в пространстве E6 параметров преобразования. Идея метода заключается в

последовательном деформировании симплекса и его перемещении вокруг экс

тремума функции: значения функции сравниваются в вершинах начального

симплекса, с помощью итерационной процедуры симплекс перемещается в

направлении оптимальной точки.

2.5. Основные выводы

1. Предложены меры для сравнения однозначных поверхностей, заданных

значениями высот на разных нерегулярных сетках.

2. Предложен метод сравнения поверхностей, включающий

— построение триангуляций Делоне для обеих сеток и аппроксимацию

каждой поверхности кусочно-линейной функцией двух переменных;

— вычисление значений каждой из этих функций в узловых точках

другой сетки на основе локализации узлов сеток в триангуляциях друг

друга;

— вычисление меры различия на основе сравнения значений обеих функ

ций в узлах обеих сеток.

3. В качестве меры близости двух поверхностей выбраны расстояния меж

ду кусочно-линейными функциями, аппроксимирующими поверхности

по триангуляциям Делоне. Расстояния между функциями вычисляет

ся на отдельных гранях общей триангуляции Делоне, за основу берется

метрика 𝐿1.

Для поверхностей, заданных на сетках, имеющих приблизительно рав
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ные плотности, расстояние вычисляется по всей области определения

этих функций.

4. Отдельная мера близости предложена для поверхностей, заданных на

сетках с существенно различной плотностью. В этом случае расстояние

между функциями предлагается вычислять только в тех частях области

определения этих функций, где узловые точки их сеток лежат близко

друг другу. Предложен метод для определения таких узловых точек.

Метод состоит в вычислении интерфейсных граней объединённой три

ангуляции Делоне обеих сеток.

5. Задача локализации узлов сеток относится к классу задач геометриче

ского поиска вычислительной геометрии. Известные оптимальные алго

ритмы локализации сетки из 𝑛1 узлов в триангуляции, имеющей 𝑛2 уз

лов, имеют вычислительную сложность 𝑂(𝑛1 log 𝑛2). Разработка более

эффективных алгоритмов, имеющих сложность 𝑂(𝑛1 + 𝑛2) принципи

ально возможна за счёт использования дополнительной информации о

том, что сетка из 𝑛1 узлов представлена триангуляцией Делоне.

6. Предложен алгоритм локализации узлов одной триангуляции Делоне

в гранях другой триангуляции Делоне на основе минимальных остов

ных деревьев. Показано, что в случае равномерности каждой из исход

ных сеток, вычислительная сложность алгоритма в среднем является

линейной по числу узлов в двух сетках. Предположение о равномер

ном распределении узлов сеток является адекватным для большинства

практических приложений.

Построен искусственный пример, показывающий, что в худшем случае

теоретическая сложность предложенного метода является квадратич

ной.
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7. Проведены вычислительные эксперименты на реальных данных и мо

дельных задачах большой размерности, подтвердившие корректность и

вычислительную эффективность разработанного подхода к сравнению

поверхностей.

8. Предложен эффективный алгоритм перечисления интерфейсных гра

ней объединённой триангуляции Делоне двух нерегулярных сеток, т. е.

тех треугольников общей триангуляции, у которых вершины принадле

жат разным исходным сеткам. Доказана линейная оценка сложности

алгоритма в худшем случае.

9. Предложен алгоритм локализации узлов сетки в триангуляции Делоне

на основе списка интерфейсных граней. Доказана теоретическая линей

ная сложность алгоритма в худшем случае.

10. Разработан метод подгонки двух поверхностей, позволяющий найти та

кое их положение, при котором они наиболее точно совмещаются друг с

другом. Подгонка сводится к итерационному сравнению аппроксимиру

ющих функций с использованием преобразования (сдвигов и поворотов)

их сеток узлов. Это позволяет эффективно сравнивать поверхности, ис

пользуя в качестве меры их близости минимальное расстояние между

аппроксимирующими функциями, полученное в результате подгонки.



Глава 3

Некоторые задачи анализа

поверхностей трёхмерных моделей

человеческих лиц

Трёхмерный портрет лица можно получить с помощью системы машин

ного зрения в виде облака точек. Активное развитие технологий трёхмерного

сканирования способствует возрастанию количества исследований, посвящён

ных задачам анализа и классификации получаемых моделей человеческих

лиц. Решение таких задач актуально для многих приложений, связанных с

биометрической идентификацией по лицу [39, 62, 68, 76, 80, 84], распознава

нием черт лица [94], медицинской диагностикой, планированием и оценкой

результатов операций в косметологии [21] и ортодонтии [5, 66].

В данной главе рассматривается ряд задач анализа трёхмерных моделей

человеческих лиц, в которых возникают проблемы сравнения и подгонки по

верхностей: количественная оценка асимметрии 3d модели лица, построение

пространственной модели лица и челюстей для задач ортодонтии, сегмента

ция 3d модели лица на статические и динамические области по трёхмерной ви

деопоследовательности. В рамках исследований по диссертации перечислен

ные задачи были рассмотрены в качестве приложений предложенных мер и

подхода для сравнения поверхностей. Далее приводятся постановки приклад

ных задач, предлагаемые методы их решения и результаты вычислительных

экспериментов.

Поверхность лица рассматривается как однозначная функция двух пе

ременных 𝑧 = 𝐹 (𝑥, 𝑦) в некоторой системе координат, в которой ось 𝑂𝑧 на

100
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правлена вдоль линий визирования. Тогда меры для сравнения поверхностей

основываются на сравнении двух функций, заданных на разных нерегуляр

ных двумерных сетках.

3.1. Задача оценки асимметрии лица по 3d модели

Известно, что лицо человека обладает лишь приближенной зеркальной

(двусторонней) симметрией относительно плоскости, делящей его на правую

и левую половины. В данном разделе предлагается метод, позволяющий оце

нивать степень такого приближения, т. е. вычислять количественную оценку

асимметрии.

Задача оценки асимметрии лица возникает во многих медицинских иссле

дованиях (в офтальмологии для предклинической диагностики и профилак

тики развития аномалий зрения у детей [16, 82] и оценки асимметрии глазниц;

в ортодонтии, косметологии и лицевой хирургии для оценки асимметрии до

и после операции), при биометрической идентификации личности [78], распо

знавании эмоций [79, 93], определении пола [74] по модели лица.

Асимметрия объекта входит в его структурное описание, и оценка асим

метрии не может быть получена с помощью каких-либо локальных критери

ев. Для получения такой оценки необходимо анализировать объект целиком

и, кроме того, уметь определять плоскость симметрии, которая делит лицо

на левую и правую части.

Сами понятия симметрии и асимметрии лица нуждаются в формализа

ции. Далее вводится такая формализация и предлагается новый метод вычис

ления оценки асимметрии, основанный на сравнении исходной и отражённой

моделей лица.

Пусть 𝜌(𝑆1, 𝑆2)—мера, позволяющая оценивать различие между дву

мя моделями поверхностей 𝑆1, 𝑆2, заданных облаками точек. Будем считать
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модель лица симметричной относительно некоторой пересекающей модель

плоскости, если мера различия 𝜌 между исходной поверхностью лица и по

верхностью, зеркально отражённой относительно данной плоскости, равна 0.

С точки зрения введённого понятия симметрии, модели человеческих лиц не

являются симметричными.

Пусть 𝑆 —исходная модель лица, заданная облаком точек. Обозначим

через 𝑆𝑃 модель, полученную отражением 𝑆 относительно плоскости 𝑃 .

Плоскостью симметрии 𝑃 * модели лица 𝑆 будем называть такую плос

кость 𝑃 , при которой мера различия между исходной и зеркально отражён

ной относительно этой плоскости моделями минимальна (то есть две модели

совпадают наилучшим образом):

𝑃 * = argmin
𝑝
𝜌(𝑆, 𝑆𝑃 ). (3.1)

При оценке асимметрии лица предлагается сравнивать исходную мо

дель и модель, отражённую относительно плоскости симметрии 𝑃 *. В ка

честве количественной оценки асимметрии лица предлагается использовать

значение меры различия 𝜌(𝑆, 𝑆𝑃 *).

Далее показывается, какое влияние оказывает определение плоскости

симметрии на оценку, и предлагается алгоритм поиска плоскости симметрии.

При этом решается экстремальная задача (3.1): наиболее точно найденной

плоскости соответствует наименьшая оценка.

В перечисленных выше работах [74, 78, 79, 93] используются модели, при

ведённые к регулярным сеткам (см. рис. 3.1): поэтому в качестве оценки асим

метрии в них предлагается напрямую вычислять сумму или среднее значение

по всем разницам высот между исходной и отражённой моделями (левой и

правой половинами модели). Обычно модели лица, полученные с помощью

трёхмерных сканеров, заданы на таких сетках, что точки, в которых извест

ны значения высот поверхности, расположены несимметрично относительно
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плоскости симметрии модели. Такие сетки могут быть как регулярными, так

и нерегулярными (см. рис. 3.2). Кроме того, методы, позволяющие сравни

вать только модели, заданные на регулярных сетках, не позволяют уточнять

плоскость симметрии (в рамках самой модели), так как «шевеление» плоско

сти сразу же приводят к нерегулярностям. Поэтому в данной задаче требует

ся введение более сложной оценки для вычисления количественного значения

асимметрии.

Рис. 3.1. Регулярная треугольная сетка. Рис. 3.2. Нерегулярная треугольная сетка.

Модель поверхности лица 𝑆, полученную методом трёхмерного скани

рования, можно рассматривать как однозначную поверхность (см. рис. 3.3),

которой соответствует функция 𝑓 , заданная набором высот на дискретном

множестве точек на плоскости.
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Рис. 3.3. Проецирование поверхности модели лица на плоскость.

3.1.1. Описание базы моделей лиц

Трёхмерные модели для данного исследования были получены с помо

щью 3d камеры, разработанной в компании Artec Group1. Была собрана база,

содержащая 191 модель лиц 8 разных людей. При этом съёмка в фас проис

ходила при «нейтральном» выражении лиц снимающихся.

Каждая модель базы содержит набор точек, заданных своими координа

тами (𝑥, 𝑦, 𝑧) в пространстве 𝐸3. Координаты точек предоставлены в масшта

бе 1 : 1, т. е. соответствуют реальным размерам лица человека, с точностью

до 10−6 мм. Количество точек в моделях варьируется от 1 000 до 3 000, а

в среднем по базе составляет 1 500–2 000.

В системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 модель базы расположена таким образом,

что кончик носа соответствует началу координат, ось 𝑂𝑧 направлена вдоль

оси визирования в направлении позиции съёмки, а ось 𝑂𝑦 проходит вдоль

лица вверх(см. рис. 3.4). Следует отметить, что такое расположение модели

в системе координат является приближённым и будет уточнено в процессе

получения количественной оценки асимметрии с помощью преобразований

1 http://www.artec-group.com.

http://www.artec-group.com
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системы координат — малых сдвигов и поворотов на малые углы. Будем на

зывать такое расположение модели в системе координат нормализованным,

а процесс приведения модели лица в такую систему координат — нормализа

цией. При описанном расположении плоскость 𝑂𝑦𝑧 можно принять за первое

приближение плоскости симметрии модели.

Рис. 3.4. Нормализация трёхмерной модели лица в системе координат.

3.1.2. Постановка задачи

Содержание математической задачи, решение которой будет использо

вано для оценки асимметрии модели, заключается в следующем. Дана мо

дель лица 𝑆, заданная облаком из 𝑁 точек с координатами в системе коор

динат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Пусть модели 𝑆 соответствует функция 𝑓1, а модели 𝑆𝑂𝑦𝑧, по

лученной отражением модели 𝑆 относительно плоскости 𝑂𝑦𝑧, — функция 𝑓2.

Сравнение двух моделей сводится к сравнению соответствующих им функ

ций.

Пусть функции 𝑓1 и 𝑓2 заданы наборами значений
{︀
𝑓 𝑖1
}︀𝑁
𝑖=1

,
{︀
𝑓 𝑖2
}︀𝑁
𝑖=1

в уз

лах некоторых двумерных сеток 𝑔1 и 𝑔2 соответственно:

𝑔1 =
{︀
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

}︀𝑁
𝑖=1
, 𝑔2 =

{︀
(−𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

}︀𝑁
𝑖=1
,

𝑓 𝑖1 = 𝑓1(𝑥
𝑖, 𝑦𝑖), 𝑓 𝑖2 = 𝑓2(−𝑥𝑖, 𝑦𝑖).
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Пусть 𝜌—мера для сравнения поверхностей (например, 𝜌𝑀 (2.4), 𝜌𝑉𝜇 (2.7)

или 𝜌𝑉 (2.9) из подраздела 2.1.3 главы 2).

Требуется вычислить меру 𝜌(𝑓1, 𝑓2).

3.1.3. Метод оценки асимметрии модели

Предлагаемый подход к получению оценки асимметрии лица состоит из

следующих этапов:

— вычисление начальной количественной оценки асимметрии;

— поиск плоскости симметрии модели;

— вычисление количественной оценки.

Общая схема подхода изображена на рис. 3.5. Рассмотрим основные эта

пы более подробно.

3.1.3.1. Получение начальной количественной оценки

На первом этапе метода оценки асимметрии используется алгоритм срав

нения однозначных поверхностей, описанный в разделе 2.2 главы 2. При этом

сравниваются поверхности, заданные функциями 𝑓1 (соответствующей исход

ной маске) и 𝑓2 (соответствующей маске, отражённой относительно плоско

сти 𝑂𝑦𝑧). На рис. 3.6 участки лица, на которых отражённая маска выше

исходной, выделены более тёмным цветом. Полученное значение функции

расстояния 𝜌(𝑓1, 𝑓2) будем считать начальной количественной оценкой асим

метрии модели.

3.1.3.2. Уточнение плоскости симметрии

На следующем этапе алгоритма варьируется гипотеза о положении плос

кости симметрии. Система координат связана с этой гипотезой, так как за

плоскость симметрии принята плоскость 𝑂𝑦𝑧. Поэтому такие вариации вы
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Рис. 3.5. Общая схема предлагаемого подхода.

ражаются в рамках принятой модели в преобразовании системы координат.

Так как нормализация моделей в системе координат не является абсолют

но точной, а лишь приближённой, мы пробуем преобразовать координаты

с помощью элементарных преобразований: небольших сдвигов по осям коор

динат и поворотов вокруг осей на малые углы. Уточнение происходит с целью

нахождения такого положения плоскости симметрии 𝑂𝑦𝑧, при котором зна

чение количественной оценки асимметрии минимально (то есть, при котором

две маски совпадают наилучшим образом, см. рис. 3.7). При этом миними

зация будет происходить не по всем шести параметрам преобразований (как
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Рис. 3.6. Примеры разных исходных масок и их отражений относительно плоскостей

симметрии.

было рассмотрено в разделе 2.4 главы 2), а лишь по трём: сдвиги по осям 𝑂𝑦

и 𝑂𝑧 не будут давать вклад в оценку асимметрии, поворот вокруг оси 𝑂𝑥 не

рассматривается в силу того, что лица снимаются в фас. Минимизация будет

происходить по трём оставшимся параметрам: сдвигу по оси 𝑂𝑥 и поворотам

вокруг осей 𝑂𝑦 и 𝑂𝑧.

Рис. 3.7. Поиск наилучшего совпадения между поверхностями.

Обозначим через 𝑆(𝑥,𝜙,𝜓) модель лица, полученную из исходной моде

ли 𝑆 с помощью следующих преобразований: сдвига на 𝑥 по оси 𝑂𝑥, пово

рот на угол 𝜙 вокруг оси 𝑂𝑦 и на угол 𝜓 вокруг оси 𝑂𝑧. Будем считать,
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что параметры преобразования малы и не выводят модель 𝑆(𝑥,𝜙,𝜓) из класса

однозначных поверхностей в системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Пусть 𝑓 (𝑥,𝜙,𝜓)1 —функ

ция, соответствующая модели 𝑆(𝑥,𝜙,𝜓), а 𝑓 (𝑥,𝜙,𝜓)2 —функция, соответствующая

отражённой модели 𝑆(𝑥,𝜙,𝜓)
𝑂𝑦𝑧 .

Для поиска плоскости симметрии решается следующая оптимизационная

задача:

𝜌(𝑓
(𝑥,𝜙,𝜓)
1 , 𝑓

(𝑥,𝜙,𝜓)
2 ) → min

𝑥,𝜙,𝜓
. (3.2)

Количественной оценкой асимметрии исходной модели является решение

задачи (3.2) — значение 𝜌* меры между исходной моделью и её отражением

относительно плоскости симметрии:

𝜌* = arg min
𝑥,𝜙,𝜓

𝜌(𝑓
(𝑥,𝜙,𝜓)
1 , 𝑓

(𝑥,𝜙,𝜓)
2 ). (3.3)

Для решения задачи (3.2) может быть использован метод Нелдера-Мида

(см. подраздел 2.4.2 главы 2).

В качестве первоначального приближения берётся точка, соответствую

щая совпадению плоскости симметрии с плоскостью 𝑂𝑦𝑧 в исходной системе

координат, т. е. точка 𝑀0(𝑥0, 𝜙0, 𝜓0) = (0, 0, 0).

При минимизации учитывается, что функция является овражной: изме

нение Δ переменных 𝜙 и 𝜓 приводит к большему изменению значения функ

ции, чем такое же изменение Δ переменной 𝑥.

3.1.4. Локальная асимметрия модели

Предложенный метод позволяет анализировать асимметрию модели ло

кально (по зонам). Таким образом можно определить, какие участки лица

наиболее асимметричны с точки зрения предложенной оценки. Для этого для

каждого треугольника общей триангуляции Делоне 𝑇 вычисляется значение

отношения объёма разности между двумя функциями на этом треугольнике

к его площади.
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На рис. 3.8 изображены примеры нескольких раскрашенных моделей

лиц: каждая грань общей триангуляции окрашена в соответствии с норми

рованным значением указанного отношения— наиболее светлые участки яв

ляются наиболее асимметричными. Зоны наибольшей и наименьшей симмет

ричности сходны для разных моделей лиц, принадлежащих одному и тому

же человеку, и отличаются для моделей лиц разных людей.

Рис. 3.8. Сверху: три разные модели лица одного человека, раскрашенные в соответствии

с оценкой асимметрии, снизу: три разные модели лица другого человека.

3.1.5. Эксперименты

В вычислительных экспериментах для данного исследования использо

валась следующая мера для сравнения поверхностей:

𝜌(𝑓1, 𝑓2) =
∑︁

M𝐴𝐵𝐶∈𝑇

𝑉 (𝐴,𝐵,𝐶, 𝑓1, 𝑓2) =
∑︁

M𝐴𝐵𝐶∈𝑇

∫∫
M𝐴𝐵𝐶

|𝑓1 − 𝑓2|𝑑𝑥𝑑𝑦. (3.4)
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Номер модели 𝐼 𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝑉

Начальная оценка

асимметрии 47 466,361 49 192,110 43 473,767 46 280,040

Уточнённая

оценка асимметрии 24 072,518 25 205,272 24 421,316 22 263,813

Таблица 3.1. Объём разности между моделью и её отражением (все значения приведены

в куб. мм.) для четырёх разных моделей одного и того же человека.

Физический смысл меры (3.4) — объём разности между исходной и отра

жённой масками, единица измерения— куб. мм.

В таблице 3.1 приведены значения начальной количественной оценки

асимметрии и оценки асимметрии после уточнения плоскости симметрии для

4 моделей лица одного и того же человека:

Чтобы пояснить, насколько значимыми являются величины, указанные

в таблице, отметим, что величина уточнённой оценки асимметрии, измерен

ная в столовых ложках жидкости, составляет примерно полторы столовые

ложки2.

При этом оптимальный сдвиг по оси 𝑂𝑥 для этих моделей составлял

от 2,4 до 2,6 мм, а оптимальные углы поворота вокруг осей координат 𝑂𝑦

и 𝑂𝑧 —примерно 0,015 рад.

3.1.5.1. Устойчивость измеренной оценки на базе лиц

В рамках исследований были проведены вычислительные эксперименты

на описанной базе моделей лиц для проверки устойчивости предложенной

оценки.

Эксперименты показали, что начальная количественная оценка асиммет

2 Объём столовой ложки составляет 15 000 куб. мм.
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Номер модели Начальная оценка Уточнённая оценка

асимметрии асимметрии

I 92 628,068 58 228,725

II 97 199,64 62 139,821

III 89 392,86 59 263,088

IV 84 066,166 58 931,266

V 71 079,908 53 289,94

VI 101 749,542 61 009,302

Таблица 3.2. Значение начальной и уточнённой оценки асимметрии для 6 моделей лиц

одного и того же человека (все значения приведены в куб. мм.).

рии для разных моделей лиц одного и того же человека сильно изменяется

и не обладает устойчивостью. Однако, этап уточнения плоскости симметрии

модели увеличивает устойчивость предложенной оценки.

В таблице 3.2 приведены результаты для нескольких моделей лиц одного

и того же человека из базы.

По результатам вычисления начальной и уточнённой оценок для 30 моде

лей лиц, относящихся к одному снимаемому объекту (человеку), можно уста

новить, что в среднем разброс значений начальной оценки асимметрии состав

ляет 36 000–40 000 куб. мм., а разброс значений окончательной (уточнённой)

оценки значительно меньше и составляет в среднем 9 000–11 000 куб. мм.

Таким образом, вычислительные эксперименты показали, что алгоритм

уточнения плоскости симметрии достоверен, работает корректно и значитель

но повышает устойчивость предложенной оценки асимметрии лица.
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3.1.5.2. Оценка точности аппроксимации модели

Для оценки точности аппроксимации модели лица была проведена серия

экспериментов по упрощению поверхности с помощью прореживания исход

ного облака точек (выкидывания из модели случайно выбранных точек).

В рамках эксперимента исследовалась зависимость между оценкой асим

метрии лица и количеством точек в исходной 3d модели лица (см. рис. 3.9).

Как видно из графика, для моделей из 3 000 точек оценка асимметрии начи

нает сильно возрастать при удалении из исходного облака более 2/3 точек.

Рис. 3.9. Исходная и обратная маски при прореживанием облака точек.

Результаты показаны на графике 3.10.
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Рис. 3.10. График зависимости между оценкой асимметрии лица и количеством точек в

модели.

3.2. Построение совместной пространственной модели

лица и зубов для задач ортодонтии

В стоматологии существует методика сопоставления моделей лица и зу

бов человека с использованием реперного объекта, т. е. объекта, позволяю

щего определить взаимное пространственное расположение других объектов,

связанных с ним [22]. Методика заключается в следующем. С помощью трёх

мерного сканера производится съёмка 3d модели лица (модель 1) и 3d модели

лица вместе с реперным объектом (модель 2); с помощью стоматологическо

го сканера, обладающего высокой точностью, производится съёмка 3d модели

гипсовой челюсти (модель 3) и 3d модели гипсовой челюсти вместе с репер

ным объектом (модель 4) (см. рис. 3.11).

Тогда задача позиционирования модели челюсти в модели лица [5] заклю

чается в сопоставлении моделей 1 и 3. Задача сводится к подгонке модели 1 к

модели 2, модели 3 к модели 4 и дальнейшему совмещению моделей 2 и 4 по

реперному объекту. Сложность такого совмещения заключается в том, что

реперный объект в моделях 2 и 4 имеет разные уровни детализации, так как
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получен сканерами разной точности. В этом случае может быть использована

мера 𝜌𝜕𝑉 (2.10).

Рис. 3.11. Совместная пространственная модель лица и зубов: а) 3d модель лица; б) 3d

модель лица с реперным объектом; в) 3d модель челюсти с реперным объектом; г) сов

мещение моделей по реперному объекту; д) позиционирование модели челюсти в модели

головы.

3.3. Задача оценки динамики движения нижней

челюсти по трёхмерной видеопоследовательности

Современные трёхмерные сканеры позволяют не только получить модель

лица необходимой точности, но и произвести съёмку изменений лица в режи

ме реального времени, захватывая любые мимические движения, в том числе

движения нижней челюсти, например, во время жевания или разговора.

В последние годы технологии трёхмерного моделирования получили ши

рокое распространение в стоматологии [5, 66] и косметологии [21]: работа с

3d моделями позволяет производить предклинические исследования, плани

ровать операции и оценивать возможные результаты лечения. В [70] предла

гается метод лазерного сканирования и система визуализации для виртуаль

ного планирования операций. В [72] предлагается использование фотограм

метрической системы для получения трёхмерных моделей челюстей и лица и

дальнейшего определения взаимного расположения нижней и верхней челю
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стей. В [53] предлагается метод моделирования челюсти пациента по снимкам,

полученным компьютерным томографическим сканированием.

Задачи анализа динамики движения челюсти и построения модели та

кого движения актуальны и востребованы для исследований в областях хи

рургической стоматологии и челюстно-лицевой хирургии [71]. В реконструк

тивной хирургии при планировании операций используются снимки лица в

движении для более точного последующего анализа черепа пациента [32].

В данном разделе рассматривается задача регистрации изменений мо

дели лица и нижней челюсти по трёхмерной видеопоследовательности, по

лученной при съёмке жующего человека. Для этого в модели выделяются

статические и динамические относительно исследуемого видеоряда области.

Анализируя данные, полученные в результате обработки последователь

ности кадров, необходимо произвести сегментацию модели и описать движе

ние динамической области относительно статической в процессе съёмки. Да

лее предлагается подход для решения этой задачи, основанный на раздельной

подгонке верхних и нижних частей модели лица.

3.3.1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу сегментации модели лица человека по трёхмерному

видеоряду процесса жевания— серии последовательных трёхмерных изобра

жений. Под сегментацией будем понимать разбиение поверхности лица на

статические и динамические (относительно исследуемого видеоряда) области.

При этом будет производиться сегментация статичной трёхмерной модели ли

ца, полученной при «нейтральном» выражении лица снимающегося.

Исходными данными в задаче являются модели, заданные в виде облаков

точек:

— статичная 3d модель лица 𝑆;
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— видеопоследовательность из трёхмерных изображений лица 𝐷1, . . . , 𝐷𝑛.

Требуется разделить 𝑆 на части, статические и динамические относи

тельно заданной видеопоследовательности.

3.3.2. Метод сегментации модели на статические и динамические

области

Пусть каждая из исходных моделей 𝐼 ∈ {𝑆,𝐷1, . . . , 𝐷𝑛} задана в трёх

мерном пространстве набором координат точек: {𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑓𝐼(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)}𝑁𝐼

𝑘=1, где𝑁𝐼 —

количество точек в модели 𝐼. Обозначим набор точек плоскости, на котором

задаётся поверхность модели 𝐼, через 𝑔𝐼 : 𝑔𝐼 = {𝑥𝑘, 𝑦𝑘}𝑁𝐼

𝑘=1.

3.3.2.1. Стандартная система координат

На первом шаге работы происходит нормализация моделей: с каждой из

моделей 𝑆,𝐷1, . . . , 𝐷𝑛 связывается своя система координат.

Съёмка лиц для данного исследования производилась в фас, с помощью

сканера были получены модели в виде облаков точек в системе координат,

в которой ось 𝑂𝑧 проходит вдоль оси визирования и направлена в камеру,

ось 𝑂𝑦 проходит вдоль лица по направлению от подбородка ко лбу, ось 𝑂𝑥—

поперёк лица, от правой щеки к левой. В дальнейшем будем подразумевать,

что во всех обрабатываемых моделях лиц оси координат направленны таким

же образом, и под верхней и нижней частями модели понимаются части с

большими и, соответственно, меньшими значениями координаты по оси 𝑂𝑦.

В процессе нормализации первоначальная система координат каждой из

моделей 𝐼 ∈ {𝑆,𝐷1, . . . , 𝐷𝑛} преобразовывается с помощью параллельного

переноса в новую таким образом, чтобы для модели были выполнены следу



118

ющие условия: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀

(𝑥,𝑦)∈𝑔𝐼
𝑥 =

∑︀
(𝑥,𝑦)∈𝑔𝐼

𝑦 = 0;

max
(𝑥,𝑦)∈𝑔𝐼

𝑓𝐼(𝑥, 𝑦) = 0.

(3.5)

В (3.5) суммирование производится по всем точкам (𝑥, 𝑦) из 𝑔𝐼 . Систему

координат модели 𝐼, для которой выполнены условия (3.5), будем называть

стандартной системой координат модели 𝐼.

3.3.2.2. Сегментация модели

При движении нижней челюсти на снимках видеоряда наибольшей ста

тической частью является верхняя часть лица, к которой относится лоб и нос;

нижняя часть лица (подбородок, губы) относятся к динамическим частям.

Для верхней и нижней частей лица строятся собственные местные си

стемы декартовых координат. Будем называть их соответственно верхней и

нижней системами координат. Для модели 𝑆 верхняя и нижняя, а также

стандартная системы координат совпадают, а для моделей 𝐷 из видеоряда,

сопоставленных по верхней части с моделью 𝑆, они различаются. Задача со

стоит в регистрации этих различий. Преобразование нижней системы коор

динат в верхнюю для каждого кадра будет описывать динамику движения

нижней челюсти.

Для сравнения моделей лица с двух снимков предлагается подход, заклю

чающийся в 1) определении статической части для обоих снимков методом

подгонки и 2) описании положения динамической части относительно стати

ческой.

Рассмотрим статичную модель 𝑆 и модель видеоряда 𝐷 ∈ {𝐷1, . . . , 𝐷𝑛}.

Пусть 𝑆𝐵, 𝐷𝐵 — статические (верхние) части моделей 𝑆 и 𝐷 соответствен

но, а 𝑆𝐻 , 𝐷𝐻 —динамические (нижние) части этих моделей (см. рис. 3.12).

Средняя часть моделей, расположенная между верхней и нижней частями,
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не рассматривается.

Рис. 3.12. Подгонка статических частей двух моделей. 𝑆𝐵, 𝑆𝐻 — верхняя и нижняя части

статичной модели 𝑆; 𝐷𝐵, 𝐷𝐻 — верхняя и нижняя части модели 𝐷 из видеоряда.

Модель 𝐷 приводится к стандартной системе координат модели 𝑆 и ста

тические части 𝑆𝐵, 𝐷𝐵 сопоставляются друг с другом методом подгонки так,

чтобы мера различия 𝜌 между ними была наименьшей. При этом динамиче

ские части моделей 𝑆𝐻 и 𝐷𝐻 будут отличаться. Задача описания динамики

движения подвижной части модели относительно статической состоит в ре

гистрации таких различий для каждого снимка 𝐷 из видеоряда.

Для выделения статических частей модели разделяются горизонталь

ной плоскостью 𝑃 , первоначально совпадающей с плоскостью 𝑂𝑥𝑧, верхние

части моделей сравниваются, далее плоскость 𝑃 смещается вдоль оси 𝑂𝑦 с

некоторым шагом, и отделяемые ей верхние части моделей снова сравнива

ются. При этом могут быть применены меры различия 𝜌, учитывающие пло

щадь, на которой задана верхняя часть модели, отсекаемая плоскостью 𝑃 .

Смещение плоскости 𝑃 происходит до тех пор, пока мера различия поверх

ностей уменьшается.

Для выделения динамических частей используется аналогичный метод.

Первоначальное положение плоскости 𝑃 устанавливается на некотором уров-

не (отсекающем заранее определённую нижнюю часть модели— с наимень

шими координатами по оси 𝑂𝑦). Затем плоскость 𝑃 смещается с некоторым

шагом до тех пор, пока мера различия 𝜌 уменьшается. Эти смещения произво

дятся в обоих направлениях по оси 𝑂𝑦, а в динамическая часть определяется
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как часть с минимальным значением меры различия 𝜌 из полученных двух.

При этом в качестве метода сравнения поверхностей используется метод,

описанный в разделе 2.2 главы 2.

Используемые меры различия между поверхностями двух моделей и ме

тод подгонки описан в следующем подразделе. Подгонка поверхностей со

стоит в нахождении такого движения, при котором мера различия между

поверхностями, описывающими лица, минимальна (см. рис. 3.13).

Рис. 3.13. Пример подгонки двух моделей из видеоряда. Слабое отклонение в статических

частях — нос и лоб, сильное отклонение в динамической части— челюсти.

3.3.3. Подгонка статических частей моделей

Пусть 𝑀 —движение в пространстве E3. Далее будем рассматривать

его как композицию последовательных преобразований: поворотов на углы

𝛼𝑀 , 𝛽𝑀 , 𝛾𝑀 вокруг осей 𝑂𝑥,𝑂𝑦,𝑂𝑧 соответственно и параллельного перено

са на вектор (Δ𝑥𝑀 ,Δ𝑦𝑀 ,Δ𝑧𝑀).

Обозначим через 𝑓𝑀 образ 𝑓 при движении . Пусть статические ча

сти 𝑆𝐵 и 𝐷𝐵 исходных моделей представлены облаками точек с координа

тами {𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑓𝑆𝐵
(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁1

𝑖=1 и {𝑥𝑗, 𝑦𝑗, 𝑓𝐷𝐵
(𝑥𝑗, 𝑦𝑗)}𝑁2

𝑗=1.
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Подгонка двух статических частей 𝑆𝐵 и 𝐷𝐵 моделей заключается в ми

нимизации меры различия 𝜌 между ними. Для этого в пространстве преобра

зований E6 решается оптимизационная задача, аналогичная (2.18):

𝜌(𝑓𝑆𝐵
, 𝑓𝑀𝐷𝐵

) → min
𝑀
, (3.6)

где поиск минимума происходит по 6 параметрам преобразования, которыми

определяется движение 𝑀 : 𝛼𝑀 , 𝛽𝑀 , 𝛾𝑀 , Δ𝑥𝑀 ,Δ𝑦𝑀 ,Δ𝑧𝑀 .

В качестве меры 𝜌 могут быть использованы меры 𝜌𝑀 (2.4), 𝜌𝑉𝜇 (2.7)

или 𝜌𝑉 (2.9), введённые в подразделе 2.1.3 главы 2.

Выбор начального приближения для метода минимизации является кри

тичным в рассматриваемой задаче. Описанное выше приведение моделей к

стандартной системе координат является эффективным решением этой про

блемы.

Для решения задачи (3.6) можно использовать метод минимизации Нел

дера-Мида (см. подраздел 2.4.2 главы 2).

3.3.4. Эксперименты

Съёмка для настоящего исследования производилась трёхмерным скане

ром Broadway𝑇𝑀 компании Artec Group, позволяющим делать до 15 снимков

в секунду.

В рамках исследования были проведены вычислительные эксперименты

на видеопоследовательности из 83 моделей, полученном при съёмке жующе

го человека. Количество точек в моделях варьировалось от 4 000 до 5 000.

Статичная модель лица содержала около 100 000 точек.

Проведённые эксперименты показали, что самая быстрая оптимизация

меры различия достигается в случае использования среднего осевого рассто

яния 𝜌𝑀 (2.4) и метода минимизации Нелдера-Мида.
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3.3.4.1. Выделение статических частей

В процессе жевания большая часть верхней части человеческого лица

остаётся неподвижной, и алгоритм подгонки по этим частям даёт хорошие

результаты.

Рис. 3.14. Сравнение качества выравнивания верхних частей лица по всей модели (слева)

и только по сегментированной статической части (справа).

Несмотря на неплохое качество выравнивания верхних частей лица при

подгонке по всей модели, на рис. 3.14 видно заметное улучшение при подгонке

отдельно по выделенной статической области.

3.3.4.2. Выделение динамических частей

Для определения начального положения разделяющей плоскости 𝑃 был

проведён вычислительный эксперимент на моделях видеоряда𝐷1, . . . , 𝐷𝑛. Ди

намическая область задаётся точками с координатой по оси 𝑂𝑦 меньше опре

делённого порогового значения. На рис. 3.15 представлен график минималь

ной меры различия между динамическими областями в зависимости от доли

отсекаемой плоскостью 𝑃 части лица (от 1% до 100% с шагом в 1%).

Как показали эксперименты, в промежутке от 2% до 8% локальные мини

мумы функционала изменяются мало, что позволяет сделать предположение

о том, что в качестве приближения динамической части можно использовать

нижние 8% точек исходной модели (см. рис. 3.16).

На рис. 3.17 показан результат выделения верхней и нижней частей мо

дели для трёх снимков из видеоряда.
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Рис. 3.15. Зависимость значения минимальной меры различия между динамическими

областями от доли количества точек в динамической области от общего количества точек

в модели лица.

Рис. 3.16. Сравнение качества выравнивания нижней челюсти по всей модели (слева) и

только по сегментированной динамической части (справа).

Преобразование системы координат, связанной с динамической областью,

в систему координат, стандартную для исходной статичной модели 𝑆, описы

вает динамику движения нижней челюсти. Формальное описание движения

было получено в виде серии матриц преобразования и может быть представ

лено как анимация движения базисных векторов нижней системы координат

при фиксированном положении базисных векторов верхней системы исходной

статичной модели (см. рис. 3.18). По полученным данным могут быть опре

делены максимальные сдвиги нижней челюсти, характер движения и другие

параметры для исследуемого видеоряда.

Проведённые эксперименты обосновывают реализуемость и корректность
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Рис. 3.17. Выделенные предложенным методом верхняя (зелёный цвет), средняя (жёлтый

цвет) и нижняя (красный цвет) части моделей для трёх снимков из видеоряда.

Рис. 3.18. Положение нижней системы координат с центром 𝑂2 (красный цвет) относи

тельно верхней системы координат с центром 𝑂1 (зелёный цвет) для четырёх снимков из

видеоряда. Числа соответствуют евклидову расстоянию между 𝑂1 и 𝑂2 в мм.

предложенного метода сегментации модели лица.

3.4. Основные выводы

1. Задача оценки асимметрии человеческого лица по данным, полученным

в результате трёхмерного сканирования, может быть сведена к срав

нению двух поверхностей, заданных нерегулярными облаками точек.

Сравнению подлежат исходное облако и его копия, полученная путём

зеркального отражения относительно какой-либо плоскости. В качестве

меры асимметрии предлагается использовать расстояние между этими

поверхностями, полученное в результате подгонки с использованием ка
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кой-либо из предложенных мер. Процесс подгонки сводится к варьиро

ванию параметров плоскости, используемой для получения зеркально

отражённой модели лица.

2. Полученное в процессе подгонки положение исходной и отражённой по

верхностей даёт возможность оценить меру их близости, которая мо

жет служить адекватной мерой асимметрии лица. Кроме того, положе

ние плоскости зеркального отражения, соответствующей наибольшему

совпадению исходной и отражённой моделей, может рассматриваться в

качестве плоскости симметрии лица.

3. Сформулирована численная постановка задачи оценки асимметрии ли

ца по трёхмерной модели: введены формальные понятия симметрии и

асимметрии для модели, предложена количественная оценка асиммет

рии.

Разработан алгоритм её вычисления, основанный на сравнении исход

ной и отражённой масок лица и поиске оптимальной плоскости сим

метрии исходной маски. Получено экспериментальное подтверждение

устойчивости предложенной оценки.

4. Сформулирована постановка задачи сегментации трёхмерной модели

лица на статические (верхняя часть лица) и динамические (нижняя че

люсть) части по трёхмерной видеопоследовательности процесса жева

ния. Предложен метод, позволяющий сегментировать трёхмерную мо

дель и описывать динамику движения подвижной части относитель

но статической. Метод основывается на раздельной подгонке верхней и

нижней частей моделей лиц. Проведены вычислительные эксперимен

ты на реальных данных, показывающие реализуемость и корректность

предложенной модели.



Заключение

В работе рассмотрена задача сравнения поверхностей объектов, пред

ставленных неструктурировнными облаками точек в трёхмерном простран

стве. Предложены меры для сравнения таких поверхностей и новые алгорит

мы вычисления мер, сохраняющие исходную нерегулярность множеств точек

и обладающие высокой вычислительной эффективностью.

Предложенный в работе подход основан на вычислении и подгонке ку

сочно-линейных моделей исходных поверхностей на триангуляциях Делоне.

Основным этапом подхода является разработанный оригинальный метод ло

кализации узлов триангуляций Делоне друг в друге с помощью построения

и обхода минимальных остовных деревьев триангуляций.

В работе введена мера сравнения двух моделей поверхностей для слу

чая большого различия в уровнях их детализации. Предложен эффективный

алгоритм вычисления меры, основанный на перечислении множества интер

фейсных граней объединённой триангуляции Делоне. Доказана линейная по

общему количеству точек в двух моделях оценка сложности алгоритма

Для обоснования реализуемости предложенного решения в работе рас

смотрены приложения разработанных методов для некоторых задач анали

за моделей человеческих лиц, полученных методами трёхмерного сканирова

ния. Разработан метод оценки асимметрии трёхмерной модели лица и метод

сегментации поверхности модели на статические и динамические области по

трёхмерному видеоряду.

Предложенный подход обоснован математическими доказательствами и

проверен в вычислительных экспериментах с помощью разработанной про

граммной реализации.
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