
1 Асимптотическая нормальность
Пусть заданы объекты из некоторого распределения:

Xn = {Xi}ni=1,

где n число объектов.
Пусть задано некоторое открытое подмножество Θ ∈ Rd. Подмножество Θ задает

множество статистических моделей Pn = {P n
θ |θ ∈ Θ}. Пусть для каждого n существу-

ет мера P n
0 которая доминирует все меры из множества Pn. Пусть также все меры

задаются своей плотностью pnθ .

Определение 1.1. Рассмотрим некоторую внутреннюю точку θ∗ ∈ Θ и последова-
тельность δn → 0. Пусть существует вектор ∆n

θ∗ и невырожденная матрица Vθ∗,
такие, что последовательность {∆n

θ∗} ограничена по вероятностной мере, а также
для любого компакта K ⊂ Rd выполняется:

sup
h∈K

∣∣ log
pnθ∗+δnh

pnθ∗

(
Xn
)
− hTVθ∗∆n

θ∗ −
1

2
hTVθ∗h

∣∣ Pn0→ 0.

Тогда модель Pn удовлетворяет условия локальной асимптотической нормальности
в точке θ∗ (local asymptotic normality).

Априорное распределение заданное на множестве Θ обозначим Π, а его плот-
ность π. Предположим, что π положительно в некоторой окрестности точки θ∗.

Апостериорное распределение построенное на основе множестве объектов Xn обо-
значим Πn

(
A|Xn

)
, где A некоторое борелевское множество. Будем обозначать случай-

ную величину из апостериорного распределения как ϑ.

2 Теорема Бернштейна фон Мизеса
Теорема 1. Пусть для некоторой точки θ∗ выполено условия локальной асимпто-
тической нормальности (Опр.1.1). Пусть задано априорное распределение Π. Пусть
для некоторой последовательности чисел Mn →∞ выполняется следующее условие:

P n
0 Πn

(
||ϑ− θ∗|| > δnMn|Xn

)
→ 0. (2.1)

Тогда последовательность апостериорных распределений сходится к последователь-
ности нормальных:

sup
B

∣∣Πn

(ϑ− θ∗
δn

∈ B|Xn
)
−N∆n

θ∗ ,V
−1
θ∗

(
B
)∣∣ Pn0→ 0.

Доказательство. Апостериорное распределение для величины H = ϑ−θ∗
δn

полученное
для выборки Xn обозначим Πn. Также обозначим N∆n

θ∗ ,V
−1
θ∗

как Φn. Рассмотрим неко-
торый компакт K ⊂ Rd. Рассмотрим условное апостериорное распределение:

ΠK
n

(
B|Xn

)
= Πn

(
B ∩K|Xn

)
/Πn

(
K|Xn

)
,

ΦK
n

(
B
)

= Φn

(
B ∩K

)
/Φn

(
K
)
.
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Рассмотрим некоторый компакт K ⊂ Rd. Для любой окрестности U
(
θ∗
)
⊂ Θ су-

ществует некоторый номер n, такой, что θ∗ +Kδn ⊂ U
(
θ∗
)
.

Рассмотрим функцию fn : K ×K → R :

fn
(
g, h
)

=

(
1−

φn
(
h
)
sn
(
g
)
πn
(
g
)

φn
(
g
)
sn
(
h
)
πn
(
h
))

+

,

где φn, πn — распределение Φn и Πn соответственно, sn является отношением правдо-
подобия:

sn
(
h
)

=
pnθ∗+hδn

pnθ∗
.

Рассмотрим две произвольные последовательности {hn}, {gn} ⊂ K:

log
φn
(
hn
)
sn
(
gn
)
πn
(
gn
)

φn
(
gn
)
sn
(
hn
)
πn
(
hn
) =

=
(
gn − hn

)TVθ∗∆n
θ∗ +

1

2
hTVθ∗hn −

1

2
gTnVθ∗gn + o

(
1
)
−

= −1

2

(
hn −∆n

θ∗

)TVθ∗
(
hn −∆n

θ∗

)
+

1

2

(
gn −∆n

θ∗

)TVθ∗
(
gn −∆n

θ∗

)
= o
(
1
)
,

(2.2)

где первое слагаемое получено используя локальную асимптотическую нормальность
(Опр.1.1), а второе с плотности нормального распределения. Тогда из (2.2) получаем,
что:

sup
g,h∈K

fn
(
g, h
) P0→n→∞ 0. (2.3)

Обозначим за Ξn событие, что Πn

(
K
)
> 0. Рассмотрим некоторое η > 0, которое

задает следующее множество:

Ωn = { sup
g,h∈K

fn
(
g, h
)
≤ η}∗, (2.4)

где ∗ обозначает измеримое покрытие множества. Из (2.3) и (2.4) получаем следующее
неравенство:

P n
0 ||ΠK

n − ΦK
n ||IΞn ≤ P n

0 ||ΠK
n − ΦK

n ||IΞn∩Ωn + 2P n
0 ||ΠK

n − ΦK
n ||IΞn\Ωn , (2.5)

где IΞn — индикаторная функция, ||·|| является вариационной нормой (total-variational
norm). Второе слагаемое равняется нулю в силу (2.3). Используя свойство данной
нормы первое слагаемое принимает следующий вид:

1

2
P n

0 ||ΠK
n − ΦK

n ||IΞn∩Ωn = P n
0

∫
K

(
1− dΦK

n

dΠK
n

)
+

dΠK
n IΞn∩Ωn =

= P n
0

∫
K

(
1−

∫
K

sn
(
g
)
πn
(
g
)
φKn
(
h
)

sn
(
h
)
πn
(
h
)
φKn
(
g
)dΦK

n

(
g
))

+

dΠK
n IΞn∩Ωn .
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Используя неравенство Йенсена, а также (2.3) получаем следующее:

1

2
P n

0 ||ΠK
n − ΦK

n ||IΞn∩Ωn ≤ P n
0

∫ (
1−

sn
(
g
)
πn
(
g
)
φKn
(
h
)

sn
(
h
)
πn
(
h
)
φKn
(
g
))

+

dΦK
n

(
g
)
dΠK

n IΞn∩Ωn ≤ η.

Подставляя в (2.5) получаем, что для любого компактаK ⊂ Rd выполняется, что P n
0 ||ΠK

n −
ΦK
n ||IΞn → 0.
Рассмотрим последовательность шаров {Km} с центом в нуле с радиусом Mm,

причем Mm →∞.
Рассмотрим множество

{
Ξn|Ξn = {Πn

(
Kn

)
> 0}

}
, по условию теоремы (2.1) полу-

чим, что P n
0

(
Ξn

)
→ 0. Также получаем, что P n

0 ||ΠKn
n − ΦKn

n || → 0.
Теперь рассмотрим P n

0 ||Πn − Φn||:

P n
0 ||Πn − Φn|| ≤ P n

0 ||Πn − ΠKn
n ||+ P n

0 ||Φn − ΦKn
n ||

≤ 2
(
Π
(
Rd \Kn

))
+ 2

(
Φ
(
Rd \Kn

))
→ 0,

(2.6)

так как увеличивая радиус компакта в бесконечность мы покроем все множество Rd.
Выражение (2.6) заканчивает доказательство данной теоремы.
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