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Цель исследования

Проблема

Завышенные оценки оптимального объёма выборки приводят к потерям
ресурсов в случаях, когда сбор выборки затратен

Цель

Точно оценить оптимальный объём выборки для построения
обобщённо-линейной модели

Предлагается

Провести исследование методов на основе статистического анализа
мощности, байесовского вывода и эвристик
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Постановка задачи

Дана выборка
Dm = {xi , yi}mi=1

по Dm восстанавливается зависимость f (x) = y , где

f (x) =

{
xwT , если y ∈ R, (линейная регрессия)
I[σ(xwT ) > 0.5], если y ∈ {0, 1}, (логистическая регрессия)

Оценка вектора параметров ŵ = arg maxw ln L(D,w), где

lnL(D,w) =

{∑m
i=1(yi − f (xi ))2, если y ∈ R∑m
i=1 yi ln(f (xi )) + (1− yi )ln(1− f (xi )), если y ∈ {0, 1}

Задача

Необходимо адекватно определить оптимальность объёма выборки для
нахождения ŵ и в соответствии с этим определением сделать точную
оценку m∗
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Пример: оценка по дисперсии логарифма правдоподобия

В этом примере оптимальным выбирается такой размер выборки, при
котором дисперсия логарифма правдоподобия выходит на константу.
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Статистические методы

Модель порождения данных:

p(y |u, v ,wu,wv ) = exp

(
yθ − b(θ)

a(φ)
+ c (y , φ)

)
Вектор признаков x представлен как x = [u, v ], вектор параметров
w = [wu,wv ], истинный вектор параметров m = [mu,mv ].
Рассмотрим гипотезу:

H0 : mu = m0
u , H1 : mu 6= m0

u

где m0
u — гиперпараметр метода.

Основная идея

В каждом из статистических методов вычисляется статистика T (Dm,w 0
u ).

Известно, что T ∼ χ2
k при H0 и T ∼ χ2

k(γ) при H1, где γ в каждом методе
вычсиляется по-своему.
Условие оптимальности:
[P(H0 отвергнута|H0) = α] ∩ [P(H0 отвергнута|H1) = β]
Найти m∗ можно решив уравнение

χ2
k,1−α = χ2

k,β (γ(m))
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Статистические методы: метод множителей Лагранжа

Пусть статистики Sm,u (wu,wv ) и Sm,v (wu,wv ) - производные логарифма
правдоподобия выборки Dm по параметрам wu и wv соответственно.
Рассмотрим sm = Sm,u

(
m0

u, ŵ0
v

)
, где ŵ0

v определяется из уравнения

Sm,v

(
m0

u,wv

)
= 0

Метод множителей Лагранжа использует статистику LM = sTmQ−1
m sm, где

Qm — матрица ковариации sm.
LM

H0∼ χ2
k , где k размер вектора mu

LM
H1∼ χ2

k(γ) [1], где γ — параметр нецентральности, задаваемый в
следующем виде:

γ = ξT
mΣ
−1
m ξm = mξTΣ−1ξ = mγ0,

где ξm = Esm, Σm = E[s′msTm ].
Также,

γ∗ : χ2
k,1−α = χ2

k,β (γ)

Тогда

m∗ =
γ∗

γ0
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Статистические методы: тест отношения правдоподобий

Рассмотрим статистику логарифма отношения правдоподобий:

LR = 2
(
l (D, ŵ)− l

(
D, ŵ0

))
где ŵ = [ŵu, ŵv ] — оценка максимума правдоподобия, ŵ0 = [m0

u, ŵ0
v ] —

вектор параметров модели, который максимизирует правдоподобие при
фиксированном m0

u.
LR

H0∼ χ2
k , где k размер вектора mu

LR
H1∼ χ2

k [2], где γ — параметр нецентральности:

γ = m∆∗, ∆∗ = E
[
2a−1(φ) {(θ − θ∗)∇b(θ)− b(θ) + b(θ∗)}

]
,

где параметры θ и θ∗ считаются по параметрам w = [wu,wv ] и
w∗ = [w0

u,w∗v ] соответственно, вектор параметров w∗v задается как решение
следующего уравнения:

lim
m→∞

m−1E

[
∂l
(
D,
[
m0

u,wv

])
∂wv

]
= 0.

Тогда при заданных α и β получаем оценку размера выборки m∗:

m∗ =
γ∗

∆∗
, γ∗ : χ2

k,1−α = χ2
k,β (γ)
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Байесовские методы

Вместо обычой логистической и линейной регрессии рассмотрим
байесовскую.
Апостериорное распределение:

p(w |D) = N (w |ŵ ,V )

где V = I−1(D, ŵ) = −(∇∇L(D, ŵ))−1 — матрица, обратная матрице
Фишера
Для линейной регрессии ŵ = (XTX + αI )−1XT y
Для логистической регрессии воспользуемся аппроксимацией Лапласа в
точке МП ŵ = argmaxwL(D,w)

Основная идея

Вычисляется апостериорное распределение для разных подвыборок с
возрастающим размером до тех пор, пока не будет выполнено некоторое
условие
Условие оптимальности: Апостериорное распределение достаточно
локализовано. Локализация может быть описана тремя способами
(cреднее покрытие, средняя длина, средняя дисперсия).
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Байесовские методы

Критерий средней апостериорной дисперсии

Пусть Dŵ — Дисперсия апостериорного распределения вектора
параметров ŵ. Тогда EDmD [ŵ|Dm] — матожидание этой дисперсии по всем
выборкам размера m из одного распределения
Размер выборки m∗ находится из условия:

∀m ≥ m∗ EDmD [ŵ|Dm] ≤ l

Критерий среднего покрытия

Пусть A (D) ⊂ Rn некоторое множество значений параметров модели w:
A (D) = {w : ||w− ŵ|| ≤ l}, где l — заданный радиус шара.
Критерий для определения m∗ :

∀m ≥ m∗ EDmP {w ∈ A (Dm)} ≥ 1− α

Критерий средней длины

Аналогично предыдущему, но A (D) определяется как P (A (D)) = 1− α
Пусть rm радиус шара A (Dm). Критерий для определения m∗ :

∀m ≥ m∗ EDm rm ≤ l
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Байесовские методы: Критерий средней апостериорной дисперсии

Локализация апостериорного распределения параметров p(ŵ |Dm) как
уменьшение средней дисперсии EDmD [ŵ|Dm] по бутстрепным выборкам.
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Байесовские методы: Критерий среднего покрытия

Локализация апостериорного распределения параметров p(ŵ |Dm) как
увеличение средней вероятности попадания вектора параметров в шар
радиуса l. Усреднение производится по бутстрепным выборкам.
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Байесовские методы: Критерий средней длины

Локализация апостериорного распределения параметров p(ŵ |Dm) как
среднего уменьшение радиуса 0.95-доверительного шара по бутстрепным
выборкам.
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Эвристические методы: бутстреп

По выборке размера m построим квантильные бутстрепные доверительные
интервалы (am1 , b

m
1 ) , (am2 , b

m
2 ) , ..., (amn , b

m
n ) уровня значимости α для

каждого параметра модели.
Оптимальный объём выборки m∗ находится из условия малой длины этих
интервалов:

m∗ : ∀m ≥ m∗max
i

(bm
i − ami ) < l .
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Эвристические методы: функция полезности

Введём функцию полезности модели u(Dm) (в данном случае
u(Dm) = lnL(Dm, ŵ)) и будем искать

m∗ = arg max
m

(EDm [u(Dm)]− cm),

где c - коэффициент штрафа за размер выборки
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Эвристические методы: кросс-валидация

Размер выборки m∗ определяется так что для любого m ≥ m∗ выполнено
RS(m) ≥ 1− ε, где ε выбирается малым.
При этом RS(m) = ln

L(DL(m),ŵ)

L(DT (m),ŵ)
, где T ,L — обучающая и тестовая

выборки для подвыборки размера m.
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Вычислительный эксперимент: сравнение и анализ методов

Дисперсия при каждом m вычисляется по разным подвыборкам размера
m. Все графики выходят на константу.
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Заключение

Выводы

Исследовано поведение различных методов оценки оптимального
объёма выборки

Описана методология оценки оптимального объёма выборки

Реализовано программное обеспечение для ретроспективной и
предсказательной оценки оптимального объёма выборки
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