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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óñòîé÷èâûõ

ìîäåëåé â çàäà÷å íåëèíåéíîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Â óñëîâèÿõ ìóëüòèêîë-

ëèíåàðíîñòè âûáîðêè âûáîð óñòîé÷èâûõ ìîäåëåé èç çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà çà-

òðóäíåí â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îöåíêè áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ. Îöåíêà

ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íåâîçìîæíà, òàê êàê ôóíêöèÿ

îøèáîê íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé èìååò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ëîêàëü-

íûõ ýêñòðåìóìîâ êàê îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ, òàê è îòíîñèòåëüíî ñîñòàâà

ïðèçíàêîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñòðàòåãèÿ ïîðîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ìîäåëåé ñ ïîìî-

ùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìîäåëè è îöåíêè å¼

ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàéåñîâñêèé âûâîä, ìåòîä áåëñëè, ïîøàãîâûé îòáîð ïðè-

çíàêîâ, íåëèíåéíûå ìîäåëè, ñòðóêòóðíàÿ ñëîæíîñòü.
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1 Ââåäåíèå

Îñíîâíîé çàäà÷åé ðåãðåññèîííîé àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ïàðàìåòðîâ

ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ âûáðàííàÿ ìîäåëü íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñû-

âàåò äàííûå. Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ äàííûõ ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ îøèáêè,

âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î õàðàêòåðå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè. Ãèïîòåçà

ïîðîæäåíèÿ äàííûõ èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â âûáîðå ôóíêöèè îøèáêè è, êàê ñëåä-

ñòâèå, â ìåòîäå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ èëè îïðîâåðæåíèÿ

ýòîé ãèïîòåçû âûïîëíÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå òåñòû, íàçûâàåìûå àíàëèçîì ðåãðåññè-

îííûõ îñòàòêîâ [6, 3, 4, 5]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ íå ÿâëÿ-

åòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íå ñîäåðæèò îøèáîê è íå íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ.

Ïðè îöåíêå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòü ìîäåëè, òàê

êàê èç-çà íàëè÷èÿ â ðåãðåññèîííîé âûáîðêå øóìîâûõ èëè ìóëüòèêîððåëèðóþùèõ

ïðèçíàêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü íåóñòîé÷èâóþ îöåíêó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ îöåíîê

ïàðàìåòðîâ ðàíåå ïðåäëàãàëèñü ðåãóëÿðèçóþùèå ìåòîäû è ìåòîäû îòáîðà ïðèçíàêîâ,

íàïðèìåð LASSO [15], LARS [17], RidgeRegression [14, 21], ElasticNet [20], òàêæå ïðè

ïðîðåæèâàíèè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé [18, 19].

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ îøèáêè, ñîäåðæàùóþ â êà÷åñòâå

ðåãóëÿðèçóþùèõ ìíîæèòåëåé êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ïà-

ðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïðèíÿòà ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè äàííûõ è ïàðà-

ìåòðîâ. Ïîäîáíûé âèä ôóíêöèè îøèáêè ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ áàéåñîâñêîãî âûâîäà

è ðàññìîòðåí ðàíåå â ðàáîòàõ [17, 3, 4, 5].

Ôóíêöèÿ îøèáêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ, ìàê-

ñèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ñàìîé ðå-

ãðåññèîííîé ìîäåëè [7, 8, 9] è íåñìåùåííîñòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Â òàêîì ñëó÷àå êî-

âàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè A−1 ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíà äëÿ ñóæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ è îòáîðà ïðèçíà-

êîâ. Çàäà÷à îöåíêè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ðàññìàòðèâàëàñü ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê

çðåíèÿ. Òàê â êíèãàõ [1, 2] ïðèâåäåíà îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ,

ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ðàáîòå îïèñàíà ïðîöåäóðà íåñìåùåí-
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íîé îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ïóòåì ðàçáèåíèÿ ðåãðåñ-

ñèîííîé âûáîðêè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå ìîäåëè, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó äâóõ-

ñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé. Îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü è ïðîãíîñòè÷åñêèå âîçìîæíî-

ñòè íåéðîííûõ ñåòåé ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷ ðå-

ãðåññèè [22]. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò èñïîëüçîâàíèå ñåòåé ñ áîëüøèì

êîëè÷åñòâîì ñëîåâ è íåéðîíîâ, à ñîîòâåòñòâåíî è ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Áîëüøîå êî-

ëè÷åñòâî ñâÿçåé òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøèõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê, óâåëè÷èâàåò

âðåìÿ îáó÷åíèÿ è ðàáîòû ñåòè. Ââèäó ýòîãî âîçíèêàåò çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðàçìåðà

ñåòè áåç ïîòåðè òî÷íîñòè êëàññèôèêàöèè.

Ñóùåñòâóþò äâà áàçîâûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ âûøåîïèñàííîé ïðîáëåìû: íàðà-

ùèâàíèå ñòðóêòóðû ñåòè (network growing) [23] è ïðîðåæèâàíèå ñòðóêòóðû ñå-

òè (network pruning) [24, 19, 18].

Ñîãëàñíî ïåðâîìó ïîäõîäó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ìîäåëè âûáèðàåòñÿ ïðîñòàÿ

ñåòü ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì íåéðîíîâ, âîçìîæíîñòåé êîòîðîé íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðå-

øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïîñëå ÷åãî â ñåòü äîáàâëÿþòñÿ íîâûå íåéðîíû è

ñâÿçè ìåæäó íèìè. Â àëãîðèòìàõ ìåòîäà ïðîðåæèâàíèÿ ìîäèôèöèðóåòñÿ ìíî-

ãîñëîéíàÿ ñåòü ñ èçáûòî÷íûì ÷èñëîì íåéðîíîâ è ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Êëàññè-

÷åñêèìè àëãîðèòìàìè ïðîðåæèâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ¾optimal brain

damage¿ [19] è ¾optimal brain surgery¿ [18], îñíîâàííûå íà âû÷èñëåíèè âòîðûõ ïðî-

èçâîäíûõ ôóíêöèè îøèáêè [16] è ìåòîäå ¾back propagation¿ [25] îáó÷åíèÿ íåéðîíîé

ñåòè. Òàêæå ïîëó÷èëè ðàçâèòèå ãèáðèäíûå àëãîðèòìû, â êîòîðûõ îáúåäèíÿþòñÿ îáà

óïîìÿíóòûõ âûøå ïîäõîäà. Îíè ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü êà÷åñòâî ðåçóëüòàòà, îäíàêî

îáëàäàþò ñâîèìè ãðàíèöàìè ïðèìåíèìîñòè [26, 27].

Ïðåäëàãàåòñÿ íàáîð êðèòåðèåâ ïðîðåæèâàíèÿ è íàðàùèâàíèÿ íåéðîííîé ñåòè.

Îñíîâíûìè èäåÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðèíöèï ëîêàëüíî-îïòèìàëüíîãî âûáîðà è èñïîëüçî-

âàíèå èíôîðìàöèè î êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå ïàðàìåòðîâ ñåòè. Â êà÷åñòâå èëëþ-

ñòðèðóþùåãî ïðèìåðà ðàáîòà ïðîöåäóðû ïîøàãîâîé ìîäèôèêàöèè ñòðóêòóðû ìîäå-

ëè âûáðàíà çàäà÷à ðåãðåññèè íà äàííûõ winequality, UCI [28].
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì âûáîðêó D = {xi, yi}, i ∈ I = {1, . . . ,m}, ãäå x
T

i ∈ Rn, y ∈ Rm. Ðàñ-

ñìîòðèì íåëèíåéíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç äèôôåðåíöèðóåìà

îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ w:

f : (w,X) 7→ y,

ãäå X ∈ Rm×n � ìàòðèöà ïëàíà, w = [w1, . . . , wj, . . . , wt]
T

, j ∈ J = {1, . . . , t}.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A∗ ⊆ J , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïèòèìèçàöèè:

A∗ = argmin
A⊆J

S(w∗A|D, fA),

w∗A = argmin
w∈Rt

{
S(w|DL, f)

}
, (2.1)

ãäå S � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé S, U è F (ôóíêöèè îöåíêè îøèáêè, óñòîé-

÷èâîñòè è ñëîæíîñòè ìîäåëè ñîîòâåòñòâåííî); fA � ìîäåëü, îïòèìèçèðîâàííàÿ íà

ïàðàìåòðàõ ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà A; wA � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñ èíäåêñàìè èç

ìíîæåñòâà A. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îäíîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ôóíê-

öèè îøèáêè S(w).

Ïóñòü íåëèíåéíàÿ ìîäåëü f ïðèíàäëåæèò êëàññó äâóñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé

ñ M + 1 íåéðîíàìè â ñêðûòîì ñëîå. Ôóíêöèåé àêòèâàöèè íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ:

ak = tanh
(
Σn

`=0W
(1)
k` xp`

)
,

ãäå k = [1, . . . ,M ], p = [1, . . . ,m], W(1) ∈ RM×(n+1), a xp � ñòðîêà ìàòðèöû ïëàíà X.

Ôóíêöèåé àêòèâàöèè íåéðîíîâ âûõîäíîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ:

yp = ΣM
k=0W

(2)
k ak,

ãäå W(2) ∈ RM+1.

Âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ìîäåëè f ïðåäñòàâèì â âèäå êîíêàòåíàöèè âåêòîðèçîâàí-

íûõ ìàòðèö w = vec(W(1)|W(2)). Òîãäà ìîäåëü f ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x,w) = W(2)tanh(W(1)x),

ãäå x � ñòðîêà ìàòðèöû ïëàíà X.
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3 Îöåíêà ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè

Ïóñòü ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y ∼ N (f ,B) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå

p(y) =
1

(2π)
m
2 det

1
2 (B−1)

exp

(
−1

2
(y − f)

T

B(y − f)

)
. (3.1)

Â äàííîé ðàáîòå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà B = βI. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæå-

íèÿ (3.1) çàâèñèò îò âèäà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè f , âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w, íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé X è îò êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû B, ïåðåïèøåì åãî â âèäå

p(y|X,w,B, f)
def
=p(D|w,B, f) =

exp(−ED)

ZD(B)
,

ãäå ZD � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò äëÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

ZD = (2π)
m
2 det

1
2 (B−1).

Ôóíêöèÿ îøèáêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ðåãðåññèîííîé

ìîäåëè ïðè äàííîé ãèïîòåçå, îïðåäåëåíà êàê

ED =
1

2
(y − f)

T

B(y − f).

Ïóñòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ìîäåëè f � ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ìà-

òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì w0, êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé A−1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì

p(w|A, f) =
1

(2π)
t
2det

1
2 (A−1)

exp

(
−1

2
(w −w0)

T

A(w −w0)

)
=

exp(−Ew)

Zw(A)
. (3.2)

Íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò Zw(A) ðàâåí

Zw(A) = (2π)
t
2det

1
2 (A−1),

ãäå t� ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè f . Ôóíêöèÿ-øòðàô çà áîëüøîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè äëÿ ïðèíÿòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíà êàê

Ew =
1

2
(w −w0)

T

A(w −w0).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè f(w,x) èñïîëüçóåì

Áàéåñîâñêèé âûâîä [11, 12, 13]. Ïðè çàäàííîé ìîäåëè f è çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ A

è B àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èìååò âèä:

p(w|D,A,B) =
p(D|w,B)p(w|A)

p(D|A,B)
, ãäå (3.3)
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p(w|D,A,B) � àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ;

p(D|w,B) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ;

p(w|A) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ;

p(D|A,B) =
∫
Rt p(D|w,B)p(w|A)dw � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ îøèáêè S(w) êàê

S(w) = Ew + ED =
1

2
(w −w0)

T

A(w −w0) +
1

2
(y − f)

T

B(y − f). (3.4)

Â äàííîé ðàáîòå ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè áóäåò îöåíèâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

Ìîíòå-Êàðëî. Â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà p(D|A,B) íåâîçìîæíî èëè

ñèëüíî çàòðóäíåíî, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ îáëàäàåò âûñîêîé ðàçìåðíî-

ñòüþ [29]. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà óñðåäí¼í-

íûì çíà÷åíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ì.ñ.â w ∼ N (w0,A
−1) è ñôîðìèðóåì âûáîðêó ðàçìåðà b èç ýòîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè p(D|A,B, f)

E
[
p(D|A,B, f)

]
=

∫
p(D|w,B)p(w|A)dw.

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ñëåäóåò, ÷òî
∫
p(w|A) = 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü çàêîíîì

áîëüøèõ ÷èñåë ïîëó÷èì:

Ê
[
p
]

=

∫
p(D|w,B)p(w|A)dw ≈ 1

b

b∑
k=1

p(D|wk,B),

ãäå b � ðàçìåð ñýìïëèðóþùåé âûáîðêè.

4 Ìåòîä îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó w ∈ Rt. Ïî îïðåäåëåíèþ êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-

ðèöà âåëè÷èíû w âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

A−1 = E[(w − Ew)(w − Ew)
T

] = E[ww
T

]− E[w] · E[w
T

].
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Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âûáîðêè I íà b íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ,

íà êàæäîé ïîäâûáîðêå îöåíèì âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ìîäåëè f è ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w̃. Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó W:

W = [w̃1, . . . , w̃b] ∈ Rt×b.

Îòöåíòðèðîâàâ êàæäóþ ñòðîêó Wj−EWj 7→Wj, îöåíèì êîâàðèàöèîííóþ ìàò-

ðèöó ïàðàìåòðîâ ìîäåëè f :

A−1 =
1

b
WW

T

.

Äëÿ óñòîé÷èâîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèöû A−1 ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷àëà óäàëèòü èç íå¼

ñòîëáöû è ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðàì ñ äèñïåðñèåé ìåíüøå çàäàííîãî ïî-

ðîãà, à çàòåì äîáàâèòü ê äèàãîíàëè íåáîëüøóþ âåëè÷èíó [14, 21].

4.1 Ïîäáîð âåëè÷èíû b

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñïîñîáà îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû A−1, îïèñàííîãî

â ðàçäåëå âûøå, íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíîå ÷èñëî ðàçáèåíèé âûáîðêè b. Äëÿ

êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî b áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ îøèáêè (3.4), èñïîëü-

çóÿ ñëó÷àéíûå ïðèáëèæåíèÿ ïàðàìåòðîâ A è w0 àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà

ïàðàìåðîâ w (3.2) ìîäåëè f . Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

1. Çàäàäèì ÷èñëî ðàçáèåíèé âûáîðêè b;

2. Çàäàäèì ñëó÷àéíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ w0, A è B = βI;

3. Îïòèìèçèðóåì çíà÷åíèå ôóíêöèè îøèáêè S(w) íà êàæäîì èç b ðàçáèåíèé

(Xv,yv):

w̃v = argmin
w∈Rt

S(w|Xv,yv);

4. Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðîâ:

W = [w̃1, . . . , w̃b] ∈ Rt×b;

5. Îöåíèì ïàðàìåòðû àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé:
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• w0 êàê ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ:

ŵ0j = EWj,

ãäå Wj � ñòðîêà ìàòðèöû W ñ èíäåêñîì j;

• A â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì 4;

• ñêàëÿð β:

β̂ =
1

b

b∑
v=1

1

var
(
yb − f(w̃v,Xv)

) ,
ãäå var � îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äèñïåðñèè.

5 Ïîäáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

Ââåäåì ïîíÿòèå ñòðóêòóðû äâóõñëîéíîé íåðîííîé ñåòè. Â äàííîé ðàáîòå ñòðóê-

òóðîé ìîäåëè áóäåò íàçûâàòüñÿ àöèêëè÷åñêèé íàïðàâëåííûé ãðàô ñ òðåìÿ ìíîæå-

ñòâàìè âåðøèí ôèêñèðîâàííîé ìàêñèìàëüíîé âàëåíòíîñòè:

(0) � ìíîæåñòâî âåðøèí ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ: ñîäåðæèò n+1 âåðøèíó, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå Xij (x0 ïðèíèìàåò íà÷åíèå 1).

(1) � ìíîæåñòâî âåðøèí ôóíêöèè àêòèâàöèè ïåðâîãî ñëîÿ: ñîäåðæèò M + 1 âåð-

øèíó, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ak (a0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1).

(2) � ìíîæåñòâî âåðøèí ôóíêöèè àêòèâàöèè âûõîäíîãî ñëîÿ: ñîäåðæèò îäíó âåð-

øèí, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå yi.

Ìàêñèìàëüíàÿ âàëåíòíîñòü âåðøèí èç ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíà

M , âåðøèí ôóíêöèè àêòèâàöèè ïåðâîãî ñëîÿ � n + 2, âåðøèí ôóíêöèè àêòèâàöèè

âûõîäíîãî ñëîÿ � M + 1.

Ðåáðà ãðàôà ìîãóò èäòè òîëüêî èç ìíîæåñòâà âåðøèí ñ ìåíüøèì èíäåêñîì âî

ìíîæåñòâî âåðøèí ñ áîëüøèì èíäåêñîì, òî åñòü (0)→ (1) èëè (1)→ (2).

Ïóñòü âåêòîð z ∈ {0, 1}t

zj =

0, åñëè wj + ∆wj = 0, ò.å. ðåáðà íåò â ãðàôå;

1, èíà÷å.

(5.1)
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Ðèñ. 1: Ñòðóêòóðà äâóõñëîéíîé íåéðîííîé ñåòè

Òîãäà âåêòîð z è âåëè÷èíû n è M îäíîçíà÷íî çàäàþò âèä ãðàôà ??, à çíà÷èò è

ñòðóêòóðó ìîäåëè.

Ïîëíûé ãðàô, îïèñûâàþùèé ñòðóêòóðó ìîäåëè äâóñëîéíîé íåéðîííîé ñåòè, èìå-

åò (n+ 1) · (M + 1)2 ðåáåð, òî åñòü äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé â ñìûñëå ìèíèìóìà

ôóíêöèè îøèáêè ìîäåëè íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü 2(n+1)·(M+1)2 − const ìîäåëåé.

Ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíóþ ìîäåëü ïîñëåäîâàòåëüíûì

èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû ìîäåëè f , ïðè÷åì íà êàæäîì øàãå èçìåíÿòü ñòðóêòóðó ìîäå-

ëè íà åäèíèöó.

Ïðåäñòàâèì ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîé ìîäèôèêàöèè ñòðóêòóðû ìîäåëè â âè-

äå ïóòè âíóòðè t-ìåðíîãî ãèïåðêóáà Z, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì

âåêòîðîì (5.1). Òàê êàê ñîñåäíèå âåðøèíû ãèïåðêóáà Z îòëè÷àþòñÿ åäèíñòâåííîé

êîìïîíåíòîé âåêòîðà z, íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà èçìåíåíèÿ ìîäåëè ïðîèñõîäèò

âûáîð èç (n+ 1) · (M + 1)2 ìîäåëåé-ïðåòåíäåíòîâ.

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ è ãèïåðïàðàìåòðîâ A, w0 è β ìîäåëè f ïðèìåíèì ïîñëå-

äîâàòåëüíûé Áàéåñîâñêèé âûâîä: â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè,

ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäåííûå ìîäåëè fAq è fAq+1 . Àïîñòåðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè fAq â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3) èìååò âèä:

p(wAq |D,Aq,Bq) =
p(D|wAq ,Bq)p(wAq |Aq)

p(D|Aq,Bq)
.

Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ äëÿ ìîäåëè fAq+1 áóäóò âûãëÿäåòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w̃Aq = [wAq ; 0]
T

; Ãq =

Aq 0

0 1

 .

Òîãäà ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ (3.1) è àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðà-

ìåòðîâ (3.2) ìîäåëè fAq+1 áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(D|wAq+1 ,Bq) =
1

(2π)
m
2 det

1
2 (B−1q )

exp

(
−1

2
(y − fAq+1)

T

Bq(y − fAq+1)

)
;

p(wAq+1 |Ãq) =
1

(2π)
t
2det

1
2 (Ã−1q )

exp

(
−1

2
(wAq+1 − w̃Aq)

T

Ãq(wAq+1 − w̃Aq)

)
.

5.1 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè, ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äî-

áàâëåíèÿ ïðèçíàêîâ, â êîòîðîé â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðîâ ìîäå-

ëè, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ïóñòü íà øàãå q èçâåñòíà ïðàâäîïîäîáíàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ñóáîïòèìàëüíîé

ñëîæíîñòè, òî åñòü èçâåñòíà îöåíêà å¼ ïàðàìåòðîâ w∗Aq
è ãèïåðïàðàìåòðîâ A∗q è w∗0q.

Ðàññìîòðèì øàã àëãîðèòìà ñ íîìåðîì q.

1. Íàéäåì òàêîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà J \ Aq, ïðè äîáàâëåíèè êîòîðîãî â ìîäåëü

ôóíêöèÿ îøèáêè S(wAq) ìèíèìàëüíà:

j∗ = argmin
j∈J\Aq

S(wj|D, fAq∪{j},wAq).

Ïðè÷åì ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè îøèáêè îïòèìèçèðóåòñÿ òîëüêî êîìïîíåíòà

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ wAq è ýëåìåíòû ìàòðèöû Aq, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðó

ñ èíäåêñîì j.
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2. Îáíîâèì îöåíêè ãèïåðïàðàìåòðîâ w∗0(q+1), A∗q+1;

w∗0(q+1) = [w∗0q;wj∗]
T

; A∗q+1 =

A∗q 0

0 Aq(j
∗, j∗)

 .

3. Äîáàâèì íîâûé ýëåìåíò j∗ ê òåêóùåìó íàáîðó

Aq+1 = Aq ∪ {j∗}

è áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà

|S(w∗Aq+1
|D, fAq+1)− S(w∗Aq

|D, fAq)| 6 ∆S1.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè îïèñàííîãî àëãîðèòìà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ ìàòðèöû ïëàíà X èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 2. Çäåñü âåêòîðû

χ4, χ5 è χ6 îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó, à âåêòîðû χ1, χ2 è χ3 ñèëüíî êîððåëèðóþò.

Çàäàäèì âåêòîð çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

y = 0.3χ5 + 0.3χ6 + 0.3χ3 + U [0, 1],

ãäå U [0, 1] � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1].

Íà ïåðâîì øàãå çàôèêñèðóåì ìîäåëü ñ åäèíñòâåííûì ïðèçíàêîì χ4. Íà ðèñóí-

êå 3 èçîáðàæåíû èçìåíåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñòîëáåö. Íà ïåðâîì ãðàôèêå èçîáðàæåíû îïòèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ w1�w3, w5 è w6 ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå w4. Ïàðîé ñ ìè-

íèìàëüíûì çíà÷åíèåì îøèáêè íà ýòîì øàãå ÿâëÿåòñÿ (χ4,χ6). Íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî

ãðàôèêà, ïàðàìåòðû äîáàâëÿåìûõ ïðèçíàêîâ ðàâíû íóëþ (èçîáðàæåíî òåìíî-ñèíèì

öâåòîì): òî åñòü ê χ4, χ6 è χ5 íåâîçìîæíî äîáàâèòü ïðèçíàêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ôóíêöèÿ îøèáêè óìåíüøèëàñü (ðèñ. 4) (ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

è ìàòðèöû êîâàðèàöèè óæå äîáàâëåííûõ ïðèçíàêîâ). Èòîãîâàÿ ìîäåëü, ïîëó÷åííàÿ

ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî àëãîðèòìà, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y = 0.3χ5 + 0.8χ6 + 0.5χ4.
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Ðèñ. 2: Ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèè îøèáêè

Ðàñøèðèì ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì íà øàãå (1). Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j ∈ J \Aq
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Ðèñ. 3: Èçìåíåíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

áóäåì ïðîèçâîäèòü ¾îáðàòíóþ¿ îïòèìèçàöèþ:

w∗Aq∪{j} = argmin
w∈RAq

S(wAq |D, fAq , wj),

ãäå wj � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà j íà ìíîæåñòâå ïðèçíàêîâ Aq ∪ {j}. Òà-

êàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ñóäèòü î áëèçîñòè ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè

îøèáêè ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ.

Âî âòîðîì ñòîëáöå ðèñóíêà 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ¾îáðàòíîé¿ îïòèìèçàöèè.

Íèæíÿÿ ñòðîêà ãðàôèêîâ èç ïåðâîãî ñòîëáöà â òî÷íîñòè ðàâíà íèæíåé ñòðîêå ãðà-

ôèêîâ èç âòîðîãî ñòîëáöà.

Òðåòèé ñòîëáåö ðèñóíêà 3 ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì ìîäåëè íàñòðîåííûì áåç

êàêèõ-ëèáî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ((χ4,χ6), (χ4,χ5) â ïåðâîé ñòðîêå

ðèñóíêà 3 è (χ4,χ6,χ5) âî âòîðîé ñòðîêå) âèäíî, ÷òî íàéäåííûå îïòèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äîñòàâëÿþò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè îøèáêè íà ýòèõ ïðè-
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çíàêàõ, äëÿ êîððåëèðóþùèõ æå êîìáèíàöèé ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ôèêñèðîâàííûõ

ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè îøèáêè áóäåò óìåíüøàòüñÿ.

6 Ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû ìîäåëè

Ñòðàòåãèåé ïîøàãîâîé ìîäèôèêàöèè ìîäåëè íàçûâàåò ïðîöåäóðà ìîäèôèêàöèè

ìîäåëè, â êîòîðîé íà êàæäîì øàãå ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à âèäà:

j∗ = argopt
j∈A

Q(w∗A),

ãäå Q � íåêîòîðûé êðèòåðèé êà÷åñòâà, a w∗A îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.1).

Ñòðàòåãèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè:

• íàáîðîì êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè {Q};

• íàáîðîì îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðó è ïàðàìåòðû ìîäåëè A ∈ J , w = w∗A;

• êðèòåðèÿìè îñòàíîâà øàãîâ äîáàâëåíèÿ (6.1) è óäàëåíèÿ (6.2) ñòðóêòóðíûõ åäè-

íèö â ìîäåëü;

• êðèòåðèåì îñòàíîâà ïðîöåäóðû âûáîðà ìîäåëè (6.3).

Òî åñòü äåéñòâóÿ ñîãëàñíî ñòðàòåãèè, ìû áóäåì èçìåíÿòü ñòðóêòóðó ìîäåëè,

óäàëÿÿ èç íå¼ ýëåìåíòû è äîáàâëÿÿ èõ äî òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèå êðèòåðèåâ îïòèìè-

çàöèèíå ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

6.1 Äîáàâëåíèå ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò íàéòè èíäåêñ ïàðàìåòðà, ïðè äîáàâëåíèè êîòî-

ðîãî â ñåòü ôóíêöèÿ îøèáêè ìèíèìàëüíà.

Ïóñòü íà øàãå q èçâåñòíà ïðàâäîïîäîáíàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ñóáîïòèìàëüíîé

ñëîæíîñòè, òî åñòü èçâåñòíà îöåíêà å¼ ïàðàìåòðîâ w∗Aq
è ãèïåðïàðàìåòðîâ w∗0q è A∗q:

fAq |w = w∗Aq
: X 7→ y.

Ðàññìîòðèì øàã àëãîðèòìà ñ íîìåðîì q + 1:
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1. íàéäåì òàêîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà J \ Aq, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ îøèáêè

S(wAq∪{j}) ìèíèìàëüíà:

j∗ = argmin
j∈J\Aq

S(wq+1|D, fAq∪{j});

2. îáíîâèì îöåíêè äëÿ w∗0(q+1) è A∗q+1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì 5;

3. äîáàâèì íîâûé ýëåìåíò j∗ ê òåêóùåìó íàáîðó

Aq+1 = Aq ∪ {j∗} .

Áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå ôóíêöèè îøèáêè íà

ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ íå ïðåâûñèò çàðàíåå çàäàííîãî ïîðîãà ∆S1

|S(w∗Aq+1
|D, fAq+1)− S(w∗Aq

|D, fAq)| 6 ∆S1. (6.1)

6.2 Óäàëåíèå ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé

Äëÿ óäàëåíèÿ ñâÿçåé âîñïîëüçóåìñÿ ìîäôèêàöèåé ìåòîäà Áåëñëè. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñâÿçåé ìåæäó íåéðîíàìè Aq.

1. Âû÷èñëèì èíäåêñû îáóñëîâëåííîñòè ηj (6.5) è ìàòðèöó äîëåâûõ êîýôôèöèåí-

òîâ R = [rgj] (6.6) äëÿ wAq ;

2. Íàéäåì èíäåêñ g∗ ìàêñèìàëüíîãî èíäåêñà îáóñëîâëåííîñòè ηmax;

3. Â ìàòðèöå äîëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ R íàéäåì èíäåêñ ñòîëáöà j∗:

j∗ = argmax
j∈Aq

rg∗j.

4. Óäàëèì j∗ èíäåêñ èç ìíîæåñòâà Aq:

Aq+1 = Aq \ {j∗}

è áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå ôóíêöèè îøèáêè

íà ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ íå ïðåâûñèò çàðàíåå çàäàííîãî ïîðîãà ∆S2

|S(w∗Aq+1
|D, fAq+1)− S(w∗Aq

|D, fAq)| 6 ∆S2. (6.2)
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6.2.1 Ìåòîä Áåëñëè äëÿ óäàëåíèÿ ïðèçíàêîâ

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Aq, ïîëó÷åííóþ ìåòîäîì èç ðàçäåëà 4. Îíà íåâûðîæäåíà

ïî ïîñòðîåíèþ è èìååò ðàíã rank(Aq) = |Aq|. Òàê êàê ìàòðèöà Aq ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíàÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì Õîëåöêîãî [10] è ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå:

Aq = LL
T

, (6.3)

ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Çàïèøåì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû L:

L = UΛV
T

, (6.4)

ãäå U è V � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè λj íà äèàãîíàëè, òàêèìè ÷òî

λ1 > λ2 > . . . > λq > 0.

Èíäåêñîì îáóñëîâëåííîñòè ñ èíäåêñîì j áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå ìàêñè-

ìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû L ê j-îìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó:

ηj =
λmax

λj
. (6.5)

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ îáóñëîâëåííîñòåé óêàçûâàþò íà çàâèñèìîñòü ìåæ-

äó ïðèçíàêàìè, ïðè ÷åì ÷åì áîëüøå ηj, òåì ñèëüíåå çàâèñèìîñòü.Ïîýòîìó íà ýòàïå

óäàëåíèÿ ñâÿçåé íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé èíäåêñ j∗, ÷òî:

j∗ = argmax
j∈Aq

ηj.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèÿìè (6.3) è (6.4) è ïðåäñòàâèì êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó A−1q â âèäå:

A−1q = (LL
T

)−1 = (VΛ
T

U
T

UΛV
T

)−1 = VΛ−2V−1.

Îöåíêàìè äèñïåðñèè ïàðàìåòðîâ áóäóò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A−1q :

αii = σ(wi) =
t∑

j=1

v2ij
λ2j
.
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Äèñïåðñèîííîé äîëåé rij áóäåì íàçûâàòü âêëàä j-ãî ïðèçíàêà â äèñïåðñèþ

i-ãî ýëåìåíòà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ wAq :

rij =
v2ij/λ

2
j∑t

j=1 v
2
ij/λ

2
j

. (6.6)

Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåí âåêòîð èíäåêñîâ îáóñëîâëåííîñòè η è ìàòðèöà äîëåâûõ

êîýôôèöèåíòîâ R äëÿ âûáîðêè, èññëåäóåìîé â ðàáîòå. Çäåñü ìàòðèöà êîâàðèàöèé

áûëà îöåíåíà êàê A−1 = (XX
T

)−1.

Ðèñ. 5: Âåêòîð èíäåêñîâ îáóñëîâëåííîñòè η è ìàòðèöà äîëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ R

×åì áîëüøå çíà÷åíèå äîëåâîãî êîýôôèöèåíòà rij òåì áîëüøèé âêëàä âíîñèò j-ûé

ïðèçíàê â äèñïåðñèþ i-ãî ðåãðåññèîííîãî êîýôôèöèåíòà.

Ïî èíäåêñàì îáóñëîâëåííîñòè è ìàòðèöå äîëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ

ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü: áîëüøèå âåëè÷èíû ηj îçíà÷àþò, ÷òî, âîçìîæíî, åñòü çàâè-

ñèìîñòü ìåæäó ïðèçíàêàìè. Ïðèçíàê ñ÷èòàåòñÿ âîâëå÷åííûì â çàâèñèìîñòü, åñëè

åãî äîëåâîé êîýôôèöèåíò ñâÿçàííûé ñ ýòèì èíäåêñîì ïðåâûøàåò âûáðàííûé ïîðîã

(îáû÷íî 0.25). Åñëè æå ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî áîëüøèõ èíäåêñîâ îáóñëîâëåííîñòè,

òî âîâëå÷åííîñòü ïðèçíàêà â çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñóììå åãî äèñïåðñèîííûõ

äîëåé, îòâå÷àþùèõ áîëüøèì çíà÷åíèÿì èíäåêñà îáóñëîâëåííîñòè: åñëè ñóììà ïðå-

âûøàåò âûáðàííûé ïîðîã, òî ïðèçíàê ó÷àñòâóåò êàê ìèíèìóì â îäíîé çàâèñèìîñòè.
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6.3 Êðèòåðèé ñòàáèëèçàöèè ïðîöåäóðû Add-Del

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ñòàáèëèçàöèè ñòðóêòóðû ìîäåëè â ïðîöåäóðå Add-Del ïðåä-

ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýíòðîïèþ

H(A,A′) = −ρ(z, z
′
) ln
(
ρ(z, z

′
)
)
,

ãäå ρ(·, ·) � ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè z è z
′
, ãäå

zj =

0, åñëè wj + ∆wj = 0, ò.å. j /∈ A;

1, èíà÷å.

Ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ ñòàáèëüíûì, åñëè èçìåíåíèå ýíòðîïèè H(A,A′) íå ïðåâîñõî-

äèò çàäàííîãî ïîðîãà.

7 Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îøèáêè âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Ëåâåíáåðãà-

Ìàðêâàðäòà, êîòîðûé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ ðå-

ãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèáëèæåíèè çà-

äàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ê èñêîìîìó ëîêàëüíîìó îïòèìóìó è ÿâëÿ-

åòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ è àëãîðèòìà Íüþòîíà-Ãàóññà.

Ðàññìîòðè ôóíêöèþ îøèáêè âèäà:

S =
1

2
(w + ∆w)TA(w + ∆w) +

1

2

(
f(w + ∆w,X)− y

)T
B
(
f(w + ∆w,X)− y

)
. (eq: S)

Íà íóëåâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà çàäà¼òñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ w. Äëÿ

îöåíêè ïðèðàùåíèÿ ∆w èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(w,X +

∆w) ≈ f(w,X) + J∆w, ãäå J � ÿêîáèàí ôóíêöèè f(w,X) â òî÷êå w:

J =


∂f(w,x1)

∂w1
. . . ∂f(w,x1)

∂wn

...
. . .

...

∂f(w,xm)
∂w1

. . . ∂f(w,xm)
∂wn

 .

Ïðèðàùåíèå ∆w â òî÷êå îïòèìóìà äëÿ ôóíêöèè îøèáêè (eq: S) ðàâíî íóëþ.

Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ïðèðàâíÿåì âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ S

ïî w ê íóëþ. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì S â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ:
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S1 =
1

2
(w + ∆w)TA(w + ∆w);

S2 =
1

2

(
f(w + ∆w,X)− y

)T
B
(
f(w + ∆w,X)− y

)
.

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

∂S1

∂w
= 1

2
(w + ∆w)T (A + AT ),

∂S2

∂w
= 1

2

[(
J(w + ∆w)− y

)T
BTJ +

(
J(w + ∆w)− y

)T
BJ
]
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ïðèðàùåíèå ∆w íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé:

∇S = 1
2
(w+∆w)T (A+AT )+ 1

2

[(
J(w+∆w)−y

)T
BTJ+

(
J(w+∆w)−y

)T
BJ
]

= 0.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå:

wTA + ∆wTA + wTAT + ∆wTAT + (wTJTBT + ∆wTJTBT − yTBT + wTJTB +

∆wTJTB− yTB)J = 0.

Ñãðóïïèðóåì è ïåðåíåñ¼ì â îäíó ñòîðîíó ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå ïðèðàùåíèå ïàðà-

ìåòðîâ ∆w:

∆wT (A+AT +JTBTJ+JTBJ) = −wTA−wTAT−fTBTJ+yTBTJ−fTBJ+yTBJ.

Âûðàçèâ ïðèðàùåíèå ∆w, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

∆w =
[(

A+AT +JT (BT +B)J
)−1]T (−wT (A+AT )+(y− f(w,X))T (BT +B)J

)T
.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðèðàùåíèå ∆w â ïîñëåäóþùåé

èòåðàöèè ìåíüøå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ, ëèáî åñëè ïàðàìåòðû w äîñòàâëÿþò îøèáêó S

ìåíüøóþ çàäàííîé âåëè÷èíû. Çíà÷åíèå âåêòîðà w íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè ñ÷èòàåòñÿ

èñêîìûì.

8 Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà Add-Del ïðèìåíÿëàñü ê äàííûì winequality, UCI [28]. Äàí-

íûå ñîäåðæàò 12 ÷èñëîâûõ ïðèçíàêîâ, âåùåñòâåííûé îòêëèêá 6497 îáúåêòîâ. Â êà÷å-

ñòâå íåëèíåéíîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëàñü äâóõñëîéíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü ñ ïÿòüþ íåé-

ðîíàìè â ñêðûòîì ñëîå. Îáùåå ÷èñëî ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé â òàêîé ñåòè: (12+1)*(5+1)

+ (5+1) = 71. Íà ðèñóíêàõ 6, 7 è 8 èçîáðàæåíû èçìåíåíèÿ ôóíêöèè îøèáêè, ÷èñëà

îáóñëîâëåííîñòåé ìàòðèöû A−1 è âåêòîðà z, îïèñûâàþùåãî ñòðóêòóðó ìîäåëè.
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Ðèñ. 6: Çíà÷åíèå ôóíêöèè îøèáêè âî âðåìÿ ïðîöåäóðû Add-Del

Ðèñ. 7: Èçìåíåíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòåé ìàòðèöû A−1 âî âðåìÿ ïðîöåäóðû Add-

Del
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Ðèñ. 8: Èçìåíåíèå ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ âî âðåìÿ ïðîöåäóðû Add-Del
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9 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ïîøàãîâîé îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû íåéðîí-

íîé ñåòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ è óñòîé÷èâûõ ìîäåëåé, îïèñàí àëãîðèòì ïîëó÷å-

íèÿ íåñìåùåííîé îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïðîâåäåí

âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà ðåàëüíûõ äàííûõ, ÷èñëåííî ïîäòâåðæäàþùèé ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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