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Âàæíî: íà ïðîâåðî÷íîé ðàáîòå îáÿçàòåëüíî áóäåò çàäà÷à
â äóõå ¾âûïèøèòå Å è Ì øàãè îáùåãî ÅÌ-àëãîðèòìà äëÿ çà-
äàííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè¿ äëÿ êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé ìîäå-
ëè, îòëè÷íîé îò ñìåñè. Ïîýòîìó î÷åíü âíèìàòåëüíî ðàçáåðèòåñü
ñ ÅÌ-àëãîðèòìîì â îáùåì âèäå (çàäà÷è 2�3). Òàêæå ïîëåçíî
íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü ñ äèâåðãåíöèåé.

1) Äàíî äâà ìíîãîìåðíûõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ åäèíè÷íûìè êîâàðèà-
öèîííûìè ìàòðèöàìè: P (x) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è Q(x) ñî ñðåäíèì µQ.
Äîêàæèòå, ÷òî

KL(Q‖P ) = ‖µQ‖2/2,
ãäå KL(·‖·)�KL-äèâåðãåíöèÿ, à ‖ · ‖� îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà.

2) Ïóñòü äàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ñ íàáëþäàåìûìè ïåðåìåííûìè X =
{x1, . . . ,x`}, xi ∈ Rn, ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ïåðåìåííûìè Z = {z1, . . . , z`} è âåê-
òîðîì ïàðàìåòðîâ θ = {µk,Σk, πk, k = 1, . . . , K}, ðàññìîòðåííàÿ íà 4-îì ñåìèíàðå.
Ñêðûòûå ïåðåìåííûå íà ýòîò ðàç áóäóò ïðèíèìàòü ñêàëÿðíûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{1, . . . , K} (à íå áèíàðíûå âåêòîðà ñ îäíîé åäèíèöåé, êàê íà ñåìèíàðå). Ïî-ïðåæíåìó,

p(z = k) = πk > 0, k = 1, . . . , K,
∑

k

πk = 1;

p(x|z = k) = N (x|µk,Σk), x ∈ Rn.

Óáåäèòåñü, ÷òî ÅÌ-àëãîðèòì äëÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, èçëîæåííûé íà ëåêöèè, ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì îáùåãî ÅÌ-àëãîðèòìà äëÿ ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íà-
áëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ â ýòîé ìîäåëè. (Àêêóðàòíî âûïèøèòå Å è Ì øàãè îáùåãî
ÅÌ-àëãîðèòìà).

3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáùåì ÅÌ-àëãîðèòìå èç ïðîøëîé çàäà÷è íà Å-øàãå ìû
ìèíèìèçèðóåì äèâåðãåíöèþ KL(q‖p) ïî ñåìåéñòâó âûðîæäåííûõ ðàñïðåäåëåíèé q
(ðàñïðåäåëåíèå âûðîæäåíî, åñëè îíî âñþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ñîñðåäîòà÷èâàåò íà îä-
íîé òî÷êå). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû âñåõ êîìïîíåíò ñîâ-
ïàäàþò è ðàâíû åäèíè÷íîé. Êàê áóäóò âûãëÿäåòü â ýòîì ñëó÷àå ÅÌ èòåðàöèè?
Óêàçàíèÿ: â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì ¾Ê-ñðåäíèõ¿, êî-
òîðûé áóäåò ðàññêàçàí íà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî
ðàíåå ÅÌ-àëãîðèòìà ðàñùåïëåíèÿ ñìåñè, â ýòîì ñëó÷àå à) êàæäàÿ òî÷êà îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêè áóäåò æåñòêî ïðèïèñûâàòüñÿ îäíîé èç êîìïîíåíò, á) ñðåäíèå êàæäîé
èç êîìïîíåíò íà Ì-øàãå áóäóò ïåðåñ÷èòûâàòüñÿ ïî òî÷êàì, îòíåñåííûì ê íèì, â)
âåñà ñìåñè âû÷èñëÿþòñÿ êàê äîëÿ òî÷åê, îòíåñåííûõ ê êîìïîíåíòàì.

1


