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Òåìà III
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ðàçäåëû

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïðåäïîðÿäêè: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå

Ïðåäïîðÿäêàìè íàçûâàþò ðåôëåêñèâíûå (R) è òðàíçèòèâíûå
(T) îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð

Ïðåäïîðÿäêàìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:

1 îòíîøåíèå äåëèìîñòè | íà ìíîæåñòâå Zr {0};
2 îòíîøåíèå âûâîäèìîñòè ` â ëîãèêå: åñëè èç ëîãè÷åñêîé

ôîðìóëû A âûâîäèòñÿ ôîðìóëà B, òî ïèøóò A ` B;
3 îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ (íàïðèìåð, ïî öåíå è ïîëåçíîñòè

òîâàðà) â ýêîíîìèêå.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïîðÿäêè

Îïðåäåëåíèå

Ðåôëåêñèâíûå (R), àíòèñèììåòðè÷íûå (AS) è òðàíçèòèâíûå
(T) îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ÷àñòè÷íîãî

ïîðÿäêà.

Ïðèìåð

Âñå ïðåäïîðÿäêè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íå ÿâëÿþòñÿ
÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè:

1 äëÿ ýëåìåíòîâ Zr {0} èç m | n è n | m ñëåäóåò íå
m = n, à ëèøü |m| = |n|.

2 âîçìîæíî A ` B è B ` A, íî A 6= B (ôîðìóëû A è
B íå ñîâïàäàþò êàê ñòðîêè ñèìâîëîâ): íàïðèìåð, äëÿ
A = x ��y è B = (¬x ∨ y) N (z ∨ ¬z) ;

3 ÿñíî, ÷òî îäèíàêîâûå è öåíó, è ïîëåçíîñòü ìîãóò èìåòü
ðàçíûå òîâàðû.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïîðÿäêè: ïðèìåðû

Îòíîøåíèå 6 íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ,
ðàöèîíàëüíûõ, äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ íà ñîâîêóïíîñòè
A = {A1, A2, . . .} ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà �
âàæíåéøèé ïðèìåð ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ãîâîðÿò, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü A óïîðÿäî÷åíà ïî âêëþ÷åíèþ.

Äèàãîíàëüíîå îòíîøåíèå M íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê ýêâèâàëåíòíîñòü, íî è
êàê ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.
Ìíîæåñòâî ñ òàêèì ïîðÿäêîì íàçûâàþò òðèâèàëüíî
óïîðÿäî÷åííûì.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïîðÿäîê èç ïðåäïîðÿäêà ρ ...

... ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè îòîæäåñòâèòü òàêèå ýëåìåíòû a è b,
äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî è aρb è bρa.

Òåîðåìà

Åñëè � � ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå P , òî

1 áèíàðíîå îòíîøåíèå ε íà P , îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

a ε b ⇔ a � bN b � a
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ;

2 áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤ íà ôàêòîðìíîæåñòâå P/ε,
îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì

[ a ]ε ≤ [ b ]ε ⇔ a � b,
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïîðÿäîê èç ïðåäïîðÿäêà �

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, îòíîøåíèå ε ïðèîáðåòàåò

ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè (S) â äîïîëíåíèå ê ñâîéñòâàì

ðåôëåêñèâíîñòè (R) è òðàíçèòèâíîñòè (T), íàñëåäóåìûõ îò

�.

2 Ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè (R) è òðàíçèòèâíîñòè (T) ≤
íàñëåäóþòñÿ îò îòíîøåíèÿ �.
Â ñèëó ñâîéñòâà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ε, îíî
îêàçûâàåòñÿ åù¼ è àíòèñèììåòðè÷íûì (AS).
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü òîò æå...

Ïðèìåð

1 [n]ε = {n, −n} è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤ åñòü îòíîøåíèå
äåëèìîñòè | íà ôàêòîðìíîæåñòâå {Zr {0}}/ε.

2 Åñëè íà ìíîæåñòâå âñåõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë A ââåñòè
îòíîøåíèå ' äåäóêòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ïðàâèëó

A ` B è B ` A ⇔ A ' B,

òî A/' � ôàêòîðìíîæåñòâî êëàññîâ äåäóêòèâíî
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóë, ÿâëÿþùååñÿ, áîëåå òîãî, áóëåâîé
àëãåáðîé è íàçûâàåìîé àëãåáðîé Ëèíäåíáàóìà�Òàðñêîãî

(ñèìâîëè÷åñêè L∗).

3 Ñèòóàöèþ ñ îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ â ýêîíîìèêå
îñòàâëÿåì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçáîðà.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. I 9 / 91

Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ïîðÿäêè: îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíû

Ñèìâîëû îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: v, 6, 4 . . ..

Åñëè a v b, òî ãîâîðÿò, ÷òî
a ïðåäøåñòâóåò b , b ñëåäóåò çà a , ñîäåðæèò a.

Èíòåðâàë (ïðè a v b ): [ a, b ] = { (x | a v x) N (x v b) }.

Åñëè [ a, b ] = { a, b }, òî ãîâîðÿò, ÷òî a íåïîñðåäñòâåííî

ïðåäøåñòâóåò b è ÷òî b íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà a èëè
ïîêðûâàåò, äîìèíèðóåò íàä a (ñèìâîëè÷åñêè al b).

Ýëåìåíòû a è b ñðàâíèìû, åñëè (a v b) ∨ (b v a), è
íåñðàâíèìû èíà÷å (ñèìâîëè÷åñêè a ∼ b è a � b).

Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà: x < y ⇔ x v y è x 6= y,

Äâîéñòâåííûé ïîðÿäîê: x w y ⇔ y v x è àíàëîãè÷íî äëÿ
ñòðîãîãî ïîðÿäêà.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå

Ïàðó P = 〈P, v〉, ãäå P � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à v �
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà í¼ì, íàçûâàþò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì (ñîêðàù¼ííî ÷.ó. ìíîæåñòâîì).

Ïîíÿòèå ÷.ó. ìíîæåñòâà ââåäåíî Ô. Õàóñäîðôîì â 1914 ã., íî
ðàçâèòèå òåîðèè ÷.ó. ìíîæåñòâ êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà
ìàòåìàòèêè íà÷àëîñü ñ ðàáîò Ã. Áèðêãîôà â 1930-õ ãîäàõ.

Ãàððåò Áèðêãîô (Garrett Birkho�, 1911�1996)
� àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.
Ðàáîòàë âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ

�÷èñòîé� è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè,
çàëîæèë îñíîâû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

×.ó. ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð îñîáîãî òèïà
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû � ìîäåëè.

ÀÑ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ, åñëè â íåé îòñóòñòâóþò îïåðàöèè íà
íîñèòåëå, íî èìåþòñÿ îòíîøåíèÿ íà í¼ì.

Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå, çàäàâ íà í¼ì íåêîòîðûé ïîðÿäîê.

Íàïðèìåð, íà äâóõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {x, y } ìîæíî
ïîñòðîèòü 3 ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà:
òðèâèàëüíûé, x v y è y v x.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà: ïðèìåðû �

ìîäåëè 〈R, 6 〉, 〈N, 6 〉, 〈N, | 〉, 〈Bn, 4 〉 è 〈 P(·), ⊆〉;
ñîâîêóïíîñòü ëó÷åé íà ïðÿìîé ñ îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ;

ñîâîêóïíîñòü D(N) âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N �
÷.ó. ìíîæåñòâî ñ óïîðÿäî÷åíèåì ïî äåëèìîñòè;

äëÿ A 6= ∅ ìîäåëü 〈 E(A), ⊆〉 åñòü ÷.ó. ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà A (èìåÿ â âèäó
âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ðàçáèåíèÿìè
ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà í¼ì); ïðè
ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî A óïîðÿäî÷åííî ïî èçìåëü÷åíèþ;

ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ âîçðàñòàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ãäå

( a1, . . . , ak ) v ( b1, . . . , bl )

îçíà÷àåò, ÷òî k 6 l è ai = bi ïðè 1 6 i 6 k.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî: ïðîèçâîäíûå

Åñëè 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî, Q ⊆ P è v|Q � ñóæåíèå
îòíîøåíèÿ v íà Q, òî è 〈Q, v|Q 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî,
íàçûâàåìîå ÷.ó. ïîäìíîæåñòâîì P .

Åñëè íà ìíîæåñòâå P çàäàíû ïîðÿäêè v1 è v2 è v1 ⊆v2

(èç x v1 y ñëåäóåò x v2 y äëÿ âñåõ x, y ∈ P ), òî ãîâîðÿò, ÷òî
ïîðÿäîê v1 ñîäåðæèòñÿ â ïîðÿäêå v2.

Ïðè ïîñòðîåíèè ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî äàííûé, ãîâîðÿò î
ïðîäîëæåíèè ïîñëåäíåãî.
Íàïðèìåð, òðèâèàëüíûé ïîðÿäîê íà íåîäíîýëåìåíòíîì
ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì äðóãîì è ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåí äî íåãî.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ëîêàëüíî êîíå÷íûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè P ðàçëè÷àþò êîíå÷íûå è
áåñêîíå÷íûå ÷.ó. ìíîæåñòâà.

Áåñêîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, âñå èíòåðâàëû êîòîðîãî êîíå÷íû,
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì.

Íàïðèìåð, ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈N, 6 〉 è 〈Q, 6 〉 áåñêîíå÷íû, íî
ïåðâîå ëîêàëüíî êîíå÷íî, à âòîðîå � íåò.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü 〈P, v〉 � ëîêàëüíî êîíå÷íîå ÷.ó. ìíîæåñòâî, è x, y ∈ P .
Òîãäà x v y, åñëè è òîëüêî åñëè â P ñóùåñòâóþò òàêèå

ýëåìåíòû z0, . . . , zn (äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N0), ÷òî x = z0,

y = zn è zi l zi+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ n.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà íååäèíè÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà P
ñðàâíèìû, òî îíî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì èëè
öåïüþ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå
ìíîæåñòâà. Çàäàäèì íà P ×Q îäíîðîäíîå îòíîøåíèå v
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(p1, q1) v (p2, q2) ⇔ ( p1 <P p2 ) ∨ ( (p1 = p2) N (q1 vQ q2) ).

Îíî íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà.

×.ó. ìíîæåñòâî ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííî. Äîêàçàòåëüñòâî ýëåìåíòàðíî.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Äëÿ ñòðîãîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà � îáîçíà÷åíèå <.

Íåïîìå÷åííóþ n-ýëåìåíòíóþ öåïü áóäåì îáîçíà÷àòü n
(èíîãäà n). Äëèíà öåïè n åñòü ÷èñëî n− 1.

Öåïü v1 < . . . < vn áóäåì çàïèñûâàòü êàê [ v1, . . . , vn ].
Îáîçíà÷èì [n] = [ 1, . . . , n ].

Îäíîýëåìåíòíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî 1 íàçûâàþò òðèâèàëüíûì.

Öåïü â ÷.ó. ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé èëè
íàñûùåííîé, åñëè å¼ îáúåäèíåíèå ñ ëþáûì, íå
ïðèíàäëåæàùèì åé ýëåìåíòîì, öåïüþ íå ÿâëÿåòñÿ.
Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈N, | 〉 öåïüþ áóäåò, íàïðèìåð,
ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ñòåïåíåé ïðîñòîãî ÷èñëà, à
{ 2n | n ∈ N } � ïðèìåð åãî ìàêñèìàëüíîé öåïè.

Bn ñîäåðæèò n! ìàêñèìàëüíûõ öåïåé.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Äèàãðàììû Õàññå

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ èñïîëüçóþò
äèàãðàììû Õàññå.

Íà íèõ èçîáðàæàþò ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ,
è åñëè ýëåìåíò a ïðåäøåñòâóåò ýëåìåíòó b,
òî a ðèñóþò íèæå b è ñîåäèíÿþò èõ îòðåçêîì,
åñëè ýòî ïðåäøåñòâîâàíèå íåïîñðåäñòâåííîå.

Äèàãðàììû Õàññå � íå åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
÷.ó. ìíîæåñòâà â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðàôà.

Õåëüìóò Õàññå (Helmut Hasse, 1898�1979) � íåìåöêèé
ìàòåìàòèê, àâòîð ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî àëãåáðå è òåîðèè
÷èñåë.
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Äèàãðàììû Õàññå: öåïü 4 è áóëåâîé àëãåáðû B3

3 {1, 2, 3} {1, 2, 3}

2 {1, 2} {1, 3} {2, 3} {2, 3} {1, 3} {1, 2}

1 {1} {2} {3} {1} {2} {3}
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Äëÿ äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà îáû÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãî
ñèëüíî âèçóàëüíî îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà äèàãðàìì è
ïîýòîìó, ïî âîçìîæíîñòè, èõ ñòàðàþòñÿ ðèñîâàòü áåç (èëè ñ
íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì) ñàìîïåðåñå÷åíèé
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Äèàãðàììà D(180) âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà 180 = 22325

Ïîêàçàíû: îäíà èç ìàêñèìàëüíûõ öåïåé è èíòåðâàë [3, 60].
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Äèàãðàììû òð¼õýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ

◦ ◦ ◦

◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
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[
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[
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Äèàãðàììû âñåõ 4-ýëåìåíòíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Âåëè÷èíû h(n), n, p(n) è k(n)

h(n) � ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ äèàãðàìì,
p(n) � ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ,
k(n) � ÷èñëî ïðåäïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî

íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå.

n 1 2 3 4 5 6 7

h(n) 1 2 5 16 63 318 2 045

p(n) 1 3 19 219 4 231 130 023 6 129 859

k(n) 1 3 29 355 6 942 209 527 9 535 241

Òî÷íûõ ýôôåêòèâíûõ (íå ñîäåðæàùèõ ñóììèðîâàíèÿ è íå
ïîäðàçóìåâàþùèõ ïåðåáîðà âñåõ èëè ïî÷òè âñåõ ýëåìåíòîâ)
ôîðìóë äëÿ íèõ h(n), p(n) è k(n) íåèçâåñòíî è âðÿä ëè îíè
ñóùåñòâóþò.
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Îöåíêà ÷èñëà ïîìå÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ

Âåëè÷èíó p(n) ìîæíî ëåãêî îöåíèòü ñíèçó:
íà íåêîòîðîì n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå çàäàäèì ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Õàññå åñòü
äâóäîëüíûé ãðàô, à ïîñêîëüêó òàêèõ ïîðÿäêîâ íå ìåíåå, ÷åì
2(n/2)2 , p(n) > 2n

2/4.

Äîêàçàíî ðàâåíñòâî p(n) = 2n
2/4+3n/2+O(log2 n) è ïîëó÷åííàÿ

âûøå ãðóáàÿ îöåíêà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷.ó. ìíîæåñòâ ñòðóêòóðíî íåîáîçðèìî:
íåèçâåñòíî íèêàêîé óäîáíîé åãî õàðàêòåðèçàöèè.
Â í¼ì âûäåëÿþò ëèøü îòäåëüíûå êëàññû, êîòîðûå, ñ îäíîé
ñòîðîíû � â ñóììå äàëåêî íå èñ÷åðïûâàþò âñåõ ÷.ó. ìíîæåñòâ,
à ñ äðóãîé � ñàìè ñîäåðæàò ÷.ó. ìíîæåñòâà ñ òðóäíî
îïðåäåëÿåìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ýòèì âî ìíîãîì
îáúÿñíÿþòñÿ òðóäíîñòè èññëåäîâàíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ.
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Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

Äèàãðàììû Õàññå áåñêîíå÷íûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ
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Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ðàçäåëû

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè
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Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò u ∈ P ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉 íàçûâàþò:
ìàêñèìàëüíûì, åñëè u v x ⇒ u = x,

ìèíèìàëüíûì, åñëè u w x ⇒ u = x,

íàèáîëüøèì, åñëè x v u,
íàèìåíüøèì, åñëè x w u

äëÿ ëþáûõ x ∈ P .

ßñíî, ÷òî ýëåìåíò íàèáîëüøèé, åñëè âñå äðóãèå ýëåìåíòû
ñîäåðæàòñÿ â í¼ì,
è îí ìàêñèìàëüíûé, åñëè íåò ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ åãî
(àíàëîãè÷íî äëÿ íàèìåíüøåãî è ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòîâ).

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî èìååò íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé ýëåìåíò,
òî îíî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
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Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû

1 Ðàññìîòðèì ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈N1
f , 4 〉,

ãäå N1
f � ìíîæåñòâî åäèíè÷íûõ íàáîðîâ ìîíîòîííîé

áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , x5) = x1 ∨ x2x3 ∨ x3x4x5.

Äëÿ N1
f

íèæíèå åäèíèöû (10000), (01100) è (00111) ôóíêöèè

f � ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû,

1̃ = (11111) � ìàêñèìàëüíûì è íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì,

íàèìåíüøèé ýëåìåíò îòñóòñòâóåò.
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Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû...

2 Äèàãðàììà ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈 { 1, . . . , 18}, | 〉 :
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1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò, 10, . . . , 18 � ìàêñèìàëüíûå, à
íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà íåò.
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Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû...

3 Â îãðàíè÷åííîì ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈 P(A), ⊆〉
íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅,
à íàèáîëüøèì � ñàìî ìíîæåñòâî A.

4 Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈 P∗(A), ⊆〉 {P∗(A) = P(A)r∅ } ïðè
|A| > 1 íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà, à ìèíèìàëüíûìè
ÿâëÿþòñÿ âñå îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà.

5 Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P0(A) ñîâîêóïíîñòü âñåõ

êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A.
Â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈 P0(A), ⊆〉 íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì
áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî, à ìàêñèìàëüíûõ (ñëåäîâàòåëüíî,
è íàèáîëüøåãî) ýëåìåíòîâ íåò.
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Îñîáûå ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ: ñâîéñòâà

Òåîðåìà

Â êîíå÷íîì ÷.ó. ìíîæåñòâå êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â

íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòå è ñîäåðæèò íåêîòîðûé

ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉.
Åñëè x íå ìàêñèìàëåí, òî íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò x1 ∈ P , ÷òî
x v x1. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì

âîçðàñòàþùóþ öåïü x v x1 v . . ..
Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî P êîíå÷íî, òî è äàííàÿ öåïü êîíå÷íà, à

å¼ ïîñëåäíèé ýëåìåíò xn, ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò

ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì P è x v xn.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà ðàññóæäåíèÿ

àíàëîãè÷íû, ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ óáûâàþùàÿ öåïü.
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Ýëåìåíòû ÷.ó. ìíîæåñòâ: õàðàêòåðèñòèêè

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü íå áîëåå, ÷åì ïî
îäíîìó íàèáîëüøåìó è íàèìåíüøåìó ýëåìåíòó.
Èõ íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî åäèíèöåé è íóë¼ì, à òàêæå
óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè äàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà; ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ ι è o ñîîòâåòñòâåííî.

Âûñîòîé ÷.ó. ìíîæåñòâà P , ñèìâîëè÷åñêè h(P ), íàçûâàþò
äëèíó ñàìîé äëèííîé åãî öåïè.
Âûñîòîé ýëåìåíòà v (ñèìâîëè÷åñêè h(v) ) â êîíå÷íîì
óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ èç äëèí
öåïåé [ v0, . . . , v ], ãäå v0 � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

n-ýëåìåíòíîå òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî áóäåì
îáîçíà÷àòü n1.
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×.ó. ìíîæåñòâà: àíòèöåïè

Àíòèöåïü åñòü íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ÷.ó. ìíîæåñòâà
P , â êîòîðîì ëþáûå äâà ýëåìåíòà íåñðàâíèìû.
Íàïðèìåð, â ÷.ó. ìíîæåñòâå 〈N, | 〉 àíòèöåïüþ ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêðàòíûõ ÷èñåë, à â
ìíîæåñòâå 〈Bn, 4 〉 � ñîâîêóïíîñòè âåðõíèõ íóëåé ëèáî
íèæíèõ åäèíèö íåêîòîðîé (íå òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòàì)
ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè.

Àíòèöåïü, ïåðåñòàþùàÿ áûòü òàêîâîé ïðè äîáàâëåíèè ê
íåé ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà, íàçîâ¼ì íàñûùåííîé.
Ìàêñèìàëüíîé íàçîâ¼ì àíòèöåïü ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ.

Â ÷.ó. ìíîæåñòâå èç uv + 1 ýëåìåíòîâ åñòü ëèáî öåïü èç u+ 1
ýëåìåíòîâ, ëèáî àíòèöåïü èç v + 1 ýëåìåíòîâ.
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×.ó. ìíîæåñòâà: àíòèöåïè...

Ïðîáëåìà Äåäåêèíäà � çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ψ(n)
àíòèöåïåé â Bn, åé ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.

Òàáëèöà ïåðâûõ çíà÷åíèé ψ(n) :

n 1 2 3 4 5 6 7

ψ(n) 3 6 20 168 7 581 7 828 354 2 414 682 040 998

Òî÷íîé ôîðìóëû äëÿ ψ(n) íåèçâåñòíî è âðÿä ëè îíà
ñóùåñòâóåò. Íàéäåíû, îäíàêî, ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû äëÿ
ψ(n): íàïðèìåð, äëÿ ÷¼òíûõ n äëÿ ψ(n) ñïðàâåäëèâî

ψ(n) ∼ 2( n
n/2)e

( n
n/2−1)

(
1

2n/2
+n2−2n

2n+5

)
.

(ïî íåé, íàïðèìåð, ψ(6) ≈ 7 996 118).
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×.ó. ìíîæåñòâà: òåîðåìà Äèëîóðñà

Øèðèíîé ÷.ó. ìíîæåñòâà P , ñèìâîëè÷åñêè w(P ), íàçûâàþò
ìîùíîñòü åãî ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïè.

Òåîðåìà (Äèëîóðñ)

×.ó. ìíîæåñòâî P øèðèíû w è âûñîòû h ìîæåò áûòü ðàçáèòî

íà w öåïåé èëè íà h+ 1 àíòèöåïåé, ïðè÷¼ì ýòè çíà÷åíèÿ åñòü

ìèíèìàëüíî âîçìîæíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî (âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ)

Åñëè h = 0, òî P åñòü òðèâèàëüíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

ò.å. àíòèöåïü. Ïóñòü h(P ) > 1 è òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ

h− 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ

ýëåìåíòîâ P . Ïîñêîëüêó A1 � àíòèöåïü, è P ′ = P rA1

èìååò âûñîòó h− 1, òî ÷.ó. ìíîæåñòâî P ′ ìîæåò áûòü
ðàçëîæåíî â àíòèöåïè A2, . . . , Ah+1 è P = A1 + . . .+Ah+1 �

èñêîìîå ðàçáèåíèå.
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà íà
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âçàèìíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé

Àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé îòûñêàòü îäíî èç òàêèõ ðàçáèåíèé.
Ïóñòü äàíî ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈 { v1, . . . , vn }, v〉 .

1 Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô Γ(P ) ñ äîëÿìè
A = {x1, . . . , xn } è B = { y1, . . . , yn }, â êîòîðîì ðåáðî
(xi, yj) èìååòñÿ åñëè òîëüêî åñëè vi < vj .

2 Âûáåðåì â ãðàôå Γ(P ) íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå U .
Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (xi, yj) ∈ U ôèêñèðóåì
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùóþ
äâóõýëåìåíòíóþ öåïü [ vi, vj ].

3 Ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè,
îáúåäèíèì äâóõýëåìåíòíûå öåïè èç ïðåäûäóùåãî øàãà â
ìàêñèìàëüíûå.
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà...

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðûé íàáîð öåïåé, ïðè÷åì ýòè
öåïè ïîïàðíî îáùèõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò.

Äîáàâèâ ê ýòîìó íàáîðó äâóõýëåìåíòíûå öåïè, ïîëó÷åííûå èç
âñåõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, íå âîøåäøèõ â
îáúåäèíåíèå, ïîëó÷èì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå äàííîãî ìíîæåñòâà
íà öåïè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíî ìèíèìàëüíî.

Ðîáåðò Äèëîóðñ (Äèëâîðò)
(Robert Palmer Dilworth, 1914�1993) �

àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,
âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â

òåîðèþ ðåø¼òîê è òåîðèþ ãðóïï.
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4...

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
3 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
4 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Γ(B4)
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4...

Äâóäîëüíûé ãðàô Γ(B4)
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4...

Îäíî èç ìàêñèìàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ãðàôà Γ(B4):
U = { (x1, y2) , (x2, y6), (x3, y9), (x4, y11), (x5, y8), (x6, y12),

(x7, y14), (x8, y13), (x9, y15), (x10, y16) }
Ïåðâûå äâóõýëåìåíòíûå öåïè ñóòü [v1, v2], [v2, v6], [v3, v9],

[v4, v11], [v5, v8], [v6, v12], [v7, v14], [v8, v13], [v9, v15], [v10, v16].
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4...

Èñïîëüçóÿ òðàíçèòèâíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ñêëåèì
ïîäõîäÿùèå öåïè:

[v1, v2, v6, v12], [v3, v9, v15], [v4, v11], [v5, v8, v13], [v7, v14], [v10, v16].

Ïîñêîëüêó íå îñòàëîñü ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà âíå
óêàçàííûõ öåïåé, ýòîò íàáîð öåïåé è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà: êóá B4...

Ðàçáèåíèå B4 íà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öåïåé � 6 øò.

Â öåïè [v10, v16] ýëåìåíòû íå ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì
íåïîñðåäñòâåííî.
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Ãðàäóèðîâàííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà

Âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ýëåìåíòàìè
ëîêàëüíî êîíå÷íîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Åñëè âñå ìàêñèìàëüíûå öåïè ÷.ó. ìíîæåñòâà P èìååò îäíó è
òó æå äëèíó t, òî ãîâîðÿò, ÷òî P � ãðàäóèðîâàííîå

(ðàíæèðîâàííîå) ÷.ó. ìíîæåñòâî ðàíãà t.

Öåïíîå óñëîâèå Æîðäàíà�Äåäåêèíäà âûïîëíÿåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ.

Äëÿ ãðàäóèðîâàííûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
îïðåäåë¼ííàÿ èõ ýëåìåíòàõ ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ ρ òàêàÿ, ÷òî
ρ(x) = 0, åñëè x � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò è ρ(y) = ρ(x) + 1,
åñëè xl y.
Åñëè ρ(x) = k, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x èìååò ðàíã k.
Ýëåìåíòû îäíîãî ðàíãà îáðàçóþò ñëîé ÷.ó. ìíîæåñòâà.
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Ãðàäóèðîâàííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà: ïðèìåðû

Öåïü è áóëåàí Bn ñóòü ãðàäóèðîâàííûå ìíîæåñòâà.

×.ó. ìíîæåñòâî 〈N, | 〉 ðàíæèðîâàíî: åãî k-é (k > 0) óðîâåíü
ñîñòîèò èç âñåõ òåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðèìàðíîå
ðàçëîæåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò k ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, íå
îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ.

Ñëîé ãðàäóèðîâàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà åñòü íàñûùåííàÿ
àíòèöåïü. Îáðàòíîå íåâåðíî:

• • ◦

◦ • •

◦

[
[
[

[
[
[

[
[
[

�
�
�

Ìîùíîñòü Wk k-ãî ñëîÿ ðàíæèðîâàííîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà �
÷èñëî Óèòíè.
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Ãðàäóèðîâàííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà: ðàçáèåíèå ÷èñëà

Ðàçáèåíèåì (n1, . . . , nr) íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ åãî
ïðåäñòàâëåíèå íåóïîðÿäî÷åííîé ñóììîé íàòóðàëüíûõ
íåâîçðàñòàþùèõ ñëàãàåìûõ: n = n1 + . . .+ nr.

Ñëàãàåìûå ni � ÷àñòè ( i = 1, r), r � ðàíã ðàçáèåíèÿ.

Íà ìíîæåñòâå Π(n) âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n óñòàíàâëèâàåòñÿ
÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ïî èõ âëîæèìîñòè 4:

a 4 b ⇔ ¾a ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç b ïîäðàçáèåíèåì
íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ¿.

Íàïðèìåð, (2, 2, 2) 4 (4, 2), íî (2, 2, 2) 64 (3, 3).

Π(n) � ãðàäóèðîâàííîå ìíîæåñòâî è n− r åñòü ðàíã ýëåìåíòà
(n1, . . . , nr).
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Äèàãðàììà ÷.ó. ìíîæåñòâà Π(6)

(6)

(5, 1) (4, 2) (3, 3)

(4, 1, 1) (3, 2, 1) (2, 2, 2)

(3, 1, 1, 1) (2, 2, 1, 1)

(2, 1, 1, 1, 1)

(1, 1, 1, 1, 1, 1)
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LYM-ñâîéñòâî (Ëþáåëÿ-ßìàìîòî-Ìåøàëêèíà)

Êîíå÷íîå ãðàäóèðîâàííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P ñ ðàíãîâîé
ôóíêöèåé ρ è âûñîòû h îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì, åñëè

LYM-íåðàâåíñòâî
∑

x∈Q⊆P

1

Wρ(x)
6 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé àíòèöåïè Q â P .

Ïðèìåð: ×.ó. ìíîæåñòâî �

íå îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì:
äëÿ âûäåëåííîé àíòèöåïè èìååì
2 · 1

3 + 2 · 1
3 = 4

3 > 1.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. I 48 / 91

Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

LYM-ñâîéñòâî: ïðèìåð

Ïðèìåð

Bn îáëàäàåò LYM-ñâîéñòâîì.

Ïóñòü àíòèöåïü â Bn èìååò ak ýëåìåíòîâ â k-ì ñëîå k = 0, n.
Íî

êàæäûé ýëåìåíò k-ãî ñëîÿ ñîäåðæèòñÿ â îäíîé è òîé æå
1(
n
k

) -é äîëå âñåõ n! ìàêñèìàëüíûõ öåïåé;

è íåò öåïè, ñîäåðæàùåé áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà íåêîòîðîé
àíòèöåïè.

Ïîýòîìó ñóììà äîëåé ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, ñîäåðæàùèõ
êàæäûé ýëåìåíò íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü åäèíèöû, ò.å.∑

x∈Q⊆P

1

Wρ(x)
=

n∑
k=0

ak(
n
k

) 6 1.
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Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

Ñå÷åíèÿ öåïåé

Ñå÷åíèåì öåïè 〈C, 6 〉 íàçûâàþò ðàçáèåíèå å¼ íà äâà
ïîäìíîæåñòâà A (íèæíèé êëàññ ñå÷åíèÿ) è B (âåðõíèé êëàññ
ñå÷åíèÿ) òàê, ÷òî a < b äëÿ ëþáûõ a ∈ A è b ∈ B.
Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå âèäû ñå÷åíèé:

ñêà÷îê � â íèæíåì êëàññå èìååòñÿ íàèáîëüøèé ýëåìåíò, à
â âåðõíåì êëàññå � íàèìåíüøèé;

äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå � ëèáî â íèæíåì êëàññå èìååòñÿ
íàèáîëüøèé ýëåìåíò, à â âåðõíåì êëàññå íàèìåíüøåãî
ýëåìåíòà íåò, ëèáî â âåðõíåì êëàññå èìååòñÿ íàèìåíüøèé
ýëåìåíò, à â íèæíåì êëàññå íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà íåò;

ùåëü � â íèæíåì êëàññå íåò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, à â
âåðõíåì � íàèìåíüøåãî.

Öåïü íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè âñå å¼ ñå÷åíèÿ
äåäåêèíäîâû.
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Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

Àòîìû ÷.ó. ìíîæåñòâ

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî ýëåìåíòû,
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèå çà íèì, íàçûâàþò àòîìàìè.

Äâîéñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ êîàòîìû: ýòî ýëåìåíòû,
íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèå íàèáîëüøåìó ýëåìåíòó.

Ïðèìåð

1 Êîíå÷íàÿ íåòðèâèàëüíàÿ öåïü ñîäåðæèò åäèíñòâåííûå
àòîì è êîàòîì.

2 Â öåïè [ 0, . . . , 1
4 ,

1
3 ,

1
2 , 1 ] àòîìû îòñóòñòâóþò.

3 Ïîëîæèì ôîðìàëüíî, ÷òî 0|0. Òîãäà â ÷.ó. ìíîæåñòâå
〈N0, | 〉 íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ 1,
íàèáîëüøèì � 0, àòîìû ñóòü ïðîñòûå ÷èñëà, à êîàòîìû
îòñóòñòâóþò.
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Òð¼õñëîéíûå ÷.ó. ìíîæåñòâ

×.ó. ìíîæåñòâî P , âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òð¼õ
íåïåðåñåêàþùèåñÿ àíòèöåïÿõ X1, X2 è X3 òàêèõ, ÷òî

|X1| ≈ |X3| ≈ |P |/4;
äëÿ âñåõ a ∈ X1, c ∈ X3 èìååò ìåñòî a < c (ò.å. âñå
ýëåìåíòû èç X3 ñîäåðæàò âñå ýëåìåíòû X1);

åñëè a < b è a ∈ Xi, b ∈ Xj , òî i < j.

íàçûâàþò òð¼õñëîéíûì.

Òåîðåìà

Ïðè n→∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âñå n-ýëåìåíòíûå ÷.ó.
ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ òð¼õñëîéíûìè.

Ýòîò ðåçóëüòàò ðàäèêàëüíî ðàñõîäèòñÿ ñ îáû÷íûì
ïðåäñòàâëåíèåì î ¾òèïè÷íîì¿ ÷.ó. ìíîæåñòâå.
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Ðàçäåëû

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè
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Êîíóñû è ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P .
Ìíîæåñòâà AM è AO îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a v x)

}
è AO =

{
x ∈ P | ∀

A
a (x v a)

}
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà A,
à èõ ýëåìåíòû � âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíîæåñòâà A
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a} èñïîëüçóþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ aM è aO.

Ïîíÿòíî, íàïðèìåð, ÷òî åñëè a v b, òî aM ∩ bO = [ a, b ].
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåãî è íèæíåãî êîíóñîâ

Òåîðåìà

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî, A,B ⊆ P è x, y ∈ P . Òîãäà
1 A ⊆ B ⇒ BO ⊆ AO è BM ⊆ AM (àíòèìîíîòîííîñòü

êîíóñîâ ïîäìíîæåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ);

2 A ⊆ AMO ∩AOM;

3 AM = AMOM;

4 AO = AOMO;

5 (A ∪B)M = AM ∩BM;

6 (A ∪B)O = AO ∩BO;

7 x v y ⇔ xO ⊆ yO .
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Àíòèìîíîòîííîñòü îïåðàöèé ïåðåõîäà ê âåðõíåìó è

íèæíåìó êîíóñàì ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâ âûòåêàåò

íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

2 Òàê êàê äëÿ ëþáûõ x ∈ A è y ∈ AM ñïðàâåäëèâî x v y,
òî A ⊆ AMO.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ A ⊆ AOM, îòêóäà è ñëåäóåò

òðåáóåìîå A ⊆ AMO ∩AOM.

3 AM
(2)

⊆ (AM)OM = (AMO)M
(1)

⊆ AM è àíàëîãè÷íî äëÿ ¹.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåãî è íèæíåãî êîíóñîâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

5 Âêëþ÷åíèå (A ∪B)M ⊆ AM ∩BM âûòåêàåò èç ¹.

Åñëè æå x ∈ AM ∩BM, òî y v x äëÿ âñåõ y ∈ A è y ∈ B,
îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà º.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ».

Èëëþñòðàöèåé ê äàííûì ñâîéñòâàì ñëóæèò ñëåäóþùàÿ ñõåìà

AM AM ∩BM BM

A B

AO AO ∩BO BO







A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A









A
A
A
A
A
A
A
A

A
A
A
A
A
A
A
A
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåãî è íèæíåãî êîíóñîâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

7 Ñâîéñòâî x v y ⇔ xO ⊆ yO ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Èëëþñòðàöèåé çäåñü ñëóæèò ñõåìà

yM

xM y

x yO

xO

��
��

���

B
B
B
B
BBC

B
B
B
B
BBD

�������
�
���

��
���

B
B
B
B
BBC

B
B
B
B
BBD

�������
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Òî÷íûå ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P .
Åñëè â AM ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ sup A.
Åñëè â AO ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ inf A.

Ïîíÿòíî ÷òî

inf A v a v sup A äëÿ âñåõ a ∈ A.

Åñëè sup A èëè inf AM ñóùåñòâóåò, òî sup A = inf AM è
äâîéñòâåííî,
åñëè inf A èëè sup AO ñóùåñòâóåò, òî inf A = sup AO.
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Òî÷íûå ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà: ïðèìåðû

1 Ïóñòü P = { a, b, c, d } è äâà ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêà íà P
çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè äèàãðàììàìè:

d d

c c

a b a b

h
h
h
h
h
h
hh

4
4
4
4
4
4
4

h
h
h
h
h
h
hh

4
4
4
4
4
4
4

�
�

�

[
[
[

�
�

�

[
[
[

Äëÿ A = {a, b} èìååì AM = {c, d} â îáîèõ ñëó÷àÿõ, íî â
ïåðâîì sup A îòñóòñòâóåò, à âî âòîðîì sup A = c
(ñòðîãî ãîâîðÿ, âòîðàÿ äèàãðàììà íå åñòü äèàãðàììà
Õàññå: ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå d ñ a è b çäåñü èçëèøíè).
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Òî÷íûå ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà: ïðèìåðû...

2 Äëÿ ýëåìåíòà α̃ ÷.ó. ìíîæåñòâà 〈Bn, 4 〉 èìååì
α̃M = [ α̃, 1̃ ], α̃O = [ 0̃, α̃ ].

3 Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ B ⊆ P . Åñëè
ñóùåñòâóþò sup A è sup B (inf A è inf B ), òî
sup A v sup B (inf A w inf B).

4 Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ
åñòåñòâåííûì óïîðÿäî÷åíèåì èìååì

sup {x ∈ Q | x < 0 } = 0;
sup

{
x ∈ Q | x2 < 2

}
íå ñóùåñòâóåò;

5 Åñëè S � ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà, òî, ïî âêëþ÷åíèþ, sup S ñîâïàäàåò ñ
îáúåäèíåíèåì, à inf S � ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ
ïîäìíîæåñòâ èç ñîâîêóïíîñòè S.
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Âèäû îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâà è x, y �
ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç P .
Îòîáðàæåíèå ϕ : P → Q íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

èçîòîííûì, (ìîíîòîííûìè, ïîðÿäêîâûìè
ãîìîìîðôèçìàìè), åñëè x vP y ⇒ ϕ(x) vQ ϕ(y);

îáðàòíî èçîòîííûì, åñëè ϕ(x) vQ ϕ(y) ⇒ x vP y;

àíòèèçîòîííûì, åñëè x vP y ⇒ ϕ(x) wQ ϕ(y).

Åñëè ϕ èçîòîííî, îáðàòíî èçîòîííî è èíúåêòèâíî, òî åãî
íàçûâàþò âëîæåíèåì èëè (ïîðÿäêîâûì) ìîíîìîðôèçìîì ÷.ó.

ìíîæåñòâà P â ÷.ó. ìíîæåñòâî Q, ÷òî îáîçíà÷àþò P
ϕ
↪→ Q.
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Âèäû îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèÿ

Ñþðúåêòèâíûé ìîíîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâ íàçûâàþò
(ïîðÿäêîâûì) èçîìîðôèçìîì (ñèìâîëè÷åñêè P ∼= Q èëè,

ñ óêàçàíèåì íà îòîáðàæåíèå � P
ϕ∼= Q).

Èçîìîðôèçì ÷.ó. ìíîæåñòâà â ñåáÿ íàçûâàþò
(ïîðÿäêîâûì) àâòîìîðôèçìîì.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ P è Q îòîáðàæåíèå
ϕ : P → Q èõ íîñèòåëåé åñòü ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì i�
ϕ � èçîòîííàÿ è îáðàòíî èçîòîííàÿ áèåêöèÿ, ò.å. äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ P ñïðàâåäëèâî x vP y ⇔ ϕ(x) vQ ϕ(y).

Åñëè îòîáðàæåíèå ϕ : P → P ′ ìåæäó íîñèòåëÿìè ÷.ó.
ìíîæåñòâ P è Q áèåêòèâíî è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ P
ñïðàâåäëèâî x vP y ⇔ ϕ(x) wQ ϕ(y), òî ãîâîðÿò, ÷òî P
è Q àíòèèçîìîðôíû.
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Âèäû îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû

1 Îòîáðàæåíèå P({1, 2, 3}) ϕ→ 4, ϕ(x) = |x| �

èçîòîííî, íî íå èíúåêòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèåì
íå ÿâëÿåòñÿ.
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Âèäû îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû

2 Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 〈N, | 〉 â 〈N, 6 〉 èçîòîííî,
íî íå îáðàòíî èçîòîííî è, ñëåäîâàòåëüíî, âëîæåíèåì
òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ.

3 Åñëè P � íåîäíîýëåìåíòíîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ
òðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì, à P ′ � òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî ñ
ïðîèçâîëüíûì íåòðèâèàëüíûì ïîðÿäêîì, òî òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå P íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì è
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, íî íå îáðàòíî èçîòîííûì.

4 Åñòåñòâåííîå âëîæåíèå nZ â Z äëÿ íàòóðàëüíîãî n åñòü
ìîíîìîðôèçì.

5 Îòîáðàæåíèå P(X)
ϕ→ P(X), ϕ(A) = A, A ⊆ X 6= ∅

àíòèèçîòîííî.
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Âèäû îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû...

6 Ëþáàÿ n-ýëåìåíòíàÿ öåïü èçîìîðôíà öåïè öåëûõ ÷èñåë
îò 1 äî n ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì: n ∼= 〈 [n], 6 〉.

7 ×.ó. ìíîæåñòâî P ñàìîäâîéñòâåííî, åñëè P ∼= P ].

8 Îòîáðàæåíèå a↔ c, b 7→ b, d↔ f , e 7→ e, g↔ k, h 7→ h
äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííîãî íà íèæåñëåäóþùåì
ðèñóíêå åñòü àâòîìîðôèçì:

g h k

d e f

a b c
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f : P → P � èçîòîííîå îòîáðàæåíèå ÷.ó. ìíîæåñòâà
íîñèòåëÿ P ÷.ó. ìíîæåñòâà â ñåáÿ (èçîòîííûé ýíäîìîðôèçì).
Òîãäà p ∈ P íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f ,
åñëè è òîëüêî åñëè f(p) = p.

Îòîáðàæåíèå, íå èìåþùåå íåïîäâèæíûõ òî÷åê íàçûâàþò
ñâîáîäíûì îò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷.ó. ìíîæåñòâî P îáëàäàåò ñâîéñòâîì èìåòü

ôèêñèðîâàííûå òî÷êè (ñîêðàù¼ííî FPP), åñëè è òîëüêî åñëè
êàæäîå èçîòîííîå îòîáðàæåíèå åãî íîñèòåëÿ â ñåáÿ èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèé ÷.ó. ìíîæåñòâ: ïðèìåðû

g h k
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Ïåðâîå ÷.ó. ìíîæåñòâî (êîðîíà sn) íå îáëàäàåò FPP, à
âòîðîå � èì îáëàäàåò.

Íåòðèâèàëüíîñòü FPP ñâÿçàíà, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî îíî íå
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäó ê ÷.ó. ïîäìíîæåñòâó.

Íåèçâåñòíî íèêàêîé õàðàêòåðèçàöèè ÷.ó. ìíîæåñòâ,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì èìåòü ôèêñèðîâàííûå òî÷êè.
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Àâòîìîðôíûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

×.ó. ìíîæåñòâî àâòîìîðôíî åñëè íàéä¼òñÿ åãî àâòîìîðôèçì
(îáðàòèìûé ýíäîìîðôèçì), íå èìåþùèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

d e

a b c

[
[
[
�

�
��

[
[
[[

� ýòî ÷.ó. ìíîæåñòâî íå àâòîìîðôíî è íå îáëàäàåò FPP.

Íèêàêîé õàðàêòåðèçàöèè àâòîìîðôíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ
íåèçâåñòíî.
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Ïîðÿäêîâûå èäåàëû è ôèëüòðû ÷.ó. ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî I ýëåìåíòîâ
P íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîâûì èäåàëîì, åñëè{

x ∈ I
y v x ⇒ y ∈ I.

Ïîäìíîæåñòâî F ýëåìåíòîâ P íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîâûì
ôèëüòðîì, åñëè {

x ∈ F
x v y ⇒ y ∈ F .

Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ åñòü
ïîðÿäêîâûé èäåàë.

xO è xM, x ∈ P � ïîðÿäêîâûé èäåàë è ôèëüòð ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèå èäåàëû è ôèëüòðû íàçûâàþò ãëàâíûìè
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Ïîðÿäêîâûå èäåàëû è ôèëüòðû ÷.ó. ìíîæåñòâ: ñâîéñòâà

Îáîçíà÷åíèÿ:

J(x) = xO.

J(P ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ
÷.ó. ìíîæåñòâà 〈P, v〉 , óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ �
òàêæå ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Êðàéíèå ñëó÷àè: åñëè , P � n-ýëåìåíòíûå

öåïü � J(n) ∼= (n + 1);

àíòèöåïü � J(n1) ∼= Bn.

J0(P ) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãëàâíûõ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ
÷.ó. ìíîæåñòâà P , óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ � òàêæå
÷.ó. ìíîæåñòâî.
Ïîíÿòíî, ÷òî J0(P ) 6 J(P ).



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. I 71 / 91

Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ÷.ó. ìíîæåñòâ

Òåîðåìà

Ëþáîå ÷.ó. ìíîæåñòâî P èçîìîðôíî J0(P ) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ìîæåò áûòü âëîæåíî â áóëåàí ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî ϕ(x) = xO � èñêîìûé èçîìîðôèçì.

1) Ïîêàæåì, ÷òî ϕ � áèåêöèÿ.

à) ϕ � âëîæåíèå, ïîñêîëüêó

ϕ(x) = ϕ(y) ⇔
(
xO = yO

)
⇔
(
xO ⊆ yO

)
N
(
yO ⊆ xO

)
⇔

⇔ (x v y) N (y v x) ⇔ x = y .

á) ϕ � íàëîæåíèå, ò.ê. êàæäîìó ãëàâíîìó èäåàëó xO

ñîîòâåòñòâóåò ïîðîæäàþùèé åãî ýëåìåíò x.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. I 72 / 91

Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ÷.ó. ìíîæåñòâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

2) Èçîòîííîñòü è îáðàòíàÿ èçîòîííîñòü ϕ óñòàíàâëèâàåòñÿ

ñâîéñòâ íèæíåãî êîíóñà:

x v y ⇔ xO ⊆ yO ⇔ ϕ(x) ⊆ ϕ(y).

Òàêèì îáðàçîì, P
xO∼= J0(P )

id
↪→ J(P )

id
↪→ P(P ).

Ìåæäó àíòèöåïÿìè è ïîðÿäêîâûìè èäåàëàìè êîíå÷íîãî ÷.ó.
ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ïóñòü 〈P, v〉, A � àíòèöåïü â P , I ∈ J(P ).

Åñëè I =
⋃
a∈A

aO, òî ãîâîðÿò, ÷òî A ïîðîæäàåò I.

Â ñëó÷àå A = {a1, . . . , ak} ïèøóò I = 〈a1, . . . , ak〉 è ãîâîðÿò,
÷òî èäåàë I êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé. ßñíî, ÷òî J(a) = 〈a〉.
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Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè: èëëþñòðàöèÿ

×.ó. ìíîæåñòâà P è J(P ) (ïîäìíîæåñòâî J0(P ) âûäåëåíî)
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ðàçäåëû

1 Ïðåäïîðÿäêè è ïîðÿäêè

2 Îñîáûå ýëåìåíòû è îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ

3 Ãðàíè, èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ è ïîðÿäêîâûå èäåàëû

4 Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Äâîéñòâåííîñòü

Åñëè P � ÷.ó. ìíîæåñòâî ñ ïîðÿäêîì v, òî ÷.ó. ìíîæåñòâî
ñ òåì æå íîñèòåëåì è ïîðÿäêîì w íàçûâàþò
äâîéñòâåííûì èëè äóàëüíûì ê P è îáîçíà÷àþò P ].

Åñëè P ∼= P ], òî P � ñàìîäâîéñòâåííîå ÷.ó. ìíîæåñòâî.
Çèãçàãè èëè çàáîðû �

x2 x1 x3 y2 y4

x1 x3 x2 y1 y3

Z3 èëè Λ Z ]
3 èëè V Z4 èëè N

�
�

�

[
[
[

[
[
[

�
�

�

[
[
[

Λ è V äâîéñòâåííû äðóã äðóãó, à N � ñàìîäâîéñòâåííî
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ñàìîäâîéñòâåííûå ÷.ó. ìíîæåñòâà
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◦ ◦ ◦
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Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòâ �

〈P, v〉
id∼= 〈P ], w〉.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïåðåñå÷åíèå

Åñëè 〈P, v1 〉 è 〈P, v2 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà ñ îáùèì
íîñèòåëåì, òî èõ ïåðåñå÷åíèåì áóäåò ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈P, v〉
ñ ïîðÿäêîì v=v1 ∩ v2.

Ïðèìåð:

c

b d
⋂

b c = b c

a a d a d

�
�

�

�
�

�

�
�

�

Ñâîéñòâà ÷.ó. ìíîæåñòâ ìîãóò íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè,
íàïðèìåð ñâîéñòâî ¾áûòü ëèíåéíûì ïîðÿäêîì¿: ïóñòü P �
öåïü, òîãäà P ] � òàêæå öåïü, à P ∩ P ] � òðèâèàëüíî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïðÿìàÿ ñóììà

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà P ∩ Q = ∅,
òî èõ ïðÿìîé èëè êàðäèíàëüíîé ñóììîé P +Q íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî P ∪Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì v òàêèì, ÷òî

x v y êîãäà ëèáî x vP y, ëèáî x vQ y.

Äèàãðàììà ïðÿìîé ñóììû ñîñòîèò èç äâóõ äèàãðàìì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê åäèíàÿ
äèàãðàììà.

P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
n

∼= nP .

n-ýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü èçîìîðôíà n1.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà P ∩ Q = ∅,
òî èõ ïîðÿäêîâîé èëè îðäèíàëüíîé ñóììîé P ⊕Q íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî P ∪Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì v òàêèì, ÷òî
x v y êîãäà ëèáî x vP y, ëèáî x vQ y, ëèáî x ∈ P è y ∈ Q.

Îïåðàöèÿ ⊕ àññîöèàòèâíà, íî íå êîììóòàòèâíà

n ∼= 1⊕ . . .⊕ 1︸ ︷︷ ︸
n

Äèàãðàììà ïîðÿäêîâîé ñóììû P ⊕Q ñîñòîèò èç äèàãðàìì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷.ó. ìíîæåñòâ, ïðè÷¼ì äèàãðàììà P
ðàñïîëàãàåòñÿ ïîä äèàãðàììîé Q, è ìåæäó íèìè äîáàâëåíû
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû P ñ
ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè Q.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà: ïðèìåð

Ïîðÿäêîâàÿ ñóììà N ⊕ Λ �
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Êàðäèíàëüíî è îðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûå ÷.ó. ìíîæåñòâà

×.ó. ìíîæåñòâî, íå ïðåäñòàâèìîå â âèäå êàðäèíàëüíîé
[ îðäèíàëüíîé ] ñóììû ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ
êàðäèíàëüíî [ îðäèíàëüíî ] íåðàçëîæèìûì.

Òåîðåìà

Âñÿêîå ÷.ó. ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êàðäèíàëüíîé ñóììîé ñâîèõ

êàðäèíàëüíî íåðàçëîæèìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Âåðíà òàêæå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ îðäèíàëüíîé ñóììû.

×.ó. êàðäèíàëüíî è/èëè îðäèíàëüíî ðàçëîæèìûå ìíîæåñòâà
íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûìè ÷.ó.
ìíîæåñòâàìè.

Ýòî ìèíèìàëüíûé êëàññ ÷.ó. ìíîæåñòâ, âêëþ÷àþùèé 1 è
çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïðÿìîé è ïîðÿäêîâîé ñóìì.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. I 82 / 91

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà

Ïóñòü 〈P, vP 〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî, êàæäîìó ýëåìåíòó x
êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî ÷.ó. ìíîæåñòâî 〈Qx, vx 〉.
Ñåìåéñòâî âñåõ ÷.ó. ìíîæåñòâ Qx, èíäåêñèðîâàííûõ
ýëåìåíòàìè P , îáîçíà÷èì F .

Óïîðÿäî÷åííîé (ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé) ñóììîé
∑

P Qx ñåìåéñòâà

÷.ó. ìíîæåñòâ F íàä ÷.ó. ìíîæåñòâîì 〈P, vP 〉 íàçûâàåòñÿ
÷.ó. ìíîæåñòâî 〈R, v〉, ñ íîñèòåëåì
R = {(x, q) | x ∈ P, q ∈ Qx}
è ïîðÿäêîì íà í¼ì, çàäàâàåìûì ñîîòíîøåíèåì

(x, q) v (x ′, q ′) ⇔ ëèáî x <P x
′, ëèáî x = x ′ è q vx q ′.

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà
∑

P Qp òðèâèàëüíà, åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâî
P èëè âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà F îäíîýëåìåíòíû (â ýòîì
ñëó÷àå

∑
P Qp èçîìîðôíî ëèáî åäèíñòâåííîìó Q, ëèáî P ).
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Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà: ïîñòðîåíèå äèàãðàììû

Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû óïîðÿäî÷åííîé ñóììû
∑

P Qp �

1 ñòðîÿò äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà P ;

2 îòáðàñûâàþò îòðåçêè ìåæäó ýëåìåíòàìè P ;

3 çàìåíÿþò êàæäûé ýëåìåíò x ∈ P äèàãðàììîé Qx;

4 ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû Qx ñî
âñåìè ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè Qy, åñëè x
íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y â P .



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü III: ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. I 84 / 91

Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñóììà: ïðèìåð

b u v y by

a c w x z bx

au av cz

aw

P Qa Qb Qc
∑

P
Qp

[
[
[[

[
[
[[

�
�

�

[
[
[

[
[
[[
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà, òî èõ
ïðÿìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
P ×Q ñ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì v òàêèì, ÷òî

(p, q) v (p ′, q ′) ⇔ p vP p ′ è q vQ q ′.

Îáîçíà÷åíèå: Pn
def
= P × . . .× P .

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P ×R ∼= Q×R ⇒ P ∼= Q , îòêóäà Pn ∼= Qn ⇒ P ∼= Q.

Ïîñòðîåíèå äèàãðàììû ÷.ó. ìíîæåñòâà P × Q:

1 ñòðîÿò äèàãðàììó ÷.ó. ìíîæåñòâà P ;

2 îòáðàñûâàþò îòðåçêè ìåæäó ýëåìåíòàìè P ;

3 çàìåíÿþò êàæäûé ýëåìåíò x ∈ P äèàãðàììîé Qx;

4 ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè êîïèè ýëåìåíòîâ èç Q â Qx è Qy,
åñëè x íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò y â P .
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå: ïðèìåð

◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
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AA
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A
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A
A
A
A
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[
[
[

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Λ×N

Äèàãðàììû èçîìîðôíûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ P ×Q è Q× P
îáû÷íî âûãëÿäÿò ñîâåðøåííî íå ïîõîæèìè äðóã íà äðóãà
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðàíæèðîâàííûõ ÷.ó. ìíîæåñòâ

Åñëè ÷.ó. ìíîæåñòâà P è Q ãðàäóèðîâàíû è èõ ðàíãîâûå
ôóíêöèè ñóòü ρP è ρQ, òî èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå
ãðàäóèðîâàíî.

Ïðè ýòîì

ðàíã ýëåìåíòà x = (x1, x2) åñòü ρ(x) = ρP (x1) + ρQ(x2);

äëÿ ÷èñåë Óèòíè Wk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Wk(P ×Q) =
∑
i

Wi(P )Wk−i(Q).

Îòñþäà ñëåäóåò è èçâåñòíîå ðàâåíñòâî Wk(2
n) =

(
n
k

)
.

Åñëè äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà îáëàäàþò LYM-ñâîéñòâîì, òî èõ
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýòèì ñâîéñòâîì ìîæåò è íå îáëàäàòü;
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Òåîðåìà Îðå è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü

Òåîðåìà (Îðå)

Êàæäûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èçîìîðôåí íåêîòîðîìó

ïîäìíîæåñòâó äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ öåïåé.

Îéñòèí �Îðå (Øystein Ore, 1899-1968) �
íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè

àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè ãðàôîâ.
Óâëåêàëñÿ æèâîïèñüþ è ñêóëüïòóðîé, ñîáèðàë

äðåâíèå êàðòû è ãîâîðèë íà íåñêîëüêèõ ÿçûêàõ.

Îïðåäåëåíèå

Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ ÷.ó. ìíîæåñòâà P
íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî k ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ Li òàêèõ,
ñóùåñòâóåò âëîæåíèå P ↪→ L1 × . . .× Lk.
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Îïåðàöèè íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè

Ñòåïåíü

Åñëè 〈P, vP 〉 è 〈Q, vQ 〉 � äâà ÷.ó. ìíîæåñòâà, òî îáîçíà÷èì
÷åðåç QP ìíîæåñòâî âñåõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé èç P â Q.
〈QP , v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî c ïîðÿäêîì v äëÿ f, g ∈ QP

f v g ⇔ f(x) vQ g(x) äëÿ âñåõ x ∈ P .

Ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

2n ∼= (n + 1).

(ìû çàêëþ÷àåì n + 1 â ñêîáêè, ÷òîáû îòëè÷èòü
n+ 1-ýëåìåíòíóþ öåïü îò ïðÿìîé ñóììû n-ýëåìåíòíîé öåïè è
òðèâèàëüíîãî ÷.ó. ìíîæåñòâà).
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Ñòåïåíü: ïðèìåð
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×. ó. ìíîæåñòâî NΛ. Âûäåëåííîìó ýëåìåíòó • ñîîòâåòñòâóåò
îòîáðàæåíèå f : Λ→ N, f(x1) = f(x3) = y3, f(x2) = y4.
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Àðèôìåòèêà êàðäèíàëîâ

Äëÿ ÷.ó. ìíîæåñòââ � P è ïðîèçâîëüíûõ Q è R
ñïðàâåäëèâî

RP ∼= RQ ⇒ P ∼= Q , (QP ) ] ∼= (Q ])P
]

Äëÿ ââåä¼ííûõ îïåðàöèé +, × íàä ÷.ó. ìíîæåñòâàìè
âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè, êîììóòàòèâíîñòè è
ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí �

P × (Q+R) ∼= (P ×Q) + (P ×R),

è äëÿ ñòåïåíè � ñîîòíîøåíèÿ

RP+Q ∼= RP ×RQ, (PQ)R ∼= PQ×R, (P×Q)R ∼= PR×QR

Òàêæå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ¾åäèíèöû¿ 1:

1× P ∼= P , 1P ∼= 1

Âàæíîå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñîîòíîøåíèå �

nP ∼=
(
2n−1

)P ∼= 2P×(n−1)
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