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Содержание предыдущих лекций

Фильтр Калмана.

EM-алгоритм. Использование EM-алгоритма для отбора признаков в
байесовской линейной регрессии.

Вариационный ЕМ-алгоритм и его использование для вывода в
смеси моделей линейной регрессии.

Ориентированные графические модели и их представление plate
notation. Критерий условной независимости d-separation.

Неориентированные графические модели и их связь с
ориентированными.

Факторные графы и алгоритм Sum-Product для вывода в
ациклических графических моделях.

Скрытые марковские модели и алгоритм Витерби. Алгоритм
Max-Sum как обобщение алгоритма Витерби.
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Скрытые марковские модели

x1 x2 . . . xN−1 xN

y1 y2 . . . yN−1 yN

p(x, y) = p(x1)

N∏

i=2

p(xi|xi−1)

N∏

i=1

p(yi|xi).

Пусть xi ∈ [K], A = ‖aij‖ = ‖P(xl = j|xl−1 = i)‖, πk = P(x1 = k).

p(x, y|A, π, B) = p(x1|π)
N∏

i=2

p(xi|xi−1, A)
N∏

i=1

p(yi|xi, B).

Задачи:

p(xi|y, A, B, π) – алгоритм Sum-Product;

p(xi, xi+1|y, A, B, π) – алгоритм Sum-Product;

p(x|y, A, B, π) → max
x

– алгоритм Витерби / Max-Sum;

p(x|y, A, B, π) – последовательное сэмплирование;

p(y|A, B, π) → max
A,B, π

.
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EM-алгоритм

Пусть D = (X, y) – наблюдаемые переменные, Z – скрытые переменные.
p(D, Z|Θ) = p(D|Z, Θ)p(Z|Θ).

Вопрос 1: как решить задачу p(D|Θ) =

∫

p(D, Z|Θ)dZ → max
Θ

?

Пример 1. y = Xw + ε, w ∼ N (w|0, A−1), ε ∼ N (0, β−1I)
p(y, w|X, A, β) = p(y|X, w, β)p(w|A).

log p(y|X, A, β−1

︸ ︷︷ ︸

Θ

) ∝ − 1

2
log det(β−1I+XA−1X

T
)− 1

2
y

T
(β−1I+XA−1X

T
)−1y.

EM-алгоритм
Введем F (q, Θ) = −

∫

q(Z) log q(Z)dZ+

∫

q(Z) log p(D, Z|Θ)dZ =

−

∫

q(Z) log q(Z)dZ+

∫

q(Z) log p(Z|D, Θ)dZ+

∫

log p(D|Θ)q(Z)dZ =

log p(D|Θ)−

∫

q(Z) log q(Z)
p(Z|D,Θ)dZ = log p(D|Θ)−DKL(q‖p(Z|D, Θ)).

Идея 1: p(D|Θ) → max
Θ

заменим на F (q, Θ) → max
q,Θ

.

Идея 2: Пошагово оптимизируем по Θ и q, то есть

1 E-шаг: qs = F (q, Θs−1) → max
q

;

2 M-шаг: Θs = F (qs, Θ) → max
Θ
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Вывод параметров скрытой марковской модели

x1 x2 . . . xN−1 xN

y1 y2 . . . yN−1 yN

Задача: p(y|A, B, π) → max
A,B, π

.

p(x, y|A, π, B) = p(x1|π)
N∏

i=2

p(xi|xi−1, A)

N∏

i=1

p(yi|xi, B).

Введем Z = ‖zik‖, zik ∈ {0, 1} и пусть yi|xi = k = N (yi|mk, σ
2
k).

p(y, z|A, B, π) =

K∏

k=1

π
z1k
k

N∏

i=2

K∏

k=1

K∏

l=1

a
zi−1, kzil
kl

N∏

i=1

K∏

k=1

N (yi|mk, σ
2
k)

zik .

Вопрос: Как решить p(y|A, B, π) → max
A,B, π

, где B = (m, σ2)?
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EM-алгоритм для вывода параметров СММ

x1 x2 . . . xN−1 xN

y1 y2 . . . yN−1 yN

Задача: p(y|A, B, π) → max
A,B, π

, где B = (m, σ2).

p(y, z|A, B, π) =
K∏

k=1

π
z1k
k

N∏

i=2

K∏

k=1

K∏

l=1

a
zi−1, kzil
kl

N∏

i=1

K∏

k=1

N (yi|mk, σ
2
k)

zik .

log p(y, z|A, B, π) =
K∑

k=1

z1k log πk +
N∑

i=2

K∑

k=1

K∑

l=1

zi−1, kzil log akl +

N∑

i=1

K∑

k=1

zik

(

−
1

2
log σ2

k −
1

2σ2
k

(yi −mk)
2

)

.

E-шаг: q(Z) = p(Z|y, A, B, π).
М-шаг: Eq log p(y, z|A, B, π) → max

A,B, π
.
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М-шаг

Eq log p(y, z|A, B, π) =

K∑

k=1

Ez1k log πk +

N∑

i=2

K∑

k=1

K∑

l=1

Ezi−1, kzil log akl +

N∑

i=1

K∑

k=1

Ezik

(

−
1

2
log σ2

k −
1

2σ2
k

(yi −mk)
2

)

.

Eq log p(y, z|A, B, π) → max
A,B, π

.

πk = Ez1k, akl ∝
N∑

i=2

Ezi−1, kzil;

mk =

∑N
i=1 Ezikyi

∑N
i=1 Ezik

, σ2
k =

∑N
i=1 Ezik(yi −mk)

2

∑N
i=1 Ezik

.

Вопрос: Что требуется знать про q(Z), чтобы осуществить М-шаг?
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Е-шаг

Общий шаг: q(Z) = p(Z|y, A, B, π).
Достаточно: Ezik, Ezi−1, kzil.
Вопрос: Можно ли воспользоваться алгоритмом Sum-Product для
получения Ezik, Ezi−1, kzil?

Введем αk(t) = p(y1, . . . , yt, xt = k|A, B, π) и
βk(t) = p(yt+1, . . . , yN |xt = k, A, B, π).

Eztk = P(xt = k|y, A, B, π) ∝ P(xt = k, y|A, B, π) =
p(y1, . . . , yt, xt = k|A, B, π)
︸ ︷︷ ︸

αk(t)

p(yt+1, . . . , yN |xt = k, A, B, π)
︸ ︷︷ ︸

βk(t)

.

Вопрос 1: Какое свойство СММ было использовано при выводе выше?

Ezt−1, kztl = P(xt−1 = k, xt = l|y, A, B, π) ∝ p(xt−1 = k, xt =
l, y|A, B, π) = p(y1, . . . , yt−1, xt−1 = k|A, B, π)p(xt = l|xt−1 =
k)p(yt|xt = l)p(yt+1, . . . , yN |xt = l, A, B, π) =⇒
Ezt−1, kztl ∝ αk(t− 1)aklp(yt|xt = l, B)βl(t).
Вопрос 2: Какие свойства СММ были использованы при выводе выше?
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E-шаг 2: Получение αk(t) и βk(t)

x1 x2 . . . xN−1 xN

y1 y2 . . . yN−1 yN

Сосчитаем αk(t) = p(y1, . . . , yt, xt = k|A, B, π) пошагово:

αk(1) = πkp(y1|x1 = k, B);

αk(t+ 1) =

K∑

j=1

αj(t)ajkp(yt+1|xt+1 = k, B).

Сосчитаем βk(t) = p(yt+1, . . . , yN |xt = k, A, B, π) пошагово:

βk(N) = 1;

βk(t) =
K∑

j=1

βj(t+ 1)akjp(yt+1|xt+1 = j, B).

Вопрос 1: Какие численные проблемы стоит ожидать при вычислениях
по описанной схеме?
Вопрос 2: Как разрешить численные проблемы при угасании значений
αk(t), βk(N − t), t ≫ 1?
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EM-алгоритм: Итоговая схема

p(y|A, B, π) → max
A,B, π

, где B = (m, σ2).

Е-шаг:

Вычисляем αk(t), βk(t), t ∈ [N ], k ∈ [K] при фиксированных
A, B, π;

Eztk ∝ αk(t)βk(t) и нормируем;

Ezt−1, kztl ∝ αk(t− 1)aklp(yt|xt = l, B)βl(t) и нормируем.

М-шаг:

πk = Ez1k, akl ∝
N∑

i=2

Ezi−1, kzil;

mk =

∑N
i=1 Ezikyi

∑N
i=1 Ezik

, σ2
k =

∑N
i=1 Ezik(yi −mk)

2

∑N
i=1 Ezik

.

Вопрос 1: Как учесть ненаблюдаемость части y?
Вопрос 2: Как предсказать yN+∆?
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Сэмплирование состояний СММ (HMM)

x1 x2 . . . xN−1 xN

y1 y2 . . . yN−1 yN

Задача: Найти p(x|y, A, B, π).

p(x, y|A, π, B) = p(x1|π)
N∏

i=2

p(xi|xi−1, A)
N∏

i=1

p(yi|xi, B).

p(x|y, A, B, π) ∝ p(x1|y, A, B, π)p(x2|x1, y, A, B, π)
p(x3|x2, x1, y, A, B, π) · . . . · p(xN |xN−1, . . . , x1, y, A, B, π) =
p(x1|y, A, B, π)p(x2|x1, y, A, B, π)
p(x3|x2, y, A, B, π) · . . . · p(xN |xN−1, y, A, B, π).

Идея (Последовательное сэмплирование):

P(x1 = k|y, A, B, π) = Ez1k;

P(xt = l|xt−1 = k, y, A, B, π) =
P(xt = l, xt−1 = k|y, A, B, π)

P(xt−1 = k|y, A, B, π)
=

=
Ezt−1, kztl

∑

j Ezt−1, kztj
∝ αk(t− 1)aklp(yt|xt = l, B)βl(t).
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Appendix: Вывод формулы пересчета αk(t+ 1)

x1 x2 . . . xN−1 xN

y1 y2 . . . yN−1 yN

αk(t+ 1) = p(y1, . . . , yt+1, xt+1 = k|A, B, π) =
K∑

j=1

p(y1, . . . , yt+1, xt+1 = k, xt = j|A, B, π) =

K∑

j=1

p(y1:t, xt = j|A, B, π)p(yt+1, xt+1 = k|A, B, π, y1:t, xt = j) =

K∑

j=1

p(y1, . . . , xt = j|A, B, π)p(yt+1, xt+1 = k|A, B, π, xt = j) =

K∑

j=1

αj(t)p(xt+1 = k|A, B, π, xt = j)p(yt+1|xt+1 = k, A, B, π, xt = j) =

K∑

j=1

αj(t)ajkp(yt+1|xt+1 = k, A, B, π).
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