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1 Ëèíåéíûå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð , íàçûâàåìûé òàêæå ëèíåéíûì ðåøàþùèì ïðàâè-
ëîì � ýòî îäèí èç ñàìûõ ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè. Òåîðè ÿ ðàñïîçíàâà-
íèÿ, êàê è ìíîãèå äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè è ôèçèêè, íà÷èíà ëàñü ñ ïîäðîáíîãî
èçó÷åíèÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ. Çàòåì íàõîäèëèñü ðàçëè÷íûå ñïî ñîáû åãî îáîáùåíèÿ.
Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíà êàê èñòî÷íèê áàçîâûõ ê îíöåïöèé, îäíàêî
ïðàêòè÷åñêàÿ ïðèãîäíîñòü ëèíåéíûõ ìîäåëåé âåñüìà îãðàíè÷ åíà.

Â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ êëàññàìè ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð � ýòî ãèïå ðïëîñêîñòü,
ðàçäåëÿþùàÿ n-ìåðíîå ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî íà äâà êëàññà � ïîëóïðîñò ðàíñòâà.
Â çàäà÷àõ ñî ìíîãèìè êëàññàìè ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü êóñî ÷íî-ëèíåéíà.

Îáó÷åíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäáîðå ò àêîãî ïîëîæå-
íèÿ ãèïåðïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì êëàññû ðàçäåëÿþòñÿ íàèëó÷ øèì îáðàçîì. ×òî çíà-
÷èò ¾íàèëó÷øèì¿ � âîïðîñ íåòðèâèàëüíûé; ñóùåñòâóåò íåñêîë üêî ïîäõîäîâ, ïðèâî-
äÿùèõ ê ðàçëè÷íûì ðåøåíèÿì.

Ïðîñòåéøèì îáîñíîâàíèåì ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà ñëóæèò åãî àíàëîãèÿ
ñ íåðâíîé êëåòêîé � íåéðîíîì. Ïåðñåïòðîííûå ïðèíöèïû îáó÷åíèÿ, ïåðâîíà÷àëü-
íî çàèìñòâîâàííûå èç íåéðîôèçèîëîãèè, çàòåì íàøëè ìàòåìàò è÷åñêîå îáîñíîâàíèå
ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñê îãî ðèñêà, ñì. Ÿ1.1.
Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå øëî ïî ïóòè êîííåêòèâèçìà , èëè ñîåäèíåíèÿ ïðîñòûõ ýëå-
ìåíòîâ â ñëîæíûå êîìïîçèöèè � èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè (arti�cial neural
network, ANN). Ýòîò ïîäõîä ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî â ãëàâ å ??.

Äðóãîå îáîñíîâàíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà äà¼ò áàéåñîâ ñêàÿ òåîðèÿ êëàñ-
ñèôèêàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
áàéåñîâñêèì êëàññèôèêàòîðîì, åñëè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåí èÿ êëàññîâ íîðìàëüíû
è èìåþò îäèíàêîâûå ìàòðèöû êîâàðèàöèè, òî åñòü ¾îäèíàêîâóþ ôîðìó¿. Îêàçû-
âàåòñÿ, òðåáîâàíèå íîðìàëüíîñòè èçáûòî÷íî, è ëèíåéíûé êëà ññèôèêàòîð îñòà¼òñÿ
îïòèìàëüíûì ïðè ìåíåå æ¼ñòêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ýòè ðåçóëüò àòû ëåæàò â îñíî-
âå ìåòîäà ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ñì. Ÿ1.2. Âíèìàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå âûÿâëÿåò
çíà÷èòåëüíóþ îáùíîñòü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ñ ïåðñåïòðîííûìè ìåòîäàìè.

Åù¼ îäíî ýâðèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàò îðà � ïðèíöèï îï-
òèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè . Ãèïåðïëîñêîñòü ñòðîèòñÿ òàê, ÷òîáû îáó-
÷àþùèå îáúåêòû áûëè óäàëåíû îò íå¼ íàñòîëüêî äàëåêî, íàñêîë üêî ýòî âîçìîæíî.
Ýòîò ïðèíöèï ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà îáîáù¼ííîãî ïîðòðåòà [1], ñîâðåìåííàÿ âåð-
ñèÿ êîòîðîãî èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM), ñì. Ÿ1.3.
Ñóùåñòâóåò èçÿùíîå îáîáùåíèå SVM íà íåëèíåéíûé ñëó÷àé, áëà ãîäàðÿ êîòîðîìó
îí ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûõ ïîäõîäîâ â ìàøè ííîì îáó÷åíèè.

Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èÿ â èñõîäíûõ îáîñíîâàíèÿõ, âñå ïåðå÷èñë åííûå ìåòîäû
äîïóñêàþò åäèíîå îáîáùåíèå. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷ àÿìè ìèíèìèçàöèè
ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âèäîì ôóíêöèè ïîò åðü, ëèáî âèäîì ðåãó-
ëÿðèçàòîðà, åñëè òàêîâîé èñïîëüçóåòñÿ. Ïðè ýòîì ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïòè-
ìèçàöèîííûõ çàäà÷ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äîâîëüíî ñèëüíî. Â Ÿ1.4îïèñàíî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå îáîáùåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñèíòåçèðîâàòü íîâûå ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ, îáëàäàþùèå
íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Ïîêàçàíî òàêæå åù¼ íåñêîëüêî îáùèõ ïðè ¼ìîâ, ïðèìåíèìûõ
è ê íåëèíåéíûì êëàññèôèêàòîðàì.
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Ðèñ. 1. Íåðâíàÿ êëåòêà (èëëþñòðàöèÿ èç Âèêèïåäèè � ñâîáîäíîé ýíöèêëîïåäèè).

Ÿ1.1 Îäíîñëîéíûé ïåðñåïòðîí

1.1.1 Íåéðîôèçèîëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà

Ðàññìîòðèì â îáùèõ ÷åðòàõ ïðèíöèïû ðàáîòû íåðâíîé êëåòêè � íåéðîíà , Ðèñ1.
Êëåòêà èìååò ìíîæåñòâî ðàçâåòâë¼ííûõ îòðîñòêîâ � äåíäðèòîâ , è îäíî äëèííîå òîí-
êîå âîëîêíî � àêñîí , íà êîíöå êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ñèíàïñû , ïðèìûêàþùèå ê äåíäðè-
òàì äðóãèõ íåðâíûõ êëåòîê. Êàæäàÿ íåðâíàÿ êëåòêà ìîæåò íàõî äèòüñÿ â äâóõ ñîñòî-
ÿíèÿõ: îáû÷íîì è âîçáóæä¼ííîì. Êëåòêà âîçáóæäàåòñÿ, êîãäà â íåé íàêàïëèâàåòñÿ
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäîâ. Â âîçáóæä¼ ííîì ñîñòîÿíèè êëåòêà
ãåíåðèðóåò ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ âåëè÷èíîé îêîëî 100 ìÂ è ä ëèòåëüíîñòüþ 1 ìñ,
êîòîðûé ïðîõîäèò ïî àêñîíó äî ñèíàïñîâ. Ñèíàïñ ïðè ïðèõîäå è ìïóëüñà âûäåëÿåò
âåùåñòâî, ñïîñîáñòâóþùåå ïðîíèêíîâåíèþ ïîëîæèòåëüíûõ çà ðÿäîâ âíóòðü ñîñåäíåé
êëåòêè, ïðèìûêàþùåé ê äàííîìó ñèíàïñó. Ñèíàïñû èìåþò ðàçíó þ ñïîñîáíîñòü êîí-
öåíòðèðîâàòü ýòî âåùåñòâî, ïðè÷¼ì íåêîòîðûå äàæå ïðåïÿòñò âóþò åãî âûäåëåíèþ �
îíè íàçûâàþòñÿ òîðìîçÿùèìè . Ïîñëå âîçáóæäåíèÿ êëåòêè íàñòóïàåò ïåðèîä ðåëàê-
ñàöèè� íåêîòîðîå âðåìÿ îíà íå ñïîñîáíà ãåíåðèðîâàòü íîâûå èìïóëü ñû.

Òàêèì îáðàçîì, íåðâíóþ êëåòêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñòð îéñòâî, êîòîðîå
íà êàæäîì òàêòå ñâîåé ðàáîòû ïðèíèìàåò çàðÿäû îò ìíîæåñòâà â õîäîâ-äåíäðèòîâ,
è åñëè ñóììàðíûé íàêîïëåííûé çàðÿä ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûé ï îðîã, ïåðåäà¼ò èì-
ïóëüñ ÷åðåç ìíîæåñòâî âûõîäîâ-ñèíàïñîâ.

Íåðâíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç îãðîìíîãî ÷èñëà ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì íåéðî-
íîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ íàïðàâëåííûå âîëíû èìïóëüñîâ. Ñêîð îñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
èìïóëüñîâ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 100 ì/ñ, ÷òî â ìèëëèîí ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà â ìåäíîé ïðîâîëîê å. Òåì íå ìåíåå, ñëîæ-
íûå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ÷åëîâåê ðåøàåò çà äåñÿòûå äîëè ñåêóíäû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íåéðîâû÷èñëåíèÿ òðåáóþò ïîðÿäêà 102 ïîñëåäîâàòåëüíûõ òàêòîâ è âûïîëíÿþòñÿ
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Ðèñ. 2. Ìîäåëü ÌàêÊàëëîêà�Ïèòòñà.

ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ ïàðàëëåëèçìà. Êîðà ãîëîâíîãî ìîçãà ÷åëî âåêà ñîäåðæèò ïîðÿä-
êà 1011 íåéðîíîâ, è êàæäûé íåéðîí ñâÿçàí ÷åðåç ñèíàïñû ñ 103� 104 äðóãèõ íåéðîíîâ.
Ýòî îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ âçàèìîçàìåíÿåìîñòü íåðâíûõ êëåò îê è íàäåæíîñòü ñèñòå-
ìû â öåëîì. Îòêàç ÷àñòè íåéðîíîâ íå íàðóøàåò íîðìàëüíîãî õîä à ðàñïðîñòðàíåíèÿ
íåðâíîãî èìïóëüñà.

Îïèñàííàÿ ñõåìà ñèëüíî óïðîùåíà; íà ñàìîì äåëå ìåõàíèçìû ôó íêöèîíèðî-
âàíèÿ íåðâíûõ êëåòîê ãîðàçäî ñëîæíåå. Áîëåå òîãî, èçâåñòíû äåñÿòêè ðàçëè÷íûõ
òèïîâ íåéðîíîâ, êîòîðûå ôóíêöèîíèðóþò ñîâñåì ïî-äðóãîìó è íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìî-
çàìåíÿåìûìè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ äàëåå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåë ü íåéðîíà åù¼ ñèëüíåå
óïðîùåíà. Â òåîðèè èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé íå ñòàâèò ñÿ çàäà÷à ìàêñèìàëüíî
òî÷íî âîñïðîèçâåñòè ôóíêöèîíèðîâàíèå áèîëîãè÷åñêîé íåéð îííîé ñåòè. Öåëü â òîì,
÷òîáû ïîäñìîòðåòü íåêîòîðûå ïðèíöèïû ó æèâîé ïðèðîäû è èñïî ëüçîâàòü èõ äëÿ
èíòåëëåêòóàëèçàöèè àâòîìàòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Ìîäåëü ÌàêÊàëëîêà�Ïèòòñà. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ; Y � ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ îòâåòîâ; îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n ÷èñëîâûìè ïðèçíàêàìè f j : X ! R,
j = 1; : : : ; n. Âåêòîð x = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn , ãäåx j = f j (x), íàçûâàåòñÿ ïðèçíàêîâûì
îïèñàíèåì îáúåêòà x.

Â 1943 ãîäó ÌàêÊàëëîê è Ïèòòñ [ 16] ïðåäëîæèëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íåé-
ðîíà, Ðèñ. 2. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîêà ïîëàãàòü, ÷òî âñå ïðèçíàêè áèíàðíû å, è îò-
âåòû òîæå áèíàðíû, Y = f 0; 1g. Çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ x j = f j (x) áóäåì òðàêòîâàòü
êàê âåëè÷èíû èìïóëüñîâ, ïîñòóïàþùèõ íà âõîä íåéðîíà ÷åðåç n âõîäíûõ ñèíàïñîâ.
Ïîñòóïàþùèå â íåéðîí èìïóëüñû ñêëàäûâàþòñÿ ñ âåñàìè w1; : : : ; wn . Åñëè âåñwj ïî-
ëîæèòåëüíûé, òî j -é ñèíàïñ âîçáóæäàþùèé, åñëè îòðèöàòåëüíûé, òî òîðìîçÿùèé .
Åñëè ñóììàðíûé èìïóëüñ ïðåâûøàåò ïîðîã àêòèâàöèè w0, òî íåéðîí âîçáóæäàåòñÿ
è âûäà¼ò íà âûõîäå 1, èíà÷å âûäà¼òñÿ 0. Òàêèì îáðàçîì, íåéðîí âû÷èñëÿåòn-àðíóþ
áóëåâó ôóíêöèþ âèäà

a(x) = '
� nX

j =1

wj x j � w0

�
;

ãäå' (z) = [ z > 0] � ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ôóíêöèþ ' , ïðåîáðàçóþùóþ çíà-
÷åíèå ñóììàðíîãî èìïóëüñà â âûõîäíîå çíà÷åíèå íåéðîíà, ïðè íÿòî íàçûâàòü ôóíê-
öèåé àêòèâàöèè.

Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûé êîíñòàíòíûé ïðèçíàê x0 � � 1 è âåêòîðíûå îáîçíà-
÷åíèÿ w = ( w0; w1; : : : ; wn )ò, x = ( x0; x1; : : : ; xn )ò. Òîãäà ëèíåéíóþ ìîäåëü íåéðîíà
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� (z) = [ z > 0] ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà;
� (z) = (1 + e� z ) � 1 ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ (S);
th( z) = 2 � (2z) � 1 ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ (T);
ln(z +

p
z2 + 1) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (L);

exp(� z2=2) ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ (G);
z ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (Z);

Ðèñ. 3. Ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè àêòèâàöèè ' (z).

ìîæíî çàïèñàòü áîëåå êîìïàêòíî ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåí èå:

a(x; w) = '
� nX

j =0

wj x j

�
= '

�
hw; xi

�
: (1.1)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü íåéðîíà ïî ÌàêÊàëëîêó-Ïèòòñó ïðåäñò àâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíûé ïîðîãîâûé êëàññèôèêàòîð. Ïîçæå ýòà ìîäåëü áûëà îá îáùåíà íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ âõîäîâ è âûõîäîâ è ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé àêòèâàöèè.
×àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè àêòèâàöèè, ïîêàçàííûå íà Ð èñ. 3.

1.1.2 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàñòðîéêè (îáó÷åíèÿ) ñèíàïòè÷åñêèõ âåñ îâ â ìîäåëè Ìàê-
Êàëëîêà-Ïèòòñà. Ïóñòü y� : X ! Y � öåëåâàÿ çàâèñèìîñòü, èçâåñòíàÿ òîëüêî íà îáú-
åêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè X ` = ( x i ; yi )`

i =1 , yi = y� (x i ). Òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð âå-
ñîâ w, ïðè êîòîðîì àëãîðèòì a(x; w) àïïðîêñèìèðóåò öåëåâóþ çàâèñèìîñòü y� (x).
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
âåêòîðà w, äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

Q(w) =
`X

i =1

L
�
a(x i ; w); yi

�
! min

w
; (1.2)

ãäåL (a; y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü, õàðàêòåðèçóþùàÿ âåëè÷èíó îøèáê è îòâåòàa
ïðè ïðàâèëüíîì îòâåòå y. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå, ïîêà
íå êîíêðåòèçèðóÿ ôóíêöèþ L .

Ïðèìåíèì äëÿ ìèíèìèçàöèè Q(w) ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Â ýòîì ìåòîäå
âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ âåêòîðà âå ñîâ w, çàòåì çàïóñêàåò-
ñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî âåêòîð w èçìåíÿåòñÿ â íàïðàâëå-
íèè íàèáîëåå áûñòðîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèîíàëà Q. Ýòî íàïðàâëåíèå ïðîòèâîïîëîæíî
âåêòîðó ãðàäèåíòàr Q(w) =

� @Q(w)
@wj

� n

j =1
:

w := w � � r Q(w);

ãäå� > 0 � âåëè÷èíà øàãà â íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà, íàçûâàåìàÿ òà êæå òåì-
ïîì îáó÷åíèÿ (learning rate). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü L è ôóíêöèÿ àêòè-
âàöèè ' äèôôåðåíöèðóåìû, ðàñïèøåì ãðàäèåíò:

w := w � �
`X

i =1

L 0
a

�
a(x i ; w); yi

�
' 0(hw; xi i )x i : (1.3)
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Àëãîðèòì 1.1. Îáó÷åíèå ïåðñåïòðîíà ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà.

Âõîä:
X ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;
� � òåìï îáó÷åíèÿ;
� � ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèîíàëà Q;

Âûõîä:
Ñèíàïòè÷åñêèå âåñàw0; w1; : : : ; wn ;

1: èíèöèàëèçèðîâàòü âåñàwj , j = 0; : : : ; n;
2: èíèöèàëèçèðîâàòü òåêóùóþ îöåíêó ôóíêöèîíàëà:

Q :=
P `

i =1 L
�
a(x i ; w); yi

�
;

3: ïîâòîðÿòü
4: âûáðàòü îáúåêòx i èç X ` (íàïðèìåð, ñëó÷àéíûì îáðàçîì);
5: âû÷èñëèòü âûõîäíîå çíà÷åíèå àëãîðèòìà a(x i ; w) è îøèáêó:

" i := L
�
a(x i ; w); yi

�
;

6: ñäåëàòü øàã ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà:
w := w � � L 0

a

�
a(x i ; w); yi

�
' 0(hw; xi i )x i ;

7: îöåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà:
Q := (1 � � )Q + �" i ;

8: ïîêà çíà÷åíèå Q íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ è/èëè âåñàw íå ïåðåñòàíóò èçìåíÿòüñÿ;

Êàæäûé ïðåöåäåíò (x i ; yi ) âíîñèò àääèòèâíûé âêëàä â èçìåíåíèå âåêòîðà w,
íî âåêòîð w èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå ïåðåáîðà âñåõ ` îáúåêòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, íåçíà-
÷èòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà ñïîñîáíà ñóùåñòâåíí î ïîâûñèòü ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî âûáèðàòü ïðåöåäåíòû (x i ; yi ) ïî îäíîìó, äëÿ êàæäîãî
äåëàòü ãðàäèåíòíûé øàã è ñðàçó îáíîâëÿòü âåêòîð âåñîâ:

w := w � � L 0
a

�
a(x i ; w); yi

�
' 0(hw; xi i )x i : (1.4)

Â ìåòîäå ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà (stochastic gradient, SG) ïðåöåäåíòû ïå-
ðåáèðàþòñÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Åñëè æå îáúåêòû ïðåäúÿâëÿò ü â íåêîòîðîì ôèê-
ñèðîâàííîì ïîðÿäêå, ïðîöåññ ÷àùå îêàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñ ÿ èëè çàöèêëèâàåòñÿ.

Â Àëãîðèòìå 1.1 ïîêàçàíà ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà SG ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöè-
ÿõ L (a; y) è ' (z). Îáðàòèì âíèìàíèå íà èíèöèàëèçàöèþ âåñîâ è êðèòåðèé îñòàíî âà.

Èíèöèàëèçàöèÿ âåñîâ ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ñòàíäàðòíàÿ
ðåêîìåíäàöèÿ � âçÿòü íåáîëüøèå ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ, wj := random

�
� 1

2n ; 1
2n

�
. Èíî-

ãäà âåñà èíèöèàëèçèðóþò íóë¼ì. Èíîãäà áåðóò îöåíêè

wj :=
hy; f j i
hf j ; f j i

; (1.5)

ãäå f j =
�
f j (x i )

� `

i =1
� âåêòîð çíà÷åíèé j -ãî ïðèçíàêà. Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íû-

ìè â îäíîì íåðåàëèñòè÷íîì ÷àñòíîì ñëó÷àå � êîãäà ôóíêöèÿ àêò èâàöèè ëèíåéíà,
ôóíêöèÿ ïîòåðü êâàäðàòè÷íà è ïðèçíàêè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû. Äîêàçàòåëü-
ñòâî äàííîãî ôàêòà âûíåñåíî â Óïð. 1.1.
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Êðèòåðèé îñòàíîâà â Àëãîðèòìå 1.1 îñíîâàí íà ïðèáëèçèòåëüíîé îöåíêå ôóíêöèî-
íàëà Q ìåòîäîì ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé. Òî÷íîå çíà÷ åíèå ïîòðåáîâà-
ëî áû âû÷èñëåíèÿ ` ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé hw; xi i , ÷òî äîâîëüíî íàêëàäíî. Êîãäà
ãðàäèåíòíûé ìåòîä ïîäõîäèò ê îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà, îöåíêà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíå-
ãî ñòàáèëèçèðóåòñÿ è ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ ôóíêö èîíàëà. Ïàðàìåòð �
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì 1=`. Â ñëó÷àå èçáûòî÷íî äëèííîé âûáîðêè åãî ðåêîìåíäó-
åòñÿ óâåëè÷èâàòü.

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà SG

� Ìåòîä ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ è ëåãêî ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà íåéðîíí ûå ñåòè áîëåå
ñëîæíûõ àðõèòåêòóð, ñì. ??. Îí ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì íà-
ñòðîéêè íåéðîííûõ ñåòåé.

� Ìåòîä õîðîøî ïðèñïîñîáëåí äëÿ äèíàìè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ, êîã äà îáó÷àþùèå
îáúåêòû ïîñòóïàþò ïîòîêîì, è íàäî áûñòðî îáíîâëÿòü âåêòîð â åñîâ ïðè ïîÿâ-
ëåíèè êàæäîãî íîâîãî îáúåêòà.

� Ìåòîä ïîçâîëÿåò íàñòðàèâàòü âåñà íà èçáûòî÷íî áîëüøèõ âûáî ðêàõ, çà ñ÷¼ò
òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîé ïîäâûáîðêè ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ îáó÷åíèÿ.

� Äîïóñêàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ. Â ñëó÷àå áîëüøî é âûáîðêè èëè
äèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà ìîæíî âîîáùå íå ñîõðàíÿòü îáó÷àþùèå î áúåêòû. Â ñëó-
÷àå ìàëîé âûáîðêè ìîæíî ïîâòîðíî ïðåäúÿâëÿòü äëÿ îáó÷åíèÿ î äíè è òå æå
îáúåêòû, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà êëàññèôèêàö èè.

Íåäîñòàòêè ìåòîäà SG

� Ìåòîä ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ èëè ñõîäèòüñÿ î÷åíü ìåäëåííî.

� Ôóíêöèîíàë Q, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûì, è ïðîöåññ ã ðà-
äèåíòíîãî ñïóñêà ñêëîíåí ¾çàñòðåâàòü¿ â ëîêàëüíûõ ìèíèìóì àõ.

� Ïðè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n èëè ìàëîé äëèíå âûáîðêè ` âîçìîæ-
íî ïåðåîáó÷åíèå. Ïðè ýòîì ðåçêî âîçðàñòàåò íîðìà âåêòîðà âå ñîâ (ïîÿâëÿþòñÿ
áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëü íûå âåñà), êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé (ìàëûå èçìåíåíèÿ îáó÷à þùåé âûáîðêè,
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîðÿäêà ïðåäúÿâëåíèÿ îáúåêòîâ èë è ïàðàìåòðîâ àë-
ãîðèòìà � , � ìîãóò ñèëüíî èçìåíèòü ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð âåñîâ), óâåëè ÷è-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè íîâûõ îáúåêòî â.

� Åñëè ôóíêöèÿ àêòèâàöèè èìååò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû (íà ïðèìåð, ñèãìî-
èäíàÿ èëè th), òî ïðîöåññ ìîæåò ïîïàñòü â ñîñòîÿíèå ¾ïàðàëè÷à¿. ×åì áîëü øå
çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ hw; xi i íà âõîäå ôóíêöèè àêòèâàöèè ' , òåì
áëèæå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ' 0 ê íóëþ, òåì ìåíüøå èçìåíåíèå ñèíàïòè÷åñêèõ
âåñîâ, ñîãëàñíî (1.4). Åñëè âåñàwj ïîïàëè â îáëàñòü áîëüøèõ çíà÷åíèé, òî ó íèõ
ïðàêòè÷åñêè íå îñòà¼òñÿ øàíñîâ âûáðàòüñÿ èç ýòîé ¾ì¼ðòâîé çîíû¿.

Â 1.1.4áóäóò ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå ïðè¼ìû, óëó÷øàþùèå ñõîäèìîñò ü è êà÷å-
ñòâî ãðàäèåíòíîãî îáó÷åíèÿ. Íî ïåðåä ýòèì ðàññìîòðèì íåñêî ëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ,
êîòîðûå áûëè çàìåòíûìè âåõàìè â ðàçâèòèè ïåðñåïòðîííûõ ìåò îäîâ îáó÷åíèÿ.
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1.1.3 Êëàññè÷åñêèå ÷àñòíûå ñëó÷àè

Àäàïòèâíûé ëèíåéíûé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðåãðåññèè, êîãäà ïðèçíàêè
è îòâåòû âåùåñòâåííû, X = Rn , Y � R; ôóíêöèÿ àêòèâàöèè ëèíåéíà, ' (z) = z,
ôóíêöèÿ ïîòåðü êâàäðàòè÷íà, L (a; y) = ( a � y)2. Òîãäà ïðàâèëî îáíîâëåíèÿ âåñîâ
â ìåòîäå ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà ïðèìåò âèä

w := w � �
�
hw; xi i � yi

�
x i : (1.6)

Ýòî ïðàâèëî îáó÷åíèÿ áûëî ïðåäëîæåíî Âèäðîó è Õîôôîì â 1960 ã îäó è íàçû-
âàåòñÿäåëüòà-ïðàâèëîì (delta-rule), à ñàì ëèíåéíûé íåéðîí � àäàïòèâíûì ëèíåé-
íûì ýëåìåíòîì èëè ADALINE [ 27].

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð è âûáîð ôóíêöèè àêòèâàöèè. Ôîðìàëüíîå ïðèìåíå-
íèå äåëüòà-ïðàâèëà â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè îêàçûâàåòñÿ íåâïîëíå àäåêâàòíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè Y = f 0; 1g è ðàññìîòðèì îáúåêò x
êëàññày = 0. Åñëè hw; xi = 1, òî íà îáúåêòå x äîïóñêàåòñÿ îøèáêà, âåëè÷èíà ïîòåðè
ðàâíà åäèíèöå. Åñëè æåhw; xi = � 1, òî ýòî, íàïðîòèâ, ãîâîðèò î íàä¼æíîì îòíåñåíèè
îáúåêòà ê êëàññó0, îäíàêî âåëè÷èíà ïîòåðè è â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà åäèíèöå.

×òîáû èñïîëüçîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ïîòåðü â çàäà÷àõ ê ëàññèôèêàöèè,
íóæíî âçÿòü äðóãóþ ôóíêöèþ àêòèâàöèè, íàïðèìåð, ïîäîéä¼ò ñ èãìîèäà

' (z) = � (z) =
1

1 + e� z
:

Ïåðåêîäèðîâêà íîìåðîâ êëàññîâ Y = f� 1; +1g è ïðèìåíåíèå íå÷¼òíûõ ôóíêöèé
ïîòåðü ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (ïðèì åðíî â ïîëòîðà ðàçà);
íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ:

' (z) = th( z) = 2 � (2z) � 1:

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ôóíêöèè � (z) è th( z) èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòî-
òû, îðäèíàòû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ íîìåðàìè êëàññîâ. Èòåðàöè îííûé ïðîöåññ ( 1.4),
ñòðåìÿñü óìåíüøèòü âåëè÷èíó íåâÿçîê

�
� ' hw; xi i � yi

�
� , âûíóæäåí óâåëè÷èâàòü íîðìó

âåêòîðà âåñîâw, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ¾ïàðàëè÷ó¿. Ïîýòîìó ðåêîìåíäóåòñÿ â û-
áèðàòü ôóíêöèþ àêòèâàöèè òàê, ÷òîáû ìåòêè êëàññîâ ïîïàäàëè âíóòðü å¼ îáëàñòè
çíà÷åíèé. Â [ 15] ïðåäëàãàåòñÿ áðàòü ôóíêöèþ

' (z) = 1 :7159 th
�

2
3z

�
;

ó êîòîðîé â òî÷êàõ ñ îðäèíàòàìè f� 1; +1g äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé. Áîëåå ðàäèêàëüíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ � äîáàâëÿòü ëèíåéíûé ÷ ëåí:

' (z) = th z + z

ñ ïàðàìåòðîì  , ëèáî èñïîëüçîâàòü ìåäëåííî ðàñòóùèå ôóíêöèè. Â [ 2] ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè

' (z) = ln
�
z +

p
z2 + 1

�
:
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Ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà. Â 1957 ãîäó Ðîçåíáëàòò ïðåäëîæèë ýâðèñòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì îáó÷åíèÿ íåéðîíà, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïàõ íåéðîôèçèî ëîãèè. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíî áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè ñèíõðîííîì âîçáóæäåíèè äâó õ ñâÿçàííûõ íåðâíûõ
êëåòîê ñèíàïòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó íèìè óñèëèâàåòñÿ. ×åì ÷àù å ñèíàïñ óãàäûâàåò
ïðàâèëüíûé îòâåò, òåì ñèëüíåå ñòàíîâèòñÿ ñâÿçü. Ñâîåîáðàçíàÿ òðåíèðîâêà ñâÿçè
ïðèâîäèò ê ïîñòåïåííîìó çàïîìèíàíèþ èíôîðìàöèè. Åñëè æå ñè íàïñ íà÷èíàåò ÷à-
ñòî îøèáàòüñÿ èëè âîîáùå ïåðåñòà¼ò èñïîëüçîâàòüñÿ, ñâÿçü îñëàáåâàåò, èíôîðìàöèÿ
íà÷èíàåòñÿ çàáûâàòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïàìÿòü ðåàëèçóåòñÿ â ñèíàïñàõ. Â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëè íåéðîíà ðîëü ïàìÿòè èãðàåò âåêòîð ñèíàïòè÷ åñêèõ âåñîâw.

Äàííîå ïðàâèëî îáó÷åíèÿ íåòðóäíî ôîðìàëèçîâàòü. Êàê ïðèçí àêè, òàê è îòâå-
òû áóäåì ïîêà ïîëàãàòü áèíàðíûìè. Ïåðåä íà÷àëîì îáó÷åíèÿ âå êòîð âåñîâ íåêîòî-
ðûì ñïîñîáîì èíèöèàëèçèðóåòñÿ, íàïðèìåð, çàïîëíÿåòñÿ íóë åâûìè èëè ñëó÷àéíû-
ìè çíà÷åíèÿìè. Çàòåì îáó÷àþùèå îáúåêòû x i ïî î÷åðåäè ïîäàþòñÿ íà âõîä ìîäåëè
ÌàêÊàëëîêà�Ïèòòñà ( 1.1), è âûäàííûå îòâåòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïðàâèëüíûìè.

Åñëè îòâåòa(x i ) ñîâïàäàåò ñ yi , òî âåêòîð âåñîâ íå èçìåíÿåòñÿ.
Åñëè a(x i ) = 0 è yi = 1, òî âåêòîð âåñîâ w óâåëè÷èâàåòñÿ. Óâåëè÷èâàòü èìå-

åò ñìûñë òîëüêî òå âåñà wj , äëÿ êîòîðûõ x j
i 6= 0; èçìåíåíèå äðóãèõ êîìïîíåíò íå

ïîâëèÿåò íà ðåçóëüòàò. Ïîëîæèì w := w + �x i , ãäå� > 0 � òåìï îáó÷åíèÿ.
Åñëè a(x i ) = 1 è yi = 0, òî âåêòîð âåñîâ óìåíüøàåòñÿ: w := w � �x i .
Ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû áèíàðíûå, òðè ñëó÷àÿ îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó ôîðìóëó:

w :=

8
><

>:

w; ïðè a(x i ) = yi

w + �x i ; ïðè a(x i ) = 0 ; yi = 1

w � �x i ; ïðè a(x i ) = 1 ; yi = 0

9
>=

>;
= w � �

�
a(x i ) � yi

�
x i : (1.7)

Îáó÷àþùèå îáúåêòû ïðîïóñêàþòñÿ ÷åðåç ýòî ïðàâèëî ìíîãîêðà òíî, ïîêà âåñà
èçìåíÿþòñÿ. Ýòîò àëãîðèòì îáó÷åíèÿ è åñòü îäíîñëîéíûé ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà .
Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé Àëãîðèòìà 1.1, åñëè âçÿòü ïîðîãîâóþ
ôóíêöèþ àêòèâàöèè è çàìåíèòü øàã 6 ôîðìóëîé ( 1.7).

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà ( 1.7), âûâåäåííàÿ èç ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,
ñîâïàäàåò ñ äåëüòà-ïðàâèëîì ( 1.6). Òî åñòü ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà òàêæå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Ïðàâèëî Õýááà. Èíîãäà óäîáíåå ïîëàãàòü, ÷òî êëàññû ïîìå÷åíû ÷èñëàìè � 1 è 1,
à íåéðîí âûäà¼ò çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

a(x; w) = sign(hw; xi ):

Òîãäà íåñîâïàäåíèå çíàêîâ hw; xi i è yi îçíà÷àåò, ÷òî íåéðîí îøèáàåòñÿ íà îáú-
åêòåx i , è âûðàæåíèå (1.7) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå ïðàâèëî ìîäèôèêàöèè âåñîâ:

åñëè hw; xi i yi < 0 òî w := w + �x i yi ; (1.8)

íàçûâàåìîå ïðàâèëîì Õýááà [14]. Ñîîòâåòñòâåííî, â Àëãîðèòìå 1.1 çàìåíÿåòñÿ øàã 6.
Äëÿ ïðàâèëà Õýááà äîêàæåì òåîðåìó ñõîäèìîñòè. Îíà ñïðàâåäë èâà íå òîëüêî

äëÿ áèíàðíûõ, íî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðèçíàê îâ.



10

Òåîðåìà 1.1 (Íîâèêîâ, 1962 [ 18]). Ïóñòü X = Rn+1 , Y = f� 1; 1g, è âûáîðêà
X ` ëèíåéíî ðàçäåëèìà � ñóùåñòâóåò âåêòîð ~w è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî � òàêèå, ÷òî
h~w; xi i yi > � äëÿ âñåõi = 1; : : : ; `. Òîãäà Àëãîðèòì 1.1 ñ ïðàâèëîì Õýááà (1.8) íàõî-
äèò âåêòîð âåñîâ, ðàçäåëÿþùèé îáó÷àþùóþ âûáîðêó áåç îøèáîê , çà êîíå÷íîå ÷èñëî
èñïðàâëåíèé, èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ w0, ïðè ëþáîì � > 0, íåçàâèñèìî
îò ïîðÿäêà ïðåäúÿâëåíèÿ îáúåêòîâ. Åñëè w0 = 0, òî äîñòàòî÷íîå ÷èñëî èñïðàâëåíèé
âåêòîðà âåñîâ íå ïðåâîñõîäèò

tmax =
�

D
�

� 2

; ãäåD = max
x2 X `

kxk:

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðîì ~w è âåêòîðîì âåñîâ

ïîñëå t-ãî èñïðàâëåíèÿ wt , ïîëàãàÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè k ~wk = 1:

cos([~w; wt ) =
h~w; wt i
kwtk

:

Ïðè t-ì èñïðàâëåíèè íåéðîíó ñ âåêòîðîì âåñîâ wt � 1 ïðåäúÿâëÿåòñÿ îáó÷àþùèé
îáúåêò x, ïðàâèëüíûé îòâåò y, è ïðè ýòîì íåéðîí ñîâåðøàåò îøèáêó: hx; w t � 1i y < 0.
Ñîãëàñíî ïðàâèëó Õýááà ( 1.8) â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ìîäèôèêàöèÿ âåñîâ. Â ñèëó
óñëîâèÿ ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó:



~w; wt

�
=



~w; wt � 1

�
+ � h~w; xi y >



~w; wt � 1

�
+ �� >



~w; w0

�
+ t��:

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè âûáîðêè, kxk < D , ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó:

kwtk2 = kwt � 1k2 + � 2kxk2 + 2�


x; w t � 1

�
y < kwt � 1k2 + � 2D 2 < kw0k2 + t� 2D 2:

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ êîñèíóñà :

cos([~w; wt ) >
h~w; w0i + t��

p
kw0k2 + t� 2D 2

! 1 ïðè t ! 1 :

Êîñèíóñ íå ìîæåò ïðåâûøàòü åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåê îòîðîì äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì t íå íàéä¼òñÿ íè îäíîãî x 2 X ` òàêîãî, ÷òî hx; wt i y < 0, òî åñòü
âûáîðêà îêàæåòñÿ ïîäåëåííîé áåçîøèáî÷íî.

Åñëè w0 = 0, òî íåòðóäíî îöåíèòü ñâåðõó äîñòàòî÷íîå ÷èñëî èñïðàâëåíèé .
Èç óñëîâèÿ cos6 1 ñëåäóåò

p
t�=D 6 1, îòêóäà tmax = ( D=� )2. �

Íà ïðàêòèêå ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå èñêëþ÷åíèåì,
÷åì ïðàâèëîì. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû Íîâèêîâà íå âûïîëíåíû, ò î ïðîöåññ îáó÷åíèÿ
âïîëíå ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

1.1.4 Ýâðèñòèêè äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè è îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå ïðè¼ìû è ðåêîìåíäàöèè, êîì-
ïåíñèðóþùèå íåäîñòàòêè ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ. Âñå îíè â ïîëíîé ìåðå îò-
íîñÿòñÿ ê ãðàäèåíòíûì ìåòîäàì îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, âê ëþ÷àÿ øèðîêî èçâåñò-
íûé ìåòîä îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáîê , êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí ïîçæå,
â ??. Ðàçëè÷íûõ òîíêîñòåé íàñòîëüêî ìíîãî, ÷òî ïðèìåíåíèå ãðàä èåíòíûõ ìåòîäîâ
ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ èñêóññòâîì, ñì. òàêæå îáçîð [ 15].
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Íîðìàëèçàöèÿ äàííûõ. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ÷óâñòâèòåëåí ê ìàñøòàáó èçìåðåíèÿ
ïðèçíàêîâ. Åñëè íîðìà âåêòîðà îáúåêòà kx i k ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ, à ôóíê-
öèÿ àêòèâàöèè èìååò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû, òî èòåðàöèî ííûé ïðîöåññ ìîæåò
îêàçàòüñÿ ¾ïàðàëèçîâàííûì¿. Ïîýòîìó îáùåé ïðàêòèêîé ÿâëÿ åòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ
íîðìàëèçàöèÿ ïðèçíàêîâ:

x j :=
x j � x j

min

x j
max � x j

min

; ëèáî x j :=
x j � x j

ñð

x j
ñêî

; j = 1; : : : ; n;

ãäåx j
min , x j

max , x j
ñð, x j

ñêî � ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîå, ìàêñèìàëüíîå, ñðåäíåå çíà-
÷åíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå j -ãî ïðèçíàêà.

Ïîðÿäîê ïðåäúÿâëåíèÿ îáúåêòîâ. Êðîìå ñòàíäàðòíîé ðåêîìåíäàöèè èñïîëüçî-
âàòü ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà, òî åñòü ïðåäúÿâëÿòüîáúåêòû â ñëó÷àéíîì
ïîðÿäêå, èìåþòñÿ åù¼ ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.

1. Íàèáîëüøåå ñìåùåíèå âåñîâ îæèäàåòñÿ äëÿ òîãî îáúåêòà, êî òîðûé íàèìå-
íåå ïîõîæ íà îáúåêòû, ïðåäúÿâëåííûå äî íåãî. Â îáùåì ñëó÷àå ä îâîëüíî òðóäíî
óêàçàòü, êàêîé èç îáúåêòîâ ìàêñèìàëüíî èíôîðìàòèâåí íà äàí íîì øàãå îáó÷åíèÿ.
Ïðîñòàÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ýâðèñòèêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ï îïåðåìåííî ïðåäú-
ÿâëÿòü îáúåêòû èç ðàçíûõ êëàññîâ, ïîñêîëüêó îáúåêòû îäíîãî êëàññà ñ áîëüøåé âå-
ðîÿòíîñòüþ ñîäåðæàò ñõîæóþ èíôîðìàöèþ. Ýòà òåõíèêà íàçûâà åòñÿïåðåòàñîâêîé
îáúåêòîâ (shu�ing).

2. Åù¼ îäíà ýâðèñòèêà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ÷àùå ïðåäúÿâëÿòü ò å îáúåêòû,
íà êîòîðûõ áûëà äîïóùåíà îøèáêà. Äëÿ ýòîãî âåðîÿòíîñòü ïîÿâ ëåíèÿ êàæäîãî îáú-
åêòà óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå îøèáêè íà ä àííîì îáúåêòå. Ýòó
ýâðèñòèêó ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êî ãäà èñõîäíûå äàííûå
íå ñîäåðæàò âûáðîñîâ, èíà÷å ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìîæåò ñîñðåäî òî÷èòüñÿ íà øóìîâûõ
îáúåêòàõ, êîòîðûå âîîáùå ñëåäîâàëî áû èñêëþ÷èòü èç îáó÷àþù åé âûáîðêè.

3. Äðóãîé âàðèàíò ïðåäûäóùåé ýâðèñòèêè îòëè÷àåòñÿ ïðîñòîò îé ðåàëèçàöèè
è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñðàâíèòü âåëè÷èíó îøèáêè íà ïðåäú ÿâëåííîì îáúåêòå
ñ íåêîòîðûì ïîðîãîì. Åñëè îøèáêà îêàæåòñÿ ìåíüøå ïîðîãà, âå êòîð âåñîâ íå ìîäè-
ôèöèðóåòñÿ. Ëîãèêà ýòîé ýâðèñòèêè â òî÷íîñòè òà æå, ÷òî ó ïåðñåïòðîíà Ðîçåíáëàò-
òà: åñëè îáúåêò óæå íåïëîõî êëàññèôèöèðóåòñÿ, òî ìåíÿòü âåñà íå íóæíî. Ïðè ýòîì
óâåëè÷èâàåòñÿ è ñêîðîñòü íàñòðîéêè.

Ñîêðàùåíèå âåñîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíî ïîñòà â-
ëåííûõ çàäà÷ ïî À. Í. Òèõîíîâó [ 5]. Àíàëîãè÷íûé ïðè¼ì ïðèìåíÿåòñÿ â íîðìàëüíîì
äèñêðèìèíàíòíîì àíàëèçå ( ??) è â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå ( ??), ãäå îí ïîëó÷èë íà-
çâàíèå ãðåáíåâîé ðåãðåññèè. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îãðàíè÷èòü âîçìîæíûé
ðîñò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âåñîâ, äîáàâèâ ê ìèíèìèçèðóåìîìó ôóíêöèîíàëó Q(w)
øòðàôíîå ñëàãàåìîå:

Q� (w) = Q(w) +
�
2

kwk2:

Ñìûñë ýòîé äîáàâêè â òîì, ÷òîáû ñäåëàòü ðåøåíèå áîëåå óñòîé÷ èâûì. Åñëè
ôóíêöèîíàë Q(w) äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî (èëè áëèçêîãî ê ìèíèìàëüíîìó) çíà÷ åíèÿ
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå âåêòîðîâ w, òî èç íèõ ðàçóìíåå âñåãî âûáðàòü âåêòîð w
ñ íàèìåíüøåé íîðìîé.
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Äîáàâëåíèå øòðàôíîãî ñëàãàåìîãî ïðèâîäèò ê àääèòèâíîé ïîï ðàâêå ãðàäèåíòà:
r Q� (w) = r Q(w) + �w . Â ðåçóëüòàòå ïðàâèëî îáíîâëåíèÿ âåñîâ ïðèíèìàåò âèä

w := w(1 � �� ) � � r Q(w):

Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëå íèþ íåîòðèöà-
òåëüíîãî ìíîæèòåëÿ (1� �� ), ïðèâîäÿùåãî ê ïîñòîÿííîìó óìåíüøåíèþ âåñîâ. Îòñþäà
íàçâàíèå ìåòîäà � ñîêðàùåíèå âåñîâ (weights decay).

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà â òîì, ÷òî îí î÷åíü ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ, ñî÷åòàåòñÿ
ñî ìíîãèìè ôóíêöèîíàëàìè Q è ìíîãèìè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè.
Îí ïðåäîòâðàùàåò ïàðàëè÷ è ïîâûøàåò óñòîé÷èâîñòü âåñîâ â ñë ó÷àå ìóëüòèêîëëèíå-
àðíîñòè � êîãäà èìåþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûå èëè ñèëüíî êîððåë èðîâàííûå ïðèçíàêè.
Â êîíå÷íîì èòîãå ñîêðàùåíèå âåñîâ ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ î áîáùàþùåé ñïîñîá-
íîñòè àëãîðèòìà è ñíèæåíèþ ðèñêà ïåðåîáó÷åíèÿ. Äîïîëíèòåë üíûé óïðàâëÿþùèé
ïàðàìåòð � ïîçâîëÿåò íàéòè êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ íàñòðîéêè íà êî íêðåò-
íóþ âûáîðêó è óñòîé÷èâîñòüþ âåñîâ.

Íåäîñòàòîê ìåòîäà â òîì, ÷òî ïàðàìåòð � ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü â ðåæèìå
ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè âðå ìåíè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ñîêðàùåíèÿ âåñîâ óìåíüøàåò ýôôåêòèâíóþ ðàç-
ìåðíîñòü âåêòîðà w, ñì. ?? è [13]. Îäíàêî êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ îñòà¼òñÿ òåì æå.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäïî÷òèòåëåí äðóãîé ïîäõîä, ïðè êîòî ðîì èçáûòî÷íûå âåñà
îáíóëÿþòñÿ, ÷òî ôàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò îòáîðó ïðèçíàêî â, ñì. ?? è ??.

Âûáîð âåëè÷èíû øàãà.
1. Èçâåñòíî, ÷òî ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñõîäÿòñÿ ïðè îïðåäåë¼í íûõ óñëîâèÿõ,

åñëè âåëè÷èíó øàãà� óìåíüøàòü ñ ÷èñëîì èòåðàöèé t. Òî÷íåå, ñõîäèìîñòü ãàðàíòè-
ðóåòñÿ ïðè � t ! 0,

P 1
t=1 � t = 1 ,

P 1
t=1 � 2

t < 1 , â ÷àñòíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü � t = 1=t.
2. Ìåòîä ñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïðèâîäèò ê âûáîðó àäàïòèâíîãî øà-

ãà � èñõîäÿ èç ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè Q
�
w � � r Q(w)

�
! min

�
.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòó çàäà÷ó óäà¼òñÿ ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè [2]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
àëãîðèòìà ADALINE ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé àêòèâàöèè

� = kx i k� 2: (1.9)

Ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ àäàïòèâíîãî øàãà ïîëó÷åíû è äëÿ áîëåå ñë îæíûõ ñëó÷àåâ,
â òîì ÷èñëå äëÿ ìåòîäà îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáîê [ 2].

Âûáèâàíèå èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íåîáõîäèìî äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ñõîäè-
ìîñòè ê íåäîñòàòî÷íî õîðîøèì ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì ôóíêöèîí àëà Q(w). Îäèí
èç ïðîñòåéøèõ ñïîñîáîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðè êàæäîé ñ òàáèëèçàöèè ôóíê-
öèîíàëà ïðîèçâîäèòü ñëó÷àéíûå ìîäèôèêàöèè âåêòîðà âåñîâ â äîâîëüíî áîëüøîé
îêðåñòíîñòè òåêóùåãî çíà÷åíèÿ è çàïóñêàòü ïðîöåññ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà èç íîâûõ
òî÷åê. Ýòîò ïðè¼ì íàçûâàþò âñòðÿõèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ (jog of weights). Ïî ñó-
òè äåëà, îí ÿâëÿåòñÿ ñèìáèîçîì ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà è ñëó÷àéíîãî ëîêàëüíîãî ïîèñêà
(stochastic local search).
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Ðàííèé îñòàíîâ. Ñëèøêîì ãëóáîêàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïåðåîáó÷å-
íèþ. Óçêèé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Q(w) ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëåí, ÷åì
áîëåå ïîëîãèé è óñòîé÷èâûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Äëÿ ïðåäîòâð àùåíèÿ ïîïàäàíèÿ
â òàêèå ¾ðàñùåëèíû¿ ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà ðàííåãî îñòàíîâà (early stopping). Ïî õî-
äó èòåðàöèé âû÷èñëÿåòñÿ êàêîé-íèáóäüâíåøíèé êðèòåðèé (ñòð. ??), è åñëè îí íà-
÷èíàåò âîçðàñòàòü, ïðîöåññ íàñòðîéêè ïðåêðàùàåòñÿ.

Ÿ1.2 Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Ìåòîä ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèèîñíîâàí íà äîâîëüíî ñèëüíûõ âåðîÿòíîñò-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, êîòîðûå èìåþò ñðàçó íåñêîëüêî èíòåðåñ íûõ ïîñëåäñòâèé. Âî-
ïåðâûõ, ëèíåéíûé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè îêàçûâàåòñÿ îïòè ìàëüíûì áàéåñîâñêèì
êëàññèôèêàòîðîì. Âî-âòîðûõ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âèä ôóíêöèè àêòèâàöèè
(åþ îêàçûâàåòñÿ ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ) è ôóíêöèè ïîòåðü. Â-òð åòüèõ, âîçíèêàåò èí-
òåðåñíàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ âîçìîæíîñòü íàðÿäó ñ êëàññèôèêàö èåé îáúåêòà ïîëó÷àòü
÷èñëåííûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè åãî ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîìó è ç êëàññîâ.

1.2.1 Îáîñíîâàíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè

Â íîðìàëüíîì äèñêðèìèíàíòíîì àíàëèçå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñ ëè ïëîòíîñòè
êëàññîâ íîðìàëüíû è èìåþò ðàâíûå ìàòðèöû êîâàðèàöèè, òî îïò èìàëüíûé áàéå-
ñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ëèíååí. Âîçíèêàåò âîïðîñ: à òîëüêî ë è â ýòîì ñëó÷àå? Îêà-
çûâàåòñÿ, íåò � îí îñòà¼òñÿ ëèíåéíûì ïðè ìåíåå æ¼ñòêèõ ïðåäï îëîæåíèÿõ.

Áàçîâûå ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïóñòü êëàññîâ äâà, Y = f� 1; +1g, è îáúåêòû îïèñûâà-
þòñÿ n ÷èñëîâûìè ïðèçíàêàìè f j : X ! R, j = 1; : : : ; n. Áóäåì ïîëàãàòü X = Rn ,
îòîæäåñòâëÿÿ îáúåêòû ñ èõ ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè: x � (f 1(x); : : : ; f n (x))ò.

Ãèïîòåçà 1.1. Ìíîæåñòâî ïðåöåäåíòîâ X � Y ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Âûáîðêà ïðåöåäåíòîâ X ` = ( x i ; yi )`

i =1 ïîëó÷åíà ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî ñîãëàñ-
íî âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ p(x; y) = Pypy(x) = P(yjx)p(x); ãäå
Py � àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè, py(x) � ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, P(yjx) � àïîñòåðè-
îðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ y 2 Y.

Îïð. 1.1. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ py(x), x 2 Rn íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíòíîé , åñëè

py(x) = exp
�
c(� ) h�; x i + b(�; � ) + d(x; � )

�
;

ãäå� 2 Rn � âåêòîðíûé ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé ñäâèãîì ; � � ïàðàìåòð, íàçûâàåìûé
ðàçáðîñîì ; b; c; d� ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè.

Êëàññ ýêñïîíåíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé î÷åíü øèðîê. Ê íåìó îòíîñ ÿòñÿ ìíîãèå
íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ: ðàâíîìåðíîå, íîð ìàëüíîå, ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîå, ïóàññîíîâñêîå, áèíîìèàëüíîå, � -ðàñïðåäåëåíèå, è äðóãèå.

Ïðèìåð 1.1. Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåêòîðîì ìàòîæèäà íèÿ
� 2 Rn è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé � 2 Rn� n ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòíûì ñ ïàðàìåò-
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ðîì ñäâèãà � = � � 1� è ïàðàìåòðîì ðàçáðîñà � = � :

N (x; �; �) = (2 � )� n
2 j� j �

1
2 exp

�
� 1

2(x � � )ò� � 1(x � � )
�

=

= exp
�
� ò� � 1x
| {z }

h�;x i

� 1
2 � ò� � 1�� � 1�
| {z }

b(�;� )

� 1
2xò� � 1x � n

2 ln(2� ) � 1
2 ln j� j

| {z }
d(x;� )

�
:

Ãèïîòåçà 1.2. Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ py(x) ïðèíàäëåæàò ýêñïîíåíòíî-
ìó ñåìåéñòâó ïëîòíîñòåé, èìåþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b, c, d, ðàçáðîñà � ,
è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà ñäâèãà � y.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Íàïîìíèì, ÷òî îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð èìå-
åò âèä a(x) = arg max

y2 Y
� y P(yjx), ãäå � y � øòðàô çà îøèáêó íà îáúåêòàõ êëàññà y.

Â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ

a(x) = sign
�
� + P(+1 jx) � � � P(� 1jx)

�
= sign

�
P(+1 jx)
P(� 1jx)

�
� �

� +

�
:

Òåîðåìà 1.2. Åñëè ñïðàâåäëèâû ãèïîòåçû 1.1, 1.2, è ñðåäè ïðèçíàêîâ f 1(x); : : : ; f n (x)
åñòü êîíñòàíòà, òî áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ëèíååí:

a(x) = sign
�
hw; xi � w0

�
; w0 = ln( � � =� + );

ïðè÷¼ì àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâî ëüíîãî îáúåêòà x 2 X
êëàññóy 2 f� 1; +1g ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè:

P(yjx) = �
�
hw; xi y

�
;

ãäå� (z) = 1
1+ e� z � ëîãèñòè÷åñêàÿ(ñèãìîèäíàÿ ) ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé êëàññîâ è âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî py(x) � ýêñïîíåíòíûå ïëîòíîñòè ñ ïàðàìåòðàìè � y è � :

P(+1 jx)
P(� 1jx)

=
P+ p+ (x)
P� p� (x)

= exp
�
hc(� )( � + � � � )
| {z }

w=const( x)

; xi + b(�; � + ) � b(�; � � ) + ln P+

P�| {z }
const(x)

�
:

Çäåñü âåêòîðw íå çàâèñèò îò x è ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñâîáîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðè ïðèçíàêàõ. Âñå ñëàãàåìûå ïîä ýêñïîíåíòîé, íå çàâèñÿùèå îò x, ìîæíî ñ÷èòàòü
àääèòèâíîé äîáàâêîé ê êîýôôèöèåíòó ïðè êîíñòàíòíîì ïðèçíà êå. Ïîñêîëüêó ñâî-
áîäíûå êîýôôèöèåíòû íàñòðàèâàþòñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå, â û÷èñëÿòü ýòó àääè-
òèâíóþ äîáàâêó íåò íèêàêîãî ñìûñëà, è å¼ ìîæíî âêëþ÷èòü â hw; xi . Ñëåäîâàòåëüíî

P(+1 jx)
P(� 1jx)

= ehw;x i :

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè P(� 1jx) + P(+1 jx) = 1 , íåòðóäíî âû-
ðàçèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè P(� 1jx) è P(+1 jx) ÷åðåçhw; xi :

P(+1 jx) = �
�
+ hw; xi

�
;

P(� 1jx) = �
�
� h w; xi

�
:
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Ðèñ. 4. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü
log2

�
1 + e� M i

�
è å¼ íàêëîííàÿ àñèìïòîòà.
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Ðèñ. 5. Ïðàâèëî Õýááà: ïîðîãîâîå [M i < 0]
è ñãëàæåííîå � (� M i ).

Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà â îäíî, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: P(yjx) = �
�
hw; xi y

�
.

Ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü â áàéåñîâñêîì ðåøàþùåì ïðàâèëå îï ðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì � � P(� 1jx) = � + P(+1 jx), êîòîðîå ðàâíîñèëüíî hw; xi � ln � �

� +
= 0, ñëå-

äîâàòåëüíî, ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ëèíåéíà. �

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ. Äëÿ íàñòðîéêè âåêòîðà âåñîâ w ïî îáó÷à-
þùåé âûáîðêå X ` áóäåì ìàêñèìèçèðîâàòü ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè:

L(w; X ` ) = log 2

Ỳ

i =1

p(x i ; yi ) ! max
w

:

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè p(x; y) = P(yjx)p(x), ãäå ïëîòíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ p(x) íå çàâèñÿò îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w. Àïîñòåðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè âûðàæàþòñÿ ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.2 ÷åðåç ëèíåéíóþ äèñêðèìèíàíò-
íóþ ôóíêöèþ: P(yjx) = �

�
hw; xi y

�
. Òàêèì îáðàçîì,

L(w) =
`X

i =1

log2 �
�
hw; xi i yi

�
+ const(w) ! max

w
:

Ìàêñèìèçàöèÿ L(w) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà eQ(w):

eQ(w) =
`X

i =1

log2

�
1 + exp(� h w; xi i yi )

�
! min

w
: (1.10)

Îïð. 1.2. Âåëè÷èíà M i (w) = hw; xi i yi íàçûâàåòñÿ îòñòóïîì (margin) îáúåêòà x i

îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè a(x; w) = sign hw; xi .

Àëãîðèòì a(x; w) äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå x i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî îòñòóï M i (w) îòðèöàòåëåí. ×åì áîëüøå îòñòóï M i (w), òåì íàä¼æíåå îáúåêò x i

îòíîñèòñÿ ê ïðàâèëüíîìó êëàññó yi . Ïîýòîìó â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè èìååò ñìûñë
ïðèìåíÿòü ôóíêöèè ïîòåðü âèäà L

�
a(x i ; w); yi

�
= g

�
M i (w)

�
, ãäåg(M ) � íåêîòîðàÿ

ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îòñòóïà. Â ñëó÷àå ëîãèñò è÷åñêîé ðåãðåññèè, êàê
ñëåäóåò èç (1.10), îïòèìàëüíûì âûáîðîì ôóíêöèè g ÿâëÿåòñÿg(M ) = log 2

�
1 + e� M

�
.
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Ïðè ëþáîì M 2 R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [M < 0] 6 g(M ), ñì. Ðèñ. 4.
Ïîýòîìó eQ(w) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé ÷èñëà îøèáîê êëàññèôèêàöèè Q(w), à ìè-
íèìèçàöèÿ eQ(w) âåä¼ò ê ïðèáëèæ¼ííîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:

Q(w) =
`X

i =1

�
a(x i ; w) 6= yi ] =

`X

i =1

�
hw; xi i yi < 0

�
6 eQ(w) ! min

w
:

1.2.2 Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè

Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü óäîáíà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû äëÿ ìèíèìèçàöèè eQ(w). Çàïèøåì ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà eQ(w), âîñïîëüçî-
âàâøèñü îïðåäåëåíèåì îòñòóïà M i (w) è âûðàæåíèåì äëÿ ïðîèçâîäíîé ñèãìîèäíîé
ôóíêöèè � 0(z) = � (z)

�
1 � � (z)

�
= � (z)� (� z):

r eQ(w) = �
`X

i =1

yi x i �
�
� M i (w)

�
:

Òîãäà ãðàäèåíòíûé øàã â ìåòîäå ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà áóäåò èìåòü âèä:

w := w + � y i x i �
�
� M i (w)

�
; (1.11)

ãäå(x i ; yi ) � ïðåäúÿâëÿåìûé ïðåöåäåíò, � � òåìï îáó÷åíèÿ.

Ñâÿçü ñ ïðàâèëîì Õýááà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëîãèñòè÷åñêîå ïðàâèëî ïåðåñ÷¼òà âå-
ñîâ (1.11) åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ñãëàæåííûé âàðèàíò ïðàâèëà Õýááà ( 1.8), Ðèñ. 5:

w := w + � y i x i
�
M i (w) < 0

�
:

Â ïðàâèëå Õýááà ñìåùåíèå âåñîâ ïðîèñõîäèò òîëüêî êîãäà íà îá úåêòåx i äîïóñ-
êàåòñÿ îøèáêà. Â ëîãèñòè÷åñêîì ïðàâèëå ñìåùåíèå òåì áîëüøå , ÷åì ìåíüøå îòñòóï
M i (w) = hw; xi i yi , òî åñòü ÷åì ñåðü¼çíåå îøèáêà. Äàæå åñëè îøèáêè íåò, íî îáúåêò
áëèçîê ê ãðàíèöå êëàññîâ, âåñà ìîäèôèöèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû ãðàíèöà ïðîøëà êàê
ìîæíî äàëüøå îò îáúåêòà. Òåì ñàìûì ãðàäèåíòíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ðåàëèçóåò ñòðà-
òåãèþ óâåëè÷åíèÿ çàçîðà (margin) ìåæäó îáó÷àþùèìè îáúåêòàìè è ðàçäåëÿþùåé
ïîâåðõíîñòüþ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà êëàññè ôèêàöèè è óâåëè÷åíèþ
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè [ 6, 23].

Îá îöåíèâàíèè ðèñêîâ Ëîãèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � ïåðåâîäèò çíà÷åíèå ëèíåéíîé
äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè hw; xi â îöåíêó âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îáúåêò x ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó+1. Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ïðèëîæåíèÿõ, ãäå íàðÿäó ñ êëàñ-
ñèôèêàöèåé îáúåêòàx òðåáóåòñÿ îöåíèòü ñâÿçàííûé ñ íèì ðèñêêàê ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ïîòåðü:

R(x) =
X

y2 Y

� y P(yjx) =
X

y2 Y

� y �
�
hw; xi y

�
;

ãäå� y � âåëè÷èíà ïîòåðè ïðè îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè îáúåêòà êëàñ ñà y.
Â ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ê îöåíêàì ðèñêà ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ñ îñòîðîæíî-

ñòüþ. Òåîðåìà 1.2 ãàðàíòèðóåò, ÷òî P(yjx) = �
�
hw; xi y

�
òîëüêî äëÿ ýêñïîíåíòíûõ

êëàññîâ ñ ðàâíûìè ïàðàìåòðàìè ðàçáðîñà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿ õ îöåíêà âåðîÿòíîñòè
íîñèò ýâðèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Íà ïðàêòèêå ýêñïîíåíòíîñòü ðåäêî êîãäà ïðîâåðÿåò-
ñÿ, à ãàðàíòèðîâàòü ðàâåíñòâî ðàçáðîñà âîîáùå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
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Î ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïîòåðü. Çàìåíà ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü å¼ ãëàä-
êîé àïïðîêñèìàöèåé ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ åù¼ îäíèì, õîòÿ è ìåíåå ñ òðîãèì (ýâðèñòè÷å-
ñêèì), îáîñíîâàíèåì ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Ëîãàðèôìè÷ åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü
øòðàôóåò íå òîëüêî îøèáêè êëàññèôèêàöèè, íî è ïðèáëèæåíèå î áúåêòà ê ãðàíè-
öå êëàññîâ (ïðàâàÿ âåòâü êðèâîé, Ðèñ.4). Â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîöåäóðà
èùåò âåêòîð w, óâåëè÷èâàþùèé çàçîð ìåæäó êëàññàìè, òî åñòü áîëåå óâåðåííî ðàç-
äåëÿþùèé êëàññû.

Â òî æå âðåìÿ, ëèíåéíàÿ àñèìïòîòèêà ëåâîé âåòâè êðèâîé (Ðèñ. 4) ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä íå âïîëíå îáîñíîâàííîé ýâðèñòèêîé. Èí òóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò,
÷òî ðåøåíèå w ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîðêà áóäå ò ñîäåð-
æàòüøóìîâûå âûáðîñû � ðåäêèå îáúåêòû, ïîïàäàþùèå â ÷óæîé êëàññ èç-çà îøèáîê
â èñõîäíûõ äàííûõ. Îíè èìåþò áîëüøîé îòðèöàòåëüíûé îòñòóï è âíîñÿò ñóùåñòâåí-
íûé âêëàä â ôóíêöèîíàë eQ(w), õîòÿ èõ ñëåäîâàëî áû âîâñå èñêëþ÷èòü èç îáó÷àþùåé
âûáîðêè. Âîçíèêàåò îïàñåíèå, íå áóäóò ëè âåñà w â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íàñòðàè-
âàòüñÿ ïî îáúåêòàì-âûáðîñàì. Ôîðìóëà ( 1.11) ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà ãðàäèåíòíî-
ãî øàãà íå ÷óâñòâèòåëüíà ê âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíîãî îòñòóïà, òàê ÷òî âûñêàçàííîå
îïàñåíèå íå îïðàâäàíî. Íåóñòîé÷èâîñòü ê øóìó èìåëà áû ìåñòî , åñëè áû ëåâàÿ âåòâü
ôóíêöèè ïîòåðü ðîñëà áûñòðåå ëèíåéíîé ôóíêöèè.

Î ìåòîäàõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ îïòèìèçàöèè âåñîâ w ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä
Íüþòîíà-Ðàôñîíà, îïèñàííûé â ãëàâå î ðåãðåññèîííîì àíàëèç å, ñì. Ÿ1.2. Îí èìååò
áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîã î îïòèìóìà, íî òðåáóåò
ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé çàäà÷è (ñëåäîâàòåëüíî, îá ðàùåíèÿ êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû ðàçìåðà n � n) íà êàæäîé èòåðàöèè. Îòñþäà è íàçâàíèå ìåòîäà � ëîãèñòè-
÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ. Ýòî ðåãðåññèÿåù¼ è ïîòîìó, ÷òî äëÿ êëàññèôèöèðóåìîãî îáúåêòà x
îöåíèâàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿò íîñòü P(+1 jx).

Ñðàâíåíèå ñ ëèíåéíûì äèñêðèìèíàíòîì Ôèøåðà. Îáà ìåòîäà, ëèíåéíûé äèñ-
êðèìèíàíò Ôèøåðà (ËÄÔ) è ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, èñõîäÿò èç áàéåñîâñêîãî ðå-
øàþùåãî ïðàâèëà è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ, îäíàê î ðåçóëüòàò ïîëó÷à-
åòñÿ ðàçíûé. Â ËÄÔ ïðèõîäèòñÿ îöåíèâàòü njY j + n(n + 1) =2 ïàðàìåòðîâ (âåêòîðà
ñðåäíèõ äëÿ êàæäîãî êëàññà è îáùóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó) , â ëîãèñòè÷åñêîé
ðåãðåññèè � òîëüêî n (âåêòîð âåñîâw). Ïî÷åìó? Äåëî â òîì, ÷òî ËÄÔ ðåøàåò âñïîìî-
ãàòåëüíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíè ÿ êëàññîâ, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ïëîòíîñòè íîðìàëüíû. Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ îïèðàåò ñÿ íà áîëåå ñëàáûå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ î âèäå ïëîòíîñòåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà Îêêàìà ¾íå ðàçìíîæàòü
ñóùíîñòè áåç íåîáõîäèìîñòè¿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ÿâíî ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ïî-
ñêîëüêó ËÄÔ ââîäèò èçáûòî÷íóþ ñóùíîñòü è ñâîäèò çàäà÷ó êëàñ ñèôèêàöèè ê áîëåå
ñëîæíîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòåé.

Äîñòîèíñòâà ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

� Êàê ïðàâèëî, ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ äà¼ò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ
ñ ëèíåéíûì äèñêðèìèíàíòîì Ôèøåðà (ïîñêîëüêó îíà îñíîâàíà í à ìåíåå æ¼ñò-
êèõ ãèïîòåçàõ), à òàêæå ïî ñðàâíåíèþ ñ äåëüòà-ïðàâèëîì è ïðà âèëîì Õýááà
(ïîñêîëüêó îíà èñïîëüçóåò ¾áîëåå ïðàâèëüíóþ¿ ôóíêöèþ ïîòå ðü).

� Âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè è ðèñêè.
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Íåäîñòàòêè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

� Ãðàäèåíòíûé ìåòîä îáó÷åíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè íàñëåäóåò âñå íåäîñòàò-
êè ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà. Ïðàêòè÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ äîëæíà ïðåäó-
ñìàòðèâàòü ñòàíäàðòèçàöèþ äàííûõ, îòñåâ âûáðîñîâ, ðåãóëÿðèçàöèþ (ñîêðàùå-
íèå âåñîâ), îòáîð ïðèçíàêîâ, è äðóãèå ýâðèñòèêè äëÿ óëó÷øåí èÿ ñõîäèìîñòè.
Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà, íî îí òðåáóåò î áðàùåíèÿ n � n-
ìàòðèöû íà êàæäîì øàãå è òàêæå íå çàñòðàõîâàí îò ïëîõîé ñõîäè ìîñòè.

� Îöåíêè âåðîÿòíîñòåé è ðèñêîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåàäåêâàòíûì è, åñëè íå âûïîë-
íÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ Òåîðåìû 1.2.

Ÿ1.3 Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM)

Â 60�70-å ãîäû êîëëåêòèâîì ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ ïîä ðóêîâ îäñòâîì Â. Í. Âàï-
íèêà áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä îáîáù¼ííîãî ïîðòðåòà , îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè îïòè-
ìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè [1]. Òðåáîâàíèå îïòèìàëüíîñòè çàêëþ÷àëîñü
â òîì, ÷òî îáó÷àþùèå îáúåêòû äîëæíû áûòü óäàëåíû îò ðàçäåëÿþ ùåé ïîâåðõíîñòè
íàñòîëüêî äàëåêî, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Íà ïåðâûé âçãëÿä ïðèíöèï îïòèìàëü-
íîñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèð è÷åñêîãî ðèñêà èëè
ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðèìåíÿåìûõ â äðóãèõ ëèíåéíû õ êëàññèôèêàòîðàõ �
ïåðñåïòðîíå, äèñêðèìèíàíòå Ôèøåðà, ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåñ ñèè. Îäíàêî, êàê ñòàíåò
âèäíî â 1.3.2, ðàçëè÷èÿ íà ñàìîì äåëå íå ñòîëü âåëèêè.

Â 90-å ãîäû ìåòîä ïîëó÷èë øèðîêóþ ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü è ïîñë å íåêîòî-
ðîé ïåðåðàáîòêè è ñåðèè îáîáùåíèé ñòàë íàçûâàòüñÿ ìàøèíîé îïîðíûõ âåêòîðîâ
(support vector machine, SVM) [11]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç ëó÷-
øèõ ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè. Åãî ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå ìîæí î íàéòè â [ 9, 24].

Ìåòîä SVM îáëàäàåò íåñêîëüêèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè . Âî-ïåðâûõ,
îáó÷åíèå SVM ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâ àíèÿ, èìåþùåé åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòè âíî äàæå íà âûáîðêàõ
â ñîòíè òûñÿ÷ îáúåêòîâ. Âî-âòîðûõ, ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñò âîì ðàçðåæåííîñòè :
ïîëîæåíèå îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè çàâèñè ò ëèøü îò íåáîëüøîé
äîëè îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ. Îíè è íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè âåêòîðàìè ; îñòàëüíûå îáú-
åêòû ôàêòè÷åñêè íå çàäåéñòâóþòñÿ. Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ èçÿùí îãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðè¼ìà � ââåäåíèÿ ôóíêöèè ÿäðà � ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ ðàçäå-
ëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé. Âîïðîñ î âûáîðå ÿäðà, îïòèìàëüíîãî äë ÿ äàííîé ïðèêëàäíîé
çàäà÷è, äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé òåîðåòè÷åñêîé ïðîáëåì îé.

1.3.1 Ëèíåéíî ðàçäåëèìàÿ âûáîðêà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà, â êîòîðîé
îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n-ìåðíûìè âåùåñòâåííûìè âåêòîðàìè: X = Rn , Y = f� 1; +1g.

Áóäåì ñòðîèòü ëèíåéíûé ïîðîãîâûé êëàññèôèêàòîð:

a(x) = sign
� nX

j =1

wj x j � w0

�
= sign

�
hw; xi � w0

�
; (1.12)

ãäåx = ( x1; : : : ; xn ) � ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå îáúåêòà x; âåêòîð w = ( w1; : : : ; wn ) 2 Rn

è ñêàëÿðíûé ïîðîã w0 2 R ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè àëãîðèòìà.
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x �

x+

w Ðèñ. 6. Ëèíåéíî ðàçäåëèìàÿ âûáîðêà. Îáó÷àþùèå
îáúåêòû x � è x+ íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëÿþ-
ùåé ïîëîñû. Âåêòîð íîðìàëè w ê ðàçäåëÿþùåé ãè-
ïåðïëîñêîñòè îïðåäåëÿåò øèðèíó ïîëîñû.

Óðàâíåíèå hw; xi = w0 îïèñûâàåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùóþ êëàññû â ïðî-
ñòðàíñòâåRn .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáîðêà X ` = ( x i ; yi )`
i =1 ëèíåéíî ðàçäåëèìà. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ w, w0, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèîíàë ÷èñëà îøèáîê

Q(w; w0) =
`X

i =1

�
yi (hw; xi i � w0) < 0

�

ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Íî òîãäà ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëî ñêîñòü íå åäèíñòâåí-
íà. Ìîæíî âûáðàòü äðóãèå å¼ ïîëîæåíèÿ, ðåàëèçóþùèå òàêîå æå ðàçáèåíèå âûáîðêè
íà äâà êëàññà. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàçóìíûì îáðàçîì ðàñïîðÿ-
äèòüñÿ ýòîé ñâîáîäîé âûáîðà.

Îïòèìàëüíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðàçäåëÿþùàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü ìàêñèìàëüíî äàëåêî îòñòîÿëà îò áëèæàéøèõ ê íåé òî÷åê îáîèõ êëàñ-
ñîâ. Ïåðâîíà÷àëüíî äàííûé ïðèíöèï êëàññèôèêàöèè âîçíèê èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé: âïîëíå åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ìàêñèìèçàöèÿ çàçîðà (margin) ìåæäó
êëàññàìè äîëæíà ñïîñîáñòâîâàòü áîëåå íàä¼æíîé êëàññèôèêà öèè. Ïîçæå ýòîò ïðèí-
öèï ïîëó÷èë è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå [ 7, 22, 26].

Íîðìèðîâêà. Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî ïîðîãîâîãî êëàññèôèêàòî ðà îïðå-
äåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè: àëãîðèòì a(x) íå èçìåíèòñÿ, åñëè w è w0 îäíî-
âðåìåííî óìíîæèòü íà îäíó è òó æå ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó. Ó äîáíî âûáðàòü ýòó
êîíñòàíòó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

min
i =1 ;:::;`

yi
�
hw; xi i � w0

�
= 1: (1.13)

Ìíîæåñòâî òî÷åê
�

x : � 1 6 hw; xi � w0 6 1
	

îïèñûâàåò ïîëîñó, ðàçäåëÿþùóþ
êëàññû, ñì. Ðèñ.6. Íè îäèí èç îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè íå ïîïàäàåò âíóòðü ýò îé
ïîëîñû. Ãðàíèöàìè ïîëîñû ñëóæàò äâå ïàðàëëåëüíûå ãèïåðïëî ñêîñòè ñ âåêòîðîì
íîðìàëè w. Ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ðîâíî ïî ñåðåäèíå ìå æäó íèìè.
Îáúåêòû, áëèæàéøèå ê ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè, ëåæàò íà ãðàíèöàõ ïîëîñû,
è èìåííî íà íèõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ( 1.13). Â êàæäîì èç êëàññîâ èìååòñÿ õîòÿ áû
îäèí òàêîé îáúåêò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàçäåëÿþùóþ ïîëîñó ìî æíî áûëî áû åù¼
íåìíîãî ðàñøèðèòü è íàðóøàëñÿ áû ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî çàç îðà.
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Øèðèíà ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû. ×òîáû ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü êàê ìîæíî
äàëüøå îòñòîÿëà îò òî÷åê âûáîðêè, øèðèíà ïîëîñû äîëæíà áûòü ìàêñèìàëüíîé.
Ïóñòü x � è x+ � äâà îáó÷àþùèõ îáúåêòà êëàññîâ � 1 è +1 ñîîòâåòñòâåííî, ëåæàùèå
íà ãðàíèöå ïîëîñû. Òîãäà øèðèíà ïîëîñû åñòü

�
(x+ � x � );

w
kwk

�
=

hw; x+ i � h w; x� i
kwk

=
(w0 + 1) � (w0 � 1)

kwk
=

2
kwk

:

Øèðèíà ïîëîñû ìàêñèìàëüíà, êîãäà íîðìà âåêòîðà w ìèíèìàëüíà.
Èòàê, â ñëó÷àå ëèíåéíî ðàçäåëèìîé âûáîðêè ïîëó÷àåì çàäà÷ó ê âàäðàòè÷íî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ w è w0, ïðè êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ ` îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ è íîðìà âåêòîðà w ìèíèìàëüíà:

(
hw; wi ! min;

yi
�
hw; xi i � w0

�
> 1; i = 1; : : : ; `:

(1.14)

Íà ïðàêòèêå ëèíåéíî ðàçäåëèìûå êëàññû âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüí î ðåäêî. Ïîýòî-
ìó ïîñòàíîâêó çàäà÷è ( 1.14) íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òîáû ñèñòåìà îãðà-
íè÷åíèé áûëà ñîâìåñòíà â ëþáîé ñèòóàöèè.

1.3.2 Ëèíåéíî íåðàçäåëèìàÿ âûáîðêà

×òîáû îáîáùèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è íà ñëó÷àé ëèíåéíî íåðàçäå ëèìîé âûáîð-
êè, ïîçâîëèì àëãîðèòìó äîïóñêàòü îøèáêè íà îáó÷àþùèõ îáúåê òàõ, íî ïðè ýòîì
ïîñòàðàåìñÿ, ÷òîáû îøèáîê áûëî ïîìåíüøå. Ââåä¼ì äîïîëíèòå ëüíûå ïåðåìåííûå
� i > 0, õàðàêòåðèçóþùèå âåëè÷èíó îøèáêè íà îáúåêòàõ x i , i = 1; : : : ; `. Îñëàáèì
â (1.14) îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà è îäíîâðåìåííî ââåä¼ì â ìèíèìèç èðóåìûé ôóíê-
öèîíàë øòðàô çà ñóììàðíóþ îøèáêó:

8
>>>><

>>>>:

1
2

hw; wi + C
`X

i =1

� i ! min
w;w0 ;�

;

yi
�
hw; xi i � w0

�
> 1 � � i ; i = 1; : : : ; `;

� i > 0; i = 1; : : : ; `:

(1.15)

Ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì ìåòîäà è ïîç-
âîëÿåò íàõîäèòü êîìïðîìèññ ìåæäó ìàêñèìèçàöèåé øèðèíû ðàç äåëÿþùåé ïîëîñû
è ìèíèìèçàöèåé ñóììàðíîé îøèáêè.

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ êëàññàìèY = f� 1; +1g
îòñòóïîì (margin) îáúåêòà x i îò ãðàíèöû êëàññîâ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

M i (w; w0) = yi
�
hw; xi i � w0

�
:

Àëãîðèòì ( 1.12) äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå x i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îò-
ñòóï M i îòðèöàòåëåí. Åñëè M i 2 (� 1; +1) , òî îáúåêò x i ïîïàäàåò âíóòðü ðàçäåëÿþ-
ùåé ïîëîñû. Åñëè M i > 1, òî îáúåêò x i êëàññèôèöèðóåòñÿ ïðàâèëüíî, è íàõîäèòñÿ
íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû.
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0

1

2

3

M i

Ðèñ. 7. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî-
ðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü: [M i < 0] 6 (1� M i )+ .

Ñîãëàñíî ( 1.15) îøèáêà � i âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îòñòóïM i . Äåéñòâèòåëüíî, èç îãðà-
íè÷åíèé-íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî� i > 0 è � i > 1� M i . Â ñèëó òðåáîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè
ñóììû

P
i � i îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ îáÿçàòåëüíî äîëæíî îáðàòèòüñÿ â ðàâ åíñòâî.

Ñëåäîâàòåëüíî, � i = (1 � M i )+ . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ( 1.15) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâà-
ëåíòíîé áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q, íå çàâèñÿùåãî îò ïåðåìåííûõ � i :

Q(w; w0) =
`X

i =1

�
1 � M i (w; w0)

�
+

+
1

2C
kwk2 ! min

w;w0
: (1.16)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà[M i < 0] 6 (1 � M i )+ , ðèñ. 7, ôóíêöèîíàë ( 1.16) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âåðõíþþ îöåíêó ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (÷èñëà îøèáî÷íûõ êëàññè-
ôèêàöèé îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè), ê êîòîðîìó äîáàâëåí ðåãóëÿðèçàòîðkwk2,
óìíîæåííûé íà ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè 1

2C .
Çàìåíà ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü [M i < 0] êóñî÷íî-ëèíåéíîé âåðõíåé îöåíêîé

(1 � M i )+ äåëàåò ôóíêöèþ ïîòåðü ÷óâñòâèòåëüíîé ê âåëè÷èíå îøèáêè è øò ðàôóåò
îáúåêòû çà ïðèáëèæåíèå ê ãðàíèöå êëàññîâ.

Ââåäåíèå ðåãóëÿðèçàòîðà ïîâûøàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ w. Â ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà ìèíèìóì ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå â åêòîðîâ w, ðåãóëÿ-
ðèçàöèÿ âûáèðàåò èç íèõ âåêòîð ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé. Òåì ñàì ûì óñòðàíÿåòñÿ
ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè , ïîâûøàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà, óëó÷øàåò-
ñÿ åãî îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï îïòè ìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè èëè ìàêñèìèçàöèè øèðèíû ðàçäåëÿþùåé ïîëîñ û òåñíî ñâÿçàí ñ ðå-
ãóëÿðèçàöèåé íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïî À. Í. Òèõîí îâó [5].

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à. Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà çàäà÷è ( 1.15):

L (w; w0; � ; �; � ) =
1
2

kwk2 + C
`X

i =1

� i �
`X

i =1

� i
�
M i (w; w0) � 1 + � i

�
�

`X

i =1

� i � i =

=
1
2

kwk2 �
`X

i =1

� i
�
M i (w; w0) � 1

�
�

`X

i =1

� i
�
� i + � i � C

�
;

ãäå� = ( � 1; : : : ; � ` ) � âåêòîð ïåðåìåííûõ, äâîéñòâåííûõ ê w; � = ( � 1; : : : ; � ` ) � âåêòîð
ïåðåìåííûõ, äâîéñòâåííûõ ê � = ( � 1; : : : ; � ` ).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Êóíà-Òàêêåðà çàäà÷à (1.15) ýêâèâàëåíòíà äâîéñòâåííîé çà-
äà÷å ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

8
>>>><

>>>>:

L (w; w0; � ; �; � ) ! min
w;w0 ;�

max
�;�

;

� i > 0; � i > 0; � i > 0; i = 1; : : : ; `;

� i = 0 ëèáî M i (w; w0) = 1 � � i ; i = 1; : : : ; `;

� i = 0 ëèáî � i = 0; i = 1; : : : ; `;

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîêàõ çàïèñàíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè .
Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà ÿâëÿ åòñÿ ðàâåíñòâî

íóëþ å¼ ïðîèçâîäíûõ. Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ òðè ïîëåçíûõ ñîîòíî øåíèÿ:

@L
@w

= w �
`X

i =1

� i yi x i = 0 =) w =
`X

i =1

� i yi x i ; (1.17)

@L
@w0

= �
`X

i =1

� i yi = 0 =)
`X

i =1

� i yi = 0; (1.18)

@L
@�i

= � � i � � i + C = 0 =) � i + � i = C; i = 1; : : : ; `: (1.19)

Èç (1.17) ñëåäóåò, ÷òî èñêîìûé âåêòîð âåñîâ w ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè x i , ïðè÷¼ì òîëüêî òåõ, äëÿ êîòîðûõ � i > 0.

Îïð. 1.3. Åñëè � i > 0, òî îáúåêò îáó÷àþùåé âûáîðêè x i íàçûâàåòñÿ îïîðíûì âåê-
òîðîì (support vector).

Èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ ( 1.19) è íåðàâåíñòâà � i > 0 ñëåäóåò0 6 � i 6 C.
Îòñþäà, è èç óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè âûòåêàåò, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî
òðè äîïóñòèìûõ ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ � i , � i , � i è îòñòóïîâ M i .

Ñîîòâåòñòâåííî, âñå îáúåêòû x i , i = 1; : : : ; ` äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå òðè òèïà:

1. � i = 0; � i = C; � i = 0; M i > 1.
Îáúåêò x i êëàññèôèöèðóåòñÿ ïðàâèëüíî è íå âëèÿåò íà ðåøåíèå w. Òàêèå îáú-

åêòû áóäåì íàçûâàòü ïåðèôåðèéíûìè èëè íåèíôîðìàòèâíûìè .

2. 0 < � i < C ; 0 < � i < C ; � i = 0; M i = 1.
Îáúåêò x i êëàññèôèöèðóåòñÿ ïðàâèëüíî è ëåæèò â òî÷íîñòè íà ãðàíèöå ðàçäå-

ëÿþùåé ïîëîñû. Òàêèå îáúåêòû áóäåì íàçûâàòü îïîðíûìè ãðàíè÷íûìè .

3. � i = C; � i = 0; � i > 0; M i < 1.
Îáúåêò x i ëèáî ëåæèò âíóòðè ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû, íî êëàññèôèöèðóåòñÿ ïðà-

âèëüíî ( 0 < � i < 1, 0 < M i < 1), ëèáî ïîïàäàåò íà ãðàíèöó êëàññîâ ( � i = 1, M i = 0),
ëèáî âîîáùå îòíîñèòñÿ ê ÷óæîìó êëàññó ( � i > 1, M i < 0). Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ
îáúåêò x i áóäåì íàçûâàòü îïîðíûì íàðóøèòåëåì .
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ ( 1.19) â ëàãðàíæèàíå îáíóëÿþòñÿ âñå ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå
ïåðåìåííûå � i è � i , è îí âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå � i .

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� L (� ) = �
`X

i =1

� i +
1
2

`X

i =1

`X

j =1

� i � j yi yj hx i ; x j i ! min
�

;

0 6 � i 6 C; i = 1; : : : ; `;
`X

i =1

� i yi = 0:

(1.20)

Çäåñü ìèíèìèçèðóåòñÿ êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë, èìåþùèé íå îòðèöàòåëüíî
îïðåäåë¼ííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ñëåäîâàòåëüíî, âûïóêëû é. Îáëàñòü, îïðåäåëÿ-
åìàÿ îãðàíè÷åíèÿìè íåðàâåíñòâàìè è îäíèì ðàâåíñòâîì, òàêæ å âûïóêëàÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äàííàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåø åíèå.

Äîïóñòèì, ìû ðåøèëè ýòó çàäà÷ó. Òîãäà âåêòîð w âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå (1.17). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãà w0 äîñòàòî÷íî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé îïîðíûé ãðà-
íè÷íûé âåêòîð x i è âûðàçèòü w0 èç ðàâåíñòâàw0 = hw; xi i � yi . Íà ïðàêòèêå äëÿ
ïîâûøåíèÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü ìåä èàíó ìíîæåñòâà çíà÷å-
íèé w0, âû÷èñëåííûõ ïî âñåì ãðàíè÷íûì îïîðíûì âåêòîðàì:

w0 = med
�

hw; xi i � yi : � i > 0; M i = 1; i = 1; : : : ; `
	

: (1.21)

Â èòîãå àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåìâèäå:

a(x) = sign
� `X

i =1

� i yi hx i ; xi � w0

�
: (1.22)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñóììèðîâàíèå èä¼ò íå ïî âñåé âûáîðêå, à òîëüêî
ïî îïîðíûì âåêòîðàì, äëÿ êîòîðûõ � i 6= 0. Êëàññèôèêàòîð a(x) íå èçìåíèòñÿ, åñëè
âñå îñòàëüíûå îáúåêòû óáðàòü èç îáó÷àþùåé âûáîðêè. Ýòî ñâîé ñòâî íàçûâàþò ðàç-
ðåæåííîñòüþ (sparsity); èìåííî îíî è îòëè÷àåò SVM îò äðóãèõ ëèíåéíûõ êëà ññè-
ôèêàòîðîâ � äèñêðèìèíàíòà Ôèøåðà, ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññè è è îäíîñëîéíîãî ïåð-
ñåïòðîíà.

Íåíóëåâûìè � i îáëàäàþò íå òîëüêî ãðàíè÷íûå îïîðíûå îáúåêòû, íî è îáúåêòû-
íàðóøèòåëè. Â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ýòî íåäîñòàòîê SVM, ïîñê îëüêó íàðóøèòåëÿìè
ìîãóò îêàçàòüñÿ øóìîâûå âûáðîñû � îøèáî÷íûå íàáëþäåíèÿ, ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì
ïîïàâøèå â îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêèé SVM íå ÿâëÿåòñÿ
ðîáàñòíûì (óñòîé÷èâûì ê øóìó) êëàññèôèêàòîðîì.

Î ïîäáîðå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Êîíñòàíòó C îáû÷íî âûáèðàþò ïî êðè-
òåðèþ ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. Ýòî òðóäî¼ìêèé ñïîñîá, òàê êàê çàäà÷ó ïðèõîäèòñÿ
ðåøàòü çàíîâî ïðè êàæäîì çíà÷åíèè C.

Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî âûáîðêà ïî÷òè ëèíåéíî ðàç äåëèìà, è ëèøü
îáúåêòû-âûáðîñû êëàññèôèöèðóþòñÿ íåâåðíî, òî ìîæíî ïðèìå íèòü ôèëüòðàöèþ âû-
áðîñîâ. Ñíà÷àëà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì C, è èç âûáîðêè óäàëÿåòñÿ íåáîëü-
øàÿ äîëÿ îáúåêòîâ, èìåþùèõ íàèáîëüøóþ âåëè÷èíó îøèáêè � i . Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à
ðåøàåòñÿ çàíîâî ïî óñå÷¼ííîé âûáîðêå. Âîçìîæíî, ïðèä¼òñÿ ï ðîäåëàòü íåñêîëüêî
òàêèõ èòåðàöèé, ïîêà îñòàâøèåñÿ îáúåêòû íå îêàæóòñÿ ëèíåéí î ðàçäåëèìûìè.
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1.3.3 ßäðà è ñïðÿìëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà

Ñóùåñòâóåò åù¼ îäèí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ëèíåéíîé íåðà çäåëèìîñòè.
Ýòî ïåðåõîä îò èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâûõ îïèñàíè é îáúåêòîâ X ê íîâî-
ìó ïðîñòðàíñòâó H ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ  : X ! H . Åñëè ïðî-
ñòðàíñòâî H èìååò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ðàçìåðíîñòü, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî â í¼ì
âûáîðêà îêàæåòñÿ ëèíåéíî ðàçäåëèìîé (ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî å ñëè âûáîðêà X ` íå ïðî-
òèâîðå÷èâà, òî âñåãäà íàéä¼òñÿ ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íå áîëåå`, â êîòîðîì îíà
áóäåò ëèíåéíî ðàçäåëèìà). Ïðîñòðàíñòâî H íàçûâàþò ñïðÿìëÿþùèì .

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè îáúåêòîâ ÿ âëÿþòñÿ âåêòî-
ðû  (x i ), à íå âåêòîðû x i , òî ïîñòðîåíèå SVM ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ðàíåå.
Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåä åíèå hx; x0i â ïðîñòðàí-
ñòâåX âñþäó çàìåíÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì h (x);  (x0)i â ïðîñòðàíñòâå H .
Îòñþäà âûòåêàåò åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå: ïðîñòðàíñòâî H äîëæíî áûòü íàäåëåíî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, â ÷àñòíîñòè, ïîäîéä¼ò ëþáîå åâêë èäîâî, à â îáùåì ñëó÷àå
è ãèëüáåðòîâî, ïðîñòðàíñòâî.

Îïð. 1.4. Ôóíêöèÿ K : X � X ! R íàçûâàåòñÿ ÿäðîì (kernel function), åñëè îíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå K (x; x0) = h (x);  (x0)i ïðè íåêîòîðîì îòîáðàæåíèè  : X ! H ,
ãäåH � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ïîñòàíîâêà äâîéñòâåííîé çàäà÷è ( 1.20), è ñàì àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè ( 1.22)
çàâèñÿò òîëüêî îò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îáúåêòîâ, íî íå îò ñàìèõ ïðèçíàêîâûõ
îïèñàíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå hx; x0i ìîæíî ôîðìàëüíî çàìå-
íèòü ÿäðîì K (x; x0). Ïîñêîëüêó ÿäðî â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíî, òàêàÿ çàìåíà ïðè-
âîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðàñøèðåíèþ ìíîæåñòâà ðåàëèçóåìûõ àë ãîðèòìîâ a: X ! Y.

Áîëåå òîãî, ìîæíî âîîáùå íå ñòðîèòü ñïðÿìëÿþùåå ïðîñòðàíñò âî H â ÿâíîì
âèäå, è âìåñòî ïîäáîðà îòîáðàæåíèÿ  çàíèìàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîäáîðîì ÿäðà.

Ìîæíî ïîéòè åù¼ äàëüøå, è âîâñå îòêàçàòüñÿ îò ïðèçíàêîâûõ îï èñàíèé îáúåê-
òîâ. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáúåêòû èçíà÷àëüíî çàä àþòñÿ èíôîðìàöèåé
îá èõ ïîïàðíîì âçàèìîîòíîøåíèè, íàïðèìåð, îòíîøåíèè ñõîäñ òâà. Åñëè ýòà èíôîð-
ìàöèÿ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äâóìåñòíîé ôóíêöèè K (x; x0), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî çàäà÷à ìîæåò ðåøà òüñÿ ìåòîäîì SVM.
Äëÿ òàêîãî ïîäõîäà íåäàâíî áûë ïðèäóìàí òåðìèí áåñïðèçíàêîâîå ðàñïîçíàâàíèå
(featureless recognition), õîòÿ ìíîãèå äàâíî èçâåñòíûå ìå òðè÷åñêèå àëãîðèòìû êëàñ-
ñèôèêàöèè (kNN, RBF è äð.) òàêæå íå òðåáóþò çàäàíèÿ ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé.

Òåîðåìà Ìåðñåðà. Ëþáàÿ ëè ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ K (x; x0) ìîæåò èñïîëíÿòü
ðîëü ÿäðà? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è ïîêà-
çûâàåò, ÷òî êëàññ äîïóñòèìûõ ÿäåð äîñòàòî÷íî øèðîê.

Òåîðåìà 1.3 (Ìåðñåð, 1909 [ 17]). Ôóíêöèÿ K (x; x0) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà ñèììåòðè÷íà, K (x; x0) = K (x0; x), è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà:R

X

R
X K (x; x0)g(x)g(x0)dxdx0 > 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g: X ! R.

Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íåîòðèöàòåëüíîé îï ðåäåë¼ííîñòè.
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Îïð. 1.5. Ôóíêöèÿ K (x; x0) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà , åñëè äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
âûáîðêè X p = ( x1; : : : ; xp) èç X ìàòðèöà K = kK (x i ; x j )k ðàçìåðà p � p íåîòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåíà: zòKz > 0 äëÿ ëþáîãî z 2 Rp.

Ïðîâåðêà íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ôóíêöèè â ïðàêòè ÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ
ìîæåò îêàçàòüñÿ äåëîì íåòðèâèàëüíûì. ×àñòî îãðàíè÷èâàþòñ ÿ ïåðåáîðîì êîíå÷íîãî
÷èñëà ôóíêöèé, ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ÿäðàì è. Ñðåäè íèõ âûáè-
ðàåòñÿ ëó÷øàÿ, êàê ïðàâèëî, ïî êðèòåðèþ ñêîëüçÿùåãî êîíòðî ëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
íå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìà âûáîð à ÿäðà, îïòèìàëüíîãî
äëÿ äàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷è, îñòà¼òñÿ îòêðûòîé.

Êîíñòðóêòèâíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ÿäåð. Ñëåäóþùèå ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ
ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÿäðà â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ [3, 4].

1. Ïðîèçâîëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå K (x; x0) = hx; x0i ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì.

2. Êîíñòàíòà K (x; x0) = 1 ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì.

3. Ïðîèçâåäåíèå ÿäåð K (x; x0) = K 1(x; x0)K 2(x; x0) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì.

4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè  : X ! R ïðîèçâåäåíèå K (x; x0) =  (x) (x0) ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì.

5. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÿäåð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåí òàìè K (x; x0) =
= � 1K 1(x; x0) + � 2K 2(x; x0) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì.

6. Êîìïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ' : X ! X è ïðîèçâîëüíîãî ÿäðà K 0 ÿâ-
ëÿåòñÿ ÿäðîì: K (x; x0) = K 0(' (x); ' (x0)) .

7. Åñëès: X � X ! R � ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî
K (x; x0) =

R
X s(x; z)s(x0; z) dz ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì.

8. Ôóíêöèÿ âèäà K (x; x0) = k(x � x0) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ôóðüå-îáðàçF [k](! ) = (2 � )

n
2

R
X e� i h!;x i k(x) dx íåîòðèöàòåëåí.

9. Ïðåäåë ëîêàëüíî-ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüí îñòè ÿäåð ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì.

10. Êîìïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿäðà K 0 è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : R ! R, ïðåä-
ñòàâèìîé â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëü íûìè êîýôôèöè-
åíòàìè K (x; x0) = f

�
K 0(x; x0)

�
, ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè f (z) = ez

è f (z) = 1
1� z îò ÿäðà ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè.

Ïðèìåðû ÿäåð. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ¾ñòàíäàðòíûõ¿ ÿäåð, êîòîðûå ïðè áëèæàé-
øåì ðàññìîòðåíèè ïðèâîäÿò ê óæå èçâåñòíûì àëãîðèòìàì: ïîëè íîìèàëüíûì ðàçäå-
ëÿþùèì ïîâåðõíîñòÿì, äâóõñëîéíûì íåéðîííûì ñåòÿì, ïîòåíö èàëüíûì ôóíêöèÿì
(RBF-ñåòÿì), è äðóãèì. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðà ïðåòåíäóþò íà ðîë ü óíèâåðñàëüíîãî
ÿçûêà äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî êëàññà àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ïî ï ðåöåäåíòàì.

Íàáëþäàåòñÿ ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿäð à � îäíî èç ñàìûõ
êðàñèâûõ è ïëîäîòâîðíûõ èçîáðåòåíèé â ìàøèííîì îáó÷åíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî ýôôåêòèâíîãî îáùåãî ïîäõîäà ê èõ ïîäáîð ó â êîíêðåòíûõ
çàäà÷àõ.

Ïðèìåð 1.2. Âîçüì¼ì X = R2 è ðàññìîòðèì ÿäðî K (u; v) = hu; vi 2, ãäåu = ( u1; u2),
v = ( v1; v2), è ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàêîå ñïðÿìëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî è ïðåî áðàçîâà-
íèå  åìó ñîîòâåòñòâóþò. Ðàçëîæèì êâàäðàò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå íèÿ:

K (u; v) = hu; vi 2 = h(u1; u2); (v1; v2)i 2 =

= ( u1v1 + u2v2)2 = u2
1v2

1 + u2
2v2

2 + 2u1v1u2v2 =

=
D

(u2
1; u2

2;
p

2u1u2); (v2
1; v2

2;
p

2v1v2)
E

:

ßäðî K ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñ òâå H = R3.
Ïðåîáðàçîâàíèå  : R2 ! R3 èìååò âèä  : (u1; u2) 7! (u2

1; u2
2;

p
2u1u2). Ëèíåéíîé ïî-

âåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå H ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü â èñõîäíîì
ïðîñòðàíñòâå X . Äàííîå ÿäðî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü âíóòðåííþþ è íàðóæíóþ ÷àñ òü
ïðîèçâîëüíîãî ýëëèïñà, ÷òî íåâîçìîæíî â èñõîäíîì äâóìåðíî ì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð 1.3. Óñëîæíèì ñèòóàöèþ. Ïóñòü òåïåðü X = Rn ,

K (u; v) = hu; vi d :

Òîãäà êîìïîíåíòàìè âåêòîðà  (u) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ (u1)d1 � � � (un )dn

ïðè âñåâîçìîæíûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ d1; : : : ; dn , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
d1 + � � � + dn = d. ×èñëî òàêèõ ìîíîìîâ, à ñëåäîâàòåëüíî è ðàçìåðíîñòü ïðîñòð àí-
ñòâàH , ðàâíî Cd

n+ d� 1. Ïðîñòðàíñòâî H èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âñåõ ïîëèíîìîâ,
ñîñòîÿùèõ èç ìîíîìîâ ñòåïåíè d îò ïåðåìåííûõ u1; : : : ; un .

Ïðèìåð 1.4. Åñëè X = Rn ,

K (u; v) =
�
hu; vi + 1

� d
;

òî H � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìîíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå d îò ïåðåìåííûõ u1; : : : ; un .
Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî H èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè d.
Ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü ìíîæåñòâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâà ëåíòíà ïîëèíîìèàëü-
íîé ðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå X .

Ñâÿçü SVM ñ äâóõñëîéíûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè. Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó àë-
ãîðèòìà a(x) ïîñëå çàìåíû â ( 1.22) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ hx i ; xi ÿäðîì K (x i ; x).
Ïåðåíóìåðóåì îáúåêòû òàê, ÷òîáû ïåðâûå h îáúåêòîâ îêàçàëèñü îïîðíûìè. Ïîñêîëü-
êó � i = 0 äëÿ âñåõ íåîïîðíûõ îáúåêòîâ, i = h + 1; : : : ; `, àëãîðèòì a(x) ïðèìåò âèä

a(x) = sign
� hX

i =1

� i yi K (x i ; x) � w0

�
:

Åñëè X = Rn , òî àëãîðèòì a(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóõñëîéíóþ íåé-
ðîííóþ ñåòü, èìåþùóþ n âõîäíûõ íåéðîíîâ è h íåéðîíîâ â ñêðûòîì ñëîå, ñì. Ðèñ. 8.
Ñåòü, íàñòðîåííàÿ ìåòîäîì SVM, èìååò íåñêîëüêî çàìå÷àòåëü íûõ îñîáåííîñòåé.

Âî-ïåðâûõ, ÷èñëî íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ àâòî ìàòè÷åñêè.
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GFED@ABCx1

� � �

GFED@ABCxn

K (x; x1)

� � �

K (x; xh)

GFED@ABC� 1

X
sign a(u)

x1
1

//

x1
h

???

��??
??

??
??

??

xn
1•••

??••••••••••

xn
h

//

� 1y1
SSSS

))SSS

� h yhkkkk

55kkk

w0

HH

//

Ðèñ. 8. Ìàøèíà îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM) êàê äâóõñëîéíàÿ íåéðîñ åòü.

Âî-âòîðûõ, âåêòîðû âåñîâ ó íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ ñîâïàäàþ ò ñ ïðèçíàêîâûìè
îïèñàíèÿìè îïîðíûõ îáúåêòîâ.

Â-òðåòüèõ, ïðîÿñíÿåòñÿ ñìûñë äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ: � i � ýòî âåñ, âûðà-
æàþùèé ñòåïåíü âàæíîñòè ÿäðà K (x i ; x).

Ïðèìåð 1.5. Êëàññè÷åñêàÿ íåéðîííàÿ ñåòü ñ ñèãìîèäíûìè ôóíêöèÿìè àêòèâ àöèè
ïîëó÷èòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå ÿäðà âçÿòü ôóíêöèþ

K (u; v) = th
�
k0 + k1 hu; vi

�
:

Äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ìåðñåðà íå ïðè âñåõ ç íà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ k0 è k1. Â ÷àñòíîñòè, îíà èì íå óäîâëåòâîðÿåò ïðè k0 < 0 èëè k1 < 0 [10]. Îäíàêî
ýòî íå ïðåïÿòñòâóåò å¼ óñïåøíîìó ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ . Âìåñòî ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òàíãåíñà th z ÷àñòî èñïîëüçóþò òàêæå ëîãèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ � (z) = 1

1+ e� z .

×òî ïëîõîãî ïðîèçîéä¼ò, åñëè ôóíêöèÿ K (u; v) íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâè-
ÿì Ìåðñåðà? Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâ àíèÿ ( 1.20) îñòàíåò-
ñÿ òîé æå è â ýòîì ñëó÷àå. Îäíàêî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà óòðàòèò ñ âîéñòâî íåîòðè-
öàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè, ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë óæå íå áóäåò âûïóêëûì,
è ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ íå åäèíñòâåííûì. Ñàìîå íåïðèÿòíî å òî, ÷òî íà ãðàíèöàõ
ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà 0 6 � i 6 C âîçíèêíåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ, è ïîèñê ðåøåíèÿ ñðåäè íèõ â îáùåì ñëó÷àå ïîòðåáóåò ï îëíîãî ïåðåáîðà.
Â ýòîé ñèòóàöèè ìíîãèå ìåòîäû êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà íèÿ áóäóò âûäàâàòü
êàêîé-òî ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî õîðîøèé .

Ïðèìåð 1.6. Íåéðîííàÿ ñåòü ñ ðàäèàëüíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè (radial basis
functions, RBF) ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü ãàóññîâñêîå ÿäðî

K (u; v) = exp
�
� � ku � vk2

�
;

ãäå � � ïàðàìåòð. ßäðî K (x i ; x) âû÷èñëÿåò îöåíêó áëèçîñòè îáúåêòà x ê îïîðíî-
ìó îáúåêòó x i . ×åì áëèæå îáúåêòû, òåì áîëüøå çíà÷åíèå ÿäðà. Âûõîäíîé íåéð îí
ñêëàäûâàåò âñå ýòè îöåíêè, óìíîæàÿ èõ íà êîýôôèöèåíòû � i yi . Ïðè ýòîì áëèçîñòè
ê îïîðíûì îáúåêòàì êëàññà +1 ñóììèðóþòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè, à ê îáú-
åêòàì êëàññà � 1 � ñ îòðèöàòåëüíûìè. Âûõîäíîé íåéðîí ïðîèçâîäèò ãîëîñîâàíè å,
ñðàâíèâàÿ ñóììàðíûå áëèçîñòè ðàñïîçíàâàåìîãî îáúåêòà x ê îáîèì êëàññàì.
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Â ðàçäåëå?? ðàññìàòðèâàëñÿ àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä îáó÷åíèÿ RBF-ñåòåé, î ñ-
íîâàííûé íà EM-àëãîðèòìå. Òîãäà ãàóññîâñêèå ÿäðà èãðàëè ðî ëü êîìïîíåíò ñìåñè
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Öåíòðû ÿäåð ðàçìåùàëèñü íå â îïîðíûõ îáúåêòàõ,
à â ìåñòàõ ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé ïëîòíîñòè îáúåêòîâ. Â ýòîì è çà êëþ÷àåòñÿ îñíîâ-
íîå îòëè÷èå SVM-RBF îò EM-RBF. Ìåòîä SVM ñäâèãàåò öåíòðû ãàóññ èàíîâ áëèæå
ê ãðàíèöå êëàññîâ, â ðåçóëüòàòå ôîðìà ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíî ñòè îïèñûâàåòñÿ áîëåå
÷¼òêî. Òàêèì îáðàçîì, SVM-RBF ëó÷øå ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ êë àññîâ ñ ãðàíèöàìè
ñëîæíîé ôîðìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, EM-RBF áîëåå óñòîé÷èâ ê âûáð îñàì è ïðåäïî-
÷òèòåëåí â çàäà÷àõ ñ ¾ðàçìûòûìè¿ ãðàíèöàìè êëàññîâ.

Ïðåèìóùåñòâà SVM ïåðåä ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà.

� Âìåñòî ìíîãîýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ðåøàåòñÿ çàäà÷à êâàäðàò è÷íîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ìåòîäû îïòèìèçà öèè â ýòîì ñëó-
÷àå ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíû.

� Àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ. Îíî ðàâíî ÷èñëó
îïîðíûõ âåêòîðîâ.

� Ïðèíöèï îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ïðèâîäèò ê ìàêñèìèçàöèè
øèðèíû ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû ìåæäó êëàññàìè, ñëåäîâàòåëüíî, ê áîëåå óâåðåí-
íîé êëàññèôèêàöèè. Ãðàäèåíòíûå íåéðîñåòåâûå ìåòîäû âûáèð àþò ïîëîæåíèå
ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ¾êàê ïð èä¼òñÿ¿.

Íåäîñòàòêè SVM.

� Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ íåóñòîé÷èâ ê øóìó â èñõîäíûõ äàííûõ. Åñëè îáó÷à-
þùàÿ âûáîðêà ñîäåðæèò âûáðîñû, îíè áóäóò ñóùåñòâåííûì îáðà çîì ó÷òåíû
ïðè ïîñòðîåíèè ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè. Ýòîãî íåäîñòà òêà ëèø¼í ìåòîä
ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ (relevance vector machine, RVM), ñì.1.4.2.

� Äî ñèõ ïîð íå ðàçðàáîòàíû îáùèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñïðÿìëÿþù èõ ïðî-
ñòðàíñòâ èëè ÿäåð, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ äëÿ êîíêðåòíîé çàäà ÷è. Ïîñòðîåíèå
àäåêâàòíîãî ÿäðà ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâîì è, êàê ïðàâèëî, îïèðà åòñÿ íà àïðèîð-
íûå çíàíèÿ î ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Íà ïðàêòèêå ¾âïîëíå ðàçóìí ûå¿ ôóíêöèè
K (x; x0), âûâåäåííûå èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, äàëåêî íå âñåãäà îêàçû-
âàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè.

� Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü íå ãàðàíòèðóåò ñÿ, ïðèõîäèòñÿ
ïîäáèðàòü óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð àëãîðèòìà C.

1.3.4 Àëãîðèòì íàñòðîéêè SVM

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (1.20) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Îáùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èçâåñòíû, íî äîâîëüíî òðóäî¼ìêè, êàê
â ñìûñëå ðåàëèçàöèè, òàê è ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Ïîýòîìó äë ÿ îáó÷åíèÿ SVM
ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû, ó÷èòûâàþùèå ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåí íîñòè SVM. Ñïåöèôè-
êà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî îïîðíûõ âåêòîðîâ h, êàê ïðàâèëî, íåâåëèêî, h � `,
è ýòè âåêòîðû íàõîäÿòñÿ ïîáëèçîñòè îò ãðàíèöû êëàññîâ. Èìåí íî ýòè îñîáåííîñòè
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è ïîçâîëÿþò óñêîðèòü ïîèñê îïîðíûõ îáúåêòîâ. Ñïåöèàëèçèðî âàííûå àëãîðèòìû íà-
ñòðîéêè SVM óñïåøíî ñïðàâëÿþòñÿ ñ âûáîðêàìè èç äåñÿòêîâ òûñ ÿ÷ îáúåêòîâ [19, 20].

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì íå ñàìûé èçâåñòíûé, íî òàêæå äîâîëüíî ýô ôåêòèâíûé
àëãîðèòì � ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé (incremental active set
method, INCAS), ïðåäëîæåííûé â [ 12, 21].

Ïåðåïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ( 1.20) â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ââåä¼ì
ìàòðèöó Q =

�
yi yj K (x i ; x j )

� j =1 ;`

i =1 ;`
ðàçìåðà ` � ` è òðè âåêòîð-ñòîëáöà äëèíû `: âåêòîð

îòâåòîâ y = ( yi ) i =1 ;` , âåêòîð äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � = ( � i ) i =1 ;` è âåêòîð åäèíèö
e = (1) i =1 ;` . Òîãäà çàäà÷ó (1.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

8
>><

>>:

1
2 � òQ� � eò� ! min

�
;

yò� = 0;

0 6 � 6 Ce:

(1.23)

Äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíèå � åù¼ íå èçâåñòíî, íî çàòî èçâåñòíî ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà îáúåêòîâ íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà f 1; : : : ; `g = I O [ I C [ I S:

I O = f i : � i = 0g � ïåðèôåðèéíûå îáúåêòû, M i > 1;

I S = f i : 0 < � i < C g � îïîðíûå îáúåêòû, M i = 1;

I C = f i : � i = Cg � îáúåêòû-íàðóøèòåëè, M i < 1;

ãäåM i = yi
�
hw; xi i � w0

�
� îòñòóï îáúåêòà x i îò ãðàíèöû êëàññîâ.

Îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà 0 6 � i 6 C ñòàíîâÿòñÿ àêòèâíûìè , òî åñòü îá-
ðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, íà ïåðèôåðèéíûõ îáúåêòàõ ( i 2 I O, � i = 0) è îáúåêòàõ-
íàðóøèòåëÿõ ( i 2 I C , � i = C). Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ � i ìîæíî ïîäñòàâèòü
îáðàòíî â ( 1.23) è ïîëó÷èòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ÷à ñòè
ïåðåìåííûõ � i , i 2 I S. ×òîáû âûïèñàòü ýòó çàäà÷ó â ìàòðè÷íîì âèäå, ââåä¼ì òð¼õ-
áëî÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèöû Q è âåêòîðîâ y, e, � :

Q =

0

@
QSS QSO QSC

QOS QOO QOC

QCS QCO QCC

1

A ; y =

0

@
yS

yO

yC

1

A ; e =

0

@
eS

eO

eC

1

A ; � =

0

@
� S

0
CeC

1

A :

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàäà÷à ( 1.23) ïðèíèìàåò âèä
(

1
2 � ò

SQSS� S + Ceò
CQCS � S � eò

S� S ! min
� S

;

yò
S� S + Ceò

CyC = 0;
(1.24)

Åñëè íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà, òî ý òî çàäà÷à ìè-
íèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà îò h = jI Sj ïåðåìåííûõ ñ îäíèì ëèíåéíûì
îãðàíè÷åíèåì òèïà ðàâåíñòâà. Îíà ëåãêî ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòí ûìè ìåòîäàìè ëèíåéíîé
àëãåáðû è ñâîäèòñÿ, ôàêòè÷åñêè, ê îáðàùåíèþ ñèììåòðè÷íîé ï îëîæèòåëüíî îïðåäå-
ë¼ííîé ìàòðèöû QSS ðàçìåðà h � h.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äà¼ò âåñü âåêòîð� , ÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû
àëãîðèòìà w è w0 ïî ôîðìóëàì ( 1.17) è (1.21). Òåïåðü ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü
îáúåêòû âûáîðêè x i , âû÷èñëèòü îòñòóïû M i , è ïðîâåðèòü, ïðàâèëüíî ëè ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ áûëî ðàçáèòî íà ïîäìíîæåñòâà I O [ I C [ I S. Åñëè óñëîâèÿ Êóíà-Òàêêåðà
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Àëãîðèòì 1.2. Îáó÷åíèå SVM: ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä àêòèâíûõ îãðàíè÷åíè é

Âõîä:
X ` � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;
C � ïàðàìåòð äâîéñòâåííîé çàäà÷è;

Âûõîä:
ïàðàìåòðû ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà w, w0;

1: íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå:
I S = äâå áëèæàéøèå òî÷êè èç ðàçíûõ êëàññîâ;
I O = âñå îñòàëüíûå òî÷êè;
I C = ? ;

2: ïîâòîðÿòü
3: ïîâòîðÿòü
4: ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî � S:

(
1
2 � ò

SQSS� S + Ceò
CQCS � S � eò

S� S ! min
� S

;

yò
S� S + Ceò

CyC = 0;

5: åñëè jI Sj > 2 è 9i : i 2 I S è � i 6 0 òî ïåðåâåñòèi â I O;
6: åñëè jI Sj > 2 è 9i : i 2 I S è � i > C òî ïåðåâåñòèi â I C ;
7: ïîêà ñóùåñòâóåòi 2 I S, êîòîðûé íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè â I O èëè â I C ;
8: âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû àëãîðèòìà w è w0 ïî ôîðìóëàì ( 1.17) è (1.21);
9: âû÷èñëèòü îòñòóïû M i , i 2 I O [ I C ;

10: åñëè 9i : i 2 I O è M i 6 1 òî ïåðåâåñòèi â I S;
11: åñëè 9i : i 2 I C è M i > 1 òî ïåðåâåñòèi â I S;
12: ïîêà ñóùåñòâóåòi 2 I O [ I C , êîòîðûé íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè â I S;

íå íàðóøàòñÿ íè íà îäíîì îáúåêòå, çíà÷èò, ðåøåíèå çàäà÷è ( 1.23) íàéäåíî. Åñëè æå
îáíàðóæèòñÿ õîòÿ áû îäíî ïðîòèâîðå÷èå, òî ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò äîëæåí áûòü
ïåðåâåä¼í èç îäíîãî ïîäìíîæåñòâà â äðóãîå.

Âñåãî âîçìîæíû ÷åòûðå òèïà ïðîòèâîðå÷èé:

1. Åñëèi 2 I S è � i 6 0, òî îáúåêò x i ïåðåâîäèòñÿ èç I S â I O.
2. Åñëèi 2 I S è � i > C, òî îáúåêò x i ïåðåâîäèòñÿ èç I S â I C .
3. Åñëèi 2 I O è M i 6 1, òî îáúåêò x i ïåðåâîäèòñÿ èç I O â I S.
4. Åñëèi 2 I C è M i > 1, òî îáúåêò x i ïåðåâîäèòñÿ èç I C â I S.

Ïîñëå êàæäîé ìîäèôèêàöèè ìíîæåñòâ I O, I C , I S çàäà÷à (1.24) ðåøàåòñÿ çàíîâî.
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïåðåâîäà îáúåêòîâ èç îäíîãî ìíîæåñòâ à â äðóãîå ïðîäîëæà-
åòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå îáúåêòû íå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëî âèÿì Êóíà-Òàêêåðà.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé
(active sets method), êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîè çâîëüíûõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâà ìè. Â ëèíåéíîì ïðîãðàì-
ìèðîâàíèè îí ýêâèâàëåíòåí ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Ñõîäèìîñòü äà ííîãî ìåòîäà â îáùåì
ñëó÷àå íå ãàðàíòèðóåòñÿ. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ çàöèêëèâàíèé ïðèìåíÿåòñÿ ðàíäî-
ìèçèðîâàííûé âûáîð îáúåêòà x i . Íåïëîõàÿ ýâðèñòèêà, ñïîñîáñòâóþùàÿ óâåëè÷åíèþ
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñ áîëüøåé âåð îÿòíîñòüþ âûáèðàòü
òå îáúåêòû x i , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ Êóíà-Òàêêåðà íàðóøàþòñÿ ñèëüíåå.
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Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, íà-
ñêîëüêî óäà÷íûì îêàæåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Íà ïðàêòè êå ïðèìåíÿþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ïðè¼ìû, ÷òîáû ñðàçó ïîòî÷íåå ¾óãàäàòü¿ ìíîæåñòâî îï îðíûõ âåêòîðîâ I S.

Ïðè¼ì 1. Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âûáîðêè, è íàõîäèòñ ÿ áëèæàéøàÿ
ê íåé òî÷êà äðóãîãî êëàññà. Äëÿ íå¼, â ñâîþ î÷åðåäü, íàõîäèòñÿ áëèæàéøàÿ òî÷êà
â ïåðâîì êëàññå, è ò. ä. Ýòîò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êàê ïðàâè ëî, ñõîäèòñÿ î÷åíü
áûñòðî ê íåêîòîðîé ïàðå ïîãðàíè÷íûõ òî÷åê. Â Àëãîðèòìå 1.2ýòà ïàðà ïðèíèìàåòñÿ
çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå I S, íî ìîæíî è ïðîäîëæèòü ïðîöåññ, ïîñòðîèâ íåñêîëüêî
èëè äàæå âñå òàêèå ïàðû.

Ïðè¼ì 2. Ñòðîèòñÿ íåñêîëüêî äîñòàòî÷íî ãðóáûõ ëèíåéíûõ êëà ññèôèêàòîðîâ.
Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîñëîéíûå ïåðñåïòðîíû, ïðî âîäÿ íåáîëüøîå ÷èñëî
èòåðàöèé ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà. Çàòåì äëÿ êàæäîé ëèíåéíîé ðàçäåëÿ-
þùåé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî áëèæàéøèõ ê íåé òî÷åê , êîòîðûå è ïðèíè-
ìàþòñÿ çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå I S.

Ýôôåêòèâíîñòü. Âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü Àëãîðèòìà 1.2âûòåêàåò èç äâóõ ôàêòîâ.
Âî-ïåðâûõ, îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ðåøàåìàÿ íà øàãå 4, çàâ èñèò òîëüêî

îò ìàòðèö QSS è QCS . Çíà÷èò, âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ K (x; x0) ïðèõî-
äèòñÿ òîëüêî äëÿ ïàð îáúåêòîâ òèïà ¾îïîðíûé�îïîðíûé¿ è ¾îïî ðíûé�íàðóøèòåëü¿.

Âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâî I S íà êàæäîì øàãå èçìåíÿåòñÿ òîëüêî íà îäèí ýëåìåíò.
Ýòî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ïåðåñ÷¼ò îáðàòíîé ìàòðèöû Q� 1

SS çà O(h2) îïåðàöèé, òîãäà
êàê îáû÷íîå îáðàùåíèå ïîòðåáîâàëî áû O(h3) îïåðàöèé.

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà INCAS.

� Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ íåò ëèíåéíîé ðàçäå ëèìîñòè, â òîì
÷èñëå çàäà÷è ñ øóìîâûìè âûáðîñàìè.

� Ìåòîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí, êîãäà ÷èñëî îïîðíûõ âåêòîðîâ h = jI Sj íåâåëèêî.

� Ìåòîä õîðîøî ïðèñïîñîáëåí äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, â êîòîðû õ îáó÷àþùèå
îáúåêòû ïîñòóïàþò ïî îäíîìó â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Äîá àâëåíèå íî-
âîãî îáúåêòà ðåàëèçóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê ïåðåâîä îáúåêòà èç îäíîãî
ïîäìíîæåñòâà â äðóãîå, è òðåáóåò ïîðÿäêà O(h2) îïåðàöèé.

Íåäîñòàòêè ìåòîäà INCAS.

� Ìåòîä ñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâåí, êîãäà ÷èñëî îïîðíûõ âåêòîð îâ âåëèêî.
Â òî æå âðåìÿ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî âûáîðêà ñóùåñòâåííî íåð àçäåëèìà, ëèáî
ÿäðî K (x; x0) âûáðàíî íåóäà÷íî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàêóþ çàäà÷ó, ñêîðåå âñåãî,
íåò ñìûñëà ðåøàòü � íàäî ìåíÿòü ÿäðî èëè ñàìó ïîñòàíîâêó.

Ÿ1.4 Îáîáùåíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä îáîáùåíèé îïèñàííû õ âûøå ìåòî-
äîâ. Áóäåò äàíà èõ îáùàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ïîêà çàíà ðîëü ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé ïîòåðü è ðàçëè÷íûõ âèäîâ ðåãóëÿðèçàöèè. Íåñìîòðÿ í à âèäèìûå ðàçëè÷èÿ,
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ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì è ñëó÷àÿìè îäíîé îá-
ùåé êîíñòðóêöèè. Å¼ ïîíèìàíèå äà¼ò êëþ÷ ê ðåøåíèþ íîâûõ íåñò àíäàðòíûõ çàäà÷
îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì, à òàêæå ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ïðèìåíè ìîñòè òåõ èëè èíûõ
ìåòîäîâ â êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

1.4.1 Íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè, Y = f� 1; +1g.
Ïóñòü ìîäåëü àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñê îå ñåìåéñòâî îòîá-

ðàæåíèé a(x; w) = sign f (x; w), ãäåw � âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Ôóíêöèÿ f (x; w) íàçûâà-
åòñÿ äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèåé . Â îáùåì ñëó÷àå îíà íå îáÿçàíà áûòü ëèíåéíîé
ïî ïàðàìåòðàì. Åñëè f (x; w) > 0, òî àëãîðèòì a îòíîñèò îáúåêò x ê êëàññó+1, èíà÷å
ê êëàññó� 1. Óðàâíåíèå f (x; w) = 0 îïèñûâàåò ðàçäåëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü.

Êàê îáû÷íî, çàäà÷à îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàòîðà a(x; w) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
íàñòðîèòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ w, èìåÿ îáó÷àþùóþ âûáîðêó ïàð X ` = ( x i ; yi )`

i =1 .

Ïðèíöèïû ìàêñèìóìà îòñòóïîâ è ìèíèìóìà ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Ñëåäóþ-
ùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îïðåäåëåíèÿ 1.2.

Îïð. 1.6. Âåëè÷èíà M i (w) = yi f (x i ; w) íàçûâàåòñÿ îòñòóïîì (margin) îáúåêòà x i

îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè a(x; w) = sign f (x; w).

Àëãîðèòì a(x; w) äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå x i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî îòñòóï M i (w) îòðèöàòåëåí. ×åì áîëüøå îòñòóï M i (w), òåì íàä¼æíåå îáúåêò x i

îòíîñèòñÿ ê ïðàâèëüíîìó êëàññó yi . Ïîýòîìó â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè èìååò ñìûñë
îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ ïîòåðü âèäà L

�
a(x i ; w); yi

�
= g

�
M i (w)

�
, ãäåg(M ) � ìîíîòîííî

íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îòñòóïà, è äëÿ íàñòðîéêè âåêòîðà ïà ðàìåòðîâ w ïî îáó-
÷àþùåé âûáîðêå X ` ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå ïîòåðè:

eQ(w) =
`X

i =1

g
�
M i (w)

�
! min

w
:

Åñëè [M < 0] 6 g(M ), òî ìèíèìèçàöèþ ñóììàðíûõ ïîòåðü eQ(w) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñê îãî ðèñêà � ÷èñëà
îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå Q(w):

Q(w) =
`X

i =1

[M i (w) < 0] 6 eQ(w) =
`X

i =1

g
�
M i (w)

�
! min

w
: (1.25)

Íåêîòîðûå ïðèìåíÿåìûå íà ïðàêòèêå ôóíêöèè ïîòåðü ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òåì íå ìåíåå, îíà ñîîòâåò-
ñòâóåò ëèíåéíîìó äèñêðèìèíàíòó Ôèøåðà, êîòîðûé, õîòü è ðåä êî, íî ïðèìåíÿåòñÿ
íà ïðàêòèêå. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ñîîòâåòñòâó åò ìåòîäó îïîðíûõ âåê-
òîðîâ (SVM), ñèãìîèäíàÿ èñïîëüçóåòñÿ â íåéðîííûõ ñåòÿõ, ëî ãàðèôìè÷åñêàÿ � â ëî-
ãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ � â àëãîðèòìå áóñòèíãà AdaBoost, ñì. ??.
Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èìååò ñâîþ ðàçóìíóþ ìîòèâà öèþ, îäíàêî âñå
îíè ïðèâîäÿò ê ðàçíûì ôóíêöèÿì ïîòåðü.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàê ñèìèçàöèè îò-
ñòóïîâ, íåâîçìîæíî îòâåòèòü íà ðÿä âîïðîñîâ: êàêèå åù¼ ôóíê öèè g(M ) äîïóñòèìû,
êàêèå èç íèõ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû, è â êàêèõ ñèòóàöèÿõ?
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Ðèñ. 9. Íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ïîðîãîâîé
ôóíêöèè ïîòåðü [M < 0].

Q(M ) = (1 � M )2 � êâàäðàòè÷íàÿ;
V (M ) = (1 � M )+ � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ;
S(M ) = 2(1 + eM ) � 1 � ñèãìîèäíàÿ;
L (M ) = log 2(1 + e� M ) � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ;
E(M ) = e� M � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ ïîçâîëÿåò ïî-äðóãîìó âçãëÿíóòü íà çàäà÷ó
íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ w. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî X � Y ÿâëÿåòñÿ âå-
ðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, è âìåñòî ìîäåëè ðàçäåëÿþùåé ïî âåðõíîñòè f (x; w) çà-
äàíà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåä åëåíèÿ îáúåêòîâ è êëàñ-
ñîâ p(x; yjw).

Äëÿ íàñòðîéêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X ` ïðèìåíèì
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ . Íàéä¼ì òàêîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w,
ïðè êîòîðîì íàáëþäàåìàÿ âûáîðêà X ` ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíà (ñîâìåñòíàÿ
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ âûáîðêè ìàêñèìàëüíà). Å ñëè âûáîðêà X ` ïðî-
ñòàÿ (ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé, âçÿòûõ èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ
p(x; yjw)), òî ïðàâäîïîäîáèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

p(X ` jw) =
Ỳ

i =1

p(x i ; yi jw) ! max
w

:

Óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ëîãàðèôì ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(w; X ` ) = ln p(X ` jw) =
`X

i =1

ln p(x i ; yi jw) ! max
w

: (1.26)

Ñîïîñòàâëÿÿ ( 1.26) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (1.25), ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòè äâå çàäà÷è
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïîëîæèòü

� ln p(x i ; yi jw) = g
�
yi f (x i ; w)

�
:

Çíàÿ ôóíêöèîíàëüíûé âèä ìîäåëè ïëîòíîñòè p(x; yjw), ìîæíî âûïèñàòü âèä
ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè f è ôóíêöèþ g. Ìû ýòî óæå íå ðàç ïðîäåëàëè: â ?? � äëÿ
êâàäðàòè÷íîãî è ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòà; â Ÿ1.2� äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäàâàÿ âèä ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè è ôóí êöèþ ïîòåðü g, êà-
çàëîñü áû, èç ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ìû òåì ñàìûì íåÿâíî ïðèíèìàåì
íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü äàííûõ.

1.4.2 Ïðèíöèï ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ è ìîäåëè

Ïðèíöèï ìèíèìóìà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Âñïîìíèì, ÷òî
â ëèíåéíûõ àëãîðèòìàõ êëàññèôèêàöèè ìîæåò âîçíèêàòü ïðîáë åìà ìóëüòèêîëëèíå-
àðíîñòè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè âåêòîðà êîýôôè öèåíòîâ w è ïåðåîáó-
÷åíèþ. ×òîáû ïðåäîòâðàòèòü ýòè íåæåëàòåëüíûå ÿâëåíèÿ, â ôó íêöèîíàë ââîäèòñÿ
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àääèòèâíûé øòðàô çà óâåëè÷åíèå íîðìû âåêòîðà êîýôôèöèåíòî â. Â èòîãå ïðèõîäèì
ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà eQ� :

Q(w) 6 eQ(w) 6 eQ� (w) =
`X

i =1

g
�
M i (w)

�
+

�
2

kwk2 ! min
w

;

ãäå êîíñòàíòà � íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè . Ýòîò ïðè¼ì èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ëèíåéíîì äèñêð èìèíàíòå Ôèøåðà
è â ãðåáíåâîé ðåãðåññèè. Â íåéðîííûõ ñåòÿõ è ïåðñåïòðîíàõ îí ïðèâîäèò ê ìåòîäó
ñîêðàùåíèÿ âåñîâ (weight decay). Íà ïðàêòèêå ïàðàìåòð ðåãó ëÿðèçàöèè� âûáèðàåòñÿ,
êàê ïðàâèëî, ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ.

Îñòàþòñÿ âîïðîñû: îòêóäà áåð¼òñÿ èìåííî òàêîé ðåãóëÿðèçàò îð, íå ñâÿçàí ëè
îí èñêëþ÷èòåëüíî ñ ëèíåéíîñòüþ êëàññèôèêàòîðà, è êàêèå ðåã óëÿðèçàòîðû ìîãóò
âîçíèêàòü â äðóãèõ, íåëèíåéíûõ, ìîäåëÿõ êëàññèôèêàöèè?

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ è ìîäåëè. Äîïó-
ñòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ ïëîòíîñòè ðàñïð åäåëåíèÿ p(x; yjw)
èìååòñÿ åù¼ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíè ÿ ïàðàìåòðîâ ìîäå-
ëè p(w). Èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü ñëåäóþùåé. Ðàññì îòðèì âñåâîç-
ìîæíûå çàäà÷è, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà w, ïðè êîòîðîì ìîäåëü p(x; yjw) îïèñûâàåò ýòó çà-
äà÷ó íàèëó÷øèì îáðàçîì. Åñëè ïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðî ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå íà ìíîæåñòâå çàäà÷, òî îíî èíäóöèðóåò íåêîòîðîå ðàñïðåä åëåíèå è â ïðîñòðàí-
ñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè p(x; yjw). Ïðîùå ãîâîðÿ, íåêîòîðûå ìîäåëè ÷àùå íàõîäÿò
ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, ÷åì äðóãèå, è ãèïîòåçó î ïðàêòè÷å ñêîé ïðèìåíèìîñòè ìî-
äåëåé ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìóëèðîâàòü â âèäå ôóíêöèè p(w) � àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè .

×òîáû îñëàáèòü àïðèîðíûå îãðàíè÷åíèÿ, âìåñòî ôèêñèðîâàíí îé ôóíêöèè p(w)
ââîäèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé p(w;  ), ãäå � íåèç-
âåñòíàÿ è íå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ãèïåðïàðàìåòðîì . Èññëåäîâàòåëþ ðàç-
ðåøàåòñÿ âàðüèðîâàòü çíà÷åíèå ãèïåðïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì ñâ îéñòâà ìîäåëè ìîãóò
èçìåíÿòüñÿ ðàäèêàëüíûì îáðàçîì, è ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàéòè òàêîå çíà÷åíèå
ãèïåðïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ìîäåëü íàèáîëåå àäåêâàòíà. ×ó òü ïîçæå ìû óâèäèì,
êàê ýòî ðàáîòàåò íà ïðàêòèêå.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ òåïåðü áóäåò çàïèñûâàòüñ ÿ ïî-äðóãîìó, ïî-
ñêîëüêó íå òîëüêî ïîÿâëåíèå âûáîðêè X ` , íî è ïîÿâëåíèå ìîäåëè w òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì. Èõ ñîâìåñòíîå ïîÿâëåíèå îïèñûâàåòñÿ, ñîãëàñíî ôîðìóëå óñëîâíîé âå-
ðîÿòíîñòè, ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(X ` ; w;  ) = p(X ` jw)p(w;  ). Òàêèì îáðàçîì,
ïðèõîäèì ê ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ è ìîäåëè :

L(w; X ` ) = ln p(X ` ; w;  ) =
`X

i =1

ln p(x i ; yi jw) + ln p(w;  ) ! max
w

: (1.27)

Ôóíêöèîíàë L(w; X ` ) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå â òî÷íîñòè ðàâíî
ëîãàðèôìó ïðàâäîïîäîáèÿ ( 1.26), çàâèñèò òîëüêî îò äàííûõ è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
ãèïåðïàðàìåòðà. Âòîðîå ñëàãàåìîå, íàîáîðîò, íå çàâèñèò îò äàííûõ, è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîãàðèôì àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåë è.
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Ñîïîñòàâëÿÿ ( 1.27) ñ ïðèíöèïîì ìèíèìóìà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî
ðèñêà, íåòðóäíî ïðèäòè ê âûâîäó, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ( 1.27) èìååò ñìûñë àääè-
òèâíîãî ðåãóëÿðèçàòîðà.

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü âåêòîð w 2 Rn èìååò ãàóññîâñêîå (íîðìàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå,
âñå åãî êîìïîíåíòû íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíûå äèñïåðñèè � . Áóäåì ñ÷èòàòü � ãè-
ïåðïàðàìåòðîì. Ëîãàðèôìèðóÿ, ïîëó÷àåì âñ¼ òîò æå êâàäðàòè ÷íûé ðåãóëÿðèçàòîð:

ln p(w; � ) = ln
�

1
(2�� )n=2

exp
�

�
kwk2

2�

��
= �

1
2�

kwk2 + const(w):

Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòåí âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ïàðàìåòðà ð åãóëÿðèçàöèè:
îí îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí äèñïåðñèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, � = 1

� . Óâåëè÷èâàÿ ïà-
ðàìåòð � , ìû óìåíüøàåì äèñïåðñèþ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, ñëåäîâàòåëüí î, çàïðåùàåì
êîýôôèöèåíòàì wj ïðèíèìàòü ñëèøêîì áîëüøèå çíà÷åíèÿ.

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM). Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, êàêîé âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ. Íàïîìíèì, ÷ò î â SVM ñòðîèòñÿ ëè-
íåéíûé êëàññèôèêàòîð âèäà a(x; w; w0) = sign

�
hw; xi � w0

�
, à ïàðàìåòðû w 2 Rn

è w0 2 R îáó÷àþòñÿ ïî âûáîðêå X ` ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ( 1.16) ñ êóñî÷-
íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïîòåðü è êâàäðàòè÷íûì ðåãóëÿðèçàòîð îì:

Q(w; w0) =
`X

i =1

�
1 � M i (w; w0)

�
+

+
1

2C
kwk2 ! min

w;w0
;

ãäå M i (w; w0) =
�
hw; xi i � w0

�
yi � îòñòóïû. Äàííàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ( 1.27), åñëè ïðèíÿòü ìîäåëü ïëîòíîñòè

p(x i ; yi jw) = z1 exp
�
� (1 � M i (w; w0))+

�
;

ãàóññîâñêóþ ìîäåëü àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ïàðà ìåòðîâ w

p(w; C) = z2 exp
�

�
kwk2

2C

�
;

è íå íàêëàäûâàòü íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòð w0. Çäåñüz1, z2 � íîðìèðîâî÷-
íûå êîíñòàíòû, C � ãèïåðïàðàìåòð.

Ñäåëàííîå íàáëþäåíèå ïîêàçûâàåò, êàêèå ýëåìåíòû ïîñòàíîâ êè çàäà÷è çà êà-
êèå ïîëåçíûå ñâîéñòâà SVM îòâå÷àþò. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî ðàçðåæåííîñòè ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü íåäèôôåðåíöèðóåìà, à ñâîéñòâ î ìàêñèìàëüíîñòè
ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû ñâÿçàíî ñ êâàäðàòè÷íûì ðåãóëÿðèçàòîðî ì. Ìîæíî èçîáðåòàòü
ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà, ìåíÿÿ âèä ðåãóëÿðèçàòîðà, í î ñâîéñòâî ðàçðåæåí-
íîñòè, ïðèñóùåå SVM, ïðè ýòîì áóäåò ñîõðàíÿòñÿ.

Ëàïëàñîâñêèé ðåãóëÿðèçàòîð ñîîòâåòñòâóåò àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

p(w; C) =
1

(2C)n
exp

�
�

kwk1

C

�
; kwk1 =

nX

j =1

jwj j;
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íàçûâàåìîìó ðàñïðåäåëåíèåì Ëàïëàñà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò áîëåå îñòðûé ïèê
è áîëåå òÿæ¼ëûå ¾õâîñòû¿, ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Äèñïåðñèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ðàâíà 2C2. Íàèáîëåå èíòåðåñíîå ñâîéñòâî ýòîãî ðåãóëÿðèçà-
òîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïðèâîäèò ê îòáîðó ïðèçíàêîâ, ï ðè÷¼ì íå òîëüêî äëÿ
ëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ, íî è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé . Ïîêàæåì, ÷òî ýòî
ïðîèñõîäèò èç-çà íåãëàäêîñòè ðåãóëÿðèçàòîðà Ëàïëàñà.

Çàïèøåì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó íàñòðîéêè âåêòîðà ïàðàìåò ðîâ w:

Q(w) =
`X

i =1

L i (w) +
1
C

nX

j =1

jwj j ! min
w

;

ãäåL i (w) = L (a(x i ; w); yi ) � íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü.
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Êàæäîé ïåðåìåííîé wj ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

äâå íîâûå íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå uj = 1
2

�
jwj j + wj

�
è vj = 1

2

�
jwj j � wj

�
. Òîãäà

wj = uj � vj è jwj j = uj + vj . Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàë ñòàíîâèòñÿ ãëàäêèì,
íî äîáàâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà:

Q(u; v) =
`X

i =1

L i (u � v) +
1
C

nX

j =1

(uj + vj ) ! min
u;v

uj > 0; vj > 0; j = 1; : : : ; n:

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
Ðåøåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîã î j õîòÿ áû îäíî
èç îãðàíè÷åíèé uj > 0 è vj > 0 ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì, òî åñòü îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.
Âîçìîæíû è òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà îáà îãðàíè÷åíèÿ àêòèâíû, uj = vj = 0; òîãäà
ïàðàìåòð wj òàêæå îáíóëÿåòñÿ. Â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷ åíèÿ j -ãî
ïðèçíàêà èãíîðèðóþòñÿ, è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ìîäåëè. Ïî ì åðå óìåíüøåíèÿ
ãèïåðïàðàìåòðà C ÷èñëî íóëåâûõ ïàðàìåòðîâ wj âîçðàñòàåò.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ îáíóëåíèå êîýôôèö èåíòà wj îçíà-
÷àåò èñêëþ÷åíèå j -ãî ïðèçíàêà, ðåãóëÿðèçàöèÿ Ëàïëàñà àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîä èò
ê îòáîðó ïðèçíàêîâ (features selection). Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè� = 1

C ïîçâîëÿåò
ðåãóëèðîâàòüñåëåêòèâíîñòü ìåòîäà. ×åì áîëüøå � , è, ñîîòâåòñòâåííî, ìåíüøå äèñ-
ïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà, òåì áîëüøåå êîýôôèöèåíòîâ wj îêàæóòñÿ íóëåâûìè.

Íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ñ íåðàâíûìè äèñïåðñèÿìè. Âîçüì¼ì ãàóññîâñêóþ ìî-
äåëü àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(w), w 2 Rn ñ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè wj ,
íî òåïåðü íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèñïåðñèè Cj ïàðàìåòðîâ wj îäèíàêîâû:

p(w) =
1

(2� )n=2
p

C1 � � � Cn
exp

�
�

nX

j =1

w2
j

2Cj

�
:

Áóäåì ñ÷èòàòü äèñïåðñèèCj íåèçâåñòíûìè è îïðåäåëÿòü èõ íàðàâíå ñ ñàìèìè ïàðà-
ìåòðàìè wj èñõîäÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñîâìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

Q(w) =
`X

i =1

L i (w) +
1
2

nX

j =1

�
ln Cj +

w2
j

Cj

�
! min

w;C
;



37

ãäåL i (w) = L (a(x i ; w); yi ) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü.
Ðåçóëüòàòîì òàêîé ìîäèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ìÿãêèé îòáîð ïðèçíàêîâ, ÷åì

â ñëó÷àå Ëàïëàñîâñêîãî ðåãóëÿðèçàòîðà. ÅñëèCj ! 0, òî ïàðàìåòð wj òàêæå ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ, è íà ïðàêòèêå ÷àñòî äîñòèãàåò ìàøèííîãî íóëÿ. Åñëè Cj ! 1 , òî íà ïàðà-
ìåòð wj ôàêòè÷åñêè íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, è îí ìîæå ò ïðèíèìàòü
ëþáûå çíà÷åíèÿ.

Ìåòîä ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ (RVM). Åù¼ îäíà íåòðèâèàëüíàÿ èäåÿ ðåãóëÿðè-
çàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìîæåò áûòü óêàçàí âèä ôóíêöèîíà ëüíîé çàâèñèìîñòè
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w îò îáó÷àþùåé âûáîðêè è êàêèõ-òî íîâûõ ïàðàìåò-
ðîâ � . Òîãäà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàâàòü íå äëÿ w, à äëÿ � . Ïîÿñíèì ýòó
êîíñòðóêöèþ íà ïðèìåðå ìåòîäà ðåëåâàíòíûõ âåêòîðîâ (relevance vector machine,
RVM). Ïðèâåä¼ì òîëüêî îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà; çà ïîäðîáíîñòÿ ìè íàäî îáðàùàòüñÿ
ê ðàáîòàì Òèïïèíãà è Áèøîïà [ 25, 8].

Íàïîìíèì, ÷òî â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM) âåêòîð ïàðàìå òðîâ w ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îïîðíûõ âåêòîðîâ x i :

w =
`X

i =1

� i yi x i ; (1.28)

ãäå � i � íåîòðèöàòåëüíûå äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå, íå ðàâíûå íóëþ òîëüêî äëÿ
îïîðíûõ âåêòîðîâ x i . Îäèí èç íåäîñòàòêîâ SVM ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïîðíûìè âåêòî-
ðàìè ñòàíîâÿòñÿ íå òîëüêî ïîãðàíè÷íûå îáúåêòû, íî è îáúåêòû -íàðóøèòåëè, â òîì
÷èñëå øóìîâûå âûáðîñû. Ìåòîä RVM áûë ïðåäëîæåí êàê àëüòåðíà òèâà, ïðèçâàííàÿ
óñòðàíèòü äàííûé äåôåêò. Çà îñíîâó â RVM áåð¼òñÿ ôîðìóëà ( 1.28), è ñòàâèòñÿ çàäà-
÷à îïðåäåëèòü, êàêèå èç êîýôôèöèåíòîâ � i ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Èíûìè
ñëîâàìè, äåëàåòñÿ ïîïûòêà îïòèìèçèðîâàòü ìíîæåñòâî îïîðí ûõ îáúåêòîâ, ñîõðàíèâ
ñâîéñòâî ðàçðåæåííîñòè SVM. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî � i � íåçàâèñèìûå ïà-
ðàìåòðû ñ íåðàâíûìè äèñïåðñèÿìè � i :

p(� ) =
1

(2� )`=2p
� 1 � � � � `

exp

 

�
`X

i =1

� 2
i

2� i

!

Òî åñòü èäåÿ òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òîëüêî òåïåðü ïàðàìåòðû
àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçûâàþòñÿ ñ îáúåêòàìè, à íå ñ ïð èçíàêàìè.

1.4.3 Êðèâàÿ îøèáîê è âûáîð ïîðîãà â ëèíåéíîì êëàññèôèêàòîðå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè íà äâà êëàññà,Y = f� 1; +1g, è ìîäåëü
àëãîðèòìîâ a(x; w) = sign

�
f (x; w) � w0

�
, ãäåw0 2 R � àääèòèâíûé ïàðàìåòð äèñêðè-

ìèíàíòíîé ôóíêöèè (â òåðìèíàõ ïåðñåïòðîíîâ � ïîðîã àêòèâàö èè).
Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.2 â ñëó÷àå ëèíåéíîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè ïàðà-

ìåòð w0 îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîòåðü: w0 = ln � �

� +
, ãäå� + è � � � âåëè÷èíà ïîòåðè

ïðè îøèáêå íà îáúåêòå êëàññà ¾+1¿ è ¾� 1¿ ñîîòâåòñòâåííî.
Íà ïðàêòèêå îòíîøåíèå ïîòåðü ìîæåò ìíîãîêðàòíî ïåðåñìàòðè âàòüñÿ. Ïîýòîìó

ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ROC-êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðî-
èñõîäèò ñ ÷èñëîì îøèáîê îáîèõ òèïîâ, åñëè èçìåíÿåòñÿ îòíîøå íèå ïîòåðü.
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Òåðìèí îïåðàöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðè¼ìíèêà (receiver operating characte-
ristic, ROC curve) ïðèø¼ë èç òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ýòó õàðàêòåðèñòèêó âïåð-
âûå ââåëè âî âðåìÿ II ìèðîâîé âîéíû, ïîñëå ïîðàæåíèÿ àìåðèêà íñêîãî âîåííîãî
ôëîòà â Ï¼ðë Õàðáîðå â 1941 ãîäó, êîãäà áûëà îñîçíàíà ïðîáëåì à ïîâûøåíèÿ òî÷-
íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ ñàìîë¼òîâ ïðîòèâíèêà ïî ðàäèîëîêàöèî ííîìó ñèãíàëó. Ïîçæå
íàøëèñü è äðóãèå ïðèìåíåíèÿ: ìåäèöèíñêàÿ äèàãíîñòèêà, ïðè ¼ìî÷íûé êîíòðîëü êà-
÷åñòâà, êðåäèòíûé ñêîðèíã, ïðåäñêàçàíèå ëîÿëüíîñòè êëèåí òîâ, è ò. ä.

Êàæäàÿ òî÷êà íà ROC-êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó àëãîð èòìó. Â îáùåì
ñëó÷àå ýòî äàæå íå îáÿçàòåëüíî êðèâàÿ � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâ î àëãîðèòìîâ ìîæåò
áûòü îòîáðàæåíî â òåõ æå êîîðäèíàòàõ â âèäå òî÷å÷íîãî ãðàôèê à.

Ïî îñè X îòêëàäûâàåòñÿ äîëÿ îøèáî÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êëàññèôèêàöèé
(false positive rate, FPR):

FPR(a; X ` ) =
P `

i =1 [yi = � 1][a(x i ) = +1]
P `

i =1 [yi = � 1]
:

Âåëè÷èíà 1 � FPR(a) ðàâíà äîëå ïðàâèëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ êëàññèôèêàöèé
(true negative rate, TNR) è íàçûâàåòñÿñïåöèôè÷íîñòüþ àëãîðèòìà a. Ïîýòîìó íà ãî-
ðèçîíòàëüíîé îñè èíîãäà ïèøóò ¾ 1 � ñïåöèôè÷íîñòü¿.

Ïî îñè Y îòêëàäûâàåòñÿ äîëÿ ïðàâèëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êëàññèôèêàöèé
(true positive rate, TPR), íàçûâàåìàÿ òàêæå ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ àëãîðèòìà a:

TPR(a; X ` ) =
P `

i =1 [yi = +1][ a(x i ) = +1]
P `

i =1 [yi = +1]
:

Â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè êàæäàÿ òî÷êà ROC-êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò
îïðåäåë¼ííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà w0. Ïðè ýòîì ROC-êðèâàÿ ìîíîòîííî íå óáûâàåò
è ïðîõîäèò èç òî÷êè (0; 0) â òî÷êó (1; 1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ROC-êðèâîé íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü FPR è TPR ñóì-
ìèðîâàíèåì ïî âñåé âûáîðêå ïðè êàæäîì w0. Áîëåå ýôôåêòèâíûé Àëãîðèòì 1.3 îñ-
íîâàí íà ïðîñòîé èäåå, ÷òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïîðîãà w0 äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü
òîëüêî ` çíà÷åíèé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè f (x i ) = hw; xi i , êîòîðûå îíà ïðèíèìà-
åò íà îáúåêòàõ âûáîðêè.

×åì âûøå ïðîõîäèò ROC-êðèâàÿ, òåì âûøå êà÷åñòâî êëàññèôèêà öèè. Èäåàëü-
íàÿ ROC-êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ëåâûé âåðõíèé óãîë � òî÷êó (0; 1). Íàèõóäøèé àëãî-
ðèòì ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷ê è (0; 0) è (1; 1); å¼ òàêæå
èçîáðàæàþò íà ãðàôèêå êàê îðèåíòèð.

Â ðîëè îáùåé õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè, íå çàâèñÿùåé îò êîíú-
þíêòóðíîãî ïàðàìåòðà w0, âûñòóïàåò ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé (area under curve,
AUC). Å¼ âû÷èñëåíèå òàêæå ïîêàçàíî â Àëãîðèòìå 1.3.

1.4.4 Âåðîÿòíîñòíûé âûõîä, ñêîðèíã, è îöåíèâàíèå ðèñêîâ

Â ñëó÷àå áèíàðíûõ ïðèçíàêîâ, X = f 0; 1gn , âû÷èñëåíèå ëèíåéíîé äèñêðèìè-
íàíòíîé ôóíêöèè óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäñ÷¼ò áàëëîâ (score): åñëèf j (x) = 1 ,
òî åñòü ïðèçíàê f j íàáëþäàåòñÿ ó îáúåêòà x, òî ê ñóììå áàëëîâ äîáàâëÿåòñÿ âåñ wj .
Êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ íàáðàííîé ñóì ìû áàëëîâ ñ ïîðîãî-
âûì çíà÷åíèåì w0.
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Àëãîðèòì 1.3. Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ROC-êðèâîé

Âõîä:
îáó÷àþùàÿ âûáîðêà X ` ;
f (x) = hw; xi � äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ;

Âûõîä:�
(FPRi ; TPR i )

	 `

i =0
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ROC-êðèâîé;

AUC � ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé.

1: ` � :=
P `

i =1 [yi = � 1] � ÷èñëî îáúåêòîâ êëàññà � 1;
`+ :=

P `
i =1 [yi = +1] � ÷èñëî îáúåêòîâ êëàññà +1;

2: óïîðÿäî÷èòü âûáîðêó X ` ïî óáûâàíèþ çíà÷åíèé f (x i );
3: ïîñòàâèòü ïåðâóþ òî÷êó â íà÷àëî êîîðäèíàò:

(FPR0; TPR0) := (0 ; 0); AUC := 0;
4: äëÿ i := 1; : : : ; `
5: åñëè yi = � 1 òî
6: ñìåñòèòüñÿ íà îäèí øàã âïðàâî:

FPRi := FPRi � 1 + 1
` �

; TPR i := TPR i � 1;
AUC := AUC + 1

` �
TPR i ;

7: èíà÷å
8: ñìåñòèòüñÿ íà îäèí øàã ââåðõ:

FPRi := FPRi � 1; TPR i := TPR i � 1 + 1
`+

;

Áëàãîäàðÿ ñâîé ïðîñòîòå ïîäñ÷¼ò áàëëîâ èëè ñêîðèíã (scoring), ïîëüçóåòñÿ áîëü-
øîé ïîïóëÿðíîñòüþ â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê ìåäèöèíà, ãåîëîãèÿ , áàíêîâñêîå äåëî, ñî-
öèîëîãèÿ, ìàðêåòèíã, è äð. Àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âåñà wj ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ñòåïåíü âàæíîñòè ïðèçíàêà f j , à çíàê sign(wj ) ïîêàçûâàåò, â ïîëüçó êàêîãî êëàññà
ñâèäåòåëüñòâóåò íàëè÷èå äàííîãî ïðèçíàêà. Ýòî âàæíàÿ äîïî ëíèòåëüíàÿ èíôîðìà-
öèÿ î ïðèçíàêàõ, ïîìîãàþùàÿ ýêñïåðòàì ëó÷øå ïîíèìàòü çàäà÷ ó.

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ èñõîäíûå äàííûå ñîäåðæàò ðàçí îòèïíûå ïðè-
çíàêè. Åñëè ïðèçíàê íå áèíàðíûé, òî åãî áèíàðèçóþò , ðàçáèâàÿ ìíîæåñòâî åãî çíà-
÷åíèé íà ïîäìíîæåñòâà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, îïèñàí íûõ â ðàçäåëå ??.
Â ðåçóëüòàòå îäèí íåáèíàðíûé ïðèçíàê çàìåíÿåòñÿ íåñêîëüêè ìè áèíàðíûìè.

Ïîñëå áèíàðèçàöèè êëàññèôèêàòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òàêíàçûâàåìîé ñêî-
ðèíãîâîé êàðòû (scorecard), â êîòîðîé ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå èñõîäíûå ïðèçíàê è, äëÿ
êàæäîãî èñõîäíîãî � âñå ïîñòðîåííûå ïî íåìó áèíàðíûå ïðèçíà êè, äëÿ êàæäîãî áè-
íàðíîãî � åãî âåñ. Èìåÿ òàêóþ êàðòó, êëàññèôèêàöèþ ìîæíî ïðî âîäèòü ñ ïîìîùüþ
ñòàíäàðòíîé ýëåêòðîííîé òàáëèöû èëè äàæå âðó÷íóþ.

Ïðèìåð 1.8. Â çàäà÷åêðåäèòíîãî ñêîðèíãà (credit scoring) ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå
çà¼ìùèêà (ôèçè÷åñêîãî ëèöà) ñîñòîèò èç åãî îòâåòîâ íà âîïðî ñû àíêåòû. Ñðåäè ïðè-
çíàêîâ âñòðå÷àþòñÿ áèíàðíûå (ïîë, ñîãëàñèå äàòü òåëåôîí, í àëè÷èå çàäîëæåííî-
ñòåé), íîìèíàëüíûå (ìåñòî ïðîæèâàíèÿ, ïðîôåññèÿ, ðàáîòîä àòåëü), ïîðÿäêîâûå (îá-
ðàçîâàíèå, äîëæíîñòü) è êîëè÷åñòâåííûå (ñóììà êðåäèòà, âî çðàñò, ñòàæ, äîõîä). Âñå
îíè â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäÿòñÿ ê áèíàðíîìó âèäó. Êîëè÷åñòâ î ïðèçíàêîâ ïðè ýòîì
ìîæåò ñóùåñòâåííî âîçðàñòè.
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Ðåçþìå

1. Îäíîñëîéíûé ïåðñåïòðîí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ íåðâíîé êëåòêè � íåé-
ðîíà. Ïåðñåïòðîí ñ ïîðîãîâîé ôóíêöèåé àêòèâàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-
íûé êëàññèôèêàòîð. Ïåðñåïòðîíû ñ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè àêòèâ àöèè ñïîñîáíû
ðåøàòü çàäà÷è ðåãðåññèè.

2. Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ê îáó÷å-
íèþ íåéðîííûõ ñåòåé. Îí ïðèâîäèò ê ðàçíûì ÷àñòíûì ñëó÷àÿì, â çàâèñèìîñòè
îò òèïà çàäà÷è, âûáîðà ôóíêöèè ïîòåðü L è ôóíêöèè àêòèâàöèè ' . Àäàïòèâ-
íûé ëèíåéíûé ýëåìåíò ADALINE ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ðåãðåññèè ïðè êâàäðà-
òè÷íîé L è ëèíåéíîé ' . Ïðàâèëî Õýááà ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å êëàññèôèêàöèè
íà äâà êëàññàf� 1; +1g ïðè ïîðîãîâûõ L è ' . Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò ëîãàðèôìè÷åñêîéL è ñèãìîèäíîé ' .

3. Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè,
îäíàêî îöåíèâàåò îíà äåéñòâèòåëüíûå ïåðåìåííûå � àïîñòåðè îðíûå âåðîÿòíî-
ñòè êëàññîâ. Ïðè îïðåäåë¼ííûõ (äîâîëüíî ñèëüíûõ) âåðîÿòíî ñòíûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíåíèå ñèãìîèäíîé ôóíêöèè � (z) = 1

1+ e� z ê çíà-
÷åíèþ ëèíåéíîé äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè äà¼ò èñêîìóþ àïîñò åðèîðíóþ âå-
ðîÿòíîñòü. Äëÿ íàñòðîéêè âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ïðèìåíÿåò ñÿ èòåðàöèîííûé
âçâåøåííûé ÌÍÊ (ìåòîä IRLS), íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî, ðåøàåò ñÿ çàäà÷à
ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

4. Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ ñòðîèò ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð, èñõîäÿ èç ïðèíöèïà
îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè , ñîãëàñíî êîòîðîìó øèðèíà çàçîðà
ìåæäó âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè êëàññîâ äîëæíà áûòü êàê ìîæíî áî ëüøå. Ýòîò
ïðèíöèï ýêâèâàëåíòåí ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ýìïè ðè÷åñêîãî ðèñêà,
åñëè âìåñòî ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü âçÿòü êóñî÷íî-ëèíåéí óþ. Íàñòðîéêà
âåñîâ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è êâàäðà òè÷íîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè. Çàäà÷à èìå åò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò îïîðíûõ âåêòîðîâ � îáúåêòîâ âûáîðêè,
ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ãðàíèöû ìåæäó êëàññàìè. Áîëåå òîãî, ðå øåíèå çàâèñèò
íå îò ñàìèõ îïîðíûõ âåêòîðîâ, à òîëüêî îò èõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâ åäåíèé, à ñàì
êëàññèôèêàòîð çàâèñèò îò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé îïîðíûõ â åêòîðîâ è êëàñ-
ñèôèöèðóåìîãî âåêòîðà. Çàìåíà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïð îèçâîëüíûì ÿäðîì
ïîçâîëÿåò ïåðåéòè â ñïðÿìëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî è ñòðîèòü íåëèíåéíûå ðàçäå-
ëÿþùèå ïîâåðõíîñòè.

5. ßäðîì ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðå äåë¼ííàÿ
ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðîâ. Íà ïðàêòèêå áûâàåò äîâîëüíî òðóäíî ï ðîâåðèòü, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ÿäðîì. Ãîðàçäî ïðîùå ñòðîèòü ÿäð à ñ ïîìîùüþ
ïðàâèë ïîðîæäåíèÿ. Âîïðîñ î âûáîðå ÿäðà, îïòèìàëüíîãî äëÿ ä àííîé ïðèêëàä-
íîé çàäà÷è, äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòîé òåîðåòè÷åñêîé ïðîá ëåìîé.

6. Èçâåñòíî íåñêîëüêî ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ SVM. Ïîñëåäîâàòåëü-
íûé ìåòîä àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé INCAS îñíîâàí íà êîìáèíàòîðíîì ïåðåáîðå
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà îïîðíû å, ïåðèôåðèéíûå
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è íàðóøèòåëè. Ïðè êàæäîì ïåðåõîäå îò îäíîãî ðàçáèåíèÿ ê äðóã îìó äåëàåòñÿ
ïîïûòêà óñòðàíèòü íàèáîëåå ñèëüíûå íàðóøåíèÿ óñëîâèé Êóíà -Òàêêåðà.

7. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ìåòîäû ïîñòðîåí èÿ ëèíåéíûõ êëàñ-
ñèôèêàòîðîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñëåäñòâèå ïðèíöèïà ìàê ñèìóìà ñîâ-
ìåñòíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ è ìîäåëè, åñëè ôèêñèðîâàòü ï àðàìåòðè÷åñêóþ
ìîäåëü ïëîòíîñòè p(x; y; w) è àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè p(w). Ôèêñàöèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïëîòíîñòè ýêâèâàëåíòíà
çàäàíèþ âèäà ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè è ôóíêöèè ïîòåðü. Ôèê ñàöèÿ àïðè-
îðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëåé ýêâèâàëåíòíà çàäàíèþ ðåãóëÿ ðèçàòîðà. Ñóùå-
ñòâóþò ðåãóëÿðèçàòîðû, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ âåä¼ò ê îòáîðó í àèáîëåå èíôîð-
ìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ðåãóëÿðèçàò îð èìååò ãèïåð-
ïàðàìåòð ñåëåêòèâíîñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî óïðàâëÿò ü êîëè÷åñòâîì
îòáèðàåìûõ ïðèçíàêîâ.

8. Êðèâàÿ îøèáîê èëè ROC-êðèâàÿ ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî îòîáðàçèòü çàâèñèìîñòü
÷èñëà îøèáîê I è II ðîäà îò çíà÷åíèÿ ïîðîãà â ëèíåéíîì êëàññèô èêàòîðå,
â ÷àñòíîñòè, â ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè. Îïòèìàëüíîå çíà÷å íèå ýòîãî ïîðîãà
çàâèñèò òîëüêî îò ñîîòíîøåíèÿ öåíû îøèáîê I è II ðîäà. Ïëîùàä ü ïîä ROC-
êðèâîé (AUC) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà êëàññèôèêà-
òîðà, íå çàâèñÿùåé îò ñîîòíîøåíèÿ öåíû îøèáîê I è II ðîäà.

Óïðàæíåíèÿ
Óïð. 1.1. Äîêàçàòü: ôîðìóëà 1.5 äëÿ âåñîâ wj â îäíîñëîéíîì ïåðñåïòðîíå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ
àäàïòèâíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ADALINE (êîãäà L (a; y) = ( a � y)2, ' (z) = z), åñëè ïðèçíàêè
íåêîððåëèðîâàíû, hf j ; f k i = 0 , j 6= k.

Óïð. 1.2. Äîêàçàòü: â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ êëàññàìè Y = f 0; 1g ïåðñåïòðîííîå ïðà-
âèëî ( 1.7) ïåðåõîäèò â ïðàâèëî Õýááà ( 1.8), åñëè èçìåíèòü ìåòêó êëàññà 0 íà � 1.

Óïð. 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî â îäíîñëîéíîì ïåðñåïòðîíå ñ ëèíåéíîé ôóíêöèå é àêòèâàöèè ïðè êâàä-
ðàòè÷íîì ôóíêöèîíàëå îøèáêè îïòèìàëüíàÿ âåëè÷èíà òåìïà îá ó÷åíèÿ � äà¼òñÿ ôîðìóëîé ( 1.9).
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