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Глава 1

Введение

Многие современные распределённые вычислительные системы состоят из
тысяч и десятков тысяч процессоров. С увеличением числа процессоров в системе
растёт сложность её коммуникационной среды, что приводит к увеличению време-
ни, затрачиваемому на обмен информацией между вычислительными устройства-
ми. Таким образом, эффективное использование современных многопроцессорных
систем для выполнения параллельных вычислений опирается не только на характе-
ристики составляющих её процессоров, но и на характеристики её коммуникацион-
ной среды. Одним из ключевых инструментов разработки параллельных программ
для многопроцессорных систем является библиотечная реализация стандарта MPI
(Message Passing Interface) [1]. При использовании технологии MPI программа раз-
деляется на процессы, все взаимодействия между которыми производятся посред-
ством обмена сообщениями. Учёт информации о задержках при передаче сообщений
между вычислительными узлами необходим для эффективного использования ре-
сурсов современных вычислительных кластеров.

Одной из областей применения анализа задержек является планирование
распределения вычислительных ресурсов между подзадачами. Часто для решения
задач планирования применяется статический подход, при котором распределение
ресурсов между процессами производится ещё до запуска программы. Однако появ-
ление задач, размер и число подзадач в которых становится известно только в ходе
выполнения, привело к развитию методов динамического планирования. При дина-
мическом планировании для оптимизации общего времени решения задачи на кла-
стере должны учитываться не только вычислительные мощности отдельных процес-
соров, но и время передачи сообщений между процессами. Таким образом, система
динамического планирования должна иметь модель задержек в коммуникационной
сети. Такая модель должна быть достаточно компактной и обеспечивать быстрый
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доступ к информации о задержках.
Анализ задержек также может применяться при администрировании вычис-

лительного кластера. Коммуникационная среда суперкомпьютера подвержена раз-
личным неполадкам и сбоям, как программным, так и аппаратным. Необычная кар-
тина задержек при передаче сообщений может сигнализировать о неисправности в
системе. Для тестирования коммуникационной среды часто используются специаль-
ны программные продукты; типичным результатом работы таких программ явля-
ются некоторые статистики полученной в ходе тестов выборки задержек, например,
среднее значение, медиана, максимальное и минимальное значения. Однако при та-
ком описании теряется информация о структуре задержек. Таким образом, для
тестирования коммуникационной среды требуется модель задержек, более полная,
чем набор статистик.

Основной целью настоящей работы является построение модели задержек
при передаче сообщений в коммуникационной среде вычислительного кластера для
решения задач динамического планирования выполнения и тестирования коммуни-
кационной среды. Как уже было сказано выше, такая модель должна предоставлять
как можно более полное описание структуры задержек и при этом быть достаточно
компактной, чтобы её можно было хранить и использовать в реальном времени.
Величины задержек зависят от множества факторов, специфичных для разных си-
стем и меняющихся со временем, учёт которых при моделировании задержек тре-
бует анализа программного и аппаратного обеспечения коммуникационной среды
на каждом уровне сетевого протокола. Это делает построение модели «белого ящи-
ка» возможным только для простых систем и конкретных задач на них. В связи с
этим в работе рассматривается подход к моделированию задержек методом «чёрно-
го ящика», при котором неконтролируемые факторы рассматриваются как скрытые
параметры модели, а задержки— как случайные величины с некоторыми распреде-
лениями. Из этого вытекают основные задачи работы:

1. подбор подходящего семейства распределений для описания задержек;

2. выбор способа оценки параметров распределения;

3. проверка применимости полученной модели для задачи диагностики кластера.

Работа устроена следующим образом. В главе 2 приводится формальная по-
становка решаемой задачи. Главы 3 и 4 посвящены выбору метода оценки пара-
метров модели. В главе 5 проводится проверка метрических характеристик комму-
никационных сред реальных суперкомпьютеров. В главе 6 делается заключение по
проведённой работе.
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Глава 2

Задача моделирования задержек

2.1 Модель вычислительного кластера

Объектом исследования в настоящей работе служат вычислительные класте-
ры. Дадим формальное определение этого класса многопроцессорных систем.

Все архитектуры вычислительных систем можно разбить на 4 класса на ос-
новании наличия параллелизма в потоках команд и данных [2]:

∙ Системы с одиночным потоком команд и одиночным потоком данных (SISD,
Single Instruction stream over a Single Data stream): машины, в которых есть
один поток команд, команды обрабатываются последовательно и каждая ко-
манда описывает одну операцию с одним потоком данных. К этому классу
относятся классические последовательные машины.

∙ Системы со одиночным потоком команд и множественным потоком данных
(SIMD, Single Instruction, Multiple Data): машины, в которых один поток ко-
манд включает инструкции по обработке нескольких потоков данных. При-
мер— векторные машины.

∙ Системы со множественным потоком команд и одиночным потоком данных
(MISD, Multiple Instruction, Single Data): машины, в которых несколько пото-
ков команд обрабатывают один поток данных. Класс считается пустым.

∙ Системы со множественным потоком команд и множественным потоком дан-
ных (MIMD, Multiple Instruction, Multiple Data): машины, в которых несколь-
ко устройств по обработке команд объединены в комплекс, и каждое работает
над своим потоком команд и данных. В системах класса MIMD возникает
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необходимость в передаче сообщений между вычислительными устройствами,
соответственно, в настоящей работе рассматриваются именно они.

Все системы класса MIMD, в свою очередь, разделяются на два класса: си-
стемы с общей и распределённой памятью. В системах с общей памятью все вы-
числительные устройства работают в едином адресном пространстве. В системах
с распределённой памятью адресное пространство разделено между процессорами.
В таких системах все процессоры разбиваются на группы, работающие в одном
адресном пространстве. Такие группы называются вычислительными узлами. Вы-
числительные узлы объединены некоторой коммуникационной средой, и получение
информации с других узлов может проходить только через неё.

Определение. Вычислительный узел— группа процессоров, работающих в
едином адресном пространстве. Как правило, представляет собой отдельную вычис-
лительную машину, работающую под управлением своей операционной системы.

Определение. Коммуникационная сеть— множество вычислительных узлов
и коммуникационных связей между ними.

Определение. Вычислительный кластер— набор вычислительных узлов, объ-
единённых коммуникационной сетью, выполняющий вычисления и представляемый
пользователю как единая система.

2.2 Модель задержек

Предметом исследования являются задержки сообщений MPI в коммуника-
ционной сети вычислительного кластера.

Определение. Сообщение — последовательность байтов определённой дли-
ны, передающаяся от одного вычислительного узла к другому через коммуникаци-
онную сеть вычислительного кластера. Задержка при передаче сообщения 𝑡𝑠,𝑎→𝑏 —
интервал времени между отправкой сообщения длиной 𝑠 на узле 𝑎 и его приёмом
на узле 𝑏 .

В рамках настоящей работы не рассматривается зависимость задержек от
структуры сообщений. Считается, что распределение задержек зависит только от
узла— отправителя, узла— получателя и длины сообщения.

Проводившиеся ранее исследования задержек в локальных сетях и сети Ин-
тернет [3, 4, 5] показывают, что величины задержек хорошо описываются трёх-
параметрическим гамма- или логнормальным распределением. Однако, как было
показано в работе [6], в коммуникационной среде различных суперкомпьютеров на-
блюдаются наблюдаются одна или сразу несколько из следующих особенностей:
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Таблица 2.1. Основные моментные характеристики трёхпараметрического ло-
гнормального распределения с параметрами 𝛾 , 𝜇 , 𝜎 [8] ( 𝛽 =
exp(𝜇) , 𝜔 = exp(𝜎2) )

Характеристика Формула
Математическое ожидание E 𝛾 + 𝛽

√
𝜔

Дисперсия D 𝛽2𝜔(𝜔 − 1)

Коэффициент асимметрии 𝛼3

√
𝜔 − 1(𝜔 + 2)

Коэффициент эксцесса 𝛼4 𝜔4 + 2𝜔3 + 3𝜔2 − 6

1. распределение является многомодальным;

2. в данных очень много повторов и мало уникальных значений;

3. наблюдается достаточно много задержек максимальной величины, что может
говорить о тяжёлом хвосте распределения.

Дополнительной особенностью задачи является её размер. Количество вычисли-
тельных узлов на современных суперкомпьютерах измеряется десятками тысяч, что
делает сбор и обработку больших объёмов данных о задержках в коммуникационной
сети между всеми парами узлов чрезвычайно затратными.

Исходя из указанных выше особенностей, в работе [6] было предложено мо-
делировать величины задержек смесью трёхпараметрических логнормальных рас-
пределений. Таким образом, задача оценки параметров модели распределения за-
держек может быть формализована как задача разделения конечной смеси трёхпа-
раметрических логнормальных распределений.

Определение. Трёхпараметрическое логнормальное распределение (3LN рас-
пределение)— это абсолютно непрерывное одномерное распределение, функция плот-
ности вероятности которого выражается формулой

𝑝(𝑥; 𝛾, 𝜇, 𝜎) =

⎧⎨⎩
1√

2𝜋𝜎(𝑥−𝛾)
exp

(︁
− (ln(𝑥−𝛾)−𝜇)2

2𝜎2

)︁
, 𝑥 ≥ 𝛾,

0 , 𝑥 < 𝛾,
(2.1)

Случайная величина 𝑋 имеет 3LN распределение с параметрами 𝛾 , 𝜇 и 𝜎 ,
если случайная величина ln(𝑋−𝛾) имеет нормальное распределение с параметрами
𝜇 и 𝜎 [7]. Её функция распределения может быть записана в виде 𝐹 (𝑥; 𝛾, 𝜇, 𝜎) =

Φ
(︁

ln(𝑥−𝛾)−𝜇
𝜎

)︁
, где Φ(𝑥) — функция распределения стандартного нормального зако-

на [8]. Основные моментные характеристики распределения указаны в таб. 2.1.

Набор параметров 𝛾, 𝜇, 𝜎 будет обозначаться 𝜃 . Будем обозначать случай-
ную выборку длины 𝑛 𝑋𝑛 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) , её реализацию— 𝑥𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) , 𝑘 -ю
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порядковую статистику и её реализацию— 𝑋(𝑘) и 𝑥(𝑘) соответственно.

2.3 Метрические характеристики среды

В работе [6] для тестирования коммуникационной среды были предложены
так называемые обобщённые метрические характеристики:

1. 𝑡𝑠1,𝑎→𝑏 6 𝑡𝑠2,𝑎→𝑏∀𝑎, 𝑏 , если 𝑠1 6 𝑠2 (монотонность);

2. 𝑡𝑠1+𝑠2,𝑎→𝑏 6 𝑡𝑠1,𝑎→𝑏 + 𝑡𝑠2,𝑎→𝑏∀𝑎, 𝑏, 𝑠1, 𝑠2 (неделимость);

3. 𝑡𝑠,𝑎→𝑐 6 𝑡𝑠,𝑎→𝑏 + 𝑡𝑠,𝑏→𝑐∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑠 (неравенство треугольника).

Эти условия естественным образом вытекают из природы задержек, и их нарушение
может сигнализировать о неполадках в коммуникационной сети.

Согласно предложенной модели, задержки представляют собой случайные
величины, распределённые как смесь 3LN распределений. Таким образом, провер-
ка обобщённых метрических характеристик представляет собой проверку неравен-
ства случайных величин. Соответственно, перед нами стоит задача стохастического
упорядочивания. Одним из способов введения порядка в пространстве случайных
величин является понятие стохастического доминирования:

Определение. Говорят, что наблюдается стохастическое доминирование пер-
вого порядка случайной величины 𝑋 над случайной величиной 𝑌 , если

𝑃 (𝑋 > 𝑎) > 𝑃 (𝑌 > 𝑎)∀𝑎 ∈ R;

∃𝑎 : 𝑃 (𝑋 > 𝑎) > 𝑃 (𝑌 > 𝑎).
(2.2)

Такой способ введения порядка достаточно естественен. Условие 2.2 мож-
но переписать в эквивалентном виде: 𝐹𝑋(𝑎) 6 𝐹𝑌 (𝑎)∀𝑎 ∈ R. В настоящей работе
рассматривается только стохастическое доминирование первого порядка, однако от-
метим, что можно ввести стохастическое доминирование больших порядков:

Определение. Говорят, что наблюдается стохастическое доминирование по-
рядка 𝑠 случайной величины 𝑋 над случайной величиной 𝑌 , если

𝐷𝑠
𝑋(𝑥) 6 𝐷𝑠

𝑌 (𝑥)∀𝑥 ∈ R;

∃𝑥 : 𝐷𝑠
𝑋(𝑥) < 𝐷𝑠

𝑌 (𝑥),
(2.3)

где 𝐷𝑠
𝐴(𝑥) =

∫︀ 𝑥

−∞ 𝐷𝑠−1
𝐴 (𝑡)𝑑𝑡 , 𝐷1

𝐴(𝑥) = 𝐹 (𝑥) .
Задачей работы является построение модели задержек для проверки обоб-

щённых метрических характеристик.
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Глава 3

Оценка параметров 3LN

распределения

Как уже было сказано выше, в главе 2, задача оценки параметров модели
формализуется как задача разделения конечной смеси 3LN распределений. Однако,
как показал обзор литературы, проблемы возникают даже при параметрическом
восстановлении одного компонента такой смеси. В этой главе рассматриваются и
анализируются различные способы оценки параметров 3LN распределения.

3.1 Метод максимума правдоподобия и его модифи-

кация

В методе максимума правдоподобия в качестве меры адекватности распре-
деления 𝐹 (·; 𝜃) данным 𝑋𝑛 используется функция правдоподобия 𝐿(𝜃) , равная
𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝜃) — совместной плотности вероятности объектов выборки. Полагает-
ся, что чем больше правдоподобие, тем лучше модель описывает данные ([9]).

Для семейства трёхпараметрических логнормальных распределений в пред-
положении, что все элементы выборки — независимые одинаково распределённые
случайные величины, логарифм функции правдоподобия записывается в виде

ln𝐿(𝛾, 𝜇, 𝜎) = −𝑛

2
ln 2𝜋 − 𝑛 ln𝜎 −

𝑛∑︁
𝑖=1

ln(𝑥𝑖 − 𝛾)−

−
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
(ln(𝑥𝑖 − 𝛾) − 𝜇)2

2𝜎2

)︂
, (3.1)

причём выражение имеет смысл только при 𝛾 < 𝑥(1) . Необходимые условия экстре-
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мума, полученные приравниванием частных производных (3.1) к нулю, выглядят
следующим образом:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕 ln𝐿
𝜕𝛾

=
∑︀𝑛

𝑖=1
1

𝑥𝑖−𝛾

(︁
1 + ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇

𝜎2

)︁
= 0

𝜕 ln𝐿
𝜕𝜇

=
∑︀𝑛

𝑖=1
ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇

𝜎2 = 0
𝜕 ln𝐿
𝜕𝜎

=
∑︀𝑛

𝑖=1
1
𝜎

(︁
−1 + (ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇)2

𝜎2

)︁
= 0

(3.2)

Метод максимального правдоподобия с успехом применяется во многих за-
дачах статистики. Однако в случае оценки параметров трёхпараметрического ло-
гнормального распределения его применимость оказывается под вопросом. В ра-
боте [10] показано, что для любой выборки 𝑋 функция правдоподобия 𝐿(𝛾, 𝜇, 𝜎)

не ограничена, и существуют траектории в пространстве параметров, сходящиеся к
(𝑥(1),−∞,+∞) , при движении вдоль которых 𝐿(𝛾, 𝜇, 𝜎) сходится к +∞ , при том
что в самой точке (𝑥(1),−∞,+∞) функция правдоподобия равна 0 .

В работе [10] утверждается, что, несмотря на общую неограниченность функ-
ции правдоподобия 𝐿(𝛾, 𝜇, 𝜎) , если элементы выборки принимают достаточно мно-
го различных значений, «вблизи» истинных значений параметров (𝛾, 𝜇, 𝜎) у неё
зачастую наблюдается локальный максимум. Это приводит к идее использования
так называемых локальных оценок максимального правдоподобия, соответствую-
щих локальному максимуму функции правдоподобия. В работе [11] показано, что
такие оценки обладают хорошими асимптотическими свойствами. Для поиска ло-
кального максимума предлагается использовать уравнения (3.2) ([12]): через второе
и третье уравнения параметры 𝜇 и 𝜎2 выражаются как функции параметра 𝛾

𝜇(𝛾) = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 ln(𝑥𝑖 − 𝛾),

𝜎2(𝛾) = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1(ln(𝑥𝑖 − 𝛾) − 𝜇)2,

(3.3)

после чего решается уравнение 𝜆(𝛾) =
∑︀𝑛

𝑖=1
1

𝑥𝑖−𝛾

(︁
1 + ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇(𝛾)

𝜎2(𝛾)

)︁
= 0 для на-

хождения оценки локального максимума правдоподобия для параметра 𝛾 , через
которую выражаются оценки параметров 𝜇 и 𝜎 .

В работе [13] предлагается модификация описанного выше метода с исполь-
зования информации, содержащейся в порядковых статистиках выборки, состоящая
в замене необходимого условия экстремума 𝜕 ln𝐿

𝜕𝛾
= 0 в (3.2) на условие равенства

математического ожидания 𝐹 (𝑋(𝑟,𝑛); 𝛾, 𝜇, 𝜎) значению функции распределения в
соответствующем элементе вариационного ряда 𝑥(𝑟) , то есть

E𝑋∼𝐹 (·;𝛾,𝜇,𝜎)𝐹 (𝑋(𝑟,𝑛); 𝛾, 𝜇, 𝜎) = 𝐹 (𝑥(𝑟); 𝛾, 𝜇, 𝜎). (3.4)
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Случайная величина 𝐹 (𝑋; 𝛾, 𝜇, 𝜎) имеет равномерное на [0, 1] распределение, а 𝑘 -я
порядковая статистика равномерного распределения при длине выборки 𝑛 име-
ет бета-распределение с параметрами (𝑘, 𝑛 − 𝑘 + 1) , поэтому левая часть (3.4)
равняется 𝑟

𝑛+1
.Так как 𝐹 (𝑥; 𝛾, 𝜇, 𝜎) = Φ( ln(𝑥−𝛾)−𝜇

𝜎
) , условие (3.4) переписывает-

ся в виде log(𝑥(𝑟)−𝛾)−𝜇

𝜎
= Φ−1

(︀
𝑟

𝑛+1

)︀
. Уравнение 𝜆(𝛾) = 0 заменяется на 𝜃(𝛾) =

log(𝑥(𝑟) − 𝛾) − 𝜇(𝛾) − Φ−1( 𝑟
𝑛+1

)𝜎(𝛾) = 0 .

3.2 Общий метод моментов и его модификации

При оценке параметров с использованием метода моментов на распределение
𝐹 (·; 𝜃) накладывается последовательность ограничений типа равенство, образую-
щая систему уравнений вида 𝑔𝑖(𝜃) = ℎ𝑖(𝑋

𝑛), 𝑖 = 1, 𝑘 , где функции 𝑔𝑖(𝜃) характери-
зуют теоретическое распределение, а ℎ𝑖(𝑋

𝑛) являются их выборочными оценками,
как правило, несмещёнными или хотя бы асимптотически несмещёнными ([9]).

Общий метод моментов применялся для оценки параметров трёхпарамет-
рического логнормального распределения в связи с указанными выше проблема-
ми, возникающими при использовании метода максимума правдоподобия [8, 13]. В
работе [8] в качестве функций 𝑔𝑖(𝛾, 𝜇, 𝜎), 𝑖 = 1, 2, 3 используются математическое
ожидание, дисперсия и коэффициент асимметрии 2.1, в качестве ℎ𝑖(𝑋

𝑛), 𝑖 = 1, 2, 3

используются их выборочные оценки [14]:

𝑥 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖

𝑠2 = 1
𝑛−1

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − 𝑥)2

𝑎3 = 𝑚3

𝑠3
=

𝑛
(𝑛−1)(𝑛−2)

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖−𝑥)3

( 1
𝑛−1

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖−𝑥)2)

3
2

(3.5)

Из 2.1 и (3.5) записывается система уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛾 + 𝛽

√
𝜔 − 𝑥 = 0

𝛽2𝜔(𝜔 − 1) − 𝑠2 = 0
√
𝜔 − 1(𝜔 + 2) − 𝑎3 = 0

(3.6)

Третье уравнение можно переписать как 𝜔3+3𝜔2−(4+𝑎23) = 0 . При любых значени-
ях 𝑎3 оно имеет действительный корень больше или равный единице, причём един-

ственный, который вычисляется по формуле 𝜔 = 1+

(︂
3

√︁
(𝑎3+4)2+𝑎3

2
− 3

√︁
(𝑎3+4)2−𝑎3

2

)︂2

.

Поскольку 𝜔 = exp(𝜎2) > 1 , этот корень принимается в качестве оценки exp(𝜎2) ,
после чего оценки для 𝜎 =

√
ln𝜔 , 𝜇 = ln 𝛽 и 𝛾 вычисляются аналитически.
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Использование показателя третьего порядка в методе моментов приводит к
высокой ошибке выборочного наблюдения [8]. Для решения этой проблемы в работе
[13] было предложено использовать модификацию метода моментов, основанную на
использовании порядковых статистик, сходную с уже продемонстрированной выше
модификацией для метода локального максимума правдоподобия. Третье уравнение
в (3.6) заменяется на (3.4), или, что то же самое, 𝑥(𝑟) = 𝛾+exp

(︀
𝜇 + 𝜎Φ

(︀
𝑟

𝑛+1

)︀)︀
. Тогда

система (3.6) превращается в следующую:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑠2

(𝑥−𝑥(𝑟))
2 = 𝜔(𝜔−1)(︁√

𝜔−exp
(︁√

ln(𝜔)Φ−1( 𝑟
𝑛+1)

)︁)︁2 = 𝐽(𝑟, 𝜔)

𝛽 = 𝑠√
𝜔(𝜔−1)

𝛾 = 𝑥− 𝑠√
𝜔−1

(3.7)

Если 𝜔 известно, оценки для 𝛽 и 𝛾 находятся аналитически. Для решения первого
уравнения относительно 𝜔 можно использовать любой метод одномерной оптими-
зации.

В работе [15] приводится метод оценки параметров распределения трёхпара-
метрического логнормального распределения с использованием L-моментов. Теоре-
тическим L-моментом порядка 𝑟 для распределения 𝐹 (𝑥) называется величина

𝜆𝑟 =
1

𝑟

𝑟−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑟 − 1

𝑘

)︂
E𝑋(𝑟−𝑘,𝑟). (3.8)

Выборочный L-момент порядка 𝑟 ≤ 𝑛 определяется как

𝑙𝑟 =

(︂
𝑛

𝑟

)︂−1∑︁∑︁
· · ·
∑︁

1≤𝑖1≤𝑖2≤···≤𝑖𝑟≤𝑛

1

𝑟

𝑟−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑟 − 1

𝑘

)︂
𝑥(𝑖𝑟−𝑘). (3.9)

Эти статистики являются несмещёнными [16] оценками теоретических L-моментов.
Для трёхпараметрического логнормального распределения можно выписать следу-
ющие аналитические формулы 𝜆1 , 𝜆2 и 𝜏3 = 𝜆3

𝜆2
[16]:

𝜆1 = 𝛾 + exp(𝜇 + 𝜎2

2
),

𝜆2 = exp(𝜇 + 𝜎2

2
) erf(𝜎

2
),

𝜏3 = 6√
𝜋

∫︀ 𝜎
2

0 erf( 𝑥√
3
) exp(−𝑥2)𝑑𝑥

erf(𝜎
2
)

.

(3.10)

11



Отсюда можно выписать следующую систему уравнений:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛾 + exp(𝜇 + 𝜎2

2
) = 𝑙1,

exp(𝜇 + 𝜎2

2
) erf(𝜎

2
) = 𝑙2,

6√
𝜋

∫︀ 𝜎
2

0 erf( 𝑥√
3
) exp(−𝑥2)𝑑𝑥

erf(𝜎
2
)

= 𝑙3
𝑙2
.

(3.11)

В работе [15] приводится приближённое решение этой системы:

𝑧 =
√︁

8
3
Φ−1

(︂
1+

𝑙3
𝑙2

2

)︂
,

𝜎 ≈ 0, 999281𝑧 − 0, 006118𝑧3 + 0, 000127𝑧5,

𝜇 = ln
(︁

𝑙2
erf(𝜎

2
)

)︁
− 𝜎2

2
,

𝛾 = 𝑙1 − exp(𝜇 + 𝜎2

2
).

(3.12)

3.3 Метод минимизации расстояния

В методе минимизации расстояний мерой соответствия модели данным слу-
жит некоторым образом выбранное расстояние 𝑑[·, ·] между теоретическим и эмпи-
рическим распределением данных. Полагается, что чем меньше расстояние, тем луч-
ше модель описывает данные. Для непрерывных распределений расстояние обычно
берётся между функцией распределения модели 𝐹 (𝑥; 𝜃) и эмпирической функци-
ей распределения 𝐹𝑛(𝑥) = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 I[𝑥 > 𝑥(𝑖)] ([17]). Следует отметить, что термин

«расстояние» используется условно: функционал 𝑑 может быть даже несимметри-
чен, обычно от него требуется только неотрицательность и равенство нулю только
в случае равенства распределений. Оценкой минимального расстояния 𝜃0 называ-
ется 𝜃0 = arg min𝜃∈Θ 𝑑[𝐹 (𝑥; 𝜃), 𝐹𝑛(𝑥)] . Одним из наиболее привлекательных свойств
оценок минимального расстояния является их робастность, то есть устойчивость
к возмущениям в данных ([17]). В настоящей статье рассматриваются следующие
функционалы расстояния: Колмогорова — Смирнова, Крамера — фон Мизеса, Ан-
дерсона — Дарлинга, Кёйпера и Уотсона. Выражения для них приводятся в таблице
3.1.

Применительно к задаче оценки параметров трёхпараметрического логнор-
мального распределения в работах [6, 18] отмечалось, что методы минимизации
расстояния, как правило, оказываются предпочтительнее других методов: они да-
ют более точные оценки параметров, чем другие методы, в частности, метод мак-
симального правдоподобия, и они не страдают от проблем со сходимостью оптими-
зационной процедуры. Несмотря на эти положительные свойства, тема оценок ми-

12



Расстояние 𝑑[𝐹 (𝑥), 𝐺(𝑥)]
Колмогорова — Смирнова sup𝑥 |𝐹 (𝑥) −𝐺(𝑥)|
Крамера — фон Мизеса

∫︀ +∞
−∞ (𝐹 (𝑥) −𝐺(𝑥))2 d𝐹 (𝑥)

Андерсона — Дарлинга
∫︀ +∞
−∞

(𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥))2

𝐹 (𝑥)(1−𝐹 (𝑥))
d𝐹 (𝑥)

Кёйпера sup𝑥 (𝐹 (𝑥) −𝐺(𝑥)) + sup𝑥 (𝐺(𝑥) − 𝐹 (𝑥))

Уотсона
∫︀ +∞
−∞

(︁
𝐺(𝑥) − 𝐹 (𝑥) −

∫︀ +∞
−∞ (𝐺(𝑦) − 𝐹 (𝑦)) d𝐹 (𝑦)

)︁2
d𝐹 (𝑥)

Таблица 3.1. Использующиеся в работе расстояния [14].

Таблица 3.2. Параметры распределений модельных данных.

𝜃1 𝜃2 𝜃3 𝜃4 𝜃5 𝜃6 𝜃7
𝛾 3 10 16 10 10 10 10
𝜇 3 3 3 2 4 3 3
𝜎 0.23 0.23 0.23 0.23 0.23 0.1 0.35

нимального расстояния в применении к оценке параметров трёхпараметрического
логнормального распределения достаточно слабо освещена в существующей лите-
ратуре.

3.4 Методы оптимизации функционалов расстояния

Метод минимизации расстояния, в отличие от методов максимального прав-
доподобия и моментов, подразумевает решение задачи многомерной оптимизации.
Зачастую решение оптимизационной задачи не выводится в аналитическом виде,
поэтому для нахождения оценок параметров приходится использовать итерацион-
ные процедуры многомерной оптимизации. Характеристики метода оптимизации
могут сильно разниться от задачи к задаче, поэтому для рассматриваемых в статье
функционалов расстояний (таблица 3.1) необходимо подбирать свои методы опти-
мизации.

Поскольку расстояния Колмогорова — Смирнова и Кёйпера являются неглад-
кими функциями, было решено рассматривать только безградиентные методы оп-
тимизации. Было выбрано четыре метода оптимизации — методы Нелдера — Мида
[19] и L-BFGS-B [20] с численной оценкой градиента, реализованные в библиоте-
ке SciPy [21], и методы BOBYQA [22] и PRAXIS [23], реализованные в библиотеке
NLopt [24]. Для этого для семи наборов параметров (см. таб. 3.2), выбранных на ос-
новании результатов анализа задержек при пересылке сообщений в локальной сети,
проведённого в работе [4], было построено по 𝑁 = 200 выборок из логнормально-
го распределения с соответствующими параметрами длиной 𝑁 = 1000 . Затем для
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каждой из этих выборок производилась оценка параметров методом минимизации
каждого из расстояний каждым из методов. Результаты работы оптимизационных
процедур для пары «набор параметров — функционал расстояния» сравнивались по
следующим характеристикам:

∙ процент выборок, на которых оптимизационная процедура сошлась;

∙ достигнутое значение функционала расстояния между восстанавливаемым и
эмпирическим распределением, усреднённое по выборкам (приемлемо, посколь-
ку все выборки из одного распределения);

∙ среднее по всем выборкам время работы оптимизационной процедуры.

В таблице 3.3 указан процент числа выборок для каждого набора параметров,
на которых алгоритм сошёлся, для каждого оптимизируемого расстояния и каждо-
го метода оптимизации. На основании этих результатов из рассмотрения можно
исключить методы Нелдера — Мида и L-BFGS-B как обладающие слишком плохой
сходимостью.

Для методов оптимизации BOBYQA и PRAXIS, показавших стопроцентную
сходимость для всех параметров и всех расстояний, исследовались характеристики
сходимости — достигаемый минимум и время сходимости. Результаты представлены
на рис. 3.1 — 3.5. Из них видно, что вне зависимости от параметров распределений и
оптимизируемой функции метод PRAXIS всегда даёт немного лучший результат оп-
тимизации, а метод BOBYQA всегда работает быстрее. Кроме того, можно видеть,
что вне зависимости от минимизируемых функционалов расстояний характеристи-
ки метода оптимизации примерно одинаково зависят от значений параметров. В
частности, для всех функционалов расстояний среднее достигнутое значение было
минимально для набора параметров 𝜃4 = (10, 2, 0.23) и максимально для набора
𝜃3 = (16, 3, 0.23) .

3.5 Тестирование

С целью сравнения описанных выше методов оценки параметров распреде-
ления мы провели их тестирование на модельных данных. Для этого мы взяли два
набора параметров 𝜃3 и 𝜃4 , так как оптимизация функционалов расстояния на них
представляет для методов оптимизации наибольшую и наименьшую сложность со-
ответственно. Модельные данные состояли из 100 выборок длиной 500 для каждого
набора параметров. Для сравнения оценок, получаемых различными методами, мы
использовали следующие характеристики:
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3 10 16 10 10 10 10 𝛾
3 3 3 2 4 3 3 𝜇

0.23 0.23 0.23 0.23 0.23 0.1 0.35 𝜎
Расстояние Метод оптимизации

Колмогорова — Смирнова Нелдера — Мида 91.5 84.5 77 82.5 82.5 84 90
L-BFGS-B 53 58 51 52 54.5 52.5 52
BOBYQA 100 100 100 100 100 100 100
PRAXIS 100 100 100 100 100 100 100

Крамера — фон Мизеса Нелдера — Мида 100 100 99.5 100 99.5 75 100
L-BFGS-B 79 81 77 77.5 80.5 80.5 82
BOBYQA 100 100 100 100 100 100 100
PRAXIS 100 100 100 100 100 100 100

Андерсона — Дарлинга Нелдера — Мида 100 100 100 100 1005 95 100
L-BFGS-B 93 91 92 94 91 95.5 96
BOBYQA 100 100 100 100 100 100 100
PRAXIS 100 100 100 100 100 100 100

Кёйпера Нелдера — Мида 81.5 61 54.5 65 72 72.5 80.5
L-BFGS-B 45.5 40.5 43 37.5 41.5 45 52
BOBYQA 100 100 100 100 100 100 100
PRAXIS 100 100 100 100 100 100 100

Уотсона Нелдера — Мида 97 96 94 96 96 63 100
L-BFGS-B 74.5 75 76.5 72 75.5 80.5 71
BOBYQA 100 100 100 100 100 100 100
PRAXIS 100 100 100 100 100 100 100

Таблица 3.3. Процент сходимости оптимизационных процедур на модельных дан-
ных.

Рис. 3.1. Среднее достигнутое значение функционала (слева) и среднее время ра-
боты (справа) методов BOBYQA и PRAXIS для расстояния Колмогоро-
ва — Смирнова
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Рис. 3.2. Среднее достигнутое значение функционала и среднее время работы ме-
тодов BOBYQA и PRAXIS для расстояния Крамера — фон Мизеса

Рис. 3.3. Среднее достигнутое значение функционала и среднее время работы ме-
тодов BOBYQA и PRAXIS для расстояния Андерсона — Дарлинга

Рис. 3.4. Среднее достигнутое значение функционала и среднее время работы ме-
тодов BOBYQA и PRAXIS для расстояния Кёйпера
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Рис. 3.5. Среднее достигнутое значение функционала и среднее время работы ме-
тодов BOBYQA и PRAXIS для расстояния Уотсона

1. общая точность (accuracy): (𝜃 − 𝜃)2, 𝜃 = 𝛾, 𝜇, 𝜎 ;

2. среднее время работы метода.

Результаты тестирования приведены на рис. 3.6 и 3.7. По ним можно сделать
несколько выводов.

1. Относительное качество почти всех методов (кроме модифицированного ме-
тода максимального правдоподобия и модифицированного метода моментов,
оценки которых оказались очень неточными) одинаково для каждого из пара-
метров 𝛾 , 𝜇 и 𝜎 . Это значит, что параметры не нужно оценивать различными
методами.

2. Есть два лидера — метод максимума правдоподобия и метод L-моментов. Близ-
ко к ним стоит метод моментов. Применение методов минимального рассто-
яния (которые использовали оценки, полученные методом моментов, как на-
чальное приближение), как правило, не даёт серьёзного улучшения качества
оценки — метод максимума правдоподобия всегда лучше.

3. Методы моментов и L-моментов дают практически такие же по качеству оцен-
ки, как и метод максимального правдоподобия, но делают это гораздо быстрее.
Методы минимального расстояния оказались чрезвычайно медленными.

3.6 Заключение

Были проведены исследования существующих методов оценки параметров
3LN распределения. Было установлено, что, несмотря на отсутствие у функции
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Рис. 3.6. Общая точность и время работы для методов. Набор параметров 𝜃3 .

Рис. 3.7. Общая точность и время работы для методов. Набор параметров 𝜃4 .
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правдоподобие глобального максимума, оценки максимального правдоподобия ока-
зываются чрезвычайно качественными. Также было обнаружено, что метод момен-
тов и метод L-моментов дают схожие по качестве оценки, но при этом работают
быстрее.
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Глава 4

Разделение смесей

Определение [25]. Конечной смесью распределений параметрического се-
мейства {𝐹 (·; 𝜃)|𝜃 ∈ Θ} называется функция распределения вида 𝐹 (𝑥;𝑤, 𝜃) =∑︀𝑘

𝑗=1 𝑤𝑗𝐹 (𝑥; 𝜃𝑗) , где 0 6 𝑤𝑗 6 1 ,
∑︀𝑘

𝑗=1 𝑤𝑗 = 1 . Распределения 𝐹 (·; 𝜃𝑗) называ-
ются компонентами смеси, величины 𝑤1, . . . , 𝑤𝑗 — весами этих компонентов.

Для плотности смеси распределений выполняется аналогичное равенство:
𝑝(𝑥;𝑤, 𝜃) =

∑︀𝑘
𝑗=1𝑤𝑗𝑝(𝑥; 𝜃𝑗) , с теми же коэффициентами 𝑤𝑗 [25]. Смесь распре-

делений задаёт распределение вероятности с параметрами 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑘) и 𝜃 =

(𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) . Задача параметрического восстановления смеси распределений по вы-
борке носит специальное название — задача разделения смеси.

4.1 Идентифицируемость семейства распределений

Следует отметить, что для некоторых семейств распределений одна и та же
смесь может задаваться разными наборами весов и параметров компонентов [25].
Семейства распределений, конечные смеси которых взаимно однозначно соответ-
ствуют наборам весов и параметров компонентов с точностью до перестановки ком-
понентов и весов, добавления и удаления компонентов с нулевыми весами и перерас-
пределения весов между компонентами с одинаковыми параметрами, называются
конечно идентифицируемыми [25]. Если семейство распределений не является ко-
нечно идентифицируемым, задача разделения смеси может иметь принципиально
не единственное решение.

Теорема. Семейство трёхпараметрических логнормальных распределений
является конечно идентифицируемым.

Доказательство. Семейство распределений конечно идентифицируемо тогда и толь-
ко тогда, когда множество функций распределения линейно независимо [26]. Пред-
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положим, что существуют такие 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 , 𝑐𝑖 ̸= 0 , 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛 , 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛 , 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛 ,
все тройки параметров (𝛾𝑖, 𝜇𝑖, 𝜎𝑖) различны, что

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝐹 (𝑥; 𝛾𝑖, 𝜇𝑖, 𝜎𝑖) = 0. (4.1)

Пусть 𝛾′
1 < · · · < 𝛾′

𝑚 — все различные значения 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛 , 𝑚 6 𝑛 . Тогда (4.1)
можно переписать в виде

𝑚∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑗:𝛾𝑗=𝛾′

𝑖

𝑐𝑗𝐹 (𝑥; 𝛾′
𝑖, 𝜇𝑗, 𝜎𝑗) = 0. (4.2)

Рассмотрим
∑︀

𝑗:𝛾𝑗=𝛾′
1
𝑐𝑗𝐹 (𝑥; 𝛾′

1, 𝜇𝑗, 𝜎𝑗) =
∑︀

𝛾𝑗=𝛾′
1
𝑐𝑗Φ

(︁
ln(𝑥−𝛾′

1)−𝜇𝑗

𝜎𝑗

)︁
. Это выражение долж-

но быть равно 0 на [𝛾′
1, 𝛾

′
2] . Покажем, что это возможно только при равенстве всех

𝑐𝑗 в этой сумме 0 . Для этого исследуем определитель Вронского системы функций

плотности вероятности нормального распределения {𝜑(𝑥;𝜇𝑗, 𝜎𝑗) = 1√
2𝜋𝜎𝑗

exp

(︂
−1

2

(︁
𝑥−𝜇𝑗

𝜎𝑗

)︁2)︂
, 𝑗 =

1, 𝑘} на равенство 0 .

Производная функции 𝜑(𝑥;𝜇, 𝜎) 𝑖 -го порядка вычисляется по формуле 𝜑(𝑖)(𝑥;𝜇, 𝜎) =

𝜑(𝑥;𝜇, 𝜎)𝑠𝑖(𝑥) , где
𝑠𝑖(𝑥) = 𝑠𝑖−1(𝑥)

(︀
−𝑥−𝜇

𝜎2

)︀
+ 𝑠′𝑖−1(𝑥),

𝑠0(𝑥) = 1.
(4.3)

Из (4.3) следует, что 𝑠𝑖(𝑥) =
∑︀𝑖

𝑘=0 𝑎𝑖𝑘(𝜎)
(︀
−𝑥−𝜇

𝜎2

)︀𝑘 — многочлен от
(︀
−𝑥−𝜇

𝜎2

)︀
, 𝑎𝑖𝑖(𝜎) =

1 , 𝑎𝑖,𝑖−1(𝜎) = 0 .

Запишем вронскиан системы функций {𝜑𝑗(𝑥) = 𝜑(𝑥;𝜇𝑗, 𝜎𝑗)} :

𝑊 [𝜑1, . . . , 𝜑𝑘](𝑥) =

= det

⃒⃒⃒⃒
𝜑𝑗(𝑥)

(︂∑︀𝑖
𝑙=0 𝑎𝑖𝑙(𝜎𝑗)

(︁
−𝑥−𝜇𝑗

𝜎2
𝑗

)︁𝑙)︂⃒⃒⃒⃒𝑖=0,𝑘−1

𝑗=1,𝑘

=

=
𝑘∏︁

𝑗=1

𝜑𝑗(𝑥) · det

⃒⃒⃒⃒∑︀𝑖
𝑙=0 𝑎𝑖𝑙(𝜎𝑗)

(︁
−𝑥−𝜇𝑗

𝜎2
𝑗

)︁𝑙 ⃒⃒⃒⃒𝑖=0,𝑘−1

𝑗=1,𝑘

=

=
𝑘∏︁

𝑗=1

𝜑𝑗(𝑥) ·
∑︁

𝛼∈𝑆(𝑘)

(−1)𝑁(𝛼)

𝑘−1∏︁
𝑖=0

(︃
𝑖∑︁

𝑙=0

𝑎𝑖𝑙(𝜎𝛼𝑖
)

(︂
−𝑥− 𝜇𝛼𝑖

𝜎2
𝛼𝑖

)︂𝑙
)︃
, (4.4)

где 𝑆(𝑘) — симметрическая группа на 𝑘 элементах, 𝑁(𝛼) — число инверсий в пе-
рестановке 𝛼 = (𝛼0, . . . , 𝛼𝑘−1) . Если раскрыть скобки во внутреннем произведении
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сумм, получим

𝑊 (𝑥) =
∑︁

𝛼∈𝑆(𝑘)

(−1)𝑁(𝛼)

𝑘−1∏︁
𝑖=0

(︃
𝑖∑︁

𝑙=0

𝑎𝑖𝑙(𝜎𝛼𝑖
)

(︂
−𝑥− 𝜇𝛼𝑖

𝜎2
𝛼𝑖

)︂𝑙
)︃

=

=
∑︁

𝛼∈𝑆(𝑘)

(−1)𝑁(𝛼)
∑︁

𝑙𝑖=0,...,𝑖
𝑖=0,𝑘−1

𝑘−1∏︁
𝑟=0

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎𝛼𝑟)

(︂
−𝑥− 𝜇𝛼𝑟

𝜎2
𝛼𝑟

)︂𝑙𝑟

(4.5)

Поскольку
∏︀𝑘

𝑗=1 𝜑𝑗(𝑥) > 0 , 𝑊 [𝜑1, . . . , 𝜑𝑘](𝑥) = 0 тогда и только тогда, когда 𝑊 (𝑥) =

0 . Докажем, что 𝑊 (𝑥) ̸≡ 0 .

𝑊 (𝑥) является многочленом от 𝑥 . Рассмотрим слагаемое 𝑉 (𝑥) , соответ-
ствующее 𝑙𝑖 = 𝑖, 𝑖 = 0, 𝑘 − 1 :

𝑉 (𝑥) =
∑︁

𝛼∈𝑆(𝑘)

(−1)𝑁(𝛼)

𝑘−1∏︁
𝑟=0

(︂
−𝑥− 𝜇𝛼𝑟

𝜎2
𝛼𝑟

)︂𝑟

. (4.6)

Это определитель Вандермонда:

𝑉 (𝑥) = det

⃒⃒⃒⃒(︁
−𝑥−𝜇𝑗

𝜎2
𝑗

)︁𝑖 ⃒⃒⃒⃒𝑖=0,𝑘−1

𝑗=1,𝑘

=
∏︁
𝑖<𝑗

(︂
𝑥− 𝜇𝑖

𝜎2
𝑖

− 𝑥− 𝜇𝑗

𝜎2
𝑗

)︂
. (4.7)

Если все 𝜎𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘 , различны, то deg 𝑉 (𝑥) = 𝑘(𝑘−1)
2

, и это наибольшая степень в
𝑊 (𝑥) . Из этого следует, что 𝑊 (𝑥) ̸≡ 0 . Если какие-либо 𝜎𝑗𝑘 равны между собой, то
степень 𝑉 (𝑥) будет меньше 𝑘(𝑘−1)

2
, так как часть скобок обращается в константы.

Покажем, что в этом случае 𝑉 (𝑥) также имеет наибольшую степень в 𝑊 (𝑥) .

Пусть 𝜎𝑗1 = · · · = 𝜎𝑗𝑠 = 𝜎 . Обозначим подгруппу группы 𝑆(𝑘) перестановок
на {𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} как 𝐻 и множество правых смежных классов 𝑆(𝑘) по 𝐻 как 𝐺 .
Любую перестановку 𝛼 ∈ 𝑆(𝑘) можно записать как 𝛼 = 𝛽𝛼′ , 𝛽 ∈ 𝐻 , 𝛼′ ∈ 𝐺 ,
причём 𝛼′(𝑗) = 𝛼(𝑗) при 𝑗 /∈ 𝛼−1(𝑗1, . . . , 𝑗𝑠) . Тогда 𝑊 (𝑥) представимо в виде:

𝑊 (𝑥) =
∑︁

𝛼∈𝑆(𝑘)

(−1)𝑁(𝛼)
∑︁

𝑙𝑖=0,...,𝑖
𝑖=0,𝑘−1

𝑘−1∏︁
𝑟=0

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎𝛼𝑟)

(︂
−𝑥− 𝜇𝛼𝑟

𝜎2
𝛼𝑟

)︂𝑙𝑟

=

=
∑︁
𝛼′∈𝐺

(−1)𝑁(𝛼′)
∑︁

𝑙𝑖=0,...,𝑖
𝑖=0,𝑘−1

∑︁
𝛽∈𝐻

(−1)𝑁(𝛽)

𝑘−1∏︁
𝑟=0

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎𝛼𝑟)

(︂
−𝑥− 𝜇𝛼𝑟

𝜎2
𝛼𝑟

)︂𝑙𝑟

=
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=
∑︁
𝛼′∈𝐺

(−1)𝑁(𝛼′)
∑︁

𝑙𝑖=0,...,𝑖
𝑖=0,𝑘−1

∏︁
𝑟/∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎𝛼′
𝑟
)

(︃
−
𝑥− 𝜇𝛼′

𝑟

𝜎2
𝛼′
𝑟

)︃𝑙𝑟

×

×
∑︁
𝛽∈𝐻

(−1)𝑁(𝛽)
∏︁

𝑟∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎(𝛽𝛼′)𝑟)

(︃
−
𝑥− 𝜇(𝛽𝛼′)𝑟

𝜎2
(𝛽𝛼′)𝑟

)︃𝑙𝑟

. (4.8)

Поскольку 𝜎𝑗1 = · · · = 𝜎𝑗𝑠 = 𝜎 , 𝜎(𝛽𝛼′)𝑗 = 𝜎𝛼𝑗
= 𝜎 при 𝑗 ∈ 𝛼−1(𝑗1, . . . , 𝑗𝑠) . Отсюда

∑︁
𝛽∈𝐻

(−1)𝑁(𝛽)
∏︁

𝑟∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎(𝛽𝛼′)𝑟)

(︃
−
𝑥− 𝜇(𝛽𝛼′)𝑟

𝜎2
(𝛽𝛼′)𝑟

)︃𝑙𝑟

=

=
∏︁

𝑟∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎) ·
∑︁
𝛽∈𝐻

(−1)𝑁(𝛽)
∏︁

𝑟∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

(︂
−
𝑥− 𝜇(𝛽𝛼′)𝑟

𝜎2

)︂𝑙𝑟

=

=
∏︁

𝑟∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑎𝑟𝑙𝑟(𝜎)

(−𝜎2)𝑙𝑟
· det

⃒⃒⃒
(𝑥− 𝜇𝑗)

𝑙𝑖
⃒⃒⃒𝑖∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑗∈{𝑗1,...,𝑗𝑠}
. (4.9)

Наконец, преобразуем det
⃒⃒⃒
(𝑥− 𝜇𝑗)

𝑙𝑖
⃒⃒⃒𝑖∈𝛼−1(𝑗1,...,𝑗𝑠)

𝑗∈{𝑗1,...,𝑗𝑠}
:

det
⃒⃒⃒
(𝑥− 𝜇𝑗)

𝑙𝑖
⃒⃒⃒𝑖=1,𝑠

𝑗=1,𝑠
=

=
∑︁

𝛽∈𝑆(𝑠)

(−1)𝑁(𝛽)

𝑠∏︁
𝑟=1

(𝑥− 𝜇𝛽𝑟)
𝑙𝑟 = {𝐿 = 𝑙1 + · · · + 𝑙𝑠} =

=
∑︁

𝛽∈𝑆(𝑠)

(−1)𝑁(𝛽)

𝐿∑︁
𝑟=0

(−1)𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑︁

06𝑔16𝑙1
...

06𝑔𝑠6𝑙𝑠
𝑔1+···+𝑔𝑠=𝑟

𝑠∏︁
𝑡=1

𝜇𝑔𝑡
𝛽𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑥𝐿−𝑟 =

=
𝐿∑︁

𝑟=0

(−1)𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑︁

06𝑔16𝑙1
...

06𝑔𝑠6𝑙𝑠
𝑔1+···+𝑔𝑠=𝑟

∑︁
𝛽∈𝑆(𝑠)

(−1)𝑁(𝛽)

𝑠∏︁
𝑡=1

𝜇𝑔𝑡
𝛽𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑥𝐿−𝑟 =

=
𝐿∑︁

𝑟=0

(−1)𝑟

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑︁

06𝑔16𝑙1
...

06𝑔𝑠6𝑙𝑠
𝑔1+···+𝑔𝑠=𝑟

det
⃒⃒⃒
𝜇𝑔𝑖
𝑗

⃒⃒⃒𝑖=1,𝑠

𝑗=1,𝑠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑥𝐿−𝑟 (4.10)
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Если для каких-либо 𝑢 ̸= 𝑣 𝑔𝑢 = 𝑔𝑣 , то det
⃒⃒⃒
𝜇𝑔𝑖
𝑗

⃒⃒⃒𝑖=1,𝑠

𝑗=1,𝑠
= 0 , так как в матри-

це есть две совпадающие строки. Рассмотрим случай, когда все 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 𝑠 , раз-
личны. Без ограничения общности можно считать, что 𝑔1 < · · · < 𝑔𝑠 . Но тогда
𝑔𝑖 > 𝑖− 1, 𝑖 = 1, 𝑠 , а значит, 𝑔1 + · · ·+ 𝑔𝑠 >

𝑠(𝑠−1)
2

. Это значит, что при 0 6 𝑟 < 𝑠(𝑠−1)
2∑︀

06𝑔16𝑙1
...

06𝑔𝑠6𝑙𝑠
𝑔1+···+𝑔𝑠=𝑟

det
⃒⃒⃒
𝜇𝑔𝑖
𝑗

⃒⃒⃒𝑖=1,𝑠

𝑗=1,𝑠
= 0 , то есть deg det

⃒⃒⃒
(𝑥− 𝜇𝑗)

𝑙𝑖
⃒⃒⃒𝑖=1,𝑠

𝑗=1,𝑠
≤ 𝐿− 𝑠(𝑠−1)

2
. Это значит,

что если у 𝑠 функций плотности 𝜑𝑗(𝑥) равны параметры 𝜎 , то степень каждого
слагаемого в 𝑊 (𝑥) (4.8) уменьшается по меньшей мере на 𝑠(𝑠−1)

2
. Если таких групп

равных параметров 𝜎 несколько, то каждая из них будет независимо снижать сте-
пень слагаемых в 𝑊 (𝑥) указанным образом. Таким образом, 𝑉 (𝑥) — всегда стар-
ший член, и, поскольку он не равен 0 , 𝑊 (𝑥) = 0 только в конечном числе точек
(возможно, вообще нигде). Из этого следует, что 𝑊 [𝜑1, . . . , 𝜑𝑘](𝑥) ̸≡ 0 ни на каком
отрезке, значит, система {𝜑1(𝑥), . . . , 𝜑𝑘(𝑥)} не является линейно зависимой ни на
каком отрезке, значит, система {Φ1(𝑥), . . . ,Φ𝑘(𝑥)} не является линейно зависимой
ни на каком отрезке, поэтому {Φ1(ln(𝑥− 𝛾)), . . . ,Φ𝑘(ln(𝑥− 𝛾))} не является линей-
но зависимой ни на каком отрезке, значит, не существует 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘 ,

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑐

2
𝑖 > 0 :∑︀

𝑗:𝛾𝑗=𝛾′
1
𝑐𝑗𝐹 (𝑥; 𝛾′

1, 𝜇𝑗, 𝜎𝑗) = 0 . Таким образом, все 𝑐𝑗 , соответствующие 𝛾𝑗 = 𝛾′
1 ,

равны 0 , и соответствующие компоненты, а значит, и 𝛾′
1 , можно не рассматривать.

То же самое можно сказать про 𝛾′
2, . . . , 𝛾

′
𝑚 , и получается, что 𝑐1 = · · · = 𝑐𝑛 = 0 .

4.2 Метод максимума правдоподобия. EM-алгоритм.

Логарифм функции правдоподобия параметров 𝑤, 𝜃 имеет вид

ln𝐿(𝑤, 𝛾, 𝜇, 𝜎) =
𝑛∑︁

𝑖=1

ln
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑤𝑘𝐹 (𝑥𝑖, 𝜃𝑗). (4.11)

Непосредственный поиск точки максимума этой функции весьма затруднителен,
поэтому для решения задачи разделения смеси методом максимума правдоподобия
зачастую используется EM-алгоритм. Каждая итерация EM-алгоритма записыва-
ется в виде [27]:

𝑤𝑚+1
𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖𝑗
𝑛

, 𝑗 = 1, 𝑘 (4.12)

𝜃
𝑚+1

= arg max
𝜃

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑗 ln 𝑝(𝑥𝑖; 𝜃𝑗) (4.13)
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где

𝑞𝑖𝑗 = 𝑝(𝑥𝑖 ∼ 𝐹 (·; 𝜃𝑗)|𝑤𝑚, 𝜃
𝑚

) =
𝑤𝑚

𝑗 𝑝(𝑥𝑖; 𝜃
𝑚
𝑗 )∑︀𝑘

𝑙=1𝑤
𝑚
𝑙 𝑝(𝑥𝑖; 𝜃𝑚𝑙 )

. (4.14)

Так как параметры компонентов смеси независимы, соотношение (4.13) можно пред-
ставить в виде

𝜃𝑚+1
𝑗 = arg max

𝜃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑞𝑖𝑗 ln 𝑝(𝑥𝑖; 𝜃), 𝑗 ∈ 1, 𝑘. (4.15)

Параметры каждого компонента смеси настраиваются независимо, и связь между
ними осуществляется только через 𝑞𝑖𝑗 . В силу этого в дальнейшем индекс компо-
нента смеси будет опускаться, если в нём нет необходимости.

Задачу оптимизации (4.15) можно рассматривать как задачу оценки парамет-
ров максимального правдоподобия для взвешенной выборки с набором весов 𝑞 . Как
было сказано выше, функция правдоподобия для трёхпараметрического логнор-
мального распределения всегда является неограниченной сверху, и того же можно
ожидать и для случая взвешенной выборки. Это приводит к необходимости исполь-
зования иных методов оценки параметров компонентов распределения на каждой
итерации EM-алгоритма. Для этого можно использовать обобщения методов, опи-
санных в предыдущем разделе, на случай взвешенной выборки.

Метод локального максимума правдоподобия для случая взвешенной выбор-
ки можно получить из необходимых условий экстремума для (4.15):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕 ln𝐿
𝜕𝛾

=
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖
1

𝑥𝑖−𝛾

(︁
1 + ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇

𝜎2

)︁
= 0

𝜕 ln𝐿
𝜕𝜇

=
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖
ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇

𝜎2 = 0
𝜕 ln𝐿
𝜕𝜎

=
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖
1
𝜎

(︁
−1 + (ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇)2

𝜎2

)︁
= 0

(4.16)

Из второго и третьего уравнений выводятся аналитические формулы для оценок 𝜇

и 𝜎 :
𝜇(𝛾; 𝑞) =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖 ln(𝑥𝑖−𝛾∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖
,

𝜎2(𝛾; 𝑞) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖(ln(𝑥𝑖−𝛾)−𝜇)2∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖

,
(4.17)

а из первого — условие на 𝛾 :

𝜆(𝛾; 𝑞) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑞𝑖
𝑥𝑖 − 𝛾

(︂
1 +

ln(𝑥𝑖 − 𝛾) − 𝜇(𝛾; 𝑞)

𝜎2(𝛾; 𝑞)

)︂
. (4.18)

Метод моментов для случая взвешенной выборки можно получить, используя
взвешенные аналоги выборочных моментов. Для выборочного среднего, выбороч-
ной дисперсии и выборочного коэффициента асимметрии используются следующие
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формулы [28]:

𝑥 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖𝑥𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖

𝑠2 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖

(
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖)
2
−
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞
2
𝑖

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥)2

𝑎3 = 𝑚3

𝑠3
=

(
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖)
2

(∑︀𝑛
𝑖=1

𝑞𝑖)
3
−3

∑︀𝑛
𝑖=1

𝑞𝑖
∑︀𝑛

𝑖=1
𝑞2
𝑖
+2

∑︀𝑛
𝑖=1

𝑞3
𝑖

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖(𝑥𝑖−𝑥)3

(𝑠2)
3
2

(4.19)

Метод L-моментов для взвешенной выборки можно получить, если рассмат-
ривать веса элементов 𝑞𝑖 как количества их вхождений в выборку. Для этого домно-
жим их на 𝑛∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖
, чтобы сумма была равна числу элементов в выборке. Заметим,

что эта операция не повлияла бы на положение точки максимума взвешенной функ-
ции правдоподобия. Тогда можно рассмотреть обобщение выборочных L-моментов
(3.9) для взвешенной выборки:

𝑙𝑟 =

(︂
𝑛

𝑟

)︂−1∑︁∑︁
· · ·
∑︁

1≤𝑖1≤𝑖2≤···≤𝑖𝑟≤𝑛

1

𝑟

(︃
𝑟−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑟 − 1

𝑘

)︂
𝑥(𝑖𝑟−𝑘)

)︃
𝑟∏︁

𝑘=1

𝑞𝑖𝑘 . (4.20)

Если бы 𝑋 была выборкой с повторами, и каждое значение повторялось бы в ней
𝑞𝑖 раз, ровно так и выглядело бы выражение для 𝑙𝑟 . Можно показать, что, если
ввести обозначения 𝑣𝑖 =

∑︀
𝑗6𝑖 𝑞𝑗 , 𝑤𝑖 =

∑︀
𝑗>𝑖 𝑞𝑗 , 𝑡𝑖 = 𝑣𝑖−1 − 𝑤𝑖+1 , 𝑙1 , 𝑙2 и 𝑙3 можно

выразить в виде

𝑙1 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑞𝑖

𝑙2 = 1
𝑛(𝑛−1)

𝑥𝑖𝑞𝑖𝑡𝑖

𝑙3 = 2
𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑞𝑖

(︁
𝑡𝑖𝑣𝑖−2 −

∑︀
𝑗<𝑖−1 𝑞𝑗𝑣𝑗−

−𝑡𝑖𝑤𝑖+2 −
∑︀

𝑗>𝑖+1 𝑞𝑗𝑤𝑗 − 𝑞𝑖−1𝑤𝑖+1 − 𝑞𝑖+1𝑣𝑖−1

)︁ (4.21)

Здесь стоит особо отметить, что все эти оценки получаются за линейное от размера
выборки время.

Методы минимизации расстояния между теоретической и эмпирической функ-
циями распределения обобщаются на случай взвешенной выборки одним и тем же
образом — посредством использования взвешенной выборочной функции распреде-
ления 𝐹𝑛(𝑥) =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖I[𝑥>𝑥𝑖]∑︀𝑛

𝑖=1 𝑞𝑖
.

В работе [29] предлагается ещё одна модификация EM-алгоритма для разде-
ления смеси — так называемый «усечённый», или «сеточный», EM-алгоритм. Вместо
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смеси вида 𝑝(𝑥;𝑤, 𝜃) =
∑︀𝑘

𝑗=1𝑤𝑗𝑝(𝑥; 𝜃𝑗) и задачи оптимизации

max
𝑤,𝜃

𝑛∑︁
𝑖=1

ln 𝑝(𝑥𝑖;𝑤, 𝜃) (4.22)

рассматривается смесь вида 𝑝(𝑥;𝑤′, 𝜃
′
) =

∑︀𝐾
𝑗=1 𝑤

′
𝑗𝑝(𝑥; 𝜃′𝑗) с фиксированными пара-

метрами компонентов 𝜃′𝑗 ∈ 𝑇 и задача оптимизации

max
𝑤′

𝑛∑︁
𝑖=1

ln 𝑝(𝑥𝑖;𝑤
′, 𝜃

′
). (4.23)

Такая задача имеет сходство с задачей кого-то там [30]. Функция ln𝐿(𝑤′) =
∑︀𝑛

𝑖=1 ln 𝑝(𝑥𝑖;𝑤
′, 𝜃

′
)

носит название сеточной, или усечённой, функции правдоподобия. Для решения за-
дачи (4.23) предлагается использовать итерационный процесс, аналогичный соот-
ношению (4.12):

𝑞𝑖𝑗 =
𝑤′𝑚

𝑗 𝑝(𝑥𝑖; 𝜃
′𝑚
𝑗 )∑︀𝐾

𝑙=1𝑤
′𝑚
𝑙 𝑝(𝑥𝑖; 𝜃′𝑚𝑙 )

(4.24)

𝑤′𝑚+1
𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑞𝑖𝑗
𝑛

, 𝑗 = 1, 𝐾 (4.25)

Поскольку EM-алгоритм является монотонным [27], а оптимизируемая функция —
вогнутой [29], такая оптимизационная процедура сходится к глобальному макси-
муму сеточной функции правдоподобия. Если элементы множества параметров 𝑇

лежат близко к истинным параметрам смеси, то можно рассчитывать на высокую
точность аппроксимации истинного распределения данных полученной смесью с
фиксированными компонентами. В частности, если в качестве множества 𝑇 взять
сетку в пространстве параметров Θ , то при достаточно маленьком шаге можно
ожидать, что оптимизационная процедура сойдётся примерно к тем же компонен-
там и тем же весам, что образуют истинное распределение.

4.3 Метод минимизации расстояния

Для решения задачи разделения смеси также можно использовать методы
минимизации расстояния, описанные в подразделе 3.4. Задача оптимизации при
этом имеет следующие отличия от случая одного распределения:

1. задача оптимизации является условной с ограничениями типа равенство, по-
скольку сумма весов должна быть равна 1;
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Таблица 4.1. Время работы алгоритмов

Метод EM netEM EM-мом. EM-L-мом. КС КрфМ АД Кйп Уот
Время, с 0.5 41.19 0.26 0.14 5.05 20.57 27.9 3.97 16.53

2. размерность задачи непостоянна: количество компонент в смеси равняется 𝑘 ,
то количество параметров распределения и, соответственно, размерность за-
дачи— 4𝑘 .

4.4 Тестирование

Тестирование методов проводилось на данных длиной 10000 о задержках при
пересылке сообщений длиной 5000 байт от фиксированного отправителя фиксиро-
ванному получателю на системе BlueGene/P. На каждом наборе данных запускались
EM-алгоритм, его модификации с заменой метода оптимизации параметра, сеточ-
ный EM-алгоритм и все методы оптимизации расстояния. Результаты для одной
из выборок приведены на рис. 4.1, 4.2 и в таб. 4.1. По результатам анализа можно
сделать следующие выводы:

1. методы минимизации расстояний слишком медленные для оценки моделей;

2. сеточные методы дают слишком громоздкую модель, к тому же могут пере-
обучаться;

3. модификации EM-алгоритма дают приемлемое решение, причём очень быстро.

4.5 Заключение

В главе проведён анализ методов разделения смесей 3LN. Выбраны мето-
ды, которые будут использоваться для построения модели при анализе выполнения
обобщённых метрических характеристик. Также доказана теорема об идентифици-
руемости семейства распределений 3LN.
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Рис. 4.1. Плотность смеси распределений, восстановленная по данным EM-
алгоритмом и его модификациями
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Рис. 4.2. Плотность смеси распределений, восстановленная по данным методами
минимизации расстояний
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Глава 5

Обобщённые метрические

характеристики кластера

Как уже было сказано в главе 2, проверка выполнения метрических характе-
ристик формализуется как проверка стохастического доминирования. Задачей ра-
боты является построение модели задержек для проверки стохастического домини-
рования, причём модель должна как можно лучше сохранять информацию о полной
выборке. Проверка стохастического доминирования с использованием полных вы-
борок формализуется как проверка статистической гипотезы.

5.1 Проверка гипотезы о доминировании

Для проверки стохастического доминирования в настоящей работе исполь-
зовался критерий Баррета — Дональда [31]. Нулевой гипотезой служит наличие до-
минирования первого порядка величины 𝑋 над величиной 𝑌 , альтернативой — его
отсутствие:

𝐻0 : 𝐹𝑋(𝑧) ≤ 𝐹𝑌 (𝑧)∀𝑧
𝐻1 : ∃𝑧 : 𝐹𝑋(𝑧) > 𝐹𝑌 (𝑧)

(5.1)

Статистика критерия имеет вид

𝑇 (𝑋𝑁 , 𝑌 𝑀) =

√︂
𝑁𝑀

𝑁 + 𝑀
sup
𝑧

(𝐹𝑋𝑁(𝑧) − 𝐹𝑋𝑀(𝑧)), (5.2)

где 𝑀,𝑁 — величины выборок, 𝐹𝑋𝑁(𝑧) = 1
𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1 I[𝑧 > 𝑥(𝑖)] , 𝐹𝑌𝑀(𝑧) = 1

𝑀

∑︀𝑀
𝑗=1 I[𝑧 >

𝑦(𝑗)] — эмпирические функции распределения выборок 𝑋𝑁 и 𝑌 𝑀 соответственно.
Следует заметить, что, поскольку эмпирические функции распределения кусочно-
постоянны, величину (𝐹𝑋𝑁(𝑧) − 𝐹𝑋𝑀(𝑧)) достаточно вычислять в 𝑧 ∈ 𝑋𝑁 ∪ 𝑌 𝑀 .
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Для аппроксимации распределения статистики (5.2) используется перестано-
вочный метод. Из совокупности 𝑋𝑁 ∪ 𝑌 𝑀 𝑅 раз генерируются выборки 𝑋̂𝑁

𝑖 и
𝑌 𝑀
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑅 , и 𝑝 -значение критерия приближённо вычисляется как

𝑝 =
1

𝑅

𝑅∑︁
𝑖=1

I[𝑇 (𝑋̂𝑁
𝑖 , 𝑌 𝑀

𝑖 ) > 𝑇 (𝑋𝑁 , 𝑌 𝑀)] (5.3)

5.2 Использование модели задержек

Проверка стохастического доминирования с использованием модели задер-
жек — это проверка выполнения неравенства между функциями распределения, за-
дающимися соответствующей моделью. Для этого использовалось сравнение функ-
ций в точках сетки: 𝑋 доминирует 𝑌 , если 𝐹𝑋(𝑧) − 𝐹𝑌 (𝑧) < 𝜀 ∀𝑧 = 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 .
В работе использовалась равномерная сетка из 21 узла с крайними значениями,
соответствующими максимуму и минимуму соответствующих выборок; 𝜀 = 0.05 .

В случае проверки монотонности функции распределения представляют со-
бой обычные смеси 3LN распределений; при проверке неравенства треугольника
и неделимости функция распределения суммы задержек вычислялась по формуле
свёртки 𝐹𝑋+𝑌 (𝑧) =

∫︀ +∞
−∞ 𝐹𝑌 (𝑧 − 𝑡)𝑝𝑋(𝑡) d𝑡 . Заметим, что, поскольку 3LN распреде-

ление имеет минимальное значение, пределы интегрирования можно брать конеч-
ными.

5.3 Тестирование

Проверка выполнения метрических характеристик проводилась для супер-
компьютеров Ломоносов и BlueGene/P. Для выборок задержек сначала проводи-
лась проверка статистической гипотезы о доминировании. После этого строились
модели этих задержек, и решался вопрос о неравенстве соответствующих функций
распределения. Для построения моделей использовался EM-алгоритм, а также его
модификации с использованием моментов и L-моментов: как показало исследова-
ние, проведённое в главе 4, они достаточно точные и очень быстрые. Результаты
сравнивались между собой. Ответ, полученный проверкой статистических гипотез,
считался истинным. Точность проверки с использованием моделей приводится в
таб. 5.1 и 5.3, время работы методов приведено в таб. 5.2 и 5.4. Видно, что результа-
ты получаются достаточно точными (для суперкомпьютера BlueGene/P результаты
проверки через полные выборки и через модели полностью совпали), причём мето-
ды проверки с использованием моделей в разы, а то и в десятки раз быстрее.
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Таблица 5.1. Точность проверки с использованием моделей, с/к Ломоносов

Монотонность Нерав-во треуг. Неделимость
EM-алгоритм 84% 95% 99%

EM + моменты 81% 97% 96%
EM + L-моменты 82% 97% 99%

Таблица 5.2. Среднее время работы, секунды, с/к Ломоносов

Монотонность Нерав-во треуг. Неделимость
EM-алгоритм 2.17 7.12 6.52

EM + моменты 2.19 7.75 6.58
EM + L-моменты 1.2 6.75 8.72

Проверка гипотезы 11.29 41.26 34.77

Таблица 5.3. Точность проверки с использованием моделей, с/к BlueGene/P

Монотонность Нерав-во треуг. Неделимость
EM-алгоритм 100% 100% 100%

EM + моменты 100% 100% 100%
EM + L-моменты 100% 100% 100%

Таблица 5.4. Среднее время работы, секунды, с/к BlueGene/P

Монотонность Нерав-во треуг. Неделимость
EM-алгоритм 2.85 5.0 5.95

EM + моменты 1.34 3.81 3.79
EM + L-моменты 1.09 2.60 2.83

Проверка гипотезы 45.3 121.73 169.16

33



5.4 Выводы

По результатам работы показано, что моделирование задержек даёт доста-
точно точный и очень быстрый способ проверки выполнения обобщённых метриче-
ских условий.
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Глава 6

Заключение

В работе рассмотрен способ моделирования задержек в коммуникационной
сети вычислительного кластера для решения задач тестирования и динамического
планирования. Предложены и исследованы несколько способов оценки параметров
модели. С использованием рассматриваемой модели задержек проведена проверка
выполнения обобщённых метрических характеристик коммуникационной сети мно-
гопроцессорных систем «Ломоносов» и BlueGene/P. Было показано, что использова-
ние модели позволяет при незначительных потерях качества значительно ускорить
процесс тестирования по сравнению с использованием полных выборок.
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[15] Diana B́ılková. «Three-parametric lognormal distribution and estimating its parameters
using the method of L-moments». В: Reprodukce lidského kapitálu. Дек. 2011.
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