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Ââåäåíèå

Â ðàìêàõ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ðàçðàáîòàí íîâûé ïî äõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïî-

èñêà íàèáîëåå âåðîÿòíûõ êîíôèãóðàöèé ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé: ñóáìîäóëÿðíàÿ ðåëàêñà-

öèÿ (submodular relaxation, SMR). Ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå

ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, à òàêæå ñðàâíåíèå åãî ñ àíàëîãàìè.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì öèôðîâûõ òåõíîëîãèé â ïîñëåäíèå 1 0-

15 ëåò ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè áîëüøîãî êîëè÷åñò âà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé

âûñîêîóðîâíåâîé èíôîðìàöèè: èçîáðàæåíèé, âèäåî, çâóêà, è ò. ä. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ

äàííûõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ çàâèñèìîñòåé èëè ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð,

íà ôîòîðåàëèñòè÷íûõ èçîáðàæåíèÿõ öâåòà ñîñåäíèõ òî÷åê (ïèêñåëåé) ÷àùå âñåãî ñèëüíî êîððå-

ëèðîâàíû, íà âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ êîððåëèðîâàíû öâå òà íå òîëüêî ñîñåäíèõ ïèêñåëåé, íî

è öâåòà îäíîãî è òîãî æå ïèêñåëÿ íà ñîñåäíèõ êàäðàõ. Ïðè àíàëèçå òàêèõ äàííûõ ìíîãèå êëàñ-

ñè÷åñêèå ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçî â, îðèåíòèðîâàííûå íà ðàáîòó ñ

âûáîðêàìè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îêàçûâàþòñÿ íåï ðèìåíèìûìè èëè íå ïîêàçûâàþò

õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ.

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñêàçàíèè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí íà

îñíîâå íàáëþäàåìûõ. Ìîæíî âûäåëèòü äâà òèïà çàäà÷ ðàñïîçíà âàíèÿ, ñâÿçàííûõ ñî ñòðóêòóðè-

ðîâàííûìè äàííûìè:

1. ïðåäñêàçàíèÿ âñåõ íåíàáëþäàåìûõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿþòñÿ íåçàâèñèìî;

2. ïðåäñêàçàíèÿ íåíàáëþäàåìûõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííî.

Çàäà÷è ïåðâîãî òèïà îáëàäàþò ñòðóêòóðîé íà óðîâíå îïèñàíèÿ äàííûõ, íî íå îáëàäàþò

åé íà óðîâíå âûõîäà àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ. Ïðèìåðàìè çàä à÷ ïåðâîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ çàäà-

÷è êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé (äëÿ èçîáðàæåíèÿ îïðåäåëèòüê êàêîìó êëàññó îíî îòíîñèòñÿ:

âíóòðè ïîìåùåíèÿ èëè ñíàðóæè, íàçâàíèå ñòðàíû, â êîòîðîé ñä åëàíà ôîòîãðàôèÿ), çàäà÷è îïðå-

äåëåíèÿ ãîâîðÿùåãî ïî çâóêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â ïðåä ïîëîæåíèè, ÷òî âñ¼ âðåìÿ ãîâîðèò

îäèí ÷åëîâåê), è äð. Çàäà÷è âòîðîãî òèïà îáëàäàþò ñòðóêòóðîé êàê íà óðîâíå îïèñàíèÿ äàííûõ,

òàê è íà óðîâíå âûõîäà àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ. Ïðèìåðàìè ò àêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ñåãìåíòàöèÿ
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èçîáðàæåíèé (ñîïîñòàâëåíèå ìåòêè êëàññà êàæäîìó ïèêñåëþ), îòñëåæèâàíèå (òðåêèíã) îáúåêòà

íà âèäåî, âîññòàíîâëåíèå ïðîèçíåñ¼ííîé ôðàçû ïî çâóêîçàïè ñè, è ò. ä.

Â ðåøåíèè çàäà÷ ïåðâîãî òèïà â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîìèíèðóþò íå éðîííûå ñåòè íîâîãî ïî-

êîëåíèÿ [ 83, 48] (ãëóáèííîå îáó÷åíèå, deep learning). Äàííàÿ ïàðàäèãìà äåëàåò ïîïûòêó ïîëó÷èòü

ïî äàííûì ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå, ñîäåðæàùåå ïðåäñòàâëåíèå âíóòðåííèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ìå-

òîäû, îñíîâàííûå íà ãëóáèííîì îáó÷åíèè, ïîêàçûâàþò ëó÷øèå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòû

ïðè ðåøåíèè áîëüøîãî ÷èñëà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè èçîáðà-

æåíèé ïî ñàìîé áîëüøîé îòêðûòîé áàçå èçîáðàæåíèé ImageNet [ 75]).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîãî òèïà áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüç óåòñÿ àïïàðàò, òàê íàçûâà-

åìûõ, ãðàôè÷åñêèõ ìîäåëåé [20, 129]. Äàííûé ïîäõîä äåëàåò ïîïûòêó íàïðÿìóþ ìîäåëèðîâàòü

çàêîíîìåðíîñòè äàííûõ, çàòðàãèâàþùèå êàê ïðèçíàêîâîå îïè ñàíèå, òàê è ðåçóëüòàò ðàñïîçíà-

âàíèÿ. Îáû÷íî ïîä ãðàôè÷åñêîé ìîäåëüþ ïîíèìàåòñÿ âåðîÿòíî ñòíàÿ ìîäåëü, çàäàþùàÿ ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïåðåìåííûõ, ñò ðóêòóðà çàâèñèìîñòåé â êîòîðîì

çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè ãðàôà èëè ãèïåðãðàôà. Âàæíûì îòëè÷èåì ì åòîäîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ãðàôè-

÷åñêèì ìîäåëÿì, îò ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà 1 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ íå

òîëüêî çàäà÷à îáó÷åíèÿ ìîäåëè (íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ ïî íàá ëþäàåìûì äàííûì), íî è çàäà÷à

ðàñïîçíàâàíèÿ íîâîãî îáúåêòà ïî óæå îáó÷åííîé ìîäåëè.

Îäèí èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðì óëèðîâêå è ðåøåíèþ çàäà-

÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âòîðîãî òèïà îñíîâàí íà ïîèñêå ìîäû ñîâìåñ òíîãî àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ (maximum a posteriori estimation, MAP-inference). Çàäà÷à ïîèñêà

ìîäû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè (ëèáî íåïðåðûâíîé, ëèáî äèñêðåòíîé). ×àñòî ðàñïðåäåëå-

íèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ìíîæèò åëåé � ôàêòîðîâ, è ðàáîòàòü ñ íèì

â òàêîì âèäå íåóäîáíî. Â ýòîì ñëó÷àå áåðóò îòðèöàòåëüíûé ëîãàðèôì àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ è ïåðåõîäÿò ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ìèíèìèçàöèè. Ìè íèìèçèðóåìóþ ôóíêöèþ îáû÷íî

íàçûâàþò ýíåðãèåé1. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè â îáùåì ñëó÷à å ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé [113], íà ïðàêòèêå å¼ ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷àòü ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì,

íàïðèìåð, ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëÿòü àïîñòåðèîðíûå ìàðãèíàëü íûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ÷àñòî âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ïîäçàäà÷è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî íàáëþäàåìûì äàííûì. Íàèáîë åå èçâåñòíûì ìåòîäîì, â êîòî-

ðîì âîçíèêàåò ïîäçàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûé ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ

(structured support vector machine, SSVM) [122, 124]. SSVM ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîãî òèïà, ò. ê. â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåâîñõîäèòàëüòåðíàòèâíûå ìåòîäû êàê ïî

êà÷åñòâó, òàê è ïî ñêîðîñòè ðàáîòû [95, 100].

1 Òåðìèí ýíåðãèÿ èñïîëüçóåòñÿ èç-çà ñâÿçè ñ ïîíÿòèåì ïîòåíöè àëüíîé ýíåðãèè èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè [92].
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Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, â êîòîðîé, âî-ïåðâûõ,

âñå ïåðåìåííûå ýíåðãèè äèñêðåòíû (çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåð ãèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äèñêðåòíîé

îïòèìèçàöèè), è, âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ïðåäñò àâëåíèå ýíåðãèè â âèäå ñóììû ñëàãà-

åìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ çàâèñèò îò íåáîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåí íûõ (îïð. 1.1). Çàäà÷àì ìèíèìè-

çàöèè òàêèõ ýíåðãèè óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå êàê îòå÷åñòâåííûìè[8, 2, 3, 4, 9], òàê è çàðóáåæíûìè

ó÷¼íûìè (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [ 21, 54]).

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ ïîÿâèëà ñü äîñòàòî÷íî äàâíî: â îòå-

÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå îíà èññëåäîâàëàñü åù¼ â 70-õ â ðàáîòàõ Ì. È. Øëåçèíãåðà [ 8]. Â çàïàäíîé

ëèòåðàòóðå ïåðâûå ðàáîòû (èç èçâåñòíûõ àâòîðó) ïîÿâèëèñü âíà÷àëå 80-õ: Ãèìàí è Ãèìàí [ 41],

Áëåéê è Öèññåðìàí [21] ñôîðìóëèðîâàëè çàäà÷ó èìåííî â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà ÷àñò î ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ñåé÷àñ, à òàêæå ïðåäëîæèëè àëãîðèòì èìèòàöèèîòæèãà (simulated annealing) äëÿ

å¼ ðåøåíèÿ. Âåõîé â ðàçâèòèè äàííîé çàäà÷è ñòàëè ðàáîòû Ïåðëà [99], â êîòîðûõ áûëè ñôîðìó-

ëèðîâàíû àëãîðèòìû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé è îôîðìèëîñü ïîíèìà íèå òîãî, ÷òî åñëè ãðàô ýíåðãèè

íå ñîäåðæèò öèêëîâ, òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Âàæíûé êëàññ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ìèíèìèçàöèþ çà ïîëèíîìè àëüíîå âðåìÿ, � ñóáìî-

äóëÿðíûå ôóíêöèè áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ � áûë èçâåñòåí ñðåäè ñ ïåöèàëèñòîâ ïî äèñêðåòíîé

îïòèìèçàöèè åù¼ â 60-õ ãîäàõ [46]. Â êîíöå 80-õ ãîäîâ Ãðåéã [44] è äð. âïåðâûå èñïîëüçîâàëè

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ïðè ïîìîùè ïîñòð îåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ

ãðàôîâ, â çàäà÷å ïîäàâëåíèÿ øóìà íà áèíàðíûõ èçîáðàæåíèÿõ. Â íà÷àëå 00-õ ãîäîâ ðàáîòû Áîé-

êîâà è äð. [24, 26], Êîëìîãîðîâà è Çàáè [ 68] ïîëîæèëè íà÷àëî àêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ðàçðåçîâ

ãðàôîâ â êîìïüþòåðíîì çðåíèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ çàäà÷, ðå øàåìûõ ïðè ïîìîùè ìèíèìèçà-

öèè ýíåðãèè, ìîæíî ïðèâåñòè ñòåðåî-ñîïîñòàâëåíèå [ 24], ñåãìåíòàöèþ èçîáðàæåíèé [26, 114],

âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíûõ îáëàñòåé èçîáðàæåíèÿ (inpainting) [94], ñåãìåíòàöèþ òð¼õìåðíûõ

îáúåêòîâ [85, 12]. Ïî ìåðå ðîñòà ÷èñëà ïðèëîæåíèé ïîäõîäà ïðîèñõîäèë ðîñò è ð àçìåðîâ çàäà÷,

è ñëîæíîñòè èñïîëüçóåìûõ ïîòåíöèàëîâ. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ è ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé áûëî

ðàçðàáîòàíî áîëüøîå ÷èñëî ïîòåíöèàëîâ, ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòû âàòü ñëîæíûå âûñîêîóðîâíåâûå

ñâîéñòâà îáúåêòîâ [61, 86, 93, 88].

Íàèáîëåå èçó÷åíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè â ñëó÷àå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé, ò. å. ýíåð-

ãèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóììàìè ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì î ò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ [ 120, 54] ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé

ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü ì íîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ñ

òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Â ñëó÷àå æå íå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýí åðãèé (ýíåðãèé ñ ïîòåíöèàëàìè,

çàâèñÿùèìè îò áîëåå 2-õ ïåðåìåííûõ) àðñåíàë ñóùåñòâóþùèõ ì åòîäîâ ãîðàçäî áîëåå ñêðîìåí.

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ëèáî ïîçâîëÿþò ìèíèìèçèðîâàòü ïîòåíö èàëû î÷åíü ñïåöèàëüíûõ âè-
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äîâ [ 61, 32, 80], ëèáî ðàáîòàþò íåäîñòàòî÷íî áûñòðî [ 104, 71], ëèáî îáëàäàþò îäíîâðåìåííî

îáîèìè íåäîñòàòêàìè [ 86, 93].

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ìè-

íèìèçàöèè ýíåðãèè ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, êîòîðû é äîëæåí áûòü, âî-ïåðâûõ, ïðè-

ìåíèì ê ýíåðãèÿì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, à, âî-âòîðûõ, äîëæ åí ïðåâîñõîäèòü ñóùåñòâóþùèå

àíàëîãè íà çàäà÷àõ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè íåêîòîðûõ òèïîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûë âûáðàí ïîäõîä, îñíîâà í-

íûé íà ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé, çàòðóäíÿþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è. ×àñòíûì ñëó÷àåì

ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ (dual de composition), ïðèìåí¼ííàÿ äëÿ çà-

äà÷ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè â ðàáîòàõ Êîìîäàêèñà è äð.[73, 71], Âóäôîðäà è äð. [135], Çîíòàãà è

äð. [117]. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà, âûõîäÿùèé çà

ðàìêè äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè. Òàêæå äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäà àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ àëãî-

ðèòìû ïîñòðîåíèÿ ðàçðåçîâ ãðàôîâ [ 23] è èõ äèíàìè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé [59].

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Íîâûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè: ñóá ìîäóëÿðíàÿ ðåëàêñàöèÿ.

2. Äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ðÿäó ñóùåñòâóþùèõ àíàëîãîâ â

ñëó÷àÿõ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé è ýíåðãèé ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñïå-

öèàëüíîãî âèäà.

3. Àëãîðèòì ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäúåìà äëÿ ìàêñèìèçàöèè íèæí åé îöåíêè, ïîñòðîåííîé â

ðàìêàõ ïîäõîäà ñóáìîäóëÿðíîé ðåëàêñàöèè, ïðèìåíèìûé â ñëó ÷àå àññîöèàòèâíûõ ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé.

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå âñåõ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ, ñîäåðæàùåå èõ ñðàâíåíèå

ñ ñóùåñòâóþùèìè àíàëîãàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå íîâîãî ïîäõîäà ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè; ïîëó÷åíèè ðÿäà òåîðåòè÷ åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, âêëþ÷àþùèõ

â ñåáÿ ôîðìóëèðîâêè ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì ìèðîâàíèÿ; ýêñïåðèìåíòàëüíîì

èññëåäîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, ñîñòîÿùåì â ñðàâíåíè è ñ àíàëîãàìè è äåìîíñòðàöèè ïðè-

ìåíèìîñòè íà ïðàêòèêå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàêðûò öåëûé ðÿä âî-

ïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîÿâëåíèè íîâîãî ñåìåéñòâà íèæíèõ îöåíîê (ñóáìîäóëÿðíàÿ ðåëàêñà-

öèÿ), îñíîâàííûõ íà ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåí òî÷íûé âèä çàäà÷è ëèíåéíîãî
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ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèå êîòîðîé ýêâèâàëåíòíî íàèëó÷øå é íèæíåé îöåíêå; ïðîâåäåí òåîðå-

òè÷åñêèé àíàëèç ñâîéñòâ ñåìåéñòâà îöåíîê; ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïîèñêà íàèëó÷øåé íèæíåé

îöåíêè â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ñåìåéñòâà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì

íà ðÿäå âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (ýíåðãèè ñ ðàçðåæåííûìè ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ)

îêàçûâàåòñÿ áûñòðåå àíàëîãîâ, è, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ øàãîì â íàïðàâëåíèè áîëåå øèðîêîãî

èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè íà ïðàêòèêå .

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè òåî-

ðåì è ïîäðîáíûìè îïèñàíèÿìè ýêñïåðèìåíòîâ, äîïóñêàþùèìè â îñïðîèçâîäèìîñòü.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñå-

ìèíàðå ãðóïïû áàéåñîâñêèõ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ êàôå äðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ÂÌÊ ÌÃÓ, à òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþù èõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìïüþòåðíîìó çðåíèþ è ðàñ ïîçíàâàíèþ îáðàçîâ

(Computer Vision and Pattern Recognition, CVPR), 2010. [31]

2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè¿ (ÈÎÈ), 2010.

[128, 77]

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìïüþòåðíîìó çðåíèþ è ðàñ ïîçíàâàíèþ îáðàçîâ

(Computer Vision and Pattern Recognition, CVPR), 2011. [97]

4. Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿ (ÌÌÐÎ),

2011. [7]

5. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñèñòåìû îáðàáîòêè íåéðîèíô îðìàöèè¿ (Neural Information

Processing Systems, NIPS), ñåêöèÿ ¾Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè¿

(discrete optimization in machine learning, DISCML), 2011. [127]

6. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñèñòåìû îáðàáîòêè íåéðîèíô îðìàöèè¿ (Neural Information

Processing Systems, NIPS), 2012. [33]

7. Åâðîïåéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìïüþòåðíîìó çðåíèþ (Europ ean Conference on Computer

Vision, ECCV), ñåêöèÿ ¾Ìîäåëè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è ãëîáàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â êîìïüþ-

òåðíîì çðåíèè¿ (Higher-Order Models and Global Constraints in Computer Vision), 2012. [96]

8. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîìïüþòåðíîìó çðåíèþ è ðàñ ïîçíàâàíèþ îáðàçîâ

(Computer Vision and Pattern Recognition, CVPR), 2013. [64]
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Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â 11 ïå÷àòíûõ èçäàíè-

ÿõ [7, 31, 32, 33, 64, 76, 77, 96, 97, 127, 128], 7 èç êîòîðûõ âõîäÿò â ñïèñîê èçäàíèé, ðåêîìåí-

äîâàííûõ ÂÀÊ [ 31, 32, 33, 64, 76, 96, 97], 4 � ñáîðíèêè äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé [ 7, 77, 127, 128].

Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû âêëþ÷àëèñü â îò÷¼òûïî ïðîåêòàì ÐÔÔÈ 08-01-00405,

12-01-31254, 12-01-00938, 12-01-33085, è ïî ïðîåêòó ÌÊ 3827.2010.9.

Ëè÷íûé âêëàä äèññåðòàíòà çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè îñíîâíîãî îáú¼ìà òåî ðåòè÷åñêèõ è

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, èçëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, âêëþ÷àÿ ðàçðàáîòêó

òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìåòîäèê ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé,

àíàëèç è îôîðìëåíèå ðåçóëüòàòîâ â âèäå ïóáëèêàöèé è íàó÷íûõäîêëàäîâ. Ê ëè÷íîìó âêëàäó

äèññåðòàíòà íå îòíîñèòñÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Îáú¼ì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çà-

êëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èëëþñòðàöèé (19 ï.), ñïèñêà òàáëèö (2 ï.),ñïèñêà ëèòåðàòóðû (139 ï.) è îäíîãî

ïðèëîæåíèÿ. Îáùèé îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò � 121 ñòð.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ãëàâàì.

Â ãëàâå1 ââîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâîäèòñÿ ôîðìàëüíà ÿ ïîñòàíîâêà çàäà-

÷è. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèè. Â çàêëþ÷åíèè äàííîé ãëàâû ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíîå îï èñàíèå íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ îï-

òèìèçàöèè ýíåðãèè, èìåþùèõ íàèáîëåå áëèçêîå îòíîøåíèå ê íà ñòîÿùåé ðàáîòå:

1. àëãîðèòìû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè â

ñëó÷àå àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà [99] è ôàêòîð-ãðàôà [20];

2. àëãîðèòìû òî÷íîé ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåð ãèé, çàâèñÿùèõ îò áèíàð-

íûõ [ 68] è ìíîãîçíà÷íûõ [ 30] ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíûõ

ðàçðåçîâ ãðàôîâ;

3. ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, îñíîâàííû å íà èòåðàòèâíîì ïîñòðîå-

íèè ðàçðåçîâ ãðàôîâ [24];

4. ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, îñíîâàííû å íà ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè

äèñêðåòíîé çàäà÷è è äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè [ 73, 71].

Â ãëàâå2 ïðèâåäåíî ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñóáì îäóëÿðíîé ðåëàêñà-

öèè. Ñíà÷àëà èçëîæåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîäõîäà � ñóáìîäóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ [ 97], ïðèìåíèìûé

â ñëó÷àå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ àññîöèàòèâíûõ ýíåðãèé. Äàëåå èçëàãàåòñÿ ïîäõîä â îáùåì âèäå.

Çàâåðøàåò äàííóþ ãëàâó îïèñàíèå ðàñøèðåíèÿ ïîäõîäà íà ñëó÷àé íåñóáìîäóëÿðíîãî ëàãðàí-

æèàíà, à òàêæå îïèñàíèå ñïîñîáà ó÷¼òà ãëîáàëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà èíäèêàòîðíûå

ïåðåìåííûå.



10

Â ãëàâå3 ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà â îáùåì âèäå è

äâóõ åãî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ: ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå àññîöèàòèâíûå ýíåðãèè è ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå

íåàññîöèàòèâíûå ýíåðãèè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

ðåøåíèþ êîòîðîé ýêâèâàëåíòåí êàæäûé ìåòîä (òåîðåìû 1-5). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèâî-

äÿòñÿ è äëÿ ñëó÷àåâ íàëè÷èÿ ëèíåéíûõ ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (òåîðåìû 6-8).

Ãëàâà4 ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, ïîñâÿù¼ííîå ðàçëè÷íûì âîïðîñàì, ñâÿçàí-

íûì ñ ìàêñèìèçàöèåé íèæíåé îöåíêè, âîçíèêàþùåé ïðè cóáìîäó ëÿðíîé ðåëàêñàöèè. Ïðîâîäèò-

ñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ òî÷êè ìàêñèìóìà, ôîðìóëèðóþòñÿ ïîíÿòèÿ ñèëüíîé è

ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèç ïðèìåíèìîñòè ð àçëè÷íûõ ìåòîäîâ âûïóêëîé îïòè-

ìèçàöèè êîíêðåòíîé ôóíêöèè, âîçíèêàþùåé â ðàìêàõ ïðåäëàãà åìîãî ïîäõîäà. Ôîðìóëèðóåòñÿ

ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäú¼ìà äëÿ ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îöå íêè. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü

ìåòîäà è ðÿä ñâîéñòâ òî÷êè ñõîäèìîñòè (òåîðåìà 9).

Ãëàâà5 ïîñâÿùåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ïîäõîäà ñóáìî äóëÿðíîé ðåëàêñà-

öèè. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, à òàêæå ñðàâíåíèå ñ àíàëîãàìè

äëÿ ñëó÷àåâ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ àññîöèàòèâíûõ ôóíêöèé, ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêî-

ãî ïîðÿäêà, íåàññîöèàòèâíûõ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ïîòåíöè àëîâ. Ïîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìîñòü

ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà äëÿ çàäà÷ ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé èñåãìåíòàöèè ìàãíèòîãðàìì Ñîëí-

öà.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Äìèòðèþ

Ïåòðîâè÷ó Âåòðîâó çà âíèìàíèå, àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàáîòå è âîñïèòàíèå; ñîðóêîâîäèòåëþ

Äìèòðèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Êðîïîòîâó çà ïîíèìàíèå è ëè÷íûé ïðè ìåð; æåíå, ðîäèòåëÿì è áðàòó

çà ïîääåðæêó è òåðïåíèå; ñîàâòîðàì Þðèþ Áîéêîâó, Ýíäðþ Äåëî íãó, Âëàäèìèðó Êîëìîãîðîâó,

Ïóøìèòó Êîëè çà ñîâåòû è ñîòðóäíè÷åñòâî; à òàêæå ñòóäåíòó Àëåêñàíäðó Íîâèêîâó çà ïëîäî-

òâîðíûå äèñêóññèè.
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1. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè äèñêðåòíûõ

ýíåðãèé

Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ íîòàöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû, ïðèâîäèòñÿ ôîð-

ìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà ðåøàåìîé çàäà÷è (çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýí åðãèè). Ïðîâîäèòñÿ êðàòêèé îá-

çîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, à òàêæå ïîäðîáíûé îáçîð ãðóïïû ìåòîäîâ,

èìåþùèõ íàèáîëåå áëèçêîå îòíîøåíèå ê íàñòîÿùåé ðàáîòå: àëã îðèòìû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íà

ãðàôàõ è ôàêòîð-ãðàôàõ, àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè ðàçðåçîâ

ãðàôîâ, ðåëàêñàöèîííûå àëãîðèòìû.

1.1. Íîòàöèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå äàþòñÿ áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è ââîäèòñÿ íîòàöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîé

ðàáîòå. Çà îñíîâó âçÿòà íîòàöèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â ðàáîòàõ [133, 17].

Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô G = ( V; C), ãäåV � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí, C � êîíå÷íîå

ìóëüòèìíîæåñòâî ãèïåðð¼áåð � ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âåðøè í V: C � 2V .

Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå ãèïåðãðàôài 2 V ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ x i , ïðèíèìàþùàÿ çíà-

÷åíèÿ èç êîíå÷íîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ìåòîê P. Äëÿ ëþáîãî ãèïåððåáðàC 2 C ñèìâîëîì x C

îáîçíà÷èì êîðòåæ ïåðåìåííûõ, èíäåêñû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó C: x C = ( x i j i 2 C)1,

à ñèìâîëîì XC � ñîâìåñòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ: XC = �
i 2 C

P, X i = P. Ïðè

îáîçíà÷åíèè êîðòåæà âñåõ ïåðåìåííûõ èç V è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ èíäåêñ V

áóäåì îïóñêàòü: x , X .

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâ¼ì ýíåðãèåé, çàäàííîé íà ãèïåðãðàôå G, ôóíêöèîíàë ñëåäóþùåãî âèäà:

E(x ) =
X

i 2V

� i (x i ) +
X

C2C

� C (x C ): (1.1)

1 Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå âåðøèíV çàäàí ïîëíûé ïîðÿäîê (íóìåðàöèÿ 1; : : : ; jVj). Ïðè

ïåðåõîäå îò ïîäìíîæåñòâà C ìíîæåñòâà V (íåóïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà âåðøèí) ê êîðòåæó x C (óïîðÿäî÷åííîìó

íàáîðó ïåðåìåííûõ) óïîðÿäî÷èâàíèå ýëåìåíòîâ áóäåì ïðîâîä èòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîðÿäêîì.
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Çäåñü ôóíêöèîíàëû� i : P ! R íàçûâàþòñÿ óíàðíûìè ïîòåíöèàëàìè, à ôóíêöèîíàëû � C : XC !

R � ïîòåíöèàëàìè, çàäàííûìè íà ãèïåðð¼áðàõ.

Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé i 2 V ìíîæåñòâî C(i ) � C ñîäåðæèò ãèïåðð¼áðà, èíöèäåíòíûå

ïåðåìåíîé i : C(i ) = f C j C 2 C; i 2 Cg.

Ïîðÿäêîì ïîòåíöèàëà � C íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âåðøèí, âõîäÿùåå â ìíîæåñòâî C. Ïî-

ðÿäîê óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ ðàâåí 1. Ïîòåíöèàëû ïîðÿäêà 2 íàçîâ¼ì ïàðíûìè , ïîòåíöèàëû

áîëüøèõ ïîðÿäêîâ � ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ . Ïîòåíöèàëû, äëÿ êîòîðûõ ìîùíîñòè ãè-

ïåððåáåð ðàâíû îáùåìó êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ jVj, íàçîâ¼ì ãëîáàëüíûìè . Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

çíà÷åíèé óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû � ix i = � i (x i ) = � f i g(x f i g), ïàðíûõ �

� ij;x i x j = � ij (x i ; x j ) = � f i;j g(x f i;j g), ïîòåíöèàëîâ ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ � � C;x C = � C (x C ).

Ýíåðãèè, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç óíàðíûõ è ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ, íàçîâ¼ì ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíûìè. Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå ýíåðãèè áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

E(x ) =
X

i 2V

� i (x i ) +
X

f i;j g2E

� ij (x i ; x j ): (1.2)

ÇäåñüE � ìíîæåñòâî ð¼áåð(ãèïåðð¼áåð ìîùíîñòè 2). Â ýòîé íîòàöèè ìíîæåñòâî ãèïåðð¼á åð C

ñîñòîèò èç ãèïåðð¼áåð ïîðÿäêà 2:C = ff i; j g j f i; j g 2 Eg. Ìíîæåñòâî âåðøèí V è ìíîæåñòâî

ð¼áåðE îáðàçóþò ãðàô(V; E), ïîýòîìó ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ýíåðãèÿ ç àäàåòñÿ

ãðàôîì.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè E(x ) (1.1) ïî äèñêðåòíûì ïåðå-

ìåííûì x :

min
x 2X

E(x ): (1.3)

Çàäà÷à (1.3) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãèïåð-

ãðàôàG è ïðîèçâîëüíûõ ïîòåíöèàëîâ çàäà÷à ( 1.3) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [113, 24]. Äàííàÿ ðàáîòà

ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ïðèáëèæ¼ííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Ðàçäåë1.3.1 ñîäåðæèò

îïèñàíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà çàäà÷à (1.3) ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî, à ðàçäåë 1.3.2ïîñâÿù¼í

ïðèáëèæ¼ííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è ( 1.3), èìåþùèì íàèáîëåå áëèçêîå îòíîøåíèå ê äàííîé

ðàáîòå.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè, äëÿ óäîáñòâà, áóäåì èñïîëüçîâàòü èíäèêàòîðíóþ íîòàöèþ. Äëÿ

êàæäîé ìåòêè p 2 P è ïåðåìåííîé x i ; i 2 V ââåäåì èíäèêàòîð � áèíàðíóþ ïåðåìåííóþ yip :=

[x i = p]2. Ýíåðãèÿ (1.1) â èíäèêàòîðíîé íîòàöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E I (y ) =
X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

C2C

X

d2X C

� C;d

Y

i 2 C

yid i : (1.4)

2Çäåñü è äàëåå ñèìâîëû[A], ãäåA � ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþò ñêîáêå Àéâåðñîíà:[A] := 1 , åñëèA

èñòèííî; [A] := 0 , åñëèA ëîæíî.
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Çäåñü ñèìâîëû di , ãäåi 2 V , îáîçíà÷àþò òó ìåòêó èç êîðòåæà ìåòîê d, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåìåííîé x i èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ (ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí íà, êîãäà i 2 C).

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ( 1.3) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å óñëîâíîé îïòè-

ìèçàöèè, çàïèñàííîé â òåðìèíàõ èíäèêàòîðíûõ ïåðåìåííûõ:

min
y

E I (y ) (1.5)

s:t : y 2 f 0; 1gjPjjVj ; (1.6)
X

p2P

yip = 1; 8i 2 V : (1.7)

Îãðàíè÷åíèÿ ( 1.6), (1.7) ãàðàíòèðóþò, ÷òî êàæäîé ïåðåìåííîé x i èñõîäíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ,

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð èçjPj � 1 íóëÿ è ðîâíî îäíîé åäèíèöû, ïî êîòîðîìó èñõîä-

íóþ ìåòêó èç ìíîæåñòâà P ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü. Îãðàíè÷åíèÿ ( 1.6) áóäåì íàçûâàòü

öåëî÷èñëåííîñòüþ , à îãðàíè÷åíèÿ (1.7) � öåëîñòíîñòüþ .

Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè âèäà ( 1.5)-(1.7) áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì: miny 2 (1.6);(1.7) E I (y ).

1.2. Ýíåðãèè è ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ

Ýíåðãèÿ, çàäàííàÿ íà ãèïåðãðàôåG(1.1), èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ìàðêîâñêèì

ñëó÷àéíûì ïîëÿì (Markov random fields, MRF) è ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé MRF.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà íàä ìíîæåñòâîì X , ãäå âåðîÿòíîñòü

êîíôèãóðàöèè x îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîâ:

P(x ) =
1
Z

exp
�

�
1
T

E(x )
�

:

ÇäåñüT > 0 � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåìûé òåìïåðàòóðîé . Z � íîðìèðîâî÷íàÿ êîí-

ñòàíòà, ðàâíàÿ
P

x 2X exp
�
� 1

T E(x )
�
.

Ãîâîðÿò, ÷òî äàííîå ðàñïðåäåëåíèå çàäà¼ò Ìàðêîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå (âåðîÿòíîñòíóþ ãðà-

ôè÷åñêóþ ìîäåëü), êîòîðàÿ ôàêòîðèçóåòñÿ ñîãëàñíî ãèïåðãðàôó G:

P(x ) =
1
Z

Y

i 2V

 i (x i )
Y

C2C

 C (x C ):

Çäåñü i è  C � ôàêòîðû MRF, ðàâíûå exp(� � i (x i )=T) è exp(� � C (x C )=T), ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè (1.1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòî-

ÿíèÿ MRF, à ïðè íàëè÷èè íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ (Conditiona l Random Field, CRF) [81] � çà-

äà÷å ïîèñêà ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (maxi mum a posteriori probability estimate,

MAP).
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1.3. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåí èÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèè (1.3).

Â îáùåì âèäå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [113, 24], à çíà÷èò ðåøèòü å¼ â îáùåì ñëó÷àå çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì 3. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ðÿä ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ, êîãäà çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà:

� ãðàô (ôàêòîð-ãðàô, ñì. îïð. 2, äëÿ ýíåðãèè ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ) íå ñîäåð-

æèò öèêëîâ [99, 20];

� ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé è ñóáìîäóëÿðíîé [ 44, 68, 30];

� ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðíî-ñåïàðàáåëüíóþ ìîäåëü Èçèíãà, à ãðàô ïëàíà-

ðåí [ 109];

� ãðàô ýíåðãèè èìååò íåáîëüøóþ øèðèíó [ 82, 129].

Â ðàçäåëå1.3.1ïðèâåäåíû îïèñàíèÿ ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ, êàê íàèáîëåå èçâåñòíûõ è èìå-

þùèõ íàèáîëüøåå îòíîøåíèå ê íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Äëÿ ñèòóàöèé, êîãäà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, ñóùåñòâóåò öå-

ëûé ðÿä ïðèáëèæ¼ííûõ ìåòîäîâ. Ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî îñí îâíûõ ãðóïï ïðèáëèæ¼ííûõ

ìåòîäîâ:

� àëãîðèòìû, äåëàþùèå øàãè (ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (I CM) [19], àëãîðèòìû, îñ-

íîâàííûå íà ðàçðåçàõ ãðàôîâ [ 24, 87]);

� ðåëàêñàöèîííûå àëãîðèòìû (ìåòîäû ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäú¼ì à [8, 5, 132, 42, 117], àëãî-

ðèòìû, îñíîâàííûå íà äåêîìïîçèöèè [ 130, 65, 73]);

� àëãîðèòìû ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (LBP [ 138], TRW [130]);

� ñòîõàñòè÷åñêèå ìåòîäû (èìèòàöèÿ îòæèãà [41], ìåòîäû ñýìïëèðîâàíèÿ [ 20]);

� êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû (ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö [ 118, 55]).

Â ðàçäåëå1.3.2 ïðèâåäåíû îïèñàíèÿ íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ íàèáîëåå á ëèçêîå îò-

íîøåíèå ê òåìå íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàáîò ïî ñðàâíåíèþ ìåòîäîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ íà øèðîêîì ñïåêòðå

ýíåðãèé, âîçíèêàþùèõ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ [120, 54].

Òàêæå ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñïåöè-

àëüíûõ âèäîâ (÷àñòî ñïåöèôè÷íûõ êîíêðåòíûì ïðèêëàäíûì çàä à÷àì): ïîòåíöèàëû, îáåñïå÷è-

âàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ãëîáàëüíûå ñòàòèñòèêè ðàçìåòîê [135, 76, 32, 80, 91], ñâÿçíîñòü [93] è

3Åñëè òîëüêî P íå ðàâíî NP.
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àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ôîðìó îáúåêòà [ 39, 125, 86, 89] â çàäà÷å ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé,

è äð.

1.3.1. ×àñòíûå ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå òî÷íûå ðåøåíèÿ

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè (1.1) â îáùåì âèäå ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà çàäà÷ó ìîæíî

ðåøèòü òî÷íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âûäåëèì äâà ñïîñîáà î ãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé

ñâîáîäû çàäà÷è: îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ãèïåðãðàôà ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîòåíöèàëàõ, îãðàíè-

÷åíèÿ íà âèä ïîòåíöèàëîâ ïðè ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðå ãèïåðã ðàôà.

1.3.1.1. Îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ãèïåðãðàôà

1.3.1.1.1. Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ýíåðãèÿ ñ ãðàôîì áåç öèêëî â. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìè-

íèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè ( 1.2), çàäàííîé íà ãðàôå G = ( V; E). Ïóñòü ãðàô G íå

ñîäåðæèò öèêëîâ è ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (ÿâ ëÿåòñÿ äåðåâîì).

Íàçîâ¼ì ñîîáùåíèåì îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j ñëåäóþùèé âåêòîð:

� i ! j (x j ) = min
x i

� ij (x i ; x j ) + � i (x i ) +
X

f k;i g2E
k6= j

� k! i (x i ) (1.8)

Ñîîáùåíèå îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j ðåêóððåíòíî çàâèñèò îò ñîîáùåíèé èç âñåõ ñîñåäåé âåð-

øèíû i , êðîìå j , â âåðøèíó i .

Àëãîðèòì ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé âûáèðàåò íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèé ñî-

îáùåíèé, ïîñëå ÷åãî ïåðåñ÷èòûâàåò èõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, í àçûâàåìîì ðàñïèñàíèåì , äî ñõî-

äèìîñòè. Ïîêàæåì, ïðè êàêîì ðàñïèñàíèè àëãîðèòì ïåðåäà÷è ñ îîáùåíèé òî÷íî ðåøàåò çàäà÷ó

ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ( 1.2), çàäàííîé íà àöèêëè÷åñêîì ãðàôå.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô ñâÿçíûé. Âû äåëèì ïðîèçâîëüíóþ âåð-

øèíó ãðàôà ` è íàçîâ¼ì å¼ êîðíåì. Ïðîíóìåðóåì âñå âåðøèíû ãðàôà G, êðîìå `, â òàêîì ïîðÿäêå,

÷òî äëÿ äåðåâà îáõîäà ãðàôàG â ãëóáèíó, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû `, âñå ïîòîìêè ñòîÿò ðàíüøå ðîäè-

òåëåé.

Áóäåì ïåðåäàâàòü ñîîáùåíèÿ îò âåðøèíû ê å¼ ðîäèòåëþ (ñîãëàñíî äåðåâó îáõîäà â ãëó-

áèíó) â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåä¼ííîé íóìåðàöèåé. Ïðè ýòîì ëèáî â âûðàæåíèè (1.8) â ñóììå íå

áóäåò ýëåìåíòîâ (åñëè òåêóùàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì), ëèáî âñå ñëàãàåìûå ñóììû óæå áóäóò

âû÷èñëåíû. Âñåãî íóæíî âû÷èñëèòü jVj � 1 ñîîáùåíèå. Äàííîå ðàñïèñàíèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî

íà ðèñ. 1.1.
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Ïðè òàêîì ðàñïèñàíèè ïåðåäàííîå ñîîáùåíèå îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j ñîîòâåòñòâóåò

ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè ïîääåðåâà, ¾âèñÿùåãî¿ íà ðåáðå f i; j g ñî ñòîðîíû i , åñëè ïåðåìåííàÿ x j

ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Ìèíèìóì âñåé ýíåðãèè, ï ðè ýòîì, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí

ïðè ïîìîùè ñóììèðîâàíèÿ âñåõ ñîîáùåíèé, âõîäÿùèõ â êîðåíü `, è óíàðíîãî ïîòåíöèàëà êîðíÿ:

min
x 2X

E(x ) = min
x ` 2P

� ` (x` ) +
X

k:f k;` g2E

� k! `(x` ): (1.9)

Êîíôèãóðàöèÿ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ýíåðãèè, ìîæ åò áûòü íàéäåíà ïðè ïîìîùè

ðåêóððåíòíîãî âçÿòèÿ àðãìèíèìóìà â ôîðìóëàõ ( 1.9) è (1.8).

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì àëãîðè òìà äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, åñëè ãðàôG èìååò âèä öåïî÷êè. Ïðèìåðîì ìîäåëåé-öåïî÷åê ÿâëÿ-

þòñÿ ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè (hidden Markov models, HMM). Ïðè ðàáîòå ñ HMM àëãîðèòì

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò àëãîðèòì îì Âèòåðáè [ 20].

Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ïðè âû ÷èñëåíèè ïî ôîðìó-

ëàì ( 1.8) íàïðÿìóþ ñîñòàâëÿåò O(jVjjPj 2), ÷òî ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ïðè áîëü-

øîì êîëè÷åñòâå ìåòîê (íàïðèìåð, â çàäà÷å îáíàðóæåíèè ÷åëîâ åêà íà èçîáðàæåíèè êîëè÷åñòâî

ìåòîê ðàâíî êîëè÷åñòâó âîçìîæíûõ ïîçèöèé êàæäîé ÷àñòè òåëà [37]). Òåì íå ìåíåå, îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðÿäà òèïîâ ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ âûðàæåíèå (1.8) ìîæíî âû÷èñëÿòü çà ëèíåé-

íîå ïî ÷èñëó ìåòîê âðåìÿ. Íàïðèìåð, åñëè ïàðíûå ïîòåíöèàëû ÿ âëÿþòñÿ ïîòåíöèàëàìè Ïîòòñà

(� ij (x i ; x j ) = cij [x i 6= x j ], cij 2 R), òî ñîîáùåíèÿ ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� i ! j (x j ) = min
�

�̂ i ! j (x j ); min
x i 2Pnf x j g

�̂ i ! j (x i ) + cij

�
;

ãäå�̂ i ! j (x i ) = � i (x i ) +
P

f k;i g2E
k6= j

� k! i (x i ). Òàêèå âû÷èñëåíèÿ òðåáóþò óæåO(jVjjPj ) îïåðàöèé. Â

ðàáîòàõ [35, 36] ïðåäëîæåí ñïîñîá áûñòðûõ âû÷èñëåíèé ñîîáùåíèé ïîòåíöèàë îâ áîëåå îáùåãî

âèäà, îñíîâàííûõ íà áûñòðîì âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèé ðàñ ñòîÿíèé (distance transforms).

1.3.1.1.2. Îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäê îâ. Àëãîðèòì ïåðåäà÷è

ñîîáùåíèé íåñëîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ýíåðãèé ñ ïîòåíöèàëà ìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ ýòîãî

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ôàêòîð-ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôàêòîð-ãðàôîì , ñîîòâåòñòâóþùèì ýíåðãèè (1.1), çàäàííîé íà ãèïåðãðàôå G =

(V; C), íàçîâ¼ì ãðàô Ĝ = ( V̂; Ê), â êîòîðîì âåðøèíû V̂ ñîîòâåòñòâóþò êàê âåðøèíàì, òàê è

ôàêòîðàì (ñëàãàåìûì â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè) èñõîäíîãî ãèï åðãðàôàG, à ð¼áðà ñîåäèíÿþò

âåðøèíû ôàêòîðà C è ïåðåìåííîé x i , òîëüêî êîãäà ôàêòîð C çàâèñèò îò ïåðåìåííîé i : i 2 C.
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l

1 4 62 3

5 7

Ðèñóíîê 1.1.: Ðàñïèñàíèå àëãîðèòìà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, ïîçâîëÿþùåå òî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçà-

öèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè, çàäàííîé íà àöèêëè÷íîì ãð àôå èç8 âåðøèí. Âåðøèíà ` âûäåëåíà è

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà îáõîäà â ãëóáèíó. Ñòðåëêè âäîëü ð¼áåð ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ ñîîáùåíèé, çà-

äåéñòâîâàííûõ ïðè âû÷èñëåíèè ìèíèìóìà ýíåðãèè ñ äàííûì êîðí åì. Öèôðû âîçëå ñòðåëîê ïîêàçûâàþò

îäíó èç âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðåäà÷ ñîîáùåíèé, ï îçâîëÿþùóþ òî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó.

Ãðàô, îïðåäåë¼ííûé òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì (ð¼áðà ñîåäèíÿþò òîëüêî

âåðøèíû-ôàêòîðû ñ âåðøèíàìè-ïåðåìåíûìè). Âåðøèíû ôàêòîð -ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðå-

ìåííûì, áóäåì èíäåêñèðîâàòü ïðè ïîìîùè èíäåêñîâ èñõîäíûõ ï åðåìåííûõ i 2 V ; âåðøèíû

ôàêòîð-ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì, � ïðè ïîìîùè ãè ïåðð¼áåðC 2 C.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïî ýíåðãèè, çàïèñàííîé ôîðìóëîé ( 1.1), ôàêòîð-ãðàô ñòðîèòñÿ íåîä-

íîçíà÷íî, ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè îáú åäèíÿòü â ôàêòîðû, è, áîëåå òîãî,

ìîæíî îáúåäèíÿòü íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ â îäíó. Ðèñ. 1.2 ïîêàçûâàåò ïðèìåðû ôàêòîð-ãðàôîâ,

ïîñòðîåííûõ äëÿ îäíîé ýíåðãèè ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Çäåñü è äà ëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ñ ýíåðãèåé ïðîâåäåíû äî ôîðìèðîâàíèÿ ãèïåðãðà ôà G, à ôàêòîð-ãðàôĜ ïîñòðîåí

¾åñòåñòâåííûì îáðàçîì¿, îïèñàííûì âûøå.

Îïðåäåëèì ñîîáùåíèÿ äëÿ ôàêòîð-ãðàôîâ. Âûäåëèì ñîîáùåíèÿ äâóõ âèäîâ: îò ôàêòîðîâ ê

âåðøèíàì ( 1.10) è îò âåðøèí ê ôàêòîðàì ( 1.11).

� C! i (x i ) = min
x C nf i g

� C (x C ) +
X

j 2 Cnf i g

� j ! C (x j ); (1.10)

� i ! C (x i ) = � i (x i ) +
X

A:A2C;
i 2 A; A 6= C

� A! i (x i ): (1.11)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîãî ãðàôà, àëãîðèòì ï åðåäà÷è ñîîáùåíèé, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîé èíèöèàëèçàöèè, ïåðåñ÷èòûâàåò ñîîáùåíèÿ ïî ôîðì óëàì (1.10) è (1.11) â ñîîòâåòñòâèè

ñ íåêîòîðûì ïîðÿäêîì - ðàñïèñàíèåì.

Åñëè ôàêòîð-ãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ, òî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òîñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå, ïîç-

âîëÿþùåå òî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè. Òàêîå ðàñïèñàíèå ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî

ðàñïèñàíèþ äëÿ ñëó÷àÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ãðàôîâ, à èìåíí î êàê ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé îò ëè-

ñòüåâ ê êîðíþ ñîãëàñíî äåðåâó ïîèñêà â ãëóáèíó, ïîñòðîåííîì ó îò íåêîòîðîé âûäåëåííîé âåðøè-

íû `. Ïðèìåð îäíîãî èç òàêèõ ðàñïèñàíèé ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.3. Ïîñëå òîãî, êàê âñå íåîáõîäèìûå
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(a) (b)

(c) (d)

Ðèñóíîê 1.2.: Ôàêòîð-ãðàôû, ïîñòðîåííûå äëÿ ýíåðãèè, çàäàííîé íà ãðàôå (a ). (b) ñîîòâåòñòâóåò ôàêòîð

ãðàôó, ïîñòðîåííîìó ¾åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì¿. Äàííûé ôàêòî ð-ãðàô ñîäåðæèò öèêëû. (c) ñîîòâåòñòâóåò

ôàêòîð-ãðàôó òîé æå ýíåðãèè, íî ïîñòðîåííîìó ïðè ïîìîùè äðóãî é ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïî ôàêòîðàì.

Äàííûé ôàêòîð-ãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ, íî, ïðè òàêîé ãðóïïèð îâêå, ôàêòè÷åñêè, ïðîèçîø¼ë îòêàç îò

ôàêòîðèçàöèè ìîäåëè. (d) ñîäåðæèò ôàêòîð-ãðàô, ïîñòðîåííûé ïðè ïîìîùè îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ïå-

ðåìåííûõ â îäíó. Äàííûé ôàêòîð-ãðàô îäíîâðåìåííî íå ñîäåðæè ò öèêëîâ è ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ (õîòÿ

è íå âñþ) î ôàêòîðèçàöèè.

ñîîáùåíèÿ âû÷èñëåíû ìèíèìóì ýíåðãèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí àí àëîãè÷íî ( 1.9):

min
x 2X

E(x ) = min
x ` 2P

� ` (x` ) +
X

C: C2C;
`2 C

� C! `(x` ): (1.12)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïåðåäà÷è ñîîáùåí èé ëèíåéíà ïî êîëè÷åñòâó

âåðøèí è ôàêòîðîâ, íî ýêñïîíåíöèàëüíà (ôîðìóëà ( 1.10)) ïî ðàçìåðó ôàêòîðîâ. Àíàëîãè÷íî

ñëó÷àþ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé äëÿ ôàêòîðîâ íåêîòîðû õ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ ñîîáùåíèÿ

ìîæíî âû÷èñëÿòü ñóùåñòâåííî áûñòðåå. Ïðèìåðàìè òàêèõ ñèòó àöèé ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèè ñ ãëî-

áàëüíûìè ïîòåíöèàëàìè ñïåöèàëüíûõ âèäîâ [ 121], à òàêæå àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè ¾ðàñïðî-

ñòðàíåíèå áëèçîñòè¿ (affinity propagation) [40].

1.3.1.2. Îãðàíè÷åíèÿ íà âèä ïîòåíöèàëîâ

1.3.1.2.1. Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ñóáìîäóëÿðíàÿ ýíåðãèÿ ñ á èíàðíûìè ïåðåìåííûìè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðã èè (1.2), çàäàííîé íà ïðîèçâîëüíîì

ãðàôåG = ( V; E). Ïóñòü âñå ïåðåìåííûå áèíàðíû: P = f 0; 1g. Ôóíêöèè, îòîáðàæàþùèå áóëåâ

êóá íà ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷àñòî íàçûâàþòïñåâäî-áóëåâûìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè

íå ââîäèòü íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, òî çàäà÷à ì èíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé

ïñåâäî-áóëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé [68]. Îäíàêî, åñëè âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû òàêîé

ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñóáìîäóëÿðíîñòè , òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëü-

íîå âðåìÿ ïðè ïîìîùè ñâåäåíèÿ ê çàäà÷àì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàë üíîãî ïîòîêà è ìèíèìàëüíîãî
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Ðèñóíîê 1.3.: Îáîáùåíèå àëãîðèòìà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íà ñëó÷àé ýíåðãèè ñ ïîò åíöèàëàìè âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ íà ïðèìåðå ýíåðãèè èç 7 âåðøèí è 4-õ ôàêòîðîâ. (a) � ñòð óêòóðà ôàêòîðîâ ýíåðãèè; îáëàñòè

ïîêàçûâàþò âåðøèíû, îáúåäèí¼ííûå ôàêòîðàìè. (b) � àöèêëè÷íû é ôàêòîð-ãðàô, ïîñòðîåííûé äëÿ äàííîé

ýíåðãèè. (c) � ðàñïèñàíèå àëãîðèòìà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé; ñòðåëêè âäîëü ð¼áåð ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ

ñîîáùåíèé, çàäåéñòâîâàííûõ ïðè âû÷èñëåíèè ìèíèìóìà ýíåðãèè ïðè âûäåëåííîì êîðíå `. Öèôðû âîçëå

ñòðåëîê ïîêàçûâàþò îäíó èç âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðåäà÷ ñîîáùåíèé, ïîçâîëÿþùóþ òî÷íî

ðåøèòü çàäà÷ó.

ðàçðåçà â ãðàôå. Äàííûé ðåçóëüòàò áûë èçâåñòåí åù¼ â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ [46, 22], íî áûë

ïåðåîòêðûò â íà÷àëå íóëåâûõ Â. Êîëìîãîðîâûì è äð. [ 68]. Ñ òåõ ïîð àëãîðèòìû ìèíèìèçà-

öèè ýíåðãèè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ ïîñòð îåíèÿ ðàçðåçîâ ãðàôîâ (graph cuts)

àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ è ìàøè ííîãî îáó÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå ñóáìîäóëÿðíîñòè. Ðàññìîòðèì îäíî èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ïñåâäî-

áóëåâûõ ôóíêöèé � ñóáìîäóëÿðíîñòü .

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ E(x ) íàçûâàåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ ðàçìåòîê x 1 è x 2 âûïîëíåíî óñëîâèå

E(x 1 _ x 2) + E(x 1 ^ x 2) 6 E(x 1) + E(x 2); (1.13)

ãäå îïåðàöèè ¾_¿ è ¾̂ ¿ � ïîýëåìåíòíàÿ äèçúþíêöèÿ (ìàêñèìóì) è êîíúþíêöèÿ (ìèíèì óì), ñî-

îòâåòñòâåííî 4.

4×àñòî îïðåäåëåíèå ñóáìîäóëÿðíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ôóíê öèé, îïðåäåë¼ííûõ íà âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæå-

ñòâà ïåðåìåííûõ V: g : 2V ! R. Óñëîâèå (1.13) â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(A [ B ) + g(A \ B ) 6 g(A) + g(B ); (1.14)

ãäåA; B 2 2V . Åñëè êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó V âçàèìíîîäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð èíäèêà òîð-

íûõ ïåðåìåííûõ äëèíû jVj, òî óñëîâèÿ (1.14) è (1.13) îïðåäåëÿþò ýêâèâàëåíòíûå êëàññû ôóíêöèé.
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Óòâåðæäåíèå 1.Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ôóíêöèÿ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ E(x ) ÿâëÿåòñÿ ñóáìîäó-

ëÿðíîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïàðíîãî ïîòå íöèàëà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

óñëîâèå:

� ij (0; 0) + � ij (1; 1) 6 � ij (0; 1) + � ij (1; 0): (1.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñëó÷àå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ óñëî-

âèÿ (1.15) è (1.13) ñîâïàäàþò, à òàêæå òîãî, ÷òî ñóììà ñóáìîäóëÿðíûõ ÿâëÿåòñÿñóáìîäóëÿðíîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâåx 1 è x 2 âåêòîðà, ñîâïàäàþùèå

âî âñåõ êîìïîíåíòàõ, êðîìå i è j , è ñîäåðæàùèå çíà÷åíèÿ0 è 1 íà i -é è j -é ïîçèöèÿõ â ðàçíîì

ïîðÿäêå.

×àñòî, åñëè ðå÷ü èäåò î ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ôóíêöèÿõ, èìåííî óñëîâèå ( 1.15) èñïîëüçóþò

â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ñóáìîäóëÿðíîñòè.

Ñîîòâåòñòâèå ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ðàçðåçó ãðàôà. Ðàññìîòðèì ïàðíî-ñåïàðàáåëüíóþ

ýíåðãèþ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðîé ïîòåíöèàëû óäîâëåò âîðÿþò ñëåäóþùèì îãðàíè÷å-

íèÿì:

� óíàðíûå ïîòåíöèàëû íåîòðèöàòåëüíû: 8i 2 V � i (0) > 0; � i (1) > 0;

� ïàðíûå ïîòåíöèàëû íåîòðèöàòåëüíû è ðàâíû 0 ïðè ðàâåíñòâå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ:

8f i; j g2E � ij (0; 0) = � ij (1; 1) = 0; � ij (0; 1) > 0; � ij (1; 0) > 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèþ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

E(x ) =
X

i 2V

(x i � i (1) + (1 � x i )� i (0)) +
X

f i;j g2E

(x i (1 � x j )� ij (1; 0) + x j (1 � x i )� ij (0; 1)) + � 0: (1.16)

Ïî ýíåðãèè ( 1.16) ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô �G = ( �V; �E), st-ðàçðåç êîòîðîãî áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèñâîåíèþ çíà÷åíèé ïåðåìåííûì x 5.

� Ìíîæåñòâî âåðøèí �V = V [ f s; tg, ãäås è t � äâå äîïîëíèòåëüíûå âåðøèíû: èñòîê è

ñòîê, ñîîòâåòñòâåííî.

� Ìíîæåñòâî äóã �E ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó ðåáðó f i; j g 2 E ñòàâèì â

ñîîòâåòñòâèå äâå äóãè(i; j ) è (j; i ) (íåòåðìèíàëüíûå äóãè ), êàæäîé âåðøèíåi 2 V ñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå äóãè(s; i) è (i; t ) (òåðìèíàëüíûå äóãè).

� st-ðàçðåçîì ãðàôà áóäåì ñ÷èòàòü ðàçáèåíèå âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà�V íà äâà íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ ìíîæåñòâà S è T , S \ T = ; , S [ T = �V, òàêîå ÷òî s 2 S è t 2 T . Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èñòîêàS ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïåðåìåííûõ 0, à ìíîæåñòâî

ñòîêàT � çíà÷åíèþ 1.

5 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ ðàçðåçàìè ãðàôîâ è ïîòîêàìè â ñåòÿõ, äàíû â äîïîëíåíèè A.
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Ðèñóíîê 1.4.: Ãðàô, ïîñòðîåííûé äëÿ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè îò äâóõ ïåðåìåííû õ x i , x j . Ðàçðåç, îòîáðà-

æåííûé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ñîîòâåòñòâóåò ïðèñâàèâàíèþ x i = 1 , x j = 0 . Âåëè÷èíà ðàçðåçà ñîñòàâëÿåò

� i (1) + � j (0) + � ij (1; 0).

� Âåñà òåðìèíàëüíûõ äóã:c(s; i) = � i (1), c(i; t ) = � i (0), ãäåi 2 V .

� Âåñà íåòåðìèíàëüíûõ äóã: c(i; j ) = � ij (0; 1), c(j; i ) = � ij (1; 0), ãäå f i; j g 2 E, è, ïî

äîãîâîðåííîñòè, i < j .

� Ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïî ïîñòðîåííîìó st-ðàçð åçó ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: i 2 S ) x i = 0, i 2 T ) x i = 1. Âåëè÷èíà ðàçðåçà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì

ýíåðãèè (1.16) ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèè âèäà (1.16) ýêâèâàëåíòà çàäà÷å ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî st-ðàçðåçà â ãðàôå �G.

Ïðèìåð ãðàôà, ïîñòðîåííîãî äëÿ ýíåðãèè, çàâèñÿùåé îò 2-õ ïå ðåìåííûõ, è åãî ðàçðåçà ïðèâåäåí

íà ðèñ. 1.4.

Ðåïàðàìåòðèçàöèÿ. Ðàññìîòðèì, êàêèå åù¼ ýíåðãèè (êðîìå (1.16)) ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü

ïðè ïîìîùè ðàçðåçîâ ãðàôîâ.

Íà ýíåðãèþ E(x ) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ôóíêöèþ. Ó îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ìîæåò

áûòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çàïèñåé âèäà (1.2). Íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñè ýíåðãèè E(x ), íå

ìåíÿþùåå ýíåðãèþ, êàê ôóíêöèþ, ðåïàðàìåòðèçàöèåé. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âèäîâ ðåïàðàìåò-

ðèçàöèé:

� Âû÷èòàíèå êîíñòàíòû èç óíàðíîãî ïîòåíöèàëà: � i (0) := � i (0) � � , � i (1) := � i (1) � � ,

� 0 := � 0 + � . Çäåñüi 2 V , � 2 R.

� Èçìåíåíèå ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ: � ij (p;0) := � ij (p;0) � � , � ij (p;1) := � ij (p;1) � � , � i (p) :=

� i (p) + � . Àíàëîãè÷íî � ij (0; p) := � ij (0; p) � � , � ij (1; p) := � ij (1; p) � � , � j (p) := � j (p) + � .

Çäåñüf i; j g 2 E, � 2 R, p 2 f 0; 1g.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïèñàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìåíÿþò ýíå ðãèþ E(x ) êàê ôóíêöèþ.

Ðàññìîòðèì, êàêèå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå ýíåðãèè îáùåãî âèäà (1.2) ïðè ïîìîùè îïèñàí-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé-ðåïàðàìåòðèçàöèé ìîæíî ñâåñòè ê âèäó ( 1.16). Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿÿ ðå-

ïàðàìåòðèçàöèþ óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ c � = min( � i (0); � i (1)) óíàðíûå ïîòåíöèàëû âñåãäà ìîæíî
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ñäåëàòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñíÿòü âñå î ãðàíè÷åíèÿ íà óíàðíûå ïîòåíöè-

àëû ýíåðãèè (1.16).

Ðàññìîòðèì, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ðåïàðàìåòðèçàöèé ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Ïóñòü ïîòåíöèàë ðåáðà f i; j g 2 E ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: � ij (0; 0) = a, � ij (1; 1) = b,

� ij (0; 1) = c, � ij (1; 0) = d. Ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé:

1. � ij (0; 0) := � ij (0; 0) � a, � ij (0; 1) := � ij (0; 1) � a, � i (0) := � i (0) + a;

2. � ij (0; 1) := � ij (0; 1) � c + a, � ij (1; 1) := � ij (1; 1) � c + a, � j (1) := � j (1) + c � a;

3. � ij (1; 1) := � ij (1; 1) � b+ c � a, � ij (1; 0) := � ij (1; 0) � b+ c � a, � i (1) := � j (1) + b� c+ a.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåä óþùèì çíà÷åíèÿì ïàðíîãî ïîòåí-

öèàëà� ij : � ij (0; 0) = � ij (1; 1) = � ij (0; 1) = 0, � ij (1; 0) = d+ c� a� b. Åñëè ïîñëå ýòîãî ïðè ïîìîùè

îïèñàííûõ ðàíåå äåéñòâèé ñäåëàòü âñå óíàðíûå ïîòåíöèàëû íåîòðèöàòåëüíûìè, òî ýíåðãèÿ áó-

äåò èìåòü âèä (1.16), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå d+ c� a� b > 0. Çàìåòèì, ÷òî

ýòî óñëîâèå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ñóáìîäóëÿðíîñòè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè

áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ ( 1.15). Äàííîå óñëîâèå âûçâàíî òåì, ÷òî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðå øè-

ìîñòè çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå ïðî ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã ãðàôà

äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû.

1.3.1.2.2. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé jPj -çíà÷íûõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìè-

çàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè (1.2), çàäàííîé íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå G = ( V; E). Ïóñòü

âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò îäíî èç K çíà÷åíèé: P = f 0; : : : ; K � 1g. Åñëè íà ìíîæåñòâå ìåòîê

îïðåäåë¼í ïîëíûé ïîðÿäîê è âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ñ óáìîäóëÿðíûìè (îáîáùåíèå

ïîíÿòèÿ íà K -çíà÷íûé ñëó÷àé), òî çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè ïîìî-

ùè àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ãðàôà. Ïåðâ îé ðàáîòîé â äàííîì íàïðàâëåíèè

áûëà ðàáîòà Èøèêàâû [50]; Äàðáîí ðàñøèðèë ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà è ñôîðìóëèðîâàë åãî â

òåêóùåì âèäå [30].

Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ñóáìîäóëÿðíîñòè äëÿ íåáèíàðíûõ ïåðåì åííûõ àíàëîãè÷íî áèíàðíî-

ìó ñëó÷àþ (îïð. 3):

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ K -çíà÷íûõ ïåðåìåííûõ E(x ) íàçûâàåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ ðàçìåòîê x 1 è x 2 âûïîëíåíî óñëîâèå

E(x 1 _ x 2) + E(x 1 ^ x 2) 6 E(x 1) + E(x 2); (1.17)

ãäå îïåðàöèè ¾_¿ è ¾̂ ¿ � ïîýëåìåíòíûé ìàêñèìóì è ìèíèìóì, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäðà çóìåâà-

åòñÿ, ÷òî ýòè äâå îïåðàöèè îïðåäåëåíû äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ââåäåíèþ íà ìíîæåñòâå ïîëíîãî ïîðÿäêà.
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Êðèòåðèåì ñóáìîäóëÿðíîñòè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé ÿ âëÿåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîñòü âñåõ

ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ (àíàëîãè÷íî áèíàðíîìó ñëó÷àþ, óòâ. 1).

Ââåä¼ì èíäèêàòîðíûå ïåðåìåííûå [x]ip , i 2 V , p 2 P , ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèÿì óðîâíÿ

ïåðåìåííîé x i :

[x]ip =

8
><

>:

0; x i 6 p;

1; x i > p:
(1.18)

Óíàðíûå è ïàðíûå ïîòåíöèàëû èñõîäíîé ýíåðãèè ìîæíî âûðàçèò ü ÷åðåç ââåä¼ííûå ïåðå-

ìåííûå [ 30]. Óíàðíûå ïîòåíöèàëû âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� i (x i ) =
K � 1X

p=0

D i (p)[x]ip + � i; 0; (1.19)

ãäåD i (p) = � i;p +1 � � i;p , p 2 f 0; : : : K � 2g. Ïàðíûå ïîòåíöèàëû ìîæíî âûðàçèòü òàê:

� ij (x i ; x j ) =
K � 2X

p=0

K � 2X

q=0

Rij (p; q)[x]ip [x]jq +
K � 2X

p=0

(D 1
ij (p)[x]ip + D 2

ij (q)[x]jq ) + D 0: (1.20)

Çäåñü

Rij (p; q) = � ij;p +1 q+1 � � ij;p +1 q � � ij;p q +1 + � ij;p q ;

D 1
ij (p) = � ij;p +1 0 � � ij;p 0;

D 2
ij (q) = � ij; 0 q+1 � � ij; 0 q;

D 0 = � ij; 0 0:

Âûðàæåíèÿ (1.19) è (1.20) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ýíåðãèþ ( 1.2) ÷åðåç ïàðíî-ñåïàðàáåëüíóþ

ôóíêöèþ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ [x]ip . Óñëîâèå òîãî, ÷òî ïåðåìåííûå [x]ip ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè

óðîâíÿ êàêîé-ëèáî ðàçìåòêè ïåðåìåííîé x i (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ( 1.18)), ìîæíî çàïèñàòü êàê

ïàðíûå ïîòåíöèàëû ýíåðãèè:

M (1 � [x]ip )[x]i p+1 : (1.21)

ÇäåñüM � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî [ 30].

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû, ïîÿâëÿþùèåñÿ â âûðàæåí èÿõ (1.19), (1.20), (1.21)

ÿâëÿþòñÿ ñóáìîäóëÿðíûìè 6, à çíà÷èò, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñóáìîäóëÿðíîñòè ïàðíî-ñåïàð àáåëüíîé

ôóíêöèè (óòâ.1) ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóáìîäóëÿðíûì. Òàêèì îáðà çîì, â äàííîì ñëó-

÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ìèíèìèçàöèè ñóáìîäóëÿðíûõ ïàðíî -ñåïàðàáåëüíûõ ïñåâäî-áóëåâûõ

ôóíêöèé, îïèñàííûé â ðàçäåëå 1.3.1.2.1.

6Ïîòåíöèàëû ( 1.21) ñóáìîäóëÿðíû, ïîñêîëüêó M > 0. Ïîòåíöèàëû ( 1.20) ñóáìîäóëÿðíû, ïîñêîëüêó Rij (p; q) 6 0,

÷òî ñëåäóåò èç îïð.4
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1.3.1.2.3. Ïîòåíöèàëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ñ ïî-

òåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ( 1.1), ãäå âñå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè. Èçâåñòíî, ÷òî

ñóáìîäóëÿðíûå (îïð. 3) ýíåðãèè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü òî÷íî ìèíèìèçèðîâàíû çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òåì íå ìåíåå, âñå èçâåñòíûå àëãîðèòìû î áëàäàþò âûñîêîé ñëîæíîñòüþ,

÷òî äåëàåò èõ ìàëîïðèìåíèìûìè íà ïðàêòèêå (íàïðèìåð, àëãîð èòì [ 51] îáëàäàåò ñëîæíîñòüþ

O(jVj5)). Äëÿ ïîòåíöèàëîâ íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ áîëåå áëèçêèìè ê ïðàê òè÷íûì îêàçûâàþòñÿ

àëãîðèòìû, îáëàäàþùèå íå ñòðîãî ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòü þ. Íàïðèìåð, àëãîðèòì [ 14], îá-

ëàäàþùèé ñëîæíîñòüþ O(jVj32M ), ãäåM = maxC2C jCj.

Èç-çà âûñîêîé ñëîæíîñòè îáùèõ àëãîðèòìîâ íà ïðàêòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëèçè-

ðîâàííûå àëãîðèòìû, ïðèìåíèìûå ëèøü ê ïîòåíöèàëàì îïðåäåë ¼ííûõ âèäîâ. Íàèáîëåå ïîïó-

ëÿðíûì ñïîñîáîì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèé âèäà ( 1.1) ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå èõ ê ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûì

ýíåðãèÿì, à èìåííî äîáàâëåíèå â ýíåðãèþ íîâûõ ïåðåìåííûõ z, òàê ÷òî

min E(x ) = min
x ;z

E � (x ; z);

ãäåE � � ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì (è õðîíîëîãè÷åñêè ïåðâûì [ 38]) ïðèìåðîì òàêîé ðåäóêöèè ÿâëÿåòñÿ

òîæäåñòâî

�
Y

i 2 C

x i = min
z2f 0;1g

 

z(jCj � 1) �
X

i 2 C

zxi

!

:

Íà êàæäîå ñëàãàåìîå ýíåðãèè, ïðè êîòîðîì ñòîèò íåïîëîæèòåë üíûé êîýôôèöèåíò, ââîäèòñÿ äî-

ïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ z, òàê ÷òîáû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è z ôóíêöèÿ áûëà ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíîé è ñóáìîäóëÿðíîé. Ïðè ýòîì, ìèíèìóì ýíåðãèè E � ïî ðàñøèðåííîìó ìíîæåñòâó

ïåðåìåííûõ ( x è z) ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì ýíåðãèè E ïî ïåðåìåííûì x . Ïîäðîáíåå î ñâåäåíèè

ýíåðãèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ê ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûì íàïèñàíî â ðàáîòå [49].

1.3.2. Ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû

1.3.2.1. Øàãàþùèå àëãîðèòìû

Øàãàþùèå àëãîðèòìû (move-making algorithms) � ýòî ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ìèíèìèçà-

öèè ýíåðãèè, êîòîðûå, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïðèá ëèæåíèÿ, èòåðàòèâíî ïåðåõîäÿò îò

îäíîé ðàçìåòêè ê äðóãîé. Íà êàæäîé èòåðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàçìåòîê,

â êîòîðûå ìîæíî ïåðåéòè (ñîâåðøèòü øàã), è âûáèðàåòñÿ ðàçìåòêà èç äàííîãî ìíîæåñòâà, íà

êîòîðîé ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå (ïî òåêóùåìó ìíîæåñ òâó) çíà÷åíèå. Àëãîðèòì îñòà-

íàâëèâàåòñÿ, êîãäà íå ìîæåò âûïîëíèòü øàã, ïðèâîäÿùèé ê óìå íüøåíèþ ýíåðãèè. Èíòóèòèâíî-

î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçìåòîê ïîêðûâàåòñÿ íà êàæäîì
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øàãå. Ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû äàííîãî êëàññà, òàêèå êàê � -ðàñøèðåíèå è �� -çàìåíà [ 24], íà

êàæäîé èòåðàöèè âûáèðàþò øàã èç ýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âîçìîæíûõ øàãîâ

è äëÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå áûñòðûìè [120]. Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, èñ-

ïîëüçóþùèå è äðóãèå âèäû øàãîâ: àëãîðèòì range-moves [126] íà êàæäîì øàãå ìèíèìèçèðó-

åò ñóáìîäóëÿðíûå ýíåðãèè îò íåáèíàðíûõ ïåðåìåííûõ, àëãîðè òì fusion moves [87] èñïîëüçóåò

ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè áèíàðíûõ íåñóáìîäóëÿ ðíûõ ýíåðãèé. Íåäîñòàòêîì àë-

ãîðèòìîâ äàííîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ãàðàíòèé îïòèìàëüíîñòè, à òàêæå îãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ äåëàòü áîëüøèå øàãè.

Àëãîðèòì ICM. Íàèáîëåå ïðîñòûì è õðîíîëîãè÷åñêè ïåðâûì øàãàþùèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ

àëãîðèòì ICM (Iterated Conditional Models) [19]. Øàãè àëãîðèòìà ICM çàêëþ÷àþòñÿ â âûáîðå

ïîäìíîæåòñâà ïåðåìåííûõ A � V , ôèêñàöèè âñåõ ïåðåìåííûõ, íå âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî A, è

ïîëíîìó ïåðåáîðó ïî âñåì ðàçìåòêàì ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ì íîæåñòâî A. Ñëîæíîñòü îäíîãî

øàãà äàííîãî àëãîðèòìà ýêñïîíåíöèàëüíî ìîùíîñòè ìíîæåñòâ à A, ÷òî äåëàåò àëãîðèòì ICM

íåïðèìåíèìûì ïðè áîëüøèõ A. Òåì íå ìåíåå, äàííûé àëãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ýíåðãèé è ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ, ÷òîáû íåìíîãî óòî÷íèòü îêîí÷à òåëüíîå ðåøåíèå (íàïðèìåð, â

ðàáîòå [111]), èëè â êà÷åñòâå ýâðèñòèêè, ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷èòü ïðÿìîå ðåøåíèå ïðè ðåøåíèè

äâîéñòâåííîé çàäà÷è (íàïðèìåð, â ðàáîòå [96]).

Àëãîðèòìû íà îñíîâå ðàçðåçîâ ãðàôîâ. Â 2001 ã. Áîéêîâ è äð. [24] ïðåäëîæèëè äâà øàãà-

þùèõ àëãîðèòìà, îñíîâàííûõ íà èòåðàòèâíîì ïðèìåíåíèè àëãî ðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî

ðàçðåçà ãðàôà:� -ðàñøèðåíèå è �� -çàìåíà. Êàæäûé øàã îáîèõ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñóáìîäóëÿðíîé ýíåðãèè áèíàðíûõ ïåðåìå ííûõ. Â àëãîðèòìå � -ðàñøèðåíèå

íà êàæäîì øàãå êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èç x i , i 2 V ìîæåò ëèáî ïîëó÷èòü âûáðàííîå çíà÷åíèå � 2 P ,

ëèáî ñîõðàíèòü òåêóùåå çíà÷åíèå. Â àëãîðèòìå�� -çàìåíà íà êàæäîì øàãå âñå ïåðåìåííûå, êî-

òîðûì ïðèñâîåíû ìåòêè �; � 2 P , ìîãóò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ � èëè � . Ïðèìåðû øàãîâ îáîèõ

àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1.5. Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ øàãîâ íà êàæäîé èòåðàöèè îáîèõ

àëãîðèòìîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ïî êîëè÷åñòâó ïèêñåëåé.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà � -ðàñøèðåíèå. Ðàññìîòðèì

ïàðíî-ñåïàðàáåëüíóþ ýíåðãèþ ( 1.2), çàäàííóþ íà ãðàôå G = ( V; E). Ïóñòü åñòü òåêóùàÿ ðàç-

ìåòêà x 0 è âûáðàíà ¾ðàñøèðÿåìàÿ¿ ìåòêà� 2 P . Îáîçíà÷èì íîâóþ jPj -çíà÷íóþ ðàçìåòêó x � .

Ïîñòðîèì ïàðíî-ñåïàðàáåëüíóþ ýíåðãèþ áèíàðíûõ ïåðåìåííû õ

EB (y ) =
X

i 2V B

 i (yi ) +
X

f i;j g2EB

 ij (yi ; yj )
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#
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Ðèñóíîê 1.5.: Øàãè àëãîðèòìîâ � -ðàñøèðåíèå (a) è�� -çàìåíà (b).

ïî ýíåðãèè ( 1.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� Ãðàô ýíåðãèéEB (y ) è E(x ) îäèíàêîâ: VB = V, EB = E.

� Çíà÷åíèå áèíàðíîé ïåðåìåííîé yi = 0 ñîîòâåòñòâóåòx �
i = x0

i (çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x i

íå ìåíÿåòñÿ); yi = 1 ñîîòâåòñòâóåòx �
i = � .

� Óíàðíûå ïîòåíöèàëû:  i (0) = � i (x0
i ),  i (1) = � i (� ).

� Ïàðíûå ïîòåíöèàëû:  ij (0; 0) = � ij (x0
i ; x0

j ),  ij (1; 1) = � ij (�; � ),  ij (0; 1) = � ij (y0
i ; � ),

 ij (1; 0) = � ij (�; y 0
j ).

Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà ðàçðåçà ãðàôà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñóáìîäóëÿðíîñòè ïàðíûõ

ïîòåíöèàëîâ ( 1.15). Â òåðìèíàõ jPj -çíà÷íûõ ïåðåìåííûõ óñëîâèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ij (�; � ) + � ij (�; 
 ) 6 � ij (�; � ) + � ij (�; 
 ); (1.22)

ãäå�; �; 
 2 P . ×àñòî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî � ij (�; � ) = 0 è � ij (�; 
 ) = � ij (
; � ). Â ýòîì ñëó÷àå

óñëîâèå (1.22) ñòàíîâèòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà, à âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû  ij � ìåòðèêàìè.

Àëãîðèòì � -ðàñøèðåíèå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óñêîðåí ëèáî ïðè ïîìîùè èñïîëüçîâà-

íèÿ äèíàìè÷åñêèõ ðàçðåçîâ ãðàôîâ [11], ëèáî ðàññìîòðåíèÿ îäíîâðåìåííî ïðÿìûõ è äâîéñòâåí-

íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [ 72]. Àëãîðèòì � -ðàñøèðåíèå ìîæåò áûòü ¾ñîâìåùåí¿

ñ àëãîðèòìîì �� -çàìåíà äëÿ äàëüíåéøåãî óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà [108].

Àëãîðèòì � -ðàñøèðåíèå ìîæíî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âèäîâ: ïîòåíöèàëû Ïîòòñà âûñîêîãî ï îðÿäêà (Pn -Potts) [60] è èõ ðî-

áàñòíûé âàðèàíò [61], ïîòåíöèàëû, øòðàôóþùèå èñïîëüçîâàíèå áîëüøîãî ÷èñëà ìå òîê â ðå-

øåíèè [ 32], à òàêæå èñïîëüçóþùèå èíôîðìàöèþ î ÷àñòîòå îäíîâðåìåííîã î ïîÿâëåíèÿ ìåòîê

ðàçíûõ êëàññîâ [80].

Ñîâðåìåííûå ðàáîòû ïî ñðàâíåíèþ ðàçíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöè è ýíåðãèè [120, 54] ïî-

êàçûâàþò, ÷òî øàãàþùèå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ðàçðåçàõ ãðàôîâ, ðàáîòàþò î÷åíü áûñòðî,

êîãäà ïðèìåíèìû.
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1.3.2.2. Ðåëàêñàöèîííûå àëãîðèòìû

Îäíèì èç ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ý íåðãèè (1.3) ÿâëÿåòñÿðå-

ëàêñàöèÿ. Äàííûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìóëèðîâàíèè çàäà÷è, êàê öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî îãðàíè÷åíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè îòáðàñ ûâàþòñÿ, è ðåøàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ

çàäà÷à îïòèìèçàöèè.

Îñîáåííîñòüþ ðåëàêñàöèîííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñò ü ïðåäîñòàâëåíèÿ òàê íàçûâà-

åìîãî ñåðòèôèêàòà îïòèìàëüíîñòè : åñëè ïî ðåøåíèþ íåïðåðûâíîé çàäà÷è óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü

ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è ñ òàêèì æå çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà, òî ïîñòðîåííîå äèñêðåòíîå

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì. Ïðè ðåøåíèè íåïðå ðûâíûõ çàäà÷ ÷àñòî ïåðåõîäÿò ê

äâîéñòâåííûì èì. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå êàæäîå çíà÷åíèå äâîéñò âåííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ íèæíåé

îöåíêîé íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿ åò ãîâîðèòü î ïîñòðîåíèè íàè-

áîëåå òî÷íîé íèæíåé îöåíêè ñðåäè îïðåäåë¼ííîãî ñåìåéñòâà î öåíîê. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì

ïðåäîñòàâëåíèÿ ñåðòèôèêàòà îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ çàçîðà7 ìåæäó ïðåäúÿâ-

ëåííûì ðåøåíèåì ïðÿìîé äèñêðåòíîé çàäà÷åé è íàèëó÷øåé íèæí åé îöåíêîé íà å¼ ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì.

1.3.2.2.1. Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííîé ðåëàêñàöèåé ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íàÿ ðåëàêñàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â 70-õ ãîäàõ Ì. È. Øëåçèíãåðîì [8], è ïîçäíåå ïåðåîòêðûòàÿ

äðóãèìè àâòîðàìè [27, 130].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðã èè (1.2). Ïåðåôîðìóëèðóåì å¼

â âèäå ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîã ðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ) c öåëåâîé

ôóíêöèåé:

EL (yL ) =
X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

(i;j )2E

X

p;q2P

� ij;pq yij;pq (1.23)

7 Ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåïðåðûâíî é ïðÿìîé çàäà÷è è çíà÷åíèåì ãëîáàëüíîãî ìàêñè-

ìóìà äâîéñòâåííîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ çàçîðîì äâîéñòâåííîñòè (duality gap). Åñëè íåïðåðûâíàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî îáû÷íî çàçîð äâîéñòâåííîñòè ðàâåí 0 ( â ñèëó ïðèìåíèìîñòè âûïóêëîãî âàðèàíòà òåîðå-

ìû Êàðóøà-Êóíà-Òàêêåðà).Çàçîðîì öåëî÷èñëåííîñòè îáû÷íî íàçûâàþò ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà äèñêðåòíîé çàäà÷è è çíà÷åíèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìó ìà ïðÿìîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè

ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñóììà çàçîðîâ öåëî÷èñëåííîñòè è äâîéñòâåííîñòè. Áóäåì íà-

çâàòü ýòó âåëè÷èíó ïðîñòîçàçîðîì .
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è ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åíèé

X

p2P

yip = 1; 8i 2 V ; (1.24)

X

p2P

yij;pq = yjq ; 8f i; j g 2 E; 8q 2 P ; (1.25)

X

q2P

yij;pq = yip ; 8f i; j g 2 E; 8p 2 P ; (1.26)

yij;pq ; yip 2 f 0; 1g: (1.27)

Îãðàíè÷åíèÿ ( 1.27) è (1.24) àíàëîãè÷íî îãðàíè÷åíèÿì ( 1.6) è (1.7) îáåñïå÷èâàþò öåëî÷èñëåí-

íîñòü è öåëîñòíîñòü (âîçìîæíîñòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì âîñ ñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x

èñõîäíîé çàäà÷è). Îãðàíè÷åíèÿ ( 1.25) è (1.26) îáåñïå÷èâàþò ñîãëàñîâàííîñòü óíàðíûõ ïåðåìåí-

íûõ yip è ïàðíûõ ïåðåìåííûõ yij;pq .

Óýéíðàéò è äð. [130] ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äèñêðåòíîé ç àäà-

÷è (1.23)-(1.27) ðàâíî çíà÷åíèþ ìèíèìóìà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ( 1.23) íà íåêîòîðîì âû-

ïóêëîì ìíîãîãðàííèêå, íàçûâàåìîì ìàðãèíàëüíûì ìíîãîãðàííèêîì (marginal polytope). Îõà-

ðàêòåðèçîâàòü åãî ïîëíîñòüþ äîñòàòî÷íî ñëîæíî, ïîñêîëüêó îí èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå êî-

ëè÷åñòâî ãðàíåé. Îäíèì èç ìíîãîãðàííèêîâ, ñîäåðæàùèì â ñåá å âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1.23)-(1.27), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèê, ïîëó÷àåìûé çàìåíîé îãðàíè÷åíèÿ öåëî÷èñëåííî-

ñòè (1.27) íà íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ yij;pq è yip . Òàêîé ìíîãîãðàííèê ÷àñòî íàçûâàþò

ëîêàëüíûì ìàðãèíàëüíûì ìíîãîãðàííèêîì (local marginal polytope). Ìàðãèíàëüíûé è ëîêàëü-

íûé ìàðãèíàëüíûé ìíîãîãðàííèêè äëÿ ýíåðãèé, îïðåäåë¼ííûõ íà ãðàôå G, áóäåò îáîçíà÷àòü

Marginal(G) è Local(G), ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äèñêðåòíîé ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè(1.2) íàçîâ¼ì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (1.23) ïî ïåðå-

ìåííûì yip , yij;pq , ïðèíèìàþùèì äåéñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ï ðè îãðàíè÷åíè-

ÿõ (1.24), (1.25), è (1.26).

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ çàçîð ìåæäó ðåøåíèåì äèñêðåòíîé çàäà÷è (1.23)-(1.27) è å¼ ñòàí-

äàðòíîé ðåëàêñàöèåé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Â ïîñëå äíèå ãîäû áûë ðàçðàáîòàí öåëûé

ðÿä ìåòîäîâ óòî÷íåíèÿ ñòàíäàðòíîé ðåëàêñàöèè, òàê èëè èíà÷å îñíîâàííûõ íà äîáàâëåíèè äî-

ïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé: [ 133, 70, 116, 17]. Òåì íå ìåíåå, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè

âàæíûõ ñëó÷àÿõ çàçîð ëèáî îòñóòñòâóåò, ëèáî ìàë, ÷òî äåëàåòñòàíäàðòíóþ ëèíåéíóþ ðåëàêñà-

öèþ ïîïóëÿðíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðÿäà

âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
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Óòâåðæäåíèå 2.Åñëè ãðàôG, íà êîòîðîì çàäàíà ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ýíåðãèÿ E(x ), íå ñî-

äåðæèò öèêëîâ, òî çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè E(x ) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî

çíà÷åíèåì ìèíèìóìà ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè çàäà÷ è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè E(x ).

Óòâåðæäåíèå 3.Åñëè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíàÿ ýíåðãèÿ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ E(x ), çàäàííàÿ íà

ïðîèçâîëüíîì ãðàôå G, ñóáìîäóëÿðíà, òî çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè E(x ) â òî÷íî-

ñòè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ìèíèìóìà ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ð åëàêñàöèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèèE(x ).

Äîêàçàòåëüñòâà óòâ.2 è 3 ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [129] è [67], ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ìíîæåñòâîì îãðàíè÷å-

íèé. Òåì íå ìåíåå, âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ â âîçíèêàþùå é çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ î÷åíü ìíîãî ïåðåìåííûõ, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ïðè ìåíåíèå ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ

îáùåãî íàçíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, ñèìïëåêñ-ìåòîäà). Ñóùåñòâó åò öåëûé ðÿä ñïåöèàëèçèðîâàííûõ

ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ èìåííî òàêîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàìì èðîâàíèÿ. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ

ñòðîÿò äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó òåì èëè èíûì ñïîñîáîì, ïîñëå ÷åã î ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ

çàäà÷à â ïðîñòðàíñòâå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Âñå òàêèå ìåòîäû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà

êëàññà:

� äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå;

� äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè äâîéñòâåííîãî ðàç ëîæåíèÿ (dual

decompostion), ÷òî íå ïîçâîëÿåò âûïèñàòü å¼ â ÿâíîì âèäå.

ßâíûé âèä äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó â ÿâíîì âèäå, ïðåäëî-

æåííîì Ì. È. Øëåçèíãåðîì [ 8, 132]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé

ýíåðãèè (1.2). Äîáàâèì è âû÷òåì íîâûå ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(x ) =
X

i 2V

0

@� i (x i ) +
X

j :f i;j g2E

mj i (x i )

1

A +
X

f i;j g2E

(� ij (x i ; x j ) � mj i (x i ) � mij (x j )) : (1.28)

Çäåñümj i (x i ) � äîáàâëåííûå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ÷àñòî â ñèëó ñõîäñòâà ñ� i ! j (x j ) (1.8) íàçûâàþò

ñîîáùåíèÿìè. Ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ñîãëàñíî âûðàæåíèþ ( 1.28), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ íèæíþþ

îöåíêó íà ýíåðãèþ E(x ):

D
�
f mj i (x i ); mij (x j )gf i;j g2E

�
=

X

i 2V

min
x i 2P

0

@� i (x i ) +
X

j :f i;j g2E

mj i (x i )

1

A

+
X

f i;j g2E

min
x i ;x j 2P

(� ij (x i ; x j ) � mj i (x i ) � mij (x j )) : (1.29)
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Çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè (1.29) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äâîéñòâåííîé ê ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðå ëàêñàöèè èñõîäíîé çàäà÷è:

max
m ji (x i ); m ij (x j ); h i ; h ij

X

i 2V

hi +
X

f i;j g2E

hij

s:t : hi > � i (x i ) +
X

j :f i;j g2E

mj i (x i ); 8i 2 V ; x i 2 P ;

hij > � ij (x i ; x j ) � mj i (x i ) � mij (x j ); 8f i; j g 2 E; x i ; x j 2 P ;

Çàïèñü äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè â ÿâíîì âèäå ïîçâîë ÿåò ïîëó÷àòü ñõåìû áëî÷íî-

êîîðäèíàòíîé îïòèìèçàöèè, ãàðàíòèðóþùèå ìîíîòîííîå íåóá ûâàíèå íèæíåé îöåíêè íà êàæäîì

øàãå. Àëãîðèòìàìè äàííîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû MSD [ 8, 5, 132], à òàêæå ðàçëè÷íûå

âàðèàíòû àëãîðèòìà MPLP [42, 117].

Îáùèì èíñòðóìåíòîì âûïèñûâàíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ â ÿâíîì âèäå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåí-

íîñòü ïî Ôåíõåëþ. Çàê è äð. [ 139] èñïîëüçóþò äâîéñòâåííîñòü ïî Ôåíõåëþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ñãëàæèâàòü, ÷òî, â ñâî þ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü

ãëàäêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Ïîõîæàÿ èäåÿ áûëà ïðèìåíåíà

Ñàâ÷èíñêèì è äð. [106] äëÿ ñèòóàöèè, êîãäà äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ â ÿâíîì âèäå âûïè ñàòü íå

óäà¼òñÿ.

Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå áèíàðíûå ýíåðãèè. Îñîáíÿêîì ñòîèò ñèòóàöèÿ ñòàíäàðòíîé ëèíåé-

íîé ðåëàêñàöèè äëÿ ñëó÷àÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ (â òîì ÷èñëå,

íåñóáìîäóëÿðíûõ). Â ýòîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíóþ ëèíåéíóþ ðåëà êñàöèè ìîæíî ýôôåêòèâíî íàéòè

ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ ðàçðåçà ñïåöèàëüíîãî ãðàôà. Â ëèòåðà òóðå ýòà òåõíèêà îáû÷íî íàçûâà-

åòñÿ àëãîðèòìîì QPBO.

Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé x i 2 f 0; 1g, i 2 V ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ �x i = 1 � x i .

Èñïîëüçóþ íîâûå ïåðåìåííûå, èñõîäíóþ ýíåðãèþ ìîæíî çàïèñà òü êàê ñóáìîäóëÿðíóþ ôóíê-

öèþ 8. Åñëè ïîñëå ýòîãî îòáðîñèòü îãðàíè÷åíèÿ x i + �x i = 1, i 2 V , òî çàïèñàííóþ ôóíêöèþ ìîæíî

áóäåò ýôôåêòèâíî ìèíèìèçèðîâàòü ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ ðàç ðåçà ãðàôà (ñì. ðàçäåë1.3.1.2).

Ìîæíî äîêàçàòü íåñêîëüêî ñâîéñòâ òàêîé ðåëàêñàöèè:

� âåëè÷èíà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ïîñòðîåííîãî ãðàôà ðàâíà çí à÷åíèþ ìèíèìóìà ñòàí-

äàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (ëåììà 1 è òåîðåìû 6 è 10 èç ðàáîòû [22]);

8Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, âñå çíà÷åíèÿ è óíàðíûõ, è ï àðíûõ ïîòåíöèàëîâ íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà

óíàðíûå ïîòåíöèàëû ìîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, òàê: � i (x i ) = � i (0)�x i + � i (1)x i . Ïàðíûå òàê: � ij (x i ; x j ) =

� ij (0; 0)(1 � x i )�x j + � ij (0; 1)(1 � x i )x j + � ij (1; 0)x i (1 � x j ) + � ij (1; 1)x i (1 � �x j ). Ïðè òàêîé çàïèñè âñåõ ïîòåí-

öèàëîâ ýíåðãèÿ, êàê ôóíêöèÿ ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà ïåðåìå ííûõ, áóäåò ñóáìîäóëÿðíà.
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� åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà âåðøèí W � V äëÿ ðàçìåòêè, ïîñòðîåííîé ïî ðàçðåçó

ãðàôà, âûïîëíåíî óñëîâèå x i + �x i = 1, òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ðàçìåòêàx � èñõîäíîé

ýíåðãèè, â êîòîðîé x �
i = x i , i 2 W (÷àñòè÷íàÿ îïòèìàëüíîñòü) [ 66, 47];

� åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåòêè èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ~x ïîëîæèòü x̂ i = x i , i 2 W ,

è x̂ i = ~x i , i 62 W, òî ýíåðãèÿ ïðè ýòîì íå óâåëè÷èòñÿ E(x̂ ) 6 E( ~x ) (weak autarky)

[103, 66, 47].

Îáû÷íî ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì QPBO ñòðîèò ÷àñòè÷íóþ ðàçìåòê ó ïåðåìåííûõ x � ïðèñâàèâàåò

êàæäîé ïåðåìåííîé x i , i 2 V çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà f 0; 1; ? g, ãäå ýëåìåíò ? ñîîòâåòñòâóåò

îòêàçó îò ðàçìåòêè. Â ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè, ðåøàåìîé àëãîðèòìîì QPBO, ïðè

ýòîì âûïîëíåíî ñâîéñòâî ïîëóöåëî÷èñëåííîñòè (half-integrality): ñóùåñòâóåò ðåøåíèå, â êîòîðîì

âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà f 0; 0:5; 1g.

Ñóùåñòâóþò îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà QPBO íà ñëó÷àé ýíåðãèé ñ íåáèíàðíûìè ïåðåìåííû-

ìè [ 74, 63], à òàêæå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ñâîéñòâî ÷àñòè÷íîé îïòèìàë üíîñòè äëÿ ïîâûøåíèÿ

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè [ 11] è óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðåøåíèé [87, 107] .

1.3.2.2.2. Äâîéñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ. Êîìîäàêèñ è äð. [ 73] ñôîðìóëèðîâàëè èäåþ

äåêîìïîçèöèè ãðàôà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè íà ïîäçàäà÷ è ñ àöèêëè÷åñêèìè ãðàôà-

ìè [ 130, 65] ÷åðåç ðåëàêñàöèþ Ëàãðàíæà. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì äëÿ ïîíèìàíèÿ

(÷åì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé [ 130, 65]) è îáëàäàåò áîëüøåé ãèáêîñòüþ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðã èè (1.2), îïðåäåë¼ííîé íà ïðî-

èçâîëüíîì ãðàôå G = ( V; E). Ðàçîáü¼ì ýíåðãèþ íà ñëàãàåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(x ) =
X

S2S

E S(x S) =
X

S2S

0

@
X

i 2V S

� S
i (x i ) +

X

f i;j g2ES

� S
ij (x i ; x j )

1

A :

Çäåñü ñèìâîëS èíäåêñèðóåò ñëàãàåìûå (ïîäýíåðãèè), S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñëàãà-

åìûõ. Ïîäýíåðãèè E S ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèÿìè, çàäàííûìè íà ãðàôàõ GS = ( VS; ES), ãäåVS � V è

ES � E , à òàêæå
S

S2S VS = V,
S

S2S ES = E. Ñèìâîë x S îáîçíà÷àåò ïåðåìåííûå, èíäåêñû êî-

òîðûõ âõîäÿò â ìíîæåñòâî VS (ñîêðàùåíèå îò x VS ). Ïîòåíöèàëû êàæäîé èç ïîäýíåðãèé â ñóììå

ñîñòàâëÿþò ïîòåíöèàëû ýíåðãèé:

� i (x i ) =
X

S2S : i 2V S

� S
i (x i ); 8i 2 V ;

� ij (x i ; x j ) =
X

S2S : f i;j g2ES

� S
ij (x i ; x j ); 8f i; j g 2 E:
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Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïîäýíåðãèè E S(x S)9 (ïîäçàäà÷è) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùå-

ñòâåííî ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè èñõîäíîé ýíå ðãèèE(x ). Íàïðèìåð, åñëè ãðàô

GS ïîäçàäà÷è S íå ñîäåðæèò öèêëîâ, òî ýòó ïîäçàäà÷ó ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøèò ü òî÷íî ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìîâ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé (ñì. ðàçäåë 1.3.1.1.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáèåíèå

íà ïîäýíåðãèè âûáðàíî òàê, ÷òî âñå ãðàôû GS, S 2 S, íå ñîäåðæàò öèêëîâ, à çíà÷èò çàäà÷è

minx S E S(x S) ìîæíî ðåøèòü òî÷íî. Ðåøàÿ âñå ïîäçàäà÷è íåçàâèñèìî, ìîæíî ï îëó÷èòü íèæíþþ

îöåíêó íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èñõîäíîé çàäà÷è:

min
x

E(x ) >
X

S2S

min
x S

E S(x S):

Äàííóþ íèæíþþ îöåíêó ìîæíî ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü, îáåñïå÷è âàÿ ñîãëàñîâàíèå ïåðåìåí-

íûõ ïîäçàäà÷, ïðè ïîìîùè ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà. Ñôîðìóëèðóå ì èñõîäíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçà-

öèè ýíåðãèè êàê çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, îòíîñèòåëüíî èíäèêàòîðíûõ ïåðåìåííûõ ïîäçà-

äà÷yS
ip , yS

ij;pq (àíàëîãè÷íî çàäà÷å ÖËÏ 1.23-1.27):

min
y S 2 Local( GS ); y �

X

S2S

E S
L (y S); (1.30)

s:t : yS
ip = y�

ip ; 8i 2 V ; 8p 2 P ; 8S 2 S : i 2 V S; (1.31)

yS
ij;pq = y�

ij;pq ; 8f i; j g 2 E; 8p; q2 P ; 8S 2 S : f i; j g 2 ES: (1.32)

Çäåñüy S =
n

f yipgp2P
i 2V S ; f yij;pq gp;q2P

f i;j g2ES

o
� ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ïîäçàäà÷, y � � äîáàâ-

ëåííûå ïåðåìåííûå, îáåñïå÷èâàþùèå ñîãëàñîâàíèå ïîäçàäà÷ , E S
L (y S) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñòàí-

äàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (1.23) ïîäçàäà÷è S. Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ

íà äåðåâå òî÷íà (óòâ.2), ìîæíî ïèñàòü, ÷òî ïåðåìåííûå y S ëåæàò â ìíîãîãðàííèêå Local(GS)

(à íå ïðèíàäëåæàò äèñêðåòíîìó ìíîæåñòâó ñ îãðàíè÷åíèÿìè âè äà (1.24), (1.25), (1.26), (1.27)).

Çàïèøåì ëàãðàíæèàí çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ( 1.30)-(1.32):

L(y S; y � ; � S) =
X

S2S

E S
L (y S) +

X

S2S



� S; y S � y �

S

�
; (1.33)

ãäåy �
S � ÷àñòü ïåðåìåííûõ âåêòîðà y � , îòíîñÿùèåñÿ êî ìíîæåñòâàì VS è ES; � S � ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà äëÿ îãðàíè÷åíèé (1.31) è (1.32), îòíîñÿùèåñÿ ê ïîäçàäà÷å S. Ñèìâîëû h�; �i ñîîòâåò-

ñòâóþò ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ. Èñïîëüçóÿ ëàãðàíæèàí, ïî ëó÷èì íèæíþþ îöåíêó íà ðåøåíèå

9 Çàìåòèì, ÷òî â ñèìâîëû x S è x S âêëàäûâàåòñÿ íåñêîëüêî ðàçíûé ñìûñë. Ñèìâîë x S îçíà÷àåò ïðîåêöèþ ïå-

ðåìåííûõ x íà ìíîæåñòâî VS � V , à x S � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêîìó æå ìíîæå ñòâó.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè èñïîëüçóåòñ ÿ çàïèñü x S , òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â äàííîì

âûðàæåíèè ïåðåìåííûå äëÿ ðàçíûõ ìíîæåñòâ VS1 è VS2 ñîãëàñîâàíû: i 2 V S1 \ V S2 ) xS1 ;i = xS2 ;i .
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îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ( 1.30)-(1.32):

min
y S ; y � 2 (1.31);(1.32):

y S 2 Local( GS )

X

S2S

E S
L (y S) = min

y S 2 Local( GS ); y �
max

� S
L(y S; y � ; � S)

> max
� S

min
y S 2 Local( GS ); y �

L(y S; y � ; � S) = max
� S

D(� S): (1.34)

ÇäåñüD(� S) � äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðè ìèíèìèçàöèè ëàãðàíæèàíà ( 1.33) ïî ïåðåìåííûì y � íà ýòè ïåðåìåííûå íåò íèêàêèõ

îãðàíè÷åíèé. Ïîñêîëüêó ýòè ïåðåìåííûå âõîäÿò ëèíåéíî, òî â åçäå, ãäå êîýôôèöèåíòû ïåðåä

íèìè íå ðàâíû íóëþ, çíà÷åíèå ìèíèìóìà ëàãðàíæèàíà íå îãðàíè ÷åíî ñíèçó. Èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî ïåðåìåííûå � S, ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ, íèêîãäà íå ïðèìóò çíà ÷åíèé, ïðè

êîòîðûõ âîçíèêíóò íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Äàííîå ðàññóæä åíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü çàäà÷ó

ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè ( 1.34) â âèäå çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðîé ïåðåìåííûå

y � íå ïðèñóòñòâóþò:

max
� S

X

S2S

min
y S 2 Local( GS )

�
E S

L (y S) +


� S; y S

��
; (1.35)

s:t :
X

S2S : i 2V S

� S
ip = 0; 8i 2 V ; 8p 2 P ; (1.36)

X

S2S : f i;j g2ES

� S
ij;pq = 0; 8f i; j g 2 E; 8p; q2 P : (1.37)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (1.35) ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè ïåðåìåííûõ � S íåîá-

õîäèìî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïî ïåðåìåííûì y S âèäà

min
y S 2 Local( GS )

�
E S

L (y S) +


� S; y S

��
: (1.38)

Ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè íà ãðàôå áåç öèêëîâ,

à çíà÷èò ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíû ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ï åðåäà÷è ñîîáùåíèé.

Çàäà÷à (1.35)-(1.37) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìàêñèìèçàöèè âîãíóòîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíê-

öèè (1.35) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ( 1.36)-(1.37). Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ïðîåêöèè

ñóáãðàäèåíòà10. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ (1.38), ñóáãðàäèåíò ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì

10 Ñóáãðàäèåíòÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ãðàäèåíòà äëÿ ñëó÷àÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé. Äëÿ âîãíóòîé ôóíê-

öèè f (� ) ñóáãðàäèåíò â òî÷êå� 0 � ýòî òàêîé âåêòîð g, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáûõ � âûïîëíåíî

f (� ) � f (� 0) > hg; � � � 0):

Åñëè â òî÷êå� 0 ôóíêöèÿ f (� ) äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñóáãðàäèåíò îïðåäåë¼í åäèíñòâåííûì î áðàçîì è ñîâïàäàåò

ñ ãðàäèåíòîì. Åñëè æå ôóíêöèÿf (� ) â òî÷êå� 0 íå äèôôåðåíöèðóåìà, òî ñóáãðàäèåíò íå åäèíñòâåíåí.
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îáðàçîì:

@D(� S) ip = yS
ip ; 8i 2 V ; 8p 2 P ; 8S 2 S : i 2 V S;

@D(� S) ij;pq = yS
ij;pq ; 8f i; j g 2 E; 8p; q2 P ; 8S 2 S : f i; j g 2 ES:

Ïðîåêöèþ ñóáãðàäèåíòà íà ìíîæåñòâî, çàäàííîå îãðàíè÷åíèÿ ìè ( 1.36) è (1.37), ìîæíî

âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�� S
ip = yS

ip �

P
S02S :i 2V S 0 yS0

ip

jf S0 2 S : i 2 V S0gj
; 8i 2 V ; 8p 2 P ; 8S 2 S : i 2 V S;

�� S
ij;pq = yS

ij;pq �

P
S02S :f i;j g2ES 0 yS0

ij;pq

jf S0 2 S : f i; j g 2 ES0gj
; 8f i; j g 2 E; 8p; q2 P ; 8S 2 S : f i; j g 2 ES:

Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � S ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáà

ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà äåðåâüÿ. Åñëè êàæäîå ðåáðî èñõîäíîãî ãðàôàGïîêðûâàåòñÿ îäíèì è òîëüêî

îäíèì ïîäãðàôîì GS, òî îãðàíè÷åíèÿ ( 1.37), à çíà÷èò è ïåðåìåííûå � S
ij;pq , íå íóæíû. Åñëè êàæäàÿ

âåðøèíà ïîêðûâàåòñÿ òîëüêî äâóìÿ ïîäãðàôàìè, òî îãðàíè÷åí èÿ (1.36) ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå

ïðîñòûå: xS1
ip = xS2

ip . Ïðèìåðîì òàêîé ñèòóàöèè ìîæåò ñëó÷èòü ãðàô G âèäà 4-õ ñâÿçíàÿ ðåø¼òêà,

ðàçáèòûé íà äâà ïîäãðàôà, ñîäåðæàùèõ òîëüêî âåðòèêàëüíûå èëè òîëüêî ãîðèçîíòàëüíûå ð¼áðà.

Êîìîäàêèñ è äð. [ 73] äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î íàèëó÷øåé íèæíåé îöåíêåðåøå-

íèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè E(x ), ïîñòðîåííîé ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé çàäà-

÷è (1.35)-(1.37):

Óòâåðæäåíèå 4.Åñëè ãðàôûGS âñåõ ïîäçàäà÷S 2 S íå ñîäåðæàò öèêëîâ, òî çíà÷åíèå ãëîáàëü-

íîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (1.35)-(1.37) â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè èñõîäíîé çàäà÷è.

Ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè, êîòîðóþ ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ïðè ïîìîùè äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè ñ ðàçáèåíèåì ã ðàôà çàäà÷è íà àöèêëè÷åñêèå

ïîäãðàôû (äåðåâüÿ), íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, êîíêðåòíûé

ñïîñîá ðàçáèåíèÿ íà äåðåâüÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìåòîä ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëü íîé ýíåðãèè ïðè ïîìîùè

äåêîìïîçèöèè ãðàôà çàäà÷è íà äåðåâüÿ è äàëüíåéøåãî ñîãëàñîâàíèÿ ïðè ïîìîùè ðåëàêñàöèè

Ëàãðàíæà áóäåì íàçûâàòü DD TRW (dual decomposition tree reweighted message passing).

Â ðàáîòàõ [70, 16, 136, 137, 53] ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè ìîæåò

ïîëó÷àòü íèæíèå îöåíêè, áîëåå òî÷íûå, ÷åì ñòàíäàðòíàÿ ëèíå éíàÿ ðåëàêñàöèÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî

èñïîëüçîâàòü ïîäçàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî ðåøèòü òî÷íî è ïðè ýò îì ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðå-

ëàêñàöèÿ íà íèõ íå òî÷íà. Ïðèìåðàìè òàêèõ ïîäçàäà÷ ìîãóò ñëó æèòü çàäà÷è ñ ãðàôàìè ìàëîé

øèðèíû [ 82, 129] è ýíåðãèè ìîäåëåé Èçèíãà äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ [ 109].
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1.3.2.2.3. Äâîéñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïîòåíöèà ëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Êîìîäàêèñ è äð. [ 71] èññëåäîâàëè âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà äâîéñòâåííî é äåêîìïîçè-

öèè äëÿ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèé ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêî â (1.1).

Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì èñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäà äâîéñòâå ííîé äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ

ââåäåíèå ïîäçàäà÷ íà êàæäûé èç ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêî â. Àíàëîãè÷íî ðàçäåëó 1.3.2.2.2

ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè :

min
y

E(y ) = min
f y C gC 2C ; ;y � :

y �
C = y C

X

C2C

 

� C (y C ) +
X

i 2 C

X

p2P

� ip yC
ip=jC(i )j

!

= min
f y C g;y �

max
f � ip;C g

0

@
X

C2C

 

� C (y C ) +
X

i 2 C

X

p2P

� ip yC
ip =jC(i )j

!

+
X

i 2V

X

p2P

X

C2C(i )

� ip;C (yC
ip � y�

ip )

1

A

> max
f � ip;C g

min
f y C g;y �

0

@
X

C2C

 

� C (y C ) +
X

i 2 C

X

p2P

yC
ip (� ip =jC(i )j + � i;C )

!

�
X

i 2V

X

p2P

X

C2C(i )

� ip;C y�
ip

1

A

= max
f � ip;C g:P

C 2C ( i ) � ip;C =0

min
f y C g

 

� C (y C ) +
X

i 2 C

X

p2P

yC
ip (� ip =jC(i )j + � i;C )

!

= max
f � ip;C g:P

C 2C ( i ) � ip;C =0

D(� ) (1.39)

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàáîòû ñ íèæíåé îöåíêîé ýíåðãèè ( 1.39) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ýô-

ôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè âû÷èñ ëåíèè íèæíåé îöåíêè D(� ) ïðè

ôèêñèðîâàííûõ ìíîæèòåëÿõ Ëàãðàíæà � . Äàííûå çàäà÷è èìåþò âèä ñóììû îäíîãî ïîòåíöèàëà

âûñîêîãî ïîðÿäêà è óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ:

min
x C 2X C

 

� C (x C ) +
X

i 2 C

� i (x i )

!

: (1.40)

Åñëè ïîðÿäîê ïîòåíöèàëîâ íåáîëüøîé, òî çàäà÷è ( 1.40) ìîæíî ðåøàòü ïðè ïîìîùè ïîëíîãî

ïåðåáîðà.

Ïðè ïîðÿäêàõ ïîòåíöèàëîâ, êîãäà ïåðåáîð ñòàíîâèòñÿ âû÷èñë èòåëüíî íåïðèåìëåì, âîçíè-

êàåò ïðîáëåìà õðàíåíèÿ ïîòåíöèàëîâ â ïàìÿòè. Íåîáõîäèìî íå êîòîðîå êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëå-

íèå, òðåáóþùåå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïàìÿòè, ÷åì çàäàíèå òàáë èöåé. Îäíèì èç ñïîñîáîâ òàêî-

ãî êîìïàêòíîãî çàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå çíà÷åíèÿ ïî óìîë÷à íèþ è íåáîëüøîãî ÷èñëà çíà÷å-

íèé â âûäåëåííûõ êîíôèãóðàöèÿõ. Òàêèå ïîòåíöèàëû áûëè íåçà âèñèìî ðàññìîòðåíû â ðàáî-

òàõ [104, 71] è íàçâàíû ðàçðåæåííûìè (sparse) è çàäàííûì øàáëîíàìè (pat tern-based).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîòåíöèàë � C çàäàí øàáëîíàìè , åñëè îí ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷å-

íèÿ òîëüêî íà çàðàíåå âûäåëåííîì ìíîæåñòâå êîíôèãóðàöèé ïå ðåìåííûõ DC � X C , à â îñòàëü-
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íûõ ñëó÷àÿõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ïî óìîë÷àíèþ � 0:

� C (x C ) =

8
><

>:

� C;d ; åñëèx C = d; d 2 D C ;

0; èíà÷å.

Øàáëîíàìè ìîæåò áûòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïîòåíöèàë � C , íî ïðè ýòîì ìíîæåñòâî DC ìîæåò

áûòü î÷åíü áîëüøîãî ðàçìåðà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîòåíöèàë � C ÿâëÿåòñÿðàçðåæåííûì , åñëè

îí çàäàí øàáëîíàìè, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà DC ìíîãî ìåíüøå ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ êîíôèãó-

ðàöèéjPj C , è âñå êîýôôèöèåíòû � C;d îòðèöàòåëüíû.

Ïðèìåðîì ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñ ÿ ïîòåíöèàëû Ïîòòñà (Potts):

� f i;j g(x i ; x j ) = � [x i = x j ]. Ïðèìåðîì ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿþ òñÿ

ïîòåíöèàëû Ïîòòñà âûñîêîãî ïîðÿäêà ( Pn -Potts), ââåä¼ííûå â ðàáîòå [60]:

� C (x C ) =

8
><

>:

� 1; åñëè âñå ïåðåìåííûå x i , i 2 C, ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ;

0; èíà÷å.

Åñëè ïîòåíöèàëû âûñîêîãî ïîðÿäêà ðàçðåæåííûå, òî çàäà÷è (1.40) ìîæíî ðåøèòü ýôôåê-

òèâíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèáî íà îäíîé èç êîíôèãóðàöèé ìíîæåñòâà

âûäåëåííûõ êîíôèãóðàöèé DC (îáû÷íî jDC j � jX C j) èëè íà êîíôèãóðàöèè, äîñòàâëÿþùåé ìè-

íèìóì óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ: x i = arg min x i 2P � i (x i ), i 2 C. Ïåðåáîð âñåõ ýòèõ êîíôèãóðàöèé è

ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.40).

Àíàëîãè÷íî çàäà÷å (1.35)-(1.37) çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè (1.39) ÿâëÿåòñÿ

êóñî÷íî-ëèíåéíîé è âîãíóòîé, à çíà÷èò å¼ ìîæíî ðåøèòü ïðè ïî ìîùè ìåòîäîâ ïðîåêöèè ñóá-

ãðàäèåíòà.

Çàìåòèì, ÷òî íèæíþþ îöåíêó ( 1.39) ìîæíî êîìáèíèðîâàòü ñ ðàçëîæåíèåì ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé íà äåðåâüÿ, à èìåííî îáúåäèíÿòü ïîòå íöèàëû ïîðÿäêà 2, åñëè òàêîâûå

ïðèñóòñòâóþò â ýíåðãèè, â ãðóïïû, òàê ÷òîáû ãðàôû íå îáðàçîâûâàëè öèêëîâ. Â ðàìêàõ äàííîé

ðàáîòû áóäåì íàçûâàòü ýòîò ìåòîä CWD (clique-wise decomposition).

Â ðàáîòå [71] ïðåäëîæåí ñïîñîá îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ðàçðåæåííûõ ïîò åíöèàëîâ âûñî-

êèõ ïîðÿäêîâ â ãðóïïó, äîïóñêàþùèé ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå çàä à÷è àíàëîãè÷íîé ( 1.40) (àëãîðèòì

PatB).

1.3.2.2.4. Àëüòåðíàòèâíûå âèäû ðåëàêñàöèé. Ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ÿâëÿåòñÿ

íå åäèíñòâåííîé íåïðåðûâíîé ðåëàêñàöèåé çàäà÷è ìèíèìèçàö èè ýíåðãèè (1.5)-(1.7). Ñóùåñòâó-

þò è áîëåå òî÷íûå ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè [115, 70, 116, 17], è äðóãèå âèäû ðåëàêñàöèé: êâàä-

ðàòè÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ [101], êîíè÷åñêàÿ ðåëàêñàöèÿ [78], ïîëóîïðåäåë¼ííàÿ (semidefinite, SDP)

ðåëàêñàöèÿ [131].
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Â ñåìåéñòâàõ ëèíåéíûõ ðåëàêñàöèé, áîëåå òî÷íûõ ÷åì ñòàíäàðòíàÿ ðåëàêñàöèÿ, îáû÷íî

äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå ìàðãèíàëüíîãî ìíî ãîãðàííèêà, áîëåå òî÷íîå ÷åì ëî-

êàëüíûé ìàðãèíàëüíûé ìíîãîãðàííèê. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðèáë èæåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ìíîãî-

ãðàííèê, îïèñûâàåìûé âñåìè öèêëè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè (c ycle inequalities) [115, 70]. Íåñìîò-

ðÿ íà, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå òî÷íûå íèæíèå îöåíêè, ìåòîäû ýòî é ãðóïïû ðåäêî èñïîëüçóþòñÿ íà

ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííûìè.

Êâàäðàòè÷íàÿ ðåëàêñàöèÿ â ôîðìóëèðîâêå èç ðàáîòû [101] âñåãäà òî÷íà (çàçîð ðàâåí 0),

íî ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íå âûïóêëîé. Äëÿ å¼ èñïîëüçîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü äîïîëíèòåëüíóþ

íèæíþþ îöåíêó (QP-RL), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, óæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Êîíè÷åñêàÿ ðåëàê-

ñàöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà [ 78] (SOCP-MS) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé, íî â íåé

âîçìîæåí íåíóëåâîé çàçîð. Êóìàð è äð. [ 79] ïðîâåëè òåîðåòè÷åñêîå ñðàâíåíèå òð¼õ ïîäõîäîâ

(ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ, QP-RL, SOCP-MS) è ïîêàçàëè, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðå-

ëàêñàöèÿ ïðåäîñòàâëÿåò íèæíþþ îöåíêó ñòðîãî ëó÷øå íèæíèõ î öåíîê äâóõ äðóãèõ ïîäõîäîâ.

Òàêæå Êóìàð è äð. [79] ïðåäëîæèëè ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íîãî ñåìåéñòâà îöå íîê íà îñíî-

âå êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà íå èçâåñòíî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ

ïîèñêà íàèëó÷øåé îöåíêè. SDP-ðåëàêñàöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà ëèøü â 2013 ã., è å¼ ñðàâíåíèå ñ

äðóãèìè âèäàìè ðåëàêñàöèé åù¼ íå ïðîâåäåíî.
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2. Ñóáìîäóëÿðíàÿ ðåëàêñàöèÿ

Â ýòîé ãëàâå îïèñàí ïîäõîä ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, îñí îâàííûé íà ïðèìåíå-

íèè ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà ê îãðàíè÷åíèÿì öåëîñòíîñòè: ñóáìîäóëÿðíàÿ ðåëàêñàöèÿ (submodular

relaxation, SMR). Ðàçäåë2.1 îïèñûâàåò ÷àñòíûé ñëó÷àé SMR äëÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ àññîöè-

àòèâíûõ ýíåðãèé: ñóáìîäóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (submodular decomposition, SMD), ïðåäëîæåííîå â

ðàáîòàõ [128, 97]. Ðàçäåë2.2 îïèñûâàåò ðàñøèðåíèå SMD íà ñëó÷àé ýíåðãèé ñ ïîòåíöèàëàìè

âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [ 96], ðàçäåë2.3 � íà ñëó÷àé ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ ïðîèçâîëüíîãî âèäà [ 127].

Ðàçäåë2.4 îïèñûâàåò ñïîñîá ó÷¼òà ãëîáàëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé â ðàìêàõ SMR.

2.1. Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå àññîöèàòèâíûå ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðã èè â èíäèêàòîðíîé íîòàöèè:

min
y

X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

f i;j g2E

X

p;q2P

� ij;pq yip yjq ; (2.1)

s:t :
X

p2P

yip = 1; 8i 2 V ; (2.2)

yip 2 f 0; 1g; 8i 2 V ; p 2 P ; (2.3)

Îãðàíè÷åíèÿ ( 2.2) ãàðàíòèðóþò, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿi èñõîäíîé çàäà÷è ïðèíèìàåò îäíî è

òîëüêî îäíî çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà ìåòîê P (îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè), îãðàíè÷åíèÿ ( 2.3) �

äåëàþò èíäèêàòîðíûå ïåðåìåííûå yip áèíàðíûìè (îãðàíè÷åíèÿ öåëî÷èñëåííîñòè).

Ïóñòü âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû � ij ïðèíàäëåæàò êëàññóàññîöèàòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ [ 123]:

� ij (p; q) = � Cij;p [p = q] =

8
><

>:

� Cij;p ; p = q;

0; p 6= q;
(2.4)

ãäåCij;p � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ Cij;p â ñëó÷àå ðàâåí-

ñòâà ìåòîê p è q íå çàâèñÿò îò ìåòêèp (Cij;p = Cij ), òî àññîöèàòèâíûå ïîòåíöèàëû ( 2.4) ñòàíî-

âÿòñÿ ïîòåíöèàëàìè Ïîòòñà (îòëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó îò ñòàí äàðòíîé çàïèñè èç ðàáîòû [24]).
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Â ñëó÷àå àññîöèàòèâíûõ ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ (2.4) íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû â öåëåâîé

ôóíêöèè ( 2.1) ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî ïðè ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ óíàðíûì ïîòåíöèàëàì,

à òàêæå ïàðíûì ïîòåíöèàëàì âèäà yipyjp , p 2 P . Â ýòîì ñëó÷àå èíäèêàòîðû yip , îòíîñÿùè-

åñÿ ê ðàçíûì ìåòêàì, ñâÿçàíû òîëüêî îãðàíè÷åíèÿìè öåëîñòíî ñòè (2.2). Òàêèì îáðàçîì, åñëè

îòáðîñèòü îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà jPj ãðóïï ñëàãàåìûõ

(ïîäçàäà÷), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî ïåðåìåííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåë¼ííîé ìåò-

êåp.

Ôîðìàëüíî, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ( 2.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ

E p
I (yp), êàæäîå èõ êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ yp = f yip j i 2 Vg, îòíîñÿùèõñÿ

ê îäíîé ìåòêå p 2 P . Ñëàãàåìûå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

E p
I (yp) =

X

j 2V

� jp yjp �
X

f i;j g2E

Cij;p yipyjp : (2.5)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå öåëåâîé ôóíêöèè (2.1) íà ñëàãàåìûå (2.5), ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ

îöåíêó íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ( 2.1)-(2.3):

min
y 2 (2.2);(2.3)

E I (y ) = min
y 2 (2.2);(2.3)

X

p2P

E p
I (yp) >

X

p2P

min
y p 2f 0;1gjVj

E p
I (yp): (2.6)

Ôóíêöèè E p
I � ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ yp. Ñîãëàñíî óòâ. 1 (ò.ê. Cij;p > 0)

ýòè ôóíêöèè ñóáìîäóëÿðíû, à çíà÷èò ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ìè íèìèçèðîâàíû ïðè ïîìîùè

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ ðàçðåçîâ ãðàôîâ (ñì. ðàçäåë 1.3.1.2), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü íèæíþþ îöåíêó ( 2.6).

Íèæíþþ îöåíêó ( 2.6) ìîæíî ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà îò îòáðàñû -

âàíèÿ îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè ( 2.2) ê ïðèìåíåíèþ ê íèì ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà (àíàëîãè÷íî

àëãîðèòìàì äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè, ñì. ðàçäåë 1.3.2.2.2). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ëàãðàí-

æèàí:

L(y ; � ) =
X

p2P

E p
I (yp) +

X

j 2V

� j

 
X

p2P

yjp � 1

!

: (2.7)

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìèíèìóìîì ìàêñèìóìîâ (ìèíèìàêñ) è ìàêñè ìóìîì ìèíèìóìîâ (ìàêñèìèí)

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó íà òî÷íîå ðåøåí èå çàäà÷è (2.1)-(2.3):

min
y 2 (2.2);(2.3)

E I (y ) = min
y 2 (2.3)

max
�

L(y ; � ) > max
�

min
y 2 (2.3)

L(y ; � ) = max
�

D(� ): (2.8)

ÇäåñüD(� ) � ýòî äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ :

D(� ) =
X

p2P

min
y p 2f 0;1gjVj

 

E p
I (yp) +

X

j 2V

� j yjp

!

�
X

j 2V

� j : (2.9)
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Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèé

� p(yp; � ) = E p
I (yp) +

X

j 2V

� j yjp (2.10)

ïî ïåðåìåííûì yp = f yipgi 2V ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ ïîèñêà ìèíè-

ìàëüíîãî ðàçðåçà ãðàôà, ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà� i âëèÿþò òîëüêî íà óíàðíûå ïîòåíöè-

àëû � j yjp , êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, íå âëèÿþò íà ñâîéñòâî ñóáìîäóëÿðí îñòè. Òàêèì îáðàçîì,

äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ D(� ) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíà.

Óòâåðæäåíèå 5.Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ D(� ) âîãíóòà è êóñî÷íî-ëèíåéíà. Ñóáãðàäèåíò ôóíê-

öèèD(� ) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

@D(� ) =
X

p2P

y�
ip � 1; (2.11)

ãäåf y�
ipgi 2V = arg min y p � p(yp; � ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà f 0; 1gjVj , ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ïðè

âû÷èñëåíèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ) (2.9), êîíå÷íû. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ yp, p 2 P , ëàãðàí-

æèàí L(y ; � ) (2.7) ëèíååí ïî ïåðåìåííûì � . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ D(� ) èìååò âèä

ìèíèìóìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ ôóíêöèé: mini a |
i � . Ôóíêöèè òàêîãî âèäà êóñî÷íî-

ëèíåéíû è âîãíóòû. Ñóáãðàäèåíò ðàâåí a j , ãäåj = arg min i a |
i � .

Çàäà÷à ïîèñêà íàèáîëåå òî÷íîé íèæíåé îöåíêè âèäà (2.8) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçà-

öèè ôóíêöèè D(� ) ïî ïåðåìåííûì � . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ D(� ) âîãíóòà è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî

âû÷èñëÿòü ñóáãðàäèåíò, òî äëÿ å¼ ìàêñèìèçàöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû íåãëàäêîé îïòèìèçà-

öèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êîíêðåòíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èñïîë üçîâàííûå â äàííîé ðàáîòå, áóäóò

ðàññìîòðåíû â ãëàâå4.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïî êîòîðîìó òðåáóå òñÿ îñóùåñòâèòü îïòèìèçàöèþ

(êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà), ñîñòàâëÿåòjVj, ÷òî ìåíüøå ÷åì â ìåòîäå DD TRW [ 73] êàê

ìèíèìóì â jPj ðàç. Ýòîò ôàêò äà¼ò îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî àëãîðèòì SMD áóäåò ñõîäèòü-

ñÿ áûñòðåå, ÷åì àëãîðèòì DD TRW. Òåîðåòè÷åñêîå ñðàâíåíèå íèæíèõ îöåíîê ìåòîäîâ SMD è

DD TRW, à òàêæå èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå ïðîâåäåíû â ãëàâàõ3 è 5, ñîîòâåòñòâåííî.

2.2. Ýíåðãèè ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, ñîñòîÿùåé èç óíàðí ûõ ïîòåíöèàëîâ è ïîòåíöèà-

ëîâ ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ ( 1.1). Çàïèøåì ýíåðãèþ ïðè ïîìîùè èíäèêàòîðíûõ ïåðåìåííûõ yip :

E I (y ) =
X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

C2C

X

d2X C

� C;d

Y

`2 C

y`p ` : (2.12)
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Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè ( 1.1) ïî ìíîãîçíà÷íûõ äèñêðåòíûì ïåðåìåííûì x ýêâèâàëåíòíà ìèíè-

ìèçàöèè ýíåðãèè (2.12) ïî áèíàðíûì ïåðåìåííûì y ïðè îãðàíè÷åíèÿõ öåëîñòíîñòè ( 1.7).

Ïóñòü âñå ïîòåíöèàëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàçðåæåííûå (ñì. ðàç äåë1.3.2.2.3). Ïî îïðåäåëå-

íèþ ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âñå êîýôôèöèåíòû � C;d îòðèöàòåëüíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùè

òîæäåñòâà  

�
Y

`2 C

y`

!

= min
z2f 0;1g

 

(jCj � 1)z �
X

`2 C

zy`

!

; (2.13)

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ôóíêöèþ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ E I (2.12) ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïî-

ðÿäêîâ ê ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè E �
I îò ðàñøèðåííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ òàê, ÷òî ìè-

íèìóì E �
I ïî ðàñøèðåííîìó ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò c ìèíèìóìî ì E I ïî èñõîäíîìó

ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ:

min
y 2 (1.4)

E I (y ) = min
z ;y :y 2 (1.4)

E �
I (y ; z):

Äàííûé ïðèåì áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [ 68] äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîðÿäêà 3, à â ðàáîòå [38] áûë

ñôîðìóëèðîâàí â ôîðìå ( 2.13) è îáîáùåí íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëîâ ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà âûñîêîãî ïîðÿäêà çàäàííîãî ø àáëîíàìè � C (ñì. ðàç-

äåë 1.3.2.2.3) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ( 2.13), ìîæíî âû÷åñòü êîíñòàí-

òó maxf 2D C � C;f èç âñåõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëîâ (â òîì ÷èñëå ïðè òåõ êîíôèãóðàöèÿõ, ãäå ñòîèò

çíà÷åíèå ïî óìîë÷àíèþ), îäíîâðåìåííî ïðèáàâèâ å¼ â êà÷åñòâ å êîíñòàíòíîãî ñëàãàåìîãî ê ýíåð-

ãèè. Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèå ( 2.13) ìîæíî ïðèìåíèòü, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèäåòñÿ ââåñòè

â ýíåðãèþ ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííû õ z: ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî íåíó-

ëåâîãî çíà÷åíèÿ. Â ñëó÷àå æå ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ êîëè÷åñòâî äîáàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ

ðàâíî ñóììå ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ DC .

Ýíåðãèþ E �
I (y ; z) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E �
I (y ; z) =

X

i 2V

X

p2P

� ip yip �
X

C2C

X

d2D C

� C;d

 

(jCj � 1)zC;d �
X

`2 C

y`d ` zC;d

!

: (2.14)

Ôóíêöèÿ E �
I (y ; z) ïàðíî-ñåïàðàáåëüíà è ñóáìîäóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåíí ûõ y è z

(óòâ. 1), à çíà÷èò, åñëè íåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ì îæåò áûòü ýôôåêòèâíî

ìèíèìèçèðîâàíà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëü íîãî ðàçðåçà â ãðàôå (ñì. ðàç-

äåë1.3.1.2).

Äîáàâèâ îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè (1.4) ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ( 2.14), ïðè-

ìåíèì ê íèì ðåëàêñàöèþ Ëàãðàíæà. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïàðíî-ñ åïàðàáåëüíîé ýíåðãèè (ñì. ðàç-

äåë2.1) çàïèøåì ëàãðàíæèàí

L(y ; z; � ) = E �
I (y ; z) +

X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!

(2.15)
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è äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ

D(� ) = min
y ;z2f 0;1g

L(y ; z; � ): (2.16)

Ëàãðàíæèàí L(y ; z; � ) ÿâëÿåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèåé îòí îñè-

òåëüíî ïåðåìåííûõ (y ; z) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà � , ÷òî ïîçâîëÿåò ýô-

ôåêòèâíî âû÷èñëèòü äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ D â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå � . Ôóíêöèÿ D(� ) ÿâëÿ-

åòñÿ íèæíåé îöåíêîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè ( 1.1). Àíàëîãè÷íî óòâ. 5 ôóíêöèÿ D(� )

ïåðåìåííûõ � ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ìàêñèìè-

çàöèè D(� ) ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ âûïóêëîé íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Ñóá ãðàäèåíò ôóíê-

öèè D(� ) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

@D(� ) =
X

p2P

y�
ip � 1; (2.17)

ãäå(f y�
ipgp2P

i 2V ; z � ) = arg min y p ;z2f 0;1g L(y ; z; � ). Âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ñóáãðàäèåíò

ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ê îíêðåòíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè,

èñïîëüçîâàííûå â äàííîé ðàáîòå, áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâå 4.

Â ñëó÷àå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè ñ àññîöèàòèâíûìè ïàðíûìè ïîòåíöèàëàìè SMR

ýêâèâàëåíòíî SMD. Åñëè ýíåðãèÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíà, íî ïàð íûå ïîòåíöèàëû íå àññîöèàòèâíû,

òî SMR ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Â ýòîì ñëó÷àå ââîäèòü äî ïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå z

ïðè ïîìîùè ( 2.13) íå òðåáóåòñÿ, ïîñêîëüêó ëàãðàíæèàí (2.15)

L(y ; z; � ) =
X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

f i;j g2E

X

p;q2P

�
� ij;pq � max

k;` 2P
� ij;k`

�
yip yjq +

X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!

+ � 0

ÿâëÿåòñÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûì è ñóáìîäóëÿðíûì óæå îòíîñèò åëüíî ïåðåìåííûõ y , ÷òî ïîçâîëÿ-

åò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü äâîéñòâåííóþ ôóíêöèè (2.16). Çäåñü� 0 =
P

f i;j g2E maxk;` 2P � ij;k` .

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ îñóùåñòâèòü îïòèìèçàöèþ, ñîñòàâëÿåò

jVj, êàê è â ìåòîäå SMD. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, âîçíèêàþ-

ùåãî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà CWD [ 71], ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå jPj (
P

C2C jCj � jCj ). Ìåòîä

PatB [71] ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ ïóò¼ì óñëîæíå íèÿ ïîäçàäà÷, íî, íàïðè-

ìåð, äëÿ ãèïåðãðàôà, ñîñòîÿùåãî èç 4-õ ñâÿçíîé ðåø¼òêè èç ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ è äîïîëíè-

òåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, êîëè÷åñòâî äâîéñòâ åííûõ ïåðåìåííûõ ñîñòàâëÿåò íå

ìåíåå jPj (jVj + j
S

C2C:jCj> 2 Cj).

Ðîáàñòíûå ðàçðåæåííûå ïîòåíöèàëû. Âûøå â äàííîì ðàçäåëå ïîäõîä SMR áûë ïðèìåíåí

äëÿ ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Äàííûé ïîäõ îä ìîæíî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé

ðîáàñòíûõ ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ, ïðèìåí¼ííûõ â



43

ðàáîòàõ [61, 104]. Ïîòåíöèàëû òàêîãî âèäà íå òîëüêî ïîîùðÿþò ðàçìåòêè òîæäå ñòâåííî ñîîòâåò-

ñòâîâàòü ïðåäîïðåäåë¼ííûì êîíôèãóðàöèÿì d 2 D C , íî è ïîîùðÿþò íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò

íèõ. Ïîòåíöèàë òàêîãî âèäà äëÿ ãèïåððåáðàC ìîæíî âûðàçèòü êàê ÷åðåçjPj -çíà÷íûå ïåðåìåí-

íûå x

� C (x C ) =
X

d2D C

min

 

0; � C;d +
X

`2 C

wC
` [x` 6= d` ]

!

;

òàê è ÷åðåç èíäèêàòîðíûå ïåðåìåííûå y

� C (yC ) =
X

d2D C

min

 

0; � C;d +
X

`2 C

wC
` (1 � y`d ` )

!

:

Ïàðàìåòðàìè ïîòåíöèàëîâ ãèïåððåáðà C ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû � C;d < 0, d 2 D C è wC
` > 0, ` 2 C.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíî ê ïàðíî-ñåïàð àáåëüíîé ôóíêöèè ïðè ïî-

ìîùè äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííûõ-ïåðåêëþ÷àòåëåé zC;d (àíàëîãè÷íî òðàíñôîðìàöèè ( 2.14)):

min
zC; d 2f 0;1g

� C;dzC;d +
X

`2 C

wC
` zC;d(1 � y`d ` ):

Äàííîå âûðàæåíèå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíî è ñóáìîäóëÿðíî (ò.ê. wC
` > 0) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-

íûõ y è z. Ïðèìåíåíèå ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà è ìàêñèìèçàöèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè â SMR ñ

ðîáàñòíûìè ðàçðåæåííûìè ïîòåíöèàëàìè àáñîëþòíî àíàëîãè÷ íû SMR ñ îáû÷íûìè ðàçðåæåí-

íûìè ïîòåíöèàëàìè.

Äëÿ âûâîäà SMR äëÿ ðîáàñòíûõ ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ èñïîë üçîâàëàñü ôîðìóëèðîâêà

èç ðàáîòû [104], à èìåííî ñâ¼ðòêà ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ âûäåëåííûõ êîíôèãó ðàöèé ïðè ïîìîùè

îïåðàöèè ¾ñóììà¿, à íå ¾ìèíèìóì¿. Äàííûå äâå ñõåìû ýêâèâàëå íòíû, åñëè âñå âûäåëåííûå

êîíôèãóðàöèè äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà (íàïðèìåð, ñì . [61, óð. 17, 18]).

2.3. Íåñóáìîäóëÿðíûé ëàãðàíæèàí

Â ðàçäåëàõ2.1 è 2.2 ëàãðàíæèàí âñåãäà áûë ñóáìîäóëÿðåí îòíîñèòåëüíî áèíàðíûõ ïåðå-

ìåííûõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îò ýòîãî òðåáîâàíèÿ ìîæíî îòêàçàò üñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæ¼í-

íûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè QPBO [ 66, 22] âìåñòî òî÷íîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà

ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíî ðàçðåçà ãðàôà.

Ðàçáåð¼ì äàííóþ ñèòóàöèþ íà ïðèìåðå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïàð íî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåð-

ãèè (2.1)-(2.3), ãäå ïàðíûå ïîòåíöèàëû � ij íå ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè (íî, ïî-ïðåæíåìó,

� ij;pq = 0 ïðè p 6= q). Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä SMD (ñì. ðàçäåë 2.1) íå ïðèìåíèì. Äëÿ ïðèìåíå-

íèÿ ìåòîäà SMR (ñì. ðàçäåë 2.2) íåîáõîäèìî èç âñåõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà âû÷åñòü åãî ìàêñè-

ìóì: maxp;q � ij;pq . Äàííàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò íåãàòèâíî ñêàçàòüñÿ íà ðàçðåæåííîñòè ïîòåíöèàëà,
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íàïðèìåð, åñëè îí øòðàôóåò ïîÿâëåíèå íåñêîëüêèõ âûäåëåííû õ êîíôèãóðàöèé. Åñëè îòáðîñèòü

øàã âû÷èòàíèÿ ìàêñèìóìà, òî ñâîéñòâî ðàçðåæåííîñòè ñîõðàí ÿåòñÿ, íî âûðàæåíèå (2.1) ìîæåò

áûòü íåñóáìîäóëÿðíî, à çíà÷èò, ìèíèìèçàöèÿ åãî ïî áèíàðíûì ïåðåìåííûì yip ìîæåò áûòü NP-

òðóäíîé çàäà÷åé. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿòü ìèíèìèçàöèþ ïñåâäî-áóëåâîé ôóíêöèè (2.1),

ìîæíî âû÷èñëèòü å¼ ñòàíäàðòíóþ ðåëàêñàöèþ ïðè ïîìîùè àëãîð èòìà QPBO è äàëåå ïðèìåíÿòü

ðåëàêñàöèþ Ëàãðàíæà ïîòåíöèàëîâ öåëîñòíîñòè (2.2). Íàçîâ¼ì äàííûé ïîäõîä íåñóáìîäóëÿðíîé

ðåëàêñàöèåé, èëè, ñîêðàù¼ííî, NSMR.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå NSMR. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ë àãðàíæèàí:

L(y ; � ) =
X

i 2V

X

i 2P

� ip yip +
X

f i;j g2E

X

(p;q)2D f i;j g

� ij;pq yip yjq +
X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!

(2.18)

ËàãðàíæèàíL(y ; � ) ÿâëÿåòñÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ïñåâäî-áóëåâîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ y , à

çíà÷èò, åãî ñòàíäàðòíàÿ ðåëàêñàöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà QPBO. Äàí-

íûé ìåòîä ïðåäîñòàâëÿåò çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè DQP BO (� ) ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, à òàêæå

÷àñòè÷íóþ ðàçìåòêó ïåðåìåííûõ y : êàæäîé ïåðåìåííîé yip ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå

èç ìíîæåñòâà f 0; 1; ;g . Íèæíÿÿ îöåíêà, ïðåäîñòàâëÿåìàÿ ìåòîäîì QPBO, ïî çíà÷åíèþ ðàâíà

ñòàíäàðòíîé ðåëàêñàöèè [132]:

DQP BO (� ) = min
y 2 Local( G0)

L(y ; � ); (2.19)

à çíà÷èò, ôóíêöèÿ DQP BO (� ) âîãíóòà è êóñî÷íî-ëèíåéíà, êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ � . Çäåñü

âåðøèíû ãðàôà G0 ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì yip ëàãðàíæèàíà (2.18), à ðåáðà ãðàôàE0 ñîîòâåò-

ñòâóþò ñëàãàåìûì � ij;pq yipyjq ëàãðàíæèàíà (2.18).

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ñóáãðàäèåíò ôóíêöèèDQP BO (� ), âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñòàí-

äàðòíàÿ ðåëàêñàöèÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ïñåâäî-áóëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿïîëóöåëîé [22]: ñó-

ùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàêî å ÷òî âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà f 0; 1; 0:5g. Â ÷àñòíîñòè, åñëè QPBO ïðèñâàèâàåò çíà÷åíèÿ0, 1, ; ïåðå-

ìåííîé yip , òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ñòàíäàðòíîé ðåëàêñàöèè ðàâíû 0, 1, 0:5, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïàðíûå ïîòåíöèàëû ñòàíäàðòíîé ðåëàêñàöèè yij;pq ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó (äîê-âî ñëåäóåò èç ëåììû 1):

yij;pq =

8
><

>:

min(yip ; yjp ); � ij;pq 6 0;

max(0; yip + yjp � 1); èíà÷å:
(2.20)

Íèæíÿÿ îöåíêà DQP BO (� ), ïîëó÷àåìàÿ ìåòîäîì NSMR, ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé íèæíåé

îöåíêè, ïîëó÷àåìîé ìåòîäîì SMD, à çíà÷èò, ìîæåò ïðèâåñòè ê ó âåëè÷åíèþ çàçîðà ìåæäó ïðÿìîé

è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè. Äàííûå ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíû â ðàçäåëå3.4.
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2.4. Ëèíåéíûå ãëîáàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãëîáàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ýíåðãèè ÿâë ÿþòñÿ ëèíåéíûå îãðàíè÷å-

íèÿ íà èíäèêàòîðíûå ïåðåìåííûå. Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü íåñêîëü êî âèäîâ òàêèõ îãðàíè÷åíèé:

X

j 2V

yjp = c; (2.21)

X

j 2V

yjp 2 [c1; c2]: (2.22)

Îãðàíè÷åíèÿ ( 2.21) ÿâëÿþòñÿ æ¼ñòêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîëè÷åñòâî ïåðåìåííû õ, ïðèíèìàþ-

ùèõ çíà÷åíèå p 2 P . Îãðàíè÷åíèÿ ( 2.22) � èíòåðâàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå j 2 V ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ íàáëþäàåìàÿ ñêàëÿðíàÿ èëè âåê-

òîðíàÿ âåëè÷èíà I j . Íàïðèìåð, â ñëó÷àå åñëè ìíîæåñòâî âåðøèí V ñîîòâåòñòâóåò ïèêñåëÿì

èçîáðàæåíèÿ, òî âåëè÷èíû I j ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü èíòåíñèâíîñòÿì èëè öâåòàì (íàïðèìå ð,

â ïðîñòðàíñòâå RGB) ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ. ÈñïîëüçóÿI j â êà÷åñòâå âåñîâ, ìîæíî çàïèñàòü,

íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà èíäèêàòîðíûå ïåðåìåííûå y :

X

j 2V

yjp I j = �
X

i 2V

yip ; (2.23)

X

j 2V

yjp (I j � � )( I j � � )T =
X

j 2V

yip �; (2.24)

X

j 2V

yjp I j =
X

j 2V

yjq I j ; (2.25)

Îãðàíè÷åíèÿ ( 2.23) è (2.24) çàäàþò ðàâåíñòâî ñðåäíèõ è êîâàðèàöèé âåëè÷èíI j âåëè÷èíàì �

è � , ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèå ( 2.25) çàäà¼ò ðàâåíñòâî ïîòîêîâ ÷åðåç âåðøèíû, ïðèíèìàþ-

ùèå çíà÷åíèÿ p è q.

Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ñóùåñòâóþò ñïåöèàëèçèðîâàííûå

ìåòîäû. Íàïðèìåð, ðàáîòû [ 91, 76] èññëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ âèäîâ (2.21) è (2.22).

Ïîäõîä SMR (à òàêæå SMD è NSMR) ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ îáùåãî âèäà:

X

i 2V

X

p2P

wm
ip yip = cm ; m = 1; : : : ; M (2.26)

X

i 2V

X

p2P

vk
ip yip 6 dk ; k = 1; : : : ; K: (2.27)
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Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà � = f � mgm=1 ;:::;M , � = f � mgm=1 ;:::;M ïî

îäíîìó íà êàæäîå èç îãðàíè÷åíèé ( 2.26), (2.27) è ïîëó÷èì ëàãðàíæèàí:

L(y ; � ; � ; � ) = E I (y ) +
X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!

+

MX

m=1

� m

 
X

j 2V

X

p2P

wm
ip yip � cm

!

+

KX

k=1

� k

 
X

j 2V

X

p2P

vk
ip yip � dk

!

;

ãäå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿì âèäà íåðàâåíñòâî � , äîëæíû áûòü

íåîòðèöàòåëüíû. Ëàãðàíæèàí ñóáìîäóëÿðåí îòíîñèòåëüíî èí äèêàòîðíûõ ïåðåìåííûõ y , è ïî-

ýòîìó äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

D(� ; � ; � ) = min
y

L(y ; � ; � ; � ) (2.28)

ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíà.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì, ðàññìîòðåííûì ðàíåå, çàäà÷à ïîèñêà íà èáîëåå òî÷íîé íèæíåé îöåíêè

ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè

max
� ; � ; � > 0

D(� ; � ; � ):

Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ D(� ; � ; � ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé è âîãíóòîé ïî âñåì äâîéñòâåííûì

ïåðåìåííûì, à çíà÷èò, ìîæåò áûòü ìàêñèìèçèðîâàíà, íàïðèìå ð, ìåòîäàìè âûïóêëîé îïòèìèçà-

öèè.
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3. Òî÷íîñòü íèæíèõ îöåíîê

Â ãëàâå2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîëó÷åíû ìåòîäû äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýí åðãèè (1.1) îá-

ùåãî âèäà, à òàêæå äëÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Âñå îïèñàííûå ìåòîäû îñíîâàíû íà ìàêñè-

ìèçàöèè íèæíåé îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïîëó÷åííîé ïð è ïîìîùè ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà

îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè ( 1.7). Êà÷åñòâî ýòèõ ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî

òî÷íîé ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííàÿ îöåíêà. Â äàííîé ãëàâå äàííûé âî ïðîñ èçó÷àåòñÿ òåîðåòè÷åñêè: äëÿ

êàæäîãî ìåòîäà ôîðìóëèðóåòñÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ, çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ êîòîðîé ðàâåí ìàêñè-

ìóì åãî íèæíåé îöåíêè, à òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñî ñòàíä àðòíîé ðåëàêñàöèåé.

Ñíà÷àëà (ðàçäåë3.1) ïðèâåäåíû ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëü-

íûõ ëåìì, îáëåã÷àþùèõ ðàáîòó ñî ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàê ñàöèåé ôóíêöèé áèíàðíûõ ïå-

ðåìåííûõ. Äàëåå, ðàçäåë 3.2 ïîñâÿù¼í ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûì àññîöèàòèâíûì ýíåðãèÿì (ìå òîä

SMD), ðàçäåë3.3 � ýíåðãèÿì ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ìåòîä SMR), ðàç äåë3.4 � ïðî-

èçâîëüíûì ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûì ýíåðãèÿì (ìåòîä NSMR). Â ðà çäåëå3.5ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé

ãëîáàëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

3.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Ëåììà 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðã èè

E(y ) =
X

i 2A

ai yi +
X

f i;j g2B

bij yi yj ;

ãäå ïåðåìåííûå y = f yi gi 2A áèíàðíû. ÇäåñüA è B � ìíîæåñòâà óíàðíûõ è ïàðíûõ ïîòåíöè-

àëîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñà öèÿ äàííîé ýíåðãèè ýêâèâàëåíòíà

ñëåäóþùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
yi ;yij

X

i 2A

ai yi +
X

f i;j g2B

bij yij ; (3.1)

s:t : y` ; yij 2 [0; 1]; 8` 2 A ; 8f i; j g 2 B; (3.2)

yij 6 yi ; yij 6 yj ; 8f i; j g 2 B; (3.3)

yij > yi + yj � 1; 8f i; j g 2 B: (3.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ëèíåéíóþ ðåëàêñàöèþ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

min
z

X

i 2A

ai zi 1 +
X

f i;j g2B

bij zij; 11; (3.5)

s:t : zi 1; zi 0; zij; 11; zij; 01; zij; 10; zij; 00 2 [0; 1]; (3.6)

zi 1 + zi 0 = 1; (3.7)

zij; 10 + zij; 11 = zi 1; zij; 01 + zij; 00 = zi 0;

zij; 01 + zij; 11 = zj 1; zij; 00 + zij; 10 = zj 0 (3.8)

Ïîêàæåì, ÷òî ïî ðåøåíèþ çàäà÷è ( 3.5)-(3.8) ìîæíî ïîñòðîèòü äîïóñòèìóþ òî÷êó çàäà-

÷è (3.1)-(3.4) ñ òàêèì æå çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî çíà÷åíèå

ìèíèìóìà çàäà÷è ( 3.1)-(3.4) íå áîëüøå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è ( 3.5)-(3.8). Ïîëîæèì çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: yi = zi 1, yij = zij; 11. Äîïóñòèìîñòü äàííîé òî÷êè ñëåäóåò èç

íåîòðèöàòåëüíîñòè z è îãðàíè÷åíèé ( 3.8). Çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé îáåèõ çàäà÷ ïðè òàêîì

ïðèñâàèâàíèè ñîâïàäàþò.

Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ìèíèìóìîâ çàäà÷ ( 3.5)-(3.8) è (3.1)-(3.4) ïî-

êàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ðåøåíèþ (3.1)-(3.4) ìîæíî ïîëîæèòü zj 1 = yj ,

zj 0 = 1 � zj 1, zij; 11 = yij , zij; 01 = zj 1 � zij; 11, zij; 10 = yi 1 � zij; 11, zij; 00 = zij; 11 + 1 � yi 1 � yj 1.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîå ïðèñâàèâàíèå ïåðåìåííûõ äîïóñòèìî è ïðèâîäèò ê òàêîìó æå çíà÷å-

íèþ öåëåâîé ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ìèíèìóìîâ äâóõ çàäà÷ ñîâïàäàþò, è ïî ðåøåíèþ

ëþáîé èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü äîïóñòèìóþ òî÷êó äðóãîé ñ òàêèì æå çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíê-

öèè, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Ëåììà 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðã èè

E(y ) =
X

i 2A

ai yi +
X

f i;j g2B

bij yi yj ;

ãäå ïåðåìåííûå y = f yi gi 2A áèíàðíû. ÇäåñüA è B � ìíîæåñòâà óíàðíûõ è ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû bij 6 0. Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ

äàííîé ýíåðãèè òî÷íà, è ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê çàäà÷à ëèíåé íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3.1)-

(3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâ. 1 ôóíêöèÿ E(y ) ñóáìîäóëÿðíà, à çíà÷èò, ñîãëàñíî óòâ.3, ñòàíäàðòíàÿ

ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ äàííîé çàäà÷è òî÷íà.

Ïî ëåììå 1 ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíà â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ( 3.1)-(3.4). Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
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îãðàíè÷åíèå (3.4) ìîæíî îïóñòèòü. Ïîñêîëüêó âñå bij 6 0, òî ïåðåìåííûì yij , ñîãëàñíî öåëåâîé

ôóíêöèè, âûãîäíåå ïðèíèìàòü íàèáîëüøåå èç äîïóñòèìûõ çíà÷ åíèé, à èìåííî min(yi ; yj ). Íåðà-

âåíñòâî min(yi ; yj ) > yi + yj � 1 âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé yi è yj , à çíà÷èò îãðàíè÷åíèå (3.4)

èçáûòî÷íî è ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Ëåììà 3. Ðàññìîòðèì äâà âåêòîðà y 1; y 2 2 [0; 1]K , K 2 N, òàêèõ ÷òî
P K

p=1 y1
p =

P K
p=1 y2

p = 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèéf zpqgK
p;q=1 , òàêèõ ÷òî

zpq > 0; 8p; q2 f 1; : : : ; K g;

zpp = min( y1
p; y2

p); 8p; q2 f 1; : : : ; K g;
KX

q=1

zpq = y1
p; 8p 2 f 1; : : : ; K g;

KX

p=1

zpq = y2
q; 8q 2 f 1; : : : ; K g:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z�
pp = min( y1

p; y2
p). Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó

min
z

X

p2P

X

q2P

zpq;

s:t :
X

q2P

zpq = ap; 8p 2 P ;

X

p2P

zpq = bq; 8q 2 P ;

zpq > 0; 8p; q2 P ;

ãäåap = y1
p � z�

pp, bp = y2
p � z�

pp. Ðåøåíèå äàííîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è f z0
pqg ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó

ap > 0, bp > 0, è îãðàíè÷åíèÿ ñáàëàíñèðîâàíû:

X

p2P

ap =
X

p2P

(y1
p � z�

pp) = 1 �
X

p2P

z�
pp =

X

p2P

(y2
p � z�

pp) =
X

p2P

bp:

Ïðè ýòîì âûïîëíåíî z0
pp = 0. Ïîëîæèì z�

pq = z0
pq, p 6= q. Íàáîð çíà÷åíèé f z�

pqg
K
p;q=1 ÿâëÿåòñÿ

èñêîìûì.

Ëåììà 4. Ïóñòü y1; : : : ; yK � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðèíàäëåæàùèå îòðåç-

êó[0; 1], K > 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
z;z1 ;:::;zK 2 [0;1]

z(K � 1) �
KX

k=1

zk (3.9)

s:t : zk 6 z; zk 6 yk : (3.10)

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà äîïóñòèìîì ìíîæåñ òâå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êåz =

z1 = � � � = zK = min k=1 ;:::;K yk .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî y1 6 : : : 6 yK . Îáîçíà-

÷èì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì îïòèìèçàöèî ííîé çàäà÷è ( 3.9)-(3.10), ÷å-

ðåç z� ; z�
1; : : : ; z�

K , à çíà÷åíèå ìèíèìóìà � ÷åðåç f � . Ïåðåìåííàÿ z âõîäèò â ëèíåéíóþ öå-

ëåâóþ ôóíêöèþ ( 3.9) ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì è îãðàíè÷åíà íåðàâåíñòâàì è (3.10)

ñíèçó, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå îïòèìóìà îíà ïðèíèìàåò íàèì åíüøåå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå:

z� = max k=1 ;:::;K z�
k . Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåííûå z1; : : : ; zK ïðèíèìàþò íàèáîëüøèå äîïóñòèìûå

çíà÷åíèÿ: z�
k = min( yk ; z� ).

Ïîêàæåì, ÷òî z� > y1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü " = y1 � z� > 0. Çàìåòèì, ÷òî

òî÷êà z� + ", z�
1 + "; : : : ; z �

K + " ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.9) â íåé ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ f � � " , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ìèíèìàëüíîñòè f � .

Ïîêàæåì, ÷òî z� 6 y2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

1. yK < z � . Ïóñòü " = z� � yK > 0. Òî÷êàz� � " , z�
1; : : : ; z�

K ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, öåëå-

âàÿ ôóíêöèÿ (3.9) â íåé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ f � � " , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ

ìèíèìàëüíîñòè f � .

2. y` < z � 6 y`+1 , äëÿ íåêîòîðîãî ` 2 f 2; : : : ; K g. Ïóñòü " = z� � y` > 0. Òî÷êà z� � " ,

z�
1; : : : ; z�

` ; z�
`+1 � "; : : : ; z �

K � " ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.9) â íåé ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèÿ f � � " (` � 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ìèíèìàëüíîñòè f � .

Âñå òî÷êè âèäàz� 2 [y1; y2], z�
1 = y1, z�

2 = � � � = z�
K = z� ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, è íà íèõ

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (3.9) ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ìèíèìàëüíîìó. Îäí îé èç òàêèõ

òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, óïîìÿíóòàÿ â óñëîâèè ëåììû.

Ëåììà 5. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
y 2Y

f (y ) (3.11)

s:t : Ay = 0; (3.12)

By 6 0; (3.13)

ãäåY � Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, A : Rn ! Rm è B : Rn ! Rk - ëèíåéíûå îïåðàòîðû,

a f : Rn ! R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ìíîæåñòâî Y îáëàäàåò íåïóñòîé îòíîñèòåëüíîé

âíóòðåííîñòüþ 1, è çíà÷åíèå ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (3.11)-(3.13) êîíå÷íî.

1 Îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòüþ ìíîæåñòâà Y íàçûâàåòñÿ âíóòðåííÿÿ îáëàñòü ìíîæåñòâàY îòíîñèòåëüíî ëèíåé-

íîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé ìíîæåñ òâàY. Áîëåå ôîðìàëüíî, relint (Y) = f y j y 2

Y; 9" > 0 : N " (y ) \ aff(Y) � Yg , ãäåN " (y ) � øàð ðàäèóñà" ñ öåíòðîì â òî÷êå y , à aff(Y) � àôôèííàÿ îáîëî÷êà

ìíîæåñòâà Y.
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Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

max
� 2 Rm

� 2 Rk ; � > 0

min
y 2Y

L(y ; � ; � ) = min
y 2Y

max
� 2 Rm

� 2 Rk ; � > 0

L(y ; � ; � ) = min
y 2Y :

y 2 (3.12)� (3.13)

f (y );

ãäåL(y ; � ; � ) � ëàãðàíæèàí, ðàâíûé

L(y ; � ; � )) = f (y ) + � T Ay + � T By :

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû î ñè ëüíîé äâîé-

ñòâåííîñòè â ôîðìóëèðîâêå èç êíèãè Áåðòøåêàøà è äð. [18, òåîðåìà 6.4.2].

3.2. Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå àññîöèàòèâíûå ýíåðãèè

Â ðàáîòàõ [97, 98] ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè, äîñòèã àåìîå ìåòî-

äîì SMD, ðàâíî ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ð åëàêñàöèè (òåîðåìà1), à òàêæå

ðåëàêñàöèè Êëÿéíáåðãà-Òàðäîø (KT) [58], ôîðìóëèðóåìîé äëÿ çàäà÷è uniform metric labeling

(òåîðåìà 2).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè ñ àññîöèàòèâíûìè ïàðíûìè ïîòåíöèàëàìè (2.4)

íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè, ïîë ó÷àåìàÿ àëãîðèòìîì SMD, ðàâíà

çíà÷åíèþ ìèíèìóìà ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëàãðàíæèàí (2.7) ÿâëÿåòñÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ y . Â

ñëàãàåìûõ ëàãðàíæèàíà (2.5) âñå êîíñòàíòû Cij; p íå îòðèöàòåëüíû, à çíà÷èò ïðèìåíèìà ëåììà 2

äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ëàãðàíæèàíà ïî ïåðåìåííûì y. Çàïèøåì âû÷èñëåíèå äâîéñòâåííîé

ôóíêöèè D(� ) ïðè ïîìîùè ëåììû 2:

D(� ) = min
y

L(y ; � ) = min
y

X

p2P

0

@
X

j 2V

� jp yjp �
X

f i;j g2E

Cij;p yij;p

1

A +
X

j 2V

� j

 
X

p2P

yjp � 1

!

; (3.14)

s:t : y`q; yij;p 2 [0; 1]; 8` 2 V ; 8p; q2 P ; 8f i; j g 2 E;

yij;p 6 yip ; yij;p 6 yjp ; 8f i; j g 2 E; 8p 2 P :



52

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, ïîëó÷èì, ÷òî ìàêñèìóì äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ) ïî ïåðåìåííûì �

ðàâåí çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì ìèðîâàíèÿ:

min
y

X

p2P

0

@
X

j 2V

� jp yjp �
X

f i;j g2E

Cij;p yij;p

1

A ; (3.15)

s:t : y`q; yij;p 2 [0; 1]; 8` 2 V ; 8p; q2 P ; 8f i; j g 2 E; (3.16)

yij;p 6 yip ; yij;p 6 yjp ; 8f i; j g 2 E; 8p 2 P ; (3.17)
X

p2P

yip = 1; 8i 2 V : (3.18)

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ( 3.15)-(3.18) ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé

ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (îïð. 5). Ïðîâåä¼ì ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.

Ïóñòü y�
ip , y�

ij;p � ðåøåíèå çàäà÷è (3.15)-(3.18). Ïîñòðîèì íàáîð ïåðåìåííûõ y0
ip , y0

ij;pq , ÿâ-

ëÿþùèéñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàö èè, è òàêîé ÷òî çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè ( 1.23) áóäåò ðàâíî çíà÷åíèþ (3.15).

Ðàññìîòðèì ðåáðî f i; j g 2 E. Òàê êàê â öåëåâîé ôóíêöèè (3.15) Cij;p > 0, òî y�
ij;p =

min(y�
ip ; y�

jp ). Ïðè ïîìîùè ëåììû 3 ïîñòðîèì íàáîð f zpqg
jPj
p;q=1 íà îñíîâå âåêòîðîâ f y�

ipgp2P

è f y�
jp gp2P . Ïîëîæèì â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñòàíäàðòíîé ëèíåé íîé ðåëàêñàöèè çíà-

÷åíèÿ ïåðåìåíûõ zpq è y�
ip : y0

ip := y�
ip , y0

ij;pq = zpq. Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì òî÷êà y0
ip , y0

ij;pq

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (âñå ïåðåìåííûé ïðèíàäëåæàò

îòðåçêó[0; 1], âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ ( 1.24), (1.25), è (1.26)). Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ýòîé

òî÷êå ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè ( 3.15) â òî÷êåy�
ip , y�

ij;p ïî ïîñòðîåíèþ.

Ïóñòü y0
ip , y0

ij;pq � ðåøåíèå çàäà÷è ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè. Ïîëîæèì y�
ip := y0

ip

è y�
ij;p := y0

ij;pq . Íàáîð ïåðåìåííûõ y�
ip , y�

ij;p ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé çàäà÷è (3.15)-(3.18), à

òàêæå íà í¼ì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (3.15) ðàâíî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè ñòàíäàðòíîé

ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè ñ àññîöèàòèâíûìè ïàðíûìè ïîòåíöèàëàìè (2.4)

ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ýêâèâàëåíòà ðåëàêñàöèè Êëÿéíáåðãà-Òàðäîø:

min
zip ;zij;p

X

i 2V

X

p2P

�̂ ip zip +
1
2

X

f i;j g2E

X

p2P

Cij;p zij;p ;

s:t :
X

p2P

zip = 1; 8i 2 V ;

zij;p � zip � zjp ; zij;p � zjp � zip ; 8f i; j g 2 E; 8p 2 P

zij;p � 0; zip � 0;
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ãäå�̂ ip = � ip � 1
2

P
j :f i;j g2E Cij;p

2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì öåëåâóþ ôóíêöèþ ( 1.23) ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè:

EL (yL ) =
X

i 2V

X

p2P

� ip yip �
X

(i;j )2E

X

p2P

Cij;p yij;pp

=
X

i 2V

X

p2P

(� ip �
1
2

X

j :f i;j g2E

Cij;p )yip +
X

(i;j )2E

X

p;q2P :
p6= q

Cij;p + Cij;q

2
yij;pq

Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû óñëîâ èÿ äîïóñòèìîñòè ( 1.25) è (1.26)

òî÷êè y .

Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðày 1; y 2 2 [0; 1]jPj , òàêèå ÷òî
P

p2P y1
p =

P
p2P y2

p = 1, è íåîòðèöà-

òåëüíûå êîíñòàíòû Cp, p 2 P . Îïðåäåëèì

f (y 1; y 2) = min
z

X

p2P

X

q2P

dpqzpq; (3.19)

s:t :
X

q2P

zpq = y1
p; 8p 2 P ; (3.20)

X

p2P

zpq = y2
q; 8q 2 P ; (3.21)

zpq > 0; 8p; q2 P ; (3.22)

ãäådpq = 0 ïðè p = q, è dpq = Cp + Cq

2 èíà÷å.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîf (y 1; y 2) = 1
2

P P
p=1 Cpjy1

p � y2
pj.

Ïóñòü f zpqgp;q2P � ýòî íàáîð, ïîñòðîåííûé ïî ëåììå 3. Ïîêàæåì, ÷òî íà ýòîì âåêòîðå

äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ( 3.19). Ïóñòü f z0
pqgp;q2P � åù¼ îäèí íàáîð, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíè-

ÿì ( 3.20), (3.21), è (3.22). Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî z0
rr 6 zrr = min( y1

r ; y2
r ), à çíà÷èò

X

p2P

X

q2P

dpqz0
pq =

1
2

 
X

p2P

Cpy1
p +

X

q2P

Cqy2
q � 2

X

r 2P

Cr z0
rr

!

>
1
2

 
X

p2P

Cpy1
p +

X

q2P

Cqy2
q � 2

X

r 2P

Cr zrr

!

=
X

p2P

X

q2P

dpqzpq:

2Ïåðâûå ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïðåäë îæåíû Â. Êîëìîãîðîâûì â ðàáîòàõ [ 97, 98].
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Öåïî÷êà ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî:

X

p2P

X

q2P

dpqzpq =
1
2

 
X

p2P

Cpy1
p +

X

q2P

Cqy2
q � 2

X

r 2P

Cr zrr

!

=
1
2

 
X

r 2P

Cr min(y1
r ; y2

r ) +
X

r 2P

Cr max(y1
r ; y2

r ) � 2
X

r 2P

Cr min(y1
r ; y2

r )

!

=
1
2

 
X

r 2P

Cr max(y1
r ; y2

r ) �
X

r 2P

Cr min(y1
r ; y2

r )

!

=
1
2

X

r 2P

Cr jy1
r � y2

r j:

3.3. Ýíåðãèè ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ íèæíåé îöåíêè, ïîëó÷àåìîé ìåòîäîì SMR ( ñì. ðàçäåë2.2), ôîðìó-

ëèðóåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (òåîðåìà 3); ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â

îáùåì ñëó÷àå äàííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà, íå ëó÷øå, ÷åì íèæíÿÿ îöåí êà, ïîëó÷àåìàÿ ìåòîäîì CWD

(ñì. ðàçäåë2.2), à òàêæå, ÷òî â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ïîòåí öèàëîâ, íèæíèå

îöåíêè, ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè SMR è CWD ñîâïàäàþò: òåîðåìà 4.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ýíåðãèè âèäà(2.12) ñ ðàçðåæåííûìè ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ àëãîðèòì

SMR âû÷èñëÿåò ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó íà ãëîáàëüíûé ìèíèìó ì ýíåðãèè:

min
y

X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

C2C

X

d2D C

� C;dyC;d (3.23)

s:t : yip ; yC;d 2 [0; 1]; 8i 2 V ; 8p 2 P ; 8C 2 C; 8d 2 D C (3.24)

yC;d 6 y`d ` ; 8C 2 C; 8d 2 D C ; 8` 2 C; (3.25)
X

p2P

yip = 1; 8i 2 V : (3.26)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (3.23)-(3.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

min
y ;z

X

i 2V

X

p2P

� ip yip �
X

C2C

X

d2D C

� C (d)

 

(jCj � 1)zC;d �
X

`2 C

z`
C;d

!

(3.27)

s:t : yip ; zC;d 2 [0; 1]; 8i 2 V ; 8p 2 P ; 8C 2 C; 8d 2 D C (3.28)

z`
C;d 2 [0; 1]; 8C 2 C; 8d 2 D C ; 8` 2 C; (3.29)

z`
C;d 6 zC;d ; 8C 2 C; 8d 2 D C ; 8` 2 C; (3.30)

z`
C;d � y`d ` ; 8C 2 C; 8d 2 D C ; 8` 2 C; (3.31)

X

p2P

yip = 1; 8i 2 V : (3.32)

Îáîçíà÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ ( 3.27) çà Q(y ; z). Ïåðåìåííûå zC;d âõîäÿò â ëèíåéíóþ ôóíê-

öèþ Q(y ; z) òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à çíà÷èò â òî÷êå îï òèìóìà ïðèíèìàþò

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èç âîçìîæíûõ: zC;d = max `2 C z`
C;d . Àíàëîãè÷íî, z`

C;d = min( zC;d ; y`d ` ).

Ïóñòü

R(� ) = min
y ;z2 (3.28)� (3.31)

 

Q(y ; z) +
X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!!

:

Äëÿ ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ (ñì. ðàçäåë 1.3.2.2.3) êîýôôèöèåíòû íåïîëîæèòåëüíû � C (d) 6 0,

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (3.27), (3.28)-(3.31) ýêâèâàëåíòà ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè

ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè áèíàðíûõ ïåðå ìåííûõ ( 2.14) (ëåììà 2). Ñîãëàñíî

óòâ.3 â äàííîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ òî÷íà, à çíà÷èòR(� ) = D(� ) â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå � . Ðàññìîòðèì òî÷êó � � = arg max R(� ). Â äàííîé ñèòóàöèè ïðèìåíèìà ëåììà 5,

à çíà÷èò

R(� � ) = max
�

min
y ;z2 (3.28)� (3.31)

 

Q(y ; z) +
X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!!

= min
y ;z2 (3.28)� (3.31)

max
�

 

Q(y ; z) +
X

i 2V

� i

 
X

p2P

yip � 1

!!

:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ y � , óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíè-

ÿì ( 3.32) è äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì ïðàâîé ñòîðîíû ðàâåíñòâà, ÷òî â ñâî þ î÷åðåäü îçíà÷àåò,

÷òî y � ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.27)-(3.32). Ïåðâîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî R(� � ) ðàâíî çíà-

÷åíèþ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîê àçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ

ðàâåíñòâîì R(� � ) = D(� � ).
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3.3.1. Ïåðåñòàíîâî÷íûå ïîòåíöèàëû Ïîòòñà

Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ (3.23)-(3.26) íå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå òî÷íîé èçâåñòíîé ëèíåéíîé ðå-

ëàêñàöèåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè ñ ðàçðåæåííûìè ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Êî-

ìîäàêèñ è Ïàðàäæèîñ [ 71] ñôîðìóëèðîâàëè áîëåå òî÷íóþ ðåëàêñàöèþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àå òñÿ ïðè

ïîìîùè äîáàâëåíèÿ ê ( 3.23)-(3.26) óñëîâèé ñîãëàñîâàííîñòè ïåðåìåííûõ yC;p è y`q:

X

p2P C : p` = q

yC;p = y`q; 8C 2 C; 8q 2 P ; 8` 2 C: (3.33)

Â îáùåì ñëó÷àå ðåëàêñàöèÿ Êîìîäàêèñà è Ïàðàäæèîñà ÿâëÿåòñÿáîëåå òî÷íîé, ÷åì ðåëàê-

ñàöèÿ, äîêàçàííàÿ â òåîðåìå3. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷à ÿõ

ýòè äâå ðåëàêñàöèè ýêâèâàëåíòû (à çíà÷èò ìåòîä SMR ðåøàåò ðåëàêñàöèþ Êîìîäàêèñà è Ïàðà-

äæèîñà).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîòåíöèàë � C , C 2 C íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì ïîòåíöèàëîì Ïîòòñà

(permutedPn -Potts), åñëè îí ðàçðåæåííûé, è

8d0; d002 D C : d0 6= d00 ) d0
i 6= d00

i ; 8i 2 C:

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ïåðåìåííàÿ-çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü

òîëüêî îäíîé âûäåëåííîé êîíôèãóðàöèè ìíîæåñòâà DC . ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïåðåñòàíîâî÷íûõ

ïîòåíöèàëîâ Ïîòòñà ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëû Ïîòòñà âûñîêîãî ïî ðÿäêà, ââåä¼ííûå â ðàáîòå [60], à

òàêæå àññîöèàòèâíûå ïàðíûå ïîòåíöèàëû [123].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè âñå ïîòåíöèàëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ïî-

òåíöèàëàìè Ïîòòñà, òî ðåëàêñàöèÿ (3.23)-(3.26) ýêâèâàëåíòíà ðåëàêñàöèè Êîìîäàêèñà è Ïàðà-

äæèîñà.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ýíåðãèè âèäà(2.12) ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ÿâëÿþùèìèñÿ ïåðåñòà-

íîâî÷íûìè ïîòåíöèàëàìè Ïîòòñà, àëãîðèòì SMR âû÷èñëÿåò íèæ íþþ îöåíêó íà ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì ýíåðãèè, ðàâíóþ îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ðåëàêñàöèè Êîìîäàêèñà è Ïàðàäæèîñà [ 71].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 3 ôîðìóëèðóåò íèæíþþ îöåíêó íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè,

âû÷èñëÿåìóþ ìåòîäîì SMR, êàê çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî âàíèÿ. Ðåëàêñàöèÿ Êîìîäàêèñà

è Ïàðàäæèîñà îòëè÷àåòñÿ îò ñôîðìóëèðîâàííîé ðåëàêñàöèè ëèøü íàëè÷èåì îãðàíè÷åíèé ( 3.33).

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîòåíöèàëîâ Ïîòòñà î ãðàíè÷åíèÿ (3.33) ÿâëÿþòñÿ èç-

áûòî÷íûìè.

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêîãîïîðÿäêà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

ñîäåðæèò òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâàìDC , ïðè÷¼ì ñ îòðèöàòåëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå yC;p , p 2 D C ñòðåìÿòñÿ ïðèíÿòü ìàêñèìàëüíî
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âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, à çíà÷èò îãðàíè÷åíèÿ ( 3.33) ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùèå:

X

p2D C : p` = q

yC;p 6 y`q; 8C 2 C; 8q 2 P ; 8` 2 C: (3.34)

Åñëè âñå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ïîòåíöèàëà ìè Ïîòòñà, òî ñóììû, ñòî-

ÿùèå â ëåâûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ (3.34), ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîãî ñëàãàåìîãî êàæäàÿ, à çíà÷èò

îãðàíè÷åíèÿ ( 3.34) ñëåäóþò èç îãðàíè÷åíèé (3.25) è (3.24).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû4, ïîñêîëüêó àññîöèàòèâíûå

ïîòåíöèàëû âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ïîò åíöèàëàìè Ïîòòñà, à îãðàíè÷å-

íèÿ ( 3.33) ïåðåõîäÿò â óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè (1.25), (1.26).

3.4. Ïðîèçâîëüíûå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå ýíåðãèè

Â äàííîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷àåìàÿ ì åòîäîì NSMR, èçëîæåííûì

â ðàçäåëå2.3.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè àëãîðèòì NSMR ïîçâîëÿåò ï îëó÷èòü íèæíþþ

îöåíêó, ðàâíóþ çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
y

X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

f i;j g2E

X

(p;q)2D f i;j g

� ij;pq yij;pq ; (3.35)

s:t : yip ; yij;pq 2 [0; 1]; (3.36)

yij;pq 6 yip ; yij;pq 6 yjq ; 8f i; j g 2 E; 8(p; q) 2 D f i;j g; (3.37)

yij;pq > yip + yjq � 1; 8f i; j g 2 E; 8(p; q) 2 D f i;j g; (3.38)
X

p2P

yip = 1; 8i 2 V : (3.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî àëãîðèòì QPBO íàõîäèò íèæíþþ îöåíêó, ðàâíóþ ç íà÷åíèþ ìè-

íèìóìà ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè. Ñîãëàñíî ëåììå 1 íèæíþþ îöåíêó DQP BO (� ) (2.19)

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DQP BO (� ) = min
y

L(y ; � );

s:t : yip 2 [0; 1]; 8i 2 V ; 8p 2 P ;

yij;pq 2 [0; 1]; 8f i; j g 2 E; (p; q) 2 D f i;j g;

yij;pq 6 yip ; yij;pq 6 yjq ; 8f i; j g 2 E; (p; q) 2 D f i;j g;

yij;pq > yip + yjq � 1; 8f i; j g 2 E; (p; q) 2 D f i;j g;
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ãäåL(y ; � ) � ëàãðàíæèàí (2.18).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

max
�

min
y 2 (3.36)� (3.38)

L(y ; � ) = min
y 2 (3.36)� (3.38)

max
�

L(y ; � )

= min
y 2 (3.36)� (3.39)

X

i 2V

X

p2P

� ip yip +
X

f i;j g2E

X

p;q2P

� ij;pq yij;pq ;

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.5. Ëèíåéíûå ãëîáàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Íèæíèå îöåíêè, ïîëó÷àåìûå ìåòîäàìè SMR, SMD, è NSMR ñ ãëîáàë üíûìè ëèíåéíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè, ðàâíû ðåøåíèÿì çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèð îâàíèÿ, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîìî-

ùè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ áåç îãðàíè÷åíèé, ñ äîáàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ðà-

âåíñòâ è íåðàâåíñòâ. Íèæå ïðèâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ìåòîäà SMR.

Òåîðåìà 6. Íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèç àöèè ýíåð-

ãèè (1.5)-(1.7) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.26) è (2.27), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì SMR (ìàêñèìóì ôóíê-

öèè D(� ; � ; � ) (2.28) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ � k > 0), ðàâíà çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ (3.23)-(3.26) ñ äîáàâëåíèåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (2.26) è (2.27).

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâóòåîðåìû 3. Êëþ÷åâûì èñïîëü-

çóåìûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ ëåììà 5.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ìåòîäîâ SMD è NSMR ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 7. Íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèç àöèè ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè(2.1)-(2.3) ñ àññîöèàòèâíûìè ïîòåíöèàëàìè (2.4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.26)

è (2.27), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì SMD (ìàêñèìóì ôóíêöèè D(� ; � ; � ) (2.28) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

� k > 0), ðàâíà çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (îïð. 5) ñ äîáàâëåíèåì

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (2.26) è (2.27).

Òåîðåìà 8. Íàèëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèç àöèè ïàðíî-

ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè (2.1)-(2.3) ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîòåíöèàëàìè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.26)

è (2.27), ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì NSMR (ìàêñèìóì ôóíêöèè D(� ; � ; � ) (2.28) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

� k > 0), ðàâíà çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàí èÿ (3.35)-(3.39) ñ äîáàâëåíè-

åì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (2.26) è (2.27).



59

4. Ìàêñèìèçàöèÿ íèæíèõ îöåíîê

Â äàííîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèò-

ìà SMR. Ðàçäåë4.1 ïîñâÿù¼í òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó ñâîéñòâ òî÷êè ìàêñèìóìà í èæíåé îöåíêè

SMR. Ðàçäåëû4.2 è 4.3 îïèñûâàþò äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè äâîéñò âåí-

íîé ôóíêöèè, âîçíèêàþùåé â àëãîðèòìå SMR, à ðàçäåë 4.4 îïèñûâàåò ïðàêòè÷åñêèå àëãîðèòìû

ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîãî ðåøåíèÿ ïî íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ äâîéñòâ åííûõ ïåðåìåííûõ.

4.1. Òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà òî÷åê ìàêñèìóìà

Â ðàìêàõ äàííîãî ðàçäåëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèèE(x ) (1.1)

ïîñòðîåíà äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ D(� ) = min y L(y ; � ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé íà

ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè E(x ) äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ � . Ïðè ýòîì ëàãðàíæè-

àí L(y ; � ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííûõ ïåð åìåííûõ � è ñóáìî-

äóëÿðíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ y . Ôóíêöèÿ D(� ) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé

êóñî÷íî-ëèíåéíîé è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíà. Çàìåò èì, ÷òî îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ íà-

áëþäàåòñÿ, êàê â ìåòîäå SMD (ñì. ðàçäåë2.1), òàê è â åãî îáîáùåíèè � ìåòîäå SMR (ñì. ðàç-

äåë2.2).

Ââåä¼ì íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíè é. Îáîçíà÷èì òî÷êó ìàêñè-

ìóìà äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ) ÷åðåç� � , çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ y , ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ

òàêîå çíà÷åíèå ëàãðàíæèàíà, � ÷åðåçy � : � � = arg max D(� ), y � = arg min y L(y ; � � ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè � îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé yip , ïðè êîòîðûõ ìîæåò äîñòè-

ãàòüñÿ ìèíèìóì ëàãðàíæèàíà L(y ; � ) ïî ïåðåìåííûì y , ÷åðåçZ ip (� ):

Z ip (� ) =
�

z j 9ŷ 2 Arg min
y

L(y ; � ) : ŷip = z
�

; i 2 V ; p 2 P :

4.1.1. Óñëîâèÿ ñèëüíîé è ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè

Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèÿìè ñèëüíîé è ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè äå ðåâüåâ (strong tree

agreement, STA è weak tree agreement, WTA) äëÿ àëãîðèòìîâ TRW [130, 65] îïðåäåëèì ïîíÿ-
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òèÿ ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè (strong agreement, SA) è ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè (weak agreement,

WA).

Îïðåäåëåíèå 7. Çíà÷åíèå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþñèëüíîé ñîãëà-

ñîâàííîñòè (SA), åñëè äëÿ êàæäîé èç èñõîäíûõ ïåðåìåííûõi 2 V ðîâíî äëÿ îäíîé ìåòêè p 2 P

ìíîæåñòâî Z ip (� ) ñîäåðæèò ýëåìåíò 1, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ìåòîê q 6= p ìíîæåñòâà Z iq (� )

ñîäåðæàò òîëüêî ýëåìåíò 0:

8i 2 V 9!p 2 P : 1 2 Z ip (� ); 8q 6= p : Z iq (� ) = f 0g:

Îïðåäåëåíèå 8. Çíà÷åíèå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþñëàáîé ñîãëàñî-

âàííîñòè (WA), åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíûi 2 V âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1. 9p 2 P : 1 2 Z ip (� ).

2. 8p 2 P : Z ip (� ) = f 1g ) 8 q 6= p; 0 2 Z jq (� ).

Îïðåäåëåíèå ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò,÷òî äëÿ âûáðàííîé òî÷êè �

ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ y , ñîãëàñîâàííîå ñî âñåìè ìíîæåñòâàìè Z ip (� ) è

îãðàíè÷åíèÿìè öåëîñòíîñòè ( 1.7).

Äîêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé, ïîÿñíÿþùèõ ñóòü îï ðåäåëåíèé ñèëüíîé è ñëà-

áîé ñîãëàñîâàííîñòè.

Óòâåðæäåíèå 6.Åñëè òî÷êà �̂ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè, òî çíà÷å-

íèå D(�̂ ) ðàâíî ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó ýíåðãèè E(x ) è êîíôèãóðàöèÿ x̂ , íà êîòîðîé äîñòèãàåò-

ñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâàìè Z ip (�̂ ): x̂ i = k, ãäå1 2 Z ik (�̂ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òî÷êè�̂ ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé áèíàðíûé âåêòîð ŷ , ñîãëàñîâàííûé è ñ ìíîæåñòâàìè Z ip (�̂ ): ŷip 2 Z ip (�̂ ), è ñ

îãðàíè÷åíèÿìè öåëîñòíîñòè ( 1.7). Âåêòîð ŷ îäíîçíà÷íî çàäà¼ò âåêòîð äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé x̂ 2

PV , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ýíåðãèè, ïîñêîëüê ó çíà÷åíèå E(x̂ ) ñîâïàäàåò ñî

çíà÷åíèåì ëàãðàíæèàíà L(ŷ ; �̂ ).

Óòâåðæäåíèå 7.Åñëè òî÷êà �̂ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè, òî îíà óäî -

âëåòâîðÿåò è óñëîâèþ ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèé ñèëüíîé è ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè. Îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Óòâåðæäåíèå 8.Òî÷êà� � ìàêñèìóìà äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëà-

áîé ñîãëàñîâàííîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü òî÷êà � � íå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé âåðøè íû j 2 V ëèáî ñóùåñòâóþò ìåòêè

p 6= q, òàêèå ÷òîZ jp (� � ) = Z jq (� � ) = f 1g, ëèáî Z jp (� 0) = f 0g âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ìåòîê p 2 P .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òî÷êó �̂ , òàêóþ ÷òî �̂ i = � �
i äëÿ âñåõi 6= j è �̂ j = � �

j + ",

ãäå" > 0. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì " ýëåìåíò 1 ïî-ïðåæíåìó âõîäèò â îáà ìíîæåñòâà Z jp (�̂ ) è

Z jq (�̂ ), à ýëåìåíò 0 âõîäèò âî âñå îñòàëüíûå ìíîæåñòâàZ j` (�̂ ), ` 2 P n f p; qg. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî D(�̂ ) > D(� � ) + " > D (� � ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ìàêñèìàëüíîñòè D(� � ).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òî÷êó �̂ , òàêóþ ÷òî �̂ i = � �
i äëÿ âñåõi 6= j è �̂ j = � �

j � " , ãäå

" > 0. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì " ýëåìåíò 0 âõîäèò âî âñå ìíîæåñòâàZ j` (�̂ ), ` 2 P , îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî D(�̂ ) > D(� � ) + " > D (� � ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ìàêñèìàëüíîñòè D(� � ).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå íåâåðíî.

4.1.2. Çàçîð ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïîêàçàòåëåé, îïðåäåëÿþùèõ óñïåøí îñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ,

îñíîâàííûõ íà ìàêñèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè, îñíîâàí íîé íà ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà (òà-

êèõ êàê SMR è DD TRW), ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð çàçîðà ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè:

minx E(x ) � max� D(� ). Èç óòâ.6 ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èÿ òî÷êè ñèëüíîãî ñîãëàñîâàíèÿ âåëè-

÷èíà çàçîðà ðàâíà0. Ïðè íàëè÷èè æå òî÷êè ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ ñêàçàòü ÷òî-ëèáî î âåëè÷èíå

çàçîðà íåëüçÿ.

Ôóíêöèÿ D(� ) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé è êóñî÷íî-ëèíåéíîé, êàæäûé ëèíåéíûé ñåã ìåíò ýòîé

ôóíêöèè çàäà¼òñÿ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì äèñêðåòíûõ ïåðåìåíí ûõ y . Ïðè ýòîì, åñëè êàêîé-òî

èç ñåãìåíòîâ, çàäàþùèõ ãðàíü ôóíêöèè D(� ), îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ¾ãîðèçîíòàëüíûì¿, òî

ôóíêöèÿ íà ýòîì ñåãìåíòå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå çàçîð ðàâåí 0.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ôîðìàëèçóåò ýòè èíòóèòèâíûå ðàññóæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 9.Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè E(x ) ðàâåí çíà÷åíèþ ëàãðàíæèàíà L(y � ; � � ) â

òî÷êå ìàêñèìèíà (y � ; � � ) (L(y � ; � � ) = max � miny 2 (1.6) L(y ; � )) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóåò áèíàðíûé âåêòîð ŷ , çàäàþùèé ãîðèçîíòàëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ( L(ŷ ; � ) íå çàâèñèò

îò � ), òàêîé ÷òî L(ŷ ; � � ) = L(y � ; � � ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè E(x ) ðàâåí çíà÷åíèþ L(y � ; � � ). Ïî òî÷-

êåx̂ = arg min x E(x ) ïîñòðîèì âåêòîð ŷ: ŷip = [ x̂ i = p]. Âåêòîðŷ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, ïîñêîëüêó

óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì öåëîñòíîñòè (1.7), à çíà÷èò,E(x̂ ) = L(ŷ ; � ) = L(y � ; � � ).
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D(� ) D (� ) D (� )

çàçîð

� � � � � � � � �

(1) (2) (3)

Ðèñóíîê 4.1.: Òðè ñèòóàöèè, âîçìîæíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìà êñèìóìà � � äâîéñòâåííîé

ôóíêöèè D(� ). Ïî îñÿì àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ � (çäåñü îäíîìåðíûå). Ïî îñÿì îðäèíàò

îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé è äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé D(� ). Çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè

ïîêàçàíî ãîðèçîíòàëüíîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Çíà÷åíèÿ äâîé ñòâåííîé ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå � ïîêà-

çàíî æèðíîé ñïëîøíîé ëèíèåé. Ëåâûé ãðàôèê (1) ïîêàçûâàåò ñèò óàöèþ, êîãäà óäà¼òñÿ íàéòè è çíà÷åíèå

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, è ðàçìåòêó ïåðåìåííûõ, íà êîò îðûõ îíî äîñòèãàåòñÿ. Öåíòðàëüíûé ãðà-

ôèê (2) ïîêàçûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà óäàëîñü íàéòè çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, íî íå êîí-

ôèãóðàöèþ ïåðåìåííûõ. Æèðíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâå òñòâóåò ðàçìåòêå ïåðåìåííûõ ŷ , êîòîðàÿ

ñóùåñòâóåò, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíà. Ïðàâûé ãðàôèê (3) ïîêàçûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà íå ñóùåñòâóåò

ãîðèçîíòàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó îïò èìóìà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé

çàçîð.

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò âåêòîð̂y, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì çàäà÷è. Ïîñêîëüêó

L(ŷ ; � ) = L(ŷ ; � � ), 8� , òî âåêòîð ŷ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (1.7), à çíà÷èò, çàäà¼ò ðàç-

ìåòêó x̂ , çíà÷åíèå ýíåðãèè íà êîòîðîé ðàâíî ìàêñèìèíó ëàãðàíæèàíà.

Èç óòâåðæäåíèÿ9 ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè� � ìàêñèìóìà äâîéñòâåííîé ôóíê-

öèè D(� ) âîçìîæíû 3 ñèòóàöèè (ñì. ðèñ. 4.1):

1. âñå ìíîæåñòâàZ ip (� � ) ñîñòîÿò èç åäèíñòâåííûõ ýëåìåíòîâ; áèíàðíûé âåêòîð y � , óäîâëå-

òâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì öåëîñòíîñòè ( 1.24) (à çíà÷èò è îïòèìàëüíàÿ äèñêðåòíàÿ ðàçìåòêà

x � ) ìîæåò áûòü â ÿâíîì âèäå âîññòàíîâëåí; çàçîð ìåæäó ïðÿìîé è ä âîéñòâåííîé çàäà÷àìè

ðàâåí 0;

2. íåêîòîðûå, âîçìîæíî âñå, ìíîæåñòâà Z ip (� � ) ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ; ðàçìåò-

êó y � , ñîãëàñîâàííóþ ñ ( 1.24) âîññòàíîâèòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåòðèâèàëüíî; çàçîðà ìåæäó

ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè ïî-ïðåæíåìó íåò;

3. íåêîòîðûå ìíîæåñòâà Z ip (� � ) ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ; ðàçìåòêày � , îäíîâðåìåí-

íî óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì ( 1.24) è äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì ëàãðàíæèàíà íå ñó-

ùåñòâóåò; çàçîð ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè ñòðîãî áîëüøå 0.
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Â ñèòóàöèè1 â òî÷êå � � âûïîëíåíî óñëîâèå ñèëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè, à çíà÷èò óäà¼ò ñÿ

íàéòè êàê çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, òàê è êîíô èãóðàöèþ ïåðåìåííûõ x , íà

êîòîðîé îíî äîñòèãàåòñÿ. Â ñèòóàöèè 2 â òî÷êå� � âûïîëíåíî óñëîâèå ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè

ñîãëàñîâàííîñòè. Ïðè ýòîì çàçîð ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííî é çàäà÷àìè ðàâåí0, à çíà÷èò

îïòèìàëüíàÿ ñîãëàñîâàííàÿ ðàçìåòêà ŷ ñóùåñòâóåò, õîòü ìîæåò áûòü íå èçâåñòíà. Â ñèòóàöèè3

â òî÷êå � � òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå ñëàáîé ñîãëàñîâàííîñòè, íî ñóùåñò âóåò íåíóëåâîé çàçîð

ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè. Áèíàðíîãî âåêòîðà ŷ , âîçíèêàþùåãî â óòâåðæäåíèè9

íå ñóùåñòâóåò.

Â ñèòóàöèè3 àëãîðèòì ñòðîÿùèé îïòèìàëüíûå êîíôèãóðàöèè x ïîñòðîèòü íå óäà¼òñÿ. Â

ñèòóàöèè2 â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòìû, ñòð îÿùèå ðàçìåòêó x � ,

äîñòàâëÿþùóþ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè ( 1.1). Íàïðèìåð, òàêèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåò-

ñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (îòíîñè òåëüíî ìíîæåñòâà ãèïåðð¼áåðC)

ìíîæåñòâà âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ åñòü íåîäíîçíà÷íîñòè â ðàçìå òêå, ñóùåñòâóåò îäíà ìåòêà, êîòî-

ðîé ìîæíî ïîêðûòü âñþ êîìïîíåíòó. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ýò îé ñèòóàöèè ïðèâåäåí â ðàçäå-

ëå4.4.3.

4.2. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé

çàäà÷è

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ îïòèìè çàöèè, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè ðàçëè÷íûõ íèæíèõ îöåíîê íà ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåðãèè.

Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ ïî èñêà íàèëó÷øåé íèæíåé îöåíêè

èç ñåìåéñòâà îöåíîê SMR (2.16). Íèæå ïðèâåäåí ñïèñîê ìåòîäîâ, ðàíåå èñïîëüçîâàííûõ äëÿ

îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîèñêó íàèëó÷ øèõ íèæíèõ îöåíîê íà ðåøåíèå

çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèé (â îñíîâíîì, DD TRW):

1. ìåòîäû ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà [ 9, 73];

2. ìåòîäû ïó÷êîâ ñóáãðàäèåíòîâ (bundle methods) [52];

3. àëãîðèòì BFGS äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé [90];

4. ñòîõàñòè÷åñêèé ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä [73].

5. ïðîêñèìàëüíûå ìåòîäû [ 139, 102];

6. ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñãëàæèâàíèè ôóíêöèîíàëà [ 106, 139];
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Àëãîðèòìû ãðóïï 1, 2, è 3 âîçìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ìàêñèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè

SMR, ïîñêîëüêó îíè òðåáóþò âîçìîæíîñòè âû÷èñëÿòü òîëüêî çí à÷åíèå ôóíêöèè D(� ) è îäèí

å¼ ñóáãðàäèåíò@D(� ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè � . Äàííûå ìåòîäû îáëàäàþò áîëüøèì ÷èñëîì

äåòàëåé ðåàëèçàöèè è ïàðàìåòðîâ, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèõ êàêíà êà÷åñòâî, òàê è íà ñêîðîñòü

ðàáîòû. Ðàññìîòðèì äåòàëè ðåàëèçàöèè ýòèõ ìåòîäîâ.

Ìåòîä ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà. Ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû íà êàæäîé èòåðàöèè äåëàþò øàã

â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà, âû÷èñëåííîãî â òåêóùåé òî÷êå:

� n+1 = � n + � n@D(� n ); (4.1)

ãäå ÷èñëà� n íàçûâàþòñÿ äëèíîé øàãà, ñïîñîá èõ âûáîðà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïà ðàìåòðîì ìåòîäà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà ñõîäèòñ ÿ ê îïòèìóìó ôóíêöèè, åñëè

âñå � n ïîëîæèòåëüíû, ðÿä � n ðàñõîäèòñÿ, íî ðÿä êâàäðàòîâ� n ñõîäèòñÿ [1, ñòð. 259] (îáçîð

ðàçíûõ òåîðåì î ñõîäèìîñòè ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â ðàáîòå [ 13]):

� n > 0;
1X

n=1

� n = 1 ;
1X

n=1

(� n)2 < 1 : (4.2)

Â ðàáîòàõ [73] è [52] èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

äëèí øàãîâ:

� n =



1 + �n
(4.3)

� n =



1 + �n
1

k@D(� n )k2
; (4.4)

ãäå
 è � � ïàðàìåòðû ìåòîäîâ.

Òàêæå â ðàáîòàõ [73] è [52] ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ àäàïòèâíàÿ ñõåìà âûáîðà äëèíû øà-

ãà � n , êîòîðàÿ íå îáëàäàåò ãàðàíòèÿìè ñõîäèìîñòè, íî, òåì íå ìåíå å, ÷àñòî õîðîøî ðàáîòàåò íà

ïðàêòèêå:

� n = 

An � D(� n)
k@D(� n )k2

2
; (4.5)

ãäåAn ÿâëÿåòñÿ òåêóùåé îöåíêîé íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîí àëà (íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ýíåðãèè, íàéäåííîå ê òåêóùåé èòåðàöèè), à
 � ïàðàìåòð ìåòîäà.

Ìåòîäû ïó÷êîâ ñóáãðàäèåíòîâ. Êàïïåñ è äð. [52] ïðèìåíÿþò ìåòîäû ïó÷êîâ ñóáãðàäèåí-

òîâ (bundle methods) [57, 84] äëÿ ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè. Íåôîðìàëüíî ìåòîäû äàííî ãî

òèïà ìîæíî îïèñàòü êàê êîìáèíàöèþ ïðèáëèæåíèÿ ïîäãðàôèêà ô óíêöèè D(� ) (âûïóêëîãî ìíî-

æåñòâà) ïðè ïîìîùè êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè (êàê â ìåò îäå îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé) è
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ïðîêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ñëèøêîì áîëü øèõ øàãîâ. Äàëåå ïðèâåä¼ì ôîð-

ìàëüíîå îïèñàíèå ìåòîäîâ ïó÷êîâ ñóáãðàäèåíòîâ.

Ïó÷îê (bundle) B � ýòî íàáîð òðîåê, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê � 0, çíà÷åíèé îïòèìèçèðóåìîé

ôóíêöèè D(� 0) â ýòèõ òî÷êàõ, è ñóáãðàäèåíòîâ â íèõ@D(� 0). Íà êàæäîì øàãå ìåòîäû ïó÷êîâ

ðåøàþò ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

� n+1 = arg max
�

�
D̂ (� ) �

wn

2
k� � �� k2

2

�
; (4.6)

ãäåD̂ (� ) � âåðõíÿÿ îöåíêà äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ):

D̂ (� ) = min
(� 0;D (� 0);@D(� 0)) 2B

f D(� 0) + h@D(� 0); � � � 0ig ;

à �� � òåêóùåå ïðèáëèæåíèå îïòèìóìà.

Îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( 4.6) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåáîëüøîãî ðàçìåðà (êîëè÷åñòâî ïåðåìåí íûõ è îãðàíè÷åíèé ðàâíî êî-

ëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ â ïó÷êå) è ðåøèòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ì åòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè

(ñì. [ 52]). Åñëè ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ó âåëè÷åíèþ îïòèìè-

çèðóåìîé ôóíêöèè D(� ), òî ïðîèñõîäèò ìàëûé øàã (null step): â ïó÷îê B äîáàâëÿåòñÿ òðîé-

êà (� n+1 ; D(� n+1 ); @D(� n+1 )) . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò áîëüøîé øàã (serious step): ïî-

ìèìî îáíîâëåíèÿ ïó÷êà àíàëîãè÷íî ìàëîìó øàãó, ïðîèñõîäèò ï åðåíîñ îöåíêè ðåøåíèÿ �� â òåêó-

ùóþ òî÷êó � n+1 . Ôàêòè÷åñêè, ìàëûå øàãè ñîîòâåòñòâóþò óòî÷íåíèþ ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèè, à áîëüøèå øàãè ïåðåíîñó öåíòðà â íîâóþ òî÷êó. Â ðàáî òàõ [84, 52] äëÿ âûáîðà ìåæäó

áîëüøèì è ìàëûì øàãîì èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà óëó÷øåíèÿ D(� n+1 ) è D̂ (� n+1 ) îòíîñèòåëüíî

D( �� ) ñ îòñå÷åíèåì ïî ïîðîãó mL . Ôîðìàëüíî, êðèòåðèåì âûïîëíåíèÿ áîëüøîãî øàãà ÿâëÿåòñÿ

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà D(� n+1 ) � D( �� ) > mL (D̂ (� n+1 ) � D( �� )) :

Ïàðàìåòðû ñõåìû ( 4.6) wn îòâå÷àþò çà óäåðæàíèå òåêóùåé òî÷êè� n+1 íåäàëåêî îò òåêóùåé

îöåíêè ðåøåíèÿ �� è ôàêòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþò îáðàòíîé âåëè÷èíå ê äëèíå øàãà âñóáãðàäèåíò-

íîì ìåòîäå. Â ðàáîòå [ 52] ëó÷øå âñåãî ñåáÿ ïðîÿâèëà ñëåäóþùàÿ ñõåìà âûáîðà çíà÷åíèéwn :

wn = P[wmin ;wmax ]

 �



An � maxk=1 ;:::;n D(� k)
k@D(� n )k2

� � 1
!

; (4.7)

ãäåP[wmin ;wmax ] îçíà÷àåò îïåðàöèþ ïðîåêöèè íà îòðåçîê [wmin ; wmax ]. Â ñëó÷àå ìàëîãî øàãà çíà-

÷åíèå wn íå èçìåíÿåòñÿ.

Âàæíûì ïðàêòè÷åñêè àñïåêòîì, íåîáõîäèìûì äëÿ ïðàêòè÷åñêî ãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà

ïó÷êîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæàíèå ìàëîãî ðàçìåðà ïó÷êà. Â ðàáîòå [52] äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ

äâå ñõåìû:
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1. îãðàíè÷åíèå ðàçìåðà ïó÷êà êîíñòàíòîé ñ óäàëåíèåì ýëåìåí òîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íàèáî-

ëåå äàëåêî îò îïòèìóìà â òåêóùåé òî÷êå;

2. ïîääåðæàíèå óñðåäí¼ííîãî ïó÷êà (aggregated bundle), ñîãëàñíî ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó â

ðàáîòå [56].

Èòîãî, ìåòîä ïó÷êîâ ñîäåðæèò ïàðàìåòðû 
 , wmin , wmax , mL (â ðàáîòå [56] îáîçíà÷åíî mr ),

à òàêæå ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ïó÷êàbs ïðè âûáîðå ñõåìû îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåðà ïó÷êà 1.

Â äîïîëíåíèå ê ýòèì äâóì ñõåìàì, â ýêñïåðèìåíòàõ òàêæå èñïîë üçîâàëñÿ êîìáèíèðîâàí-

íûé àëãîðèòì LMBM [ 45] â ðåàëèçàöèè îò àâòîðîâ ìåòîäà1. Â äàííîé ñõåìå áûë èñïîëüçîâàí

òîëüêî îäèí ïàðàìåòð, îòëè÷íûé îò çíà÷åíèÿ ïî óìîë÷àíèþ: ðà çìåð ïó÷êà bs.

Àëãîðèòì BFGS. Àëãîðèòì Áðîéäåíà-Ôëåò÷åðà-Ãîëüäôàðáà-Øàííî (BFGS) ïðè íàäëåæèò

êëàññó êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ. Ìåòîä BFGS ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïåðâîãî ïîðÿäêà (òðåáóåò

âû÷èñëåíèÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è å¼ ãðàäèåíòà) è õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàë äëÿ îï-

òèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Ëüþèñ è

Îâåðòîí [ 90] èññëåäîâàëè âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà BFGS äëÿ íåãëà äêèõ çàäà÷, äåëàÿ

ïîïûòêó îáîñíîâàòü õîðîøèå ðåçóëüòàòû ìåòîäà íà ïðàêòèêå, çàìå÷åííûå ðàíåå.

Êàê è äðóãèå êâàçèíüþòîíîâñêèå ìåòîäû, àëãîðèòì BFGS íà êàæäîé èòåðàöèè âûáèðàåò

íàïðàâëåíèå øàãà ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

� n+1 = � n + � nSn@D(� n );

ãäåSn íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, îáíîâëÿåì àÿ íà êàæäîé èòåðàöèè, à� n �

äëèíà øàãà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè îäíîìåðíîé îïòèìè çàöèè. Â ðàáîòå [90] ïðåäëàãà-

åòñÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà BFGS, ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ äëÿ çàäà÷ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Äàííûé

àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â áèáëèîòåêå HANSO2. Â ýêñïåðèìåíòàõ òîëüêî îäèí ïàðàìåòð äàííîé áèá-

ëèîòåêè èñïîëüçîâàëñÿ ñî çíà÷åíèåì íå ïî óìîë÷àíèþ: ìàêñèì àëüíûé ðàíã ìàòðèöû Sn íà êàæ-

äîé øàãå � hr .

Íåïðèìåíèìûå ìåòîäû. Ïðîêñèìàëüíûå ìåòîäû (ï. 5), è ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ñãëàæè-

âàíèè ôóíêöèîíàëà (ï. 6), íå óäà¼òñÿ íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü äëÿ ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îö åíêè

SMR. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ðàáîòû ýòèõ ìåòîäîâ í åîáõîäèìî íå òîëüêî óìåòü

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå è ñóáãðàäèåíò îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, íî è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå

âûðàæåíèÿ, ÷òî íå óäà¼òñÿ ñäåëàòü äëÿ ñëó÷àÿ SMR.

1http://napsu.karmitsa.fi/lmbm/lmbmu/lmbm-mex.tar.gz
2http://www.cs.nyu.edu/overton/software/hanso/

http://napsu.karmitsa.fi/lmbm/lmbmu/lmbm-mex.tar.gz
http://www.cs.nyu.edu/overton/software/hanso/
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Ïðîêñèìàëüíûå ìåòîäû òðåáóþò âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîê ñèìàëüíîãî îïåðàòîðà:

prox(� ; � ) = arg max � D(� ) � � k� � � k2; ÷òî ýêâèâàëåíòíî ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè D(� ) â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè. Â ðàáîòå [ 139] ýòî óäàëîñü ñäåëàòü çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî

âèäà îïòèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà.

Ñàâ÷èíñêèé è äð. [106] ïðèáëèæàþò íåãëàäêóþ ôóíêöèþ D(� ) ïðè ïîìîùè ãëàäêîé ôóíê-

öèè D̂ (� ), ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ îïå ðàöèè ìèíèìóìà ëàãðàí-

æèàíà ïî ïðÿìûì ïåðåìåííûì: D̂ (� ) = � � log
P

y exp (� L(y ; � )=� ) : Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ äàííî-

ãî âûðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà íîðìèðîâî÷íîé êîí ñòàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà. Â

îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Â ðàáîòå [106] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé

(DD TRW ñ ðàçáèåíèåì íà äåðåâüÿ), ãäå íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàí òà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìîâ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé. Â ñëó÷àå æå SMR ðåøèò ü äàííóþ çàäà÷ó íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Çàê è äð. [139] ïðèìåíÿþò ïðè ïîìîùè äâîéñòâåííîñòè ïî Ôåíõåëþ ôîðìóëèðó þò îïòè-

ìèçèðóåìóþ ôóíêöèþ èñïîëüçóÿ íåãëàäêóþ ôóíêöèþ max(�; 0) ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿþò ê íåé

êâàäðàòè÷íîå ñãëàæèâàíèå(� � "=2)[� > " ] + (0 :5� 2=")[0 6 � 6 " ]: Ïðèìåíèòü äàííûé ïîäõîä ê

äâîéñòâåííîé ôóíêöèè SMR òàêæå íå óäà¼òñÿ.

Ñòîõàñòè÷åñêèå ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû (ï.4) õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëè äëÿ ìíîãèõ

âàæíûõ çàäà÷ (íàïðèìåð, àëãîðèòì Pegasos äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, âîçíèêàþ-

ùåé â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ [ 110]). Òåì íå ìåíåå äëÿ ñëó÷àÿ SMR ìåòîäû äàííîé ãðóïïû íå

ïîäõîäÿò, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷å ñòâà ñëàãàåìûõ â îïòèìèçèðóåìîé

ôóíêöèè (äëÿ òîãî ÷òîáû íà êàæäîé èòåðàöèè âû÷èñëÿòü îöåíêóñóáãðàäèåíòà ëèøü ïî ïîäìíî-

æåñòâó ñëàãàåìûõ). Â ñëó÷àå æå SMR ñëàãàåìîé âñåãî îäíî, â ñëó÷àå SMD ÷èñëî ñëàãàåìûõ

ðàâíî ÷èñëó ìåòîê.

4.3. Ìàêñèìèçàöèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè íà îñíîâå

ìèí-ìàðãèíàëîâ

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïòèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå

óñðåäíåíèå ìèí-ìàðãèíàëîâ. Ýòîò ïîäõîä áûë ïðèìåíåí Óýéíð àéòîì è äð. [ 130], Êîëìîãîðî-

âûì [ 65] äëÿ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðàçáèåíèè íà äåðåâüÿ (TRW), à ïîçäíåå èñïîëüçîâàí è

äðóãèìè àâòîðàìè äëÿ äðóãèõ ðàçáèåíèé [34, 16]. Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàíî ïðèìåíåíèå ïîäõî-

äà, îñíîâàííîãî íà ìèí-ìàðãèíàëàõ, äëÿ àëãîðèòìà SMD [ 97], à òàêæå ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü

åãî îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé SMR.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ìèí-ìàðãèíàëîì ôóíêöèè äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ F (z), z = f zi gN
i =1 , zi =

1; : : : ; K , ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííîé zi è çíà÷åíèþ k, íàçîâ¼ì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-

öèèF (z) äîñòèãàåìîå íà êîíôèãóðàöèÿõ, â êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ zi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå k:

MM i;k F (z) = min
z : zi = k

F (z):

Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìóì âñåõ ìèí-ìàðãèíàëîâ, îòâå÷àþùèõ îäíî é ïåðåìåííîé, ðàâåí ãëî-

áàëüíîìó ìèíèìóìó ýíåðãèè:

min
k

MM i;k F (z) = min
z

F (z):

Îäíèì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíîå âû÷èñëå íèå ìèí-ìàðãèíàëîâ, ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ôàêòîð-ãðàô, çàäàþùèé çàâèñèìîñòèìåæäó ïåðåìåííûìè, íå ñîäåðæèò

öèêëîâ (ìèí-ìàðãèíàëû ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü ïî ñîîáùåíèÿì , ñì. ðàçäåë1.3.1.1). Â ðàáî-

òàõ [130, 65] èñïîëüçóåòñÿ òàêîé ïîäõîä.

Â îòíîøåíèè àëãîðèòìà SMD áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé. À

èìåííî, åñëè ïåðåìåííûå z áèíàðíû è ôóíêöèÿ F (z) ïàðíî-ñåïàðàáåëüíà è ñóáìîäóëÿðíà, òî

âñå ìèí-ìàðãèíàëû ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè àë ãîðèòìà [ 62], îñíîâàííîãî íà

äèíàìè÷åñêîì ïîñòðîåíèè ðàçðåçîâ ïîõîæèõ ãðàôîâ [ 59].

Èçíà÷àëüíî ìåòîä óñðåäíåíèÿ ìèí-ìàðãèíàëîâ ñîçäàâàëñÿ äë ÿ ñèòóàöèè, êîãäà ýíåð-

ãèÿ E(x ) ðàçáèâàåòñÿ íà ñëàãàåìûå (àíàëîãè÷íî ðàçäåëó1.3.2.2), à ïîòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñî-

ãëàñîâàíèå ðåøåíèé ïîäçàäà÷. Â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñîâàíèå ïîäçàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè

ïîòåíöèàëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ðàçíûõ ïîäçàäà÷àõ ìèí-ì àðãèíàëû áûëè îäèíàêîâû. Â

ñëó÷àå SMD ïðèìåíèòü òàêîé ìåòîä íàïðÿìóþ íå óäà¼òñÿ, ïîñêî ëüêó ðåëàêñèðóåòñÿ íå óñëîâèå

ðàâåíñòâà íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, à óñëîâèå ðàâåíñòâà ñóììû ïåðåìåííûõ çíà÷åíèþ 1. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàòü ïîòåíöèàëû ïðè ïîìîùè äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé � i íàäî òàê, ÷òî-

áû ðîâíî äëÿ îäíîé ìåòêè ìèí-ìàðãèíàë çà 1 áûë ìåíüøå, ÷åì ìèí -ìàðãèíàë çà 0, à äëÿ âñåõ

îñòàëüíûõ ìåòîê ìèí-ìàðãèíàë çà 0 áûë ìåíüøå, ÷åì ìèí-ìàðãè íàë çà 1.

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ìåòîäà è ðåçóëüòàòû, ñâÿçàíí ûå ñ íèì.

Ðàññìîòðèì òåêóþùåå çíà÷åíèå äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � old. Ðàññìîòðèì âñå ìèí-

ìàðãèíàëû ïî ïåðåìåííûì y ëàãðàíæèàíà (2.7) â òî÷êå � old: MM ip;k L
�
y ; � old

�
=

minf y 2 (1.6); jyjp = kg L
�
y ; � old

�
, k 2 f 0; 1g, i 2 V , p 2 P .

Âûáåðåì íåêîòîðóþ âåðøèíó j 2 V è îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ìèí-ìàðãèíàëîâ çà 0 è çà1 ÷å-

ðåç� j
p: � j

p = MM jp; 0L
�
y ; � old

�
� MM jp; 1L(y ; � old); p 2 P . Ïóñòü � j

(1) � ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë � j
p,

p 2 P , � j
(2) � ñëåäóþùåå íàèáîëüøåå ÷èñëî (âòîðîé ìàêñèìóì); p(1)

j è p(2)
j � ñîîòâåòñòâóþùèå

èíäåêñû (àðãìàêñèìóìû): p(1)
j = arg maxp2P � j

p, � j
(1) = � j

p(1)
j

, p(2)
j = arg maxp2Pnf p(1)

j g � j
p, � j

(2) = � j

p(2)
j

.
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Ïîñòðîèì íîâîå çíà÷åíèå � new äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

� new
i =

8
><

>:

� old
i + � j ; i = j;

� old
i ; èíà÷å:

(4.8)

Çäåñüi ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî V, à � j � ëþáîå ÷èñëî èç îòðåçêà (âîçìîæíî ñîñòîÿùåãî èç îäíîé

òî÷êè)
h
� j

(2) ; � j
(1)

i
.

Äàëåå â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî (òåîðåìà 9), ÷òî ïðàâèëî ïåðåñ÷¼òà (4.8) ïðèâîäèò ê

íåóáûâàíèþ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè D(� ) (2.9), à òàêæå, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òàêîãî ïðîöåññà3

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ.

Òåîðåìà 9. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (4.8), ïåðåñ÷èòûâàþùèé íèæíþþ îöåíêó àëãîðèòìà

SMD(2.9), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà (4.8) íèæíÿÿ îöåíêà D(� ) íå óáûâàåò.

2. Åñëè äëÿ âåðøèíûj 2 V ëèáî � j
(1) < 0 èëè� j

(2) > 0, òî ïðèìåíåíèå ïåðåñ÷¼òà (4.8) ïðèâåäåò

ê ñòðîãîìó âîçðàñòàíèþ íèæíåé îöåíêè.

3. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðîöåññà (4.8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ.

4. Åñëè äëÿ âåðøèíûj 2 V çíà÷åíèå 0 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
h
� j

(2) ; � j
(1)

i
, òî äàííàÿ òî÷êà

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì íèæíåé îöåíêè ïî ïåðåìåííîé � j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîêà æåì îäíó âñïî-

ìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 6. Ðàññìîòðèì ïñåâäî-áóëåâó ôóíêöèþ F : Bn ! R. Îáîçíà÷èì çà � i ðàçíîñòü ìåæäó

ìèí-ìàðãèíàëàìè i -é ïåðåìåííîé çà 0 è çà1: � i = MM i; 0F � MM i; 1F . Òîãäà ìèíèìóì ýíåðãèè

ïîñëå äîáàâëåíèÿ óíàðíîãî ïîòåíöèàëà i -é ïåðåìåííîé ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå:

min
z2 Bn

(F (z) + �z i ) =

8
><

>:

MM i; 0F; � > � i ;

MM i; 1F + �; � 6 � i :

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìèí-ìàðãèíàëà ôóíêöèè F âûïîëíåíî MM i; 0F =

minz : zi =0 F (z) è MM i; 1F = min z : zi =1 F (z). Èñõîäÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ, ìîæíî â ÿâíîì âèäå âû-

÷èñëèòü ìèí-ìàðãèíàëû ôóíêöèè F z + �z i äëÿ ïåðåìåííîé zi : MM i; 0(F + �z i ) = min z : zi =0 F (z)

è MM i; 1(F + �z i ) = min z : zi =1 F (z) + �: Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàâåðøàåò ðàâåíñòâî ìèíèìóìà

3 Íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðîöåññà ( 4.8) áóäåò íàçûâàòü òî÷êó� , â êîòîðîé äëÿ âñåõ âåðøèí j 2 V çíà÷åíèå 0

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
h
� j

(2) ; � j
(1)

i
.
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ýíåðãèè ìèíèìóìó âñåõ ìèí-ìàðãèíàëîâ ïî îäíîé ïåðåìåííîé. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåí-

ñòâà� = � i óòâåðæäåíèå ëåììû êîððåêòíî, ïîñêîëüêó âûïîëíåíî MM i; 0 = MM i; 1F + � .

Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ôàêò òîãî, ÷òî â àëãîðèòìå SMD

ëàãðàíæèàí ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó ñëàãàåìûõ:

L(y ; � ) =
X

p2P

� p(yp; � ) �
X

i 2V

� i ;

ãäå ñëàãàåìûå� p(yp; � ) ÿâëÿþòñÿ ñóáìîäóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ yp = f yipgi 2V (2.10).

Ñíà÷àëà äîêàæåì ïóíêòû 1 è 2. Ðàññìîòðèì øàã ïåðåñ÷¼òà ïðè âûäåëåííîé âåðøèíå j 2 V .

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (4.8), çíà÷åíèå � j èçìåíÿåòñÿ, à âñå� i , i 6= j íå èçìåíÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì

îòäåëüíî ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ � j (åñëè� j = 0, òî îáà ïóíêòà

âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè).

Ïóñòü � j > 0. Òîãäà, ïîñêîëüêó � j
(1) = MM j; 0 �

p(1)
j

(y
p(1)

j
; � old) � MM j; 1 �

p(1)
j

(y
p(1)

j
; � old) >

� j > 0, ïî ëåììå 6 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � new) = MM j; 1 � p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j = min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j : (4.9)

Äëÿ äðóãèõ ñëàãàåìûõ ëàãðàíæèàíà (2.7) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (ò.ê. � j > 0)

min
y p

� p(yp; � new) � min
y p

� p(yp; � old); 8p 6= p(1)
j : (4.10)

Ïðè ýòîì, åñëè � j
(2) > 0, òî

min
y

p
(2)
j

� p(2)
j

(yp(2)
j

; � new) = MM j; 0 � p(2)
j

(yp(2)
j

; � old) > MM j; 1 � p(2)
j

(yp(2)
j

; � old) = min
y

p
(2)
j

� p(2)
j

(yp(2)
j

; � old):

(4.11)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4.9) è íåðàâåíñòâà (4.10), ïîëó÷èì

D(� new) =
X

p2P

min
y p

� p(yp; � new) �
X

j 2V

� new
j � D(� old) + � j � � j = D(� old): (4.12)

Åñëè ëè æå� j
(2) > 0, òî, ñîãëàñíî ( 4.11), íåðàâåíñòâî (4.12) âûïîëíåíî ñòðîãî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé � j < 0. Òîãäà ïî ëåììå 6 (ò.ê. � j
p = MM j; 0 � p(yp; � old) �

MM j; 1 � p(yp; � old) 6 � j < 0, p 6= p(1)
j ) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

min
y p

� p(yp; � new) = MM j; 0 � p(yp; � old) = min
y p

� p(yp; � old); 8p 6= p(1)
j (4.13)

è ðàâåíñòâî

min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � new) = MM j; 1 � p(1)
j

(yp(1)
j

; � old)+ � j = MM j; 0 � p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) � � j

p(1)
j

+ � j : (4.14)



71

Åñëè� j
(1) < 0, òî

min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � new) > MM j; 0 � p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j = min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j : (4.15)

Åñëè� j
(1) > 0, òî

min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � new) = MM j; 1 � p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j = min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j : (4.16)

Èç ðàâåíñòâ (4.14), (4.16) è íåðàâåíñòâà (4.15) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4.12), ïðè÷¼ì â ñëó÷àå� j
(1) <

0 íåðàâåíñòâî (4.12) âûïîëíåíî ñòðîãî. Òàêèì îáðàçîì, ïóíêòû 1 è 2 òåîðåìû 9 äîêàçàíû.

Äîêàæåì ïóíêò 3. Åñëè � � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî äëÿ âñåõ âåðøèí j 2 V , âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà� j
p 6 0 6 � j

(1) , p 2 P n f p(1)
j g. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî1 2 Z jp (1)

j
(� ) è 0 2 Z jp (� ),

p 2 P n f p(1)
j g, à çíà÷èò óñëîâèå ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ âûïîëíåíî ïî îïðåäå ëåíèþ.

Äîêàæåì ïóíêò 4. Ïóñòü äëÿ òî÷êè� old è âåðøèíû j 2 V âûïîëíåíî óñëîâèå 0 2
h
� j

(2) ; � j
(1)

i
.

Ðàññìîòðèì ðàçíûå çíà÷åíèÿ âîçìóùåíèÿ ïåðåìåííîé � j � � j , è òî÷êó � new , ïîëó÷åííóþ ïðè

ïîìîùè âîçìóùåíèÿ j -é êîìïîíåíòû � old (4.8).

Åñëè� j 2
h
� j

(2) ; � j
(1)

i
, òî ïî ëåììå 6 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

D(� new) =
X

p2Pnf � j
(1) g

min
y p

� p(yp; � new) + min
y

p
(1)
j

�
p(1)

j
(y

p(1)
j

; � new) �
X

j 2V

� old
j � � j =

X

p2Pnf � j
(1) g

MM j; 0 � p(yp; � old) + MM j; 1 � p(yp; � old) �
X

j 2V

� old
j = D(� old): (4.17)

Åñëè� j > � j
(1) > 0, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

D(� new) =
X

p2P

MM j; 0 � p(yp; � old) �
X

j 2V

� old
j � � j =

X

p2Pnf � j
(1) g

min
y p

� p(yp; � old) + min
y

p
(1)
j

�
p(1)

j
(y

p(1)
j

; � old) + � j
(1) �

X

j 2V

� old
j � � j < D (� old): (4.18)

Â ñëó÷àå� j < � j
(2) < 0 ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî:

D(� new) =
X

p2P : � j
p <� j

MM j; 0 � p(yp; � old) +
X

p2P : � j
p > � j

�
MM j; 1 � p(yp; � old) + � j

�
�

X

j 2V

� old
j � � j =

X

p2Pnf p(1)
j g: � j

p <� j

min
y p

� p(yp; � old) +
X

p2Pnf p(1)
j g: � j

p > � j

�
min

y p
� p(yp; � old) � � j

p + � j

�
+

min
y

p
(1)
j

� p(1)
j

(yp(1)
j

; � old) + � j �
X

j 2V

� old
j � � j < D (� old): (4.19)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ñòðîãî, ïîñêîëüêó ìíîæåñ òâî ñëàãàåìûõ âòîðîé ãðóïïû ñî-

äåðæèòp(2)
j è � j < � j

(2) . Ðàâåíñòâî (4.17) è íåðàâåíñòâà (4.18) è (4.19) äîêàçûâàþò ïóíêò 4

òåîðåìû 9.
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Âõîä: ëàãðàíæèàíL(y ; � ) (2.7), íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå � 0;

Âûõîä: ïîêîîðäèíàòíûé ìàêñèìóì � ;

1: � := � 0;

2: ïîâòîðÿòü

3: converged:= true;

4: äëÿ âñåõi 2 V

5: äëÿ âñåõp 2 P

6: � i
p := MM ip; 0 L(y ; � ) � MM ip; 1 L(y ; � );

7: åñëè � i
(1) < 0 èëè � i

(2) > 0 òî

8: � i := � i + 0:5(� i
(1) + � i

(2) );

9: converged:= false;

10: ïîêà converged6= true;

Àëãîðèòì 1: Àëãîðèòì ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäú¼ìà ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îöå íêè D(� )

SMD (2.9).

Ó òåîðåìû 9 åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå, ïîçâîëÿþùåå ïðîâåñòè ïàðàëëåëèìåæäó ìåòîäîì

ìàðãèíàëîâ äëÿ SMD è äðóãèìè ìåòîäàìè ìàêñèìèçàöèè íèæíèõ î öåíîê.

Ñëåäñòâèå 1.Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðîöåññà (4.8) ÿâëÿåòñÿ ïîêîîðäèíàòíûì ìàêñèìóìîì íèæ-

íåé îöåíêè D(� ).

Ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ (4.8) ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäú-

¼ìà, àíàëîãè÷íî MSD [ 8, 5, 132] è ïðîñòåéøåìó âàðèàíòó MPLP [117] äëÿ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé

ðåëàêñàöèè.

Òåîðåìà 9 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäú¼ìà äëÿ ìàêñèìèçàöèè

íèæíåé îöåíêè SMD ( 2.9): àëãîðèòì 1. Íà ïðàêòèêå, îáû÷íî äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè

ïîêîîðäèíàòíûé ìàêñèìóì çà 1-2 èòåðàöèè. Èñïîëüçîâàíèå äè íàìè÷åñêèõ ðàçðåçîâ ãðàôîâ [59]

ïðè âû÷èñëåíèè ìèí-ìàðãèíàëîâ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü àëãî ðèòì 1 ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåê-

òèâíî. Ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà 1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü òî÷êè ñõîäè-

ìîñòè îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, âûçâàííàÿ íàëè÷èåì áîëüø îãî ÷èñëà ïîêîîðäèíàòíûõ ìàê-

ñèìóìîâ íèæíåé îöåíêè ( 2.9). Äîñòîèíñòâîì àëãîðèòìà 1 ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷êè,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ, çà êîíå÷íî å ÷èñëî øàãîâ. Ýòî ñâîéñòâî íå âû-

ïîëíåíî, íàïðèìåð, äëÿ ñóáãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà [ 73], êîòîðûé ìîæåò íà÷àòü îñöèëëèðîâàòü

â îêðåñòíîñòè îïòèìóìà.
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Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé SMR. Ôîðìóëó ïåðåñ÷¼òà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � (4.8) ìîæíî

â ÿâíîì âèäå ïðèìåíèòü è äëÿ îáîáùåíèÿ SMD � àëãîðèòìà SMR ( 2.16). Òåì íå ìåíåå òåîðå-

ìà 9, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíà � äàííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò ïðèâî äèòü ê óìåíüøåíèþ íèæíåé

îöåíêè. Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû9, ïðèâåä¼ííîì âûøå, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò,

÷òî ëàãðàíæèàí SMD ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäçàäà÷è, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïåðåñ÷¼ò (4.8) èçìåíÿåò

òîëüêî îäèí óíàðíûé ïîòåíöèàë (íå âåðíî äëÿ SMR).

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîãäà ôîðìóëà ïåðåñ÷¼òà óìåíüøàåò çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé ôóíêöèè.

Ïóñòü ìíîæåñòâî âåðøèí V ñîñòîèò èç îäíîé ïåðåìåííîé, à ìíîæåñòâî ìåòîê P � èç òð¼õ:

P = f 0; 1; 2g. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

f (y ) = 1 :5y0 + 1:5y1 + 1:5y2 � y0y1 � y1y2 � y0y2

áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ y ïðè îãðàíè÷åíèè y0 + y1 + y2 = 1. Âûïèøåì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ

àíàëèòè÷åñêè:D(� ) = min( � 1:5 � �; 2� ): Ïóñòü òåêóùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé � ðàâíî 0: � old =

0. Òîãäà âñå ìèí-ìàðãèíàëû çà 0 ðàâíû � 1:5, çà 1 � 0. Ðàçíîñòè ìèí-ìàðãèíàëîâ � 0, � 1, � 2 âñå

ðàâíû � 1:5, à çíà÷èò� 1 = � 1:5. Ïðè ýòîì D(0) = � 1:5, à D(� 1:5) = � 3. Òàêèì îáðàçîì,

øàã, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì ( 4.8), ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ íèæíåé îöåíêè, ÷òî íåâîçìîæíî

â ñëó÷àå SMD.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà äëÿ SMRâûïèñàòü íå óäà¼òñÿ,

ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ïîêîîðäèíàòíûé ìàêñèìóì ìîæíî ïðè ïî ìîùè ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å ïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà (parametric max-flo w) [69], ÷òî, â ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü ìåòîä îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûé íà ìèí-ìàðãèí àëàõ è äëÿ ñëó÷àÿ SMR.

4.4. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷àíàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà íèæ-

íåé îöåíêè D(� ) ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè E(x ). Îáû÷íî, â äîïîëíåíèå ê íèæíåé îöåíêå,

òðåáóåòñÿ íàéòè åù¼ è îöåíêó íà ïðÿìîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìè çàöèè ýíåðãèè.

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ äâå ðàçíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîãî ðåøåíèÿ èëè

õîòÿ áû äîïóñòèìîé òî÷êè ïðÿìîé çàäà÷è:

1. ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ðåëàêñàöèè ïðÿìîé çàäà÷è: íàéòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþùèåñÿ

ðåøåíèåì ðåëàêñàöèè èñõîäíîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è (íàïðè ìåð, ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé

ðåëàêñàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ DD TRW è SMD);

2. ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è, à èìå ííî ïîèñê ðàçìåòêè x̂ 2 X .
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Ðåøåíèå çàäà÷è1 ïîëåçíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííîãî êðèòåð èÿ îñòàíîâà

äëÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Ðåøåíèå çàä à÷è 2 íåîáõîäèìî êàê ðåøåíèå

èìåííî èñõîäíîé äèñêðåòíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè (â í åêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ íèêàêèå

ðåëàêñàöèè íåïðèåìëåìû â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ).

Â ðàçäåëå4.4.1ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è1, ïðèìåíèìûé äëÿ ñóáãðàäèåíò-

íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè. Â ïîñëåäóþù èõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ

âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 2: â ðàçäåëå4.4.2 � ÷àñòè÷íàÿ îïòèìàëüíîñòü, â ðàçäå-

ëå4.4.3� ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðè îòñóòñòâèè çàçîðà, â ðàçäåëå4.4.4� ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì

ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.

4.4.1. Ïîñòðîåíèå öåëîñòíîãî äðîáíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ öåëîñòíîãî äðîáíîãî ðåøåíèÿ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî ìíîæèòå ëÿì Ëàãðàíæà. Ðåçóëüòàòû, ñâÿ-

çàííûå ñ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, ñóùåñòâóþò ñ êîíöà 70-õ ãîäîâ. Íàïðèìåð, Í. Ç. Øîð â ñâîåé

êíèãå [10] îïèñûâàåò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è ëèí åéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ ïðè ðåøåíèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïðè ïîìîùè ìåòîäà ñóá ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.

Â êîíòåêñòå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè îñîáíÿêîì ñòîèò ðàá îòà Âåðíåðà [134], â êîòî-

ðîé ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âûïîëíèìîñòè. Äàííûé

ìåòîä ïðèìåíèì òîëüêî, åñëè òî÷êà ìàêñèìóìà äâîéñòâåííîé ô óíêöèè èçâåñòíà òî÷íî (íå ïðè-

ìåíèì íà ðàííèõ èòåðàöèÿõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè), íî çàòî íå ò ðåáóåò çíàíèÿ íèêàêîé ïðåäûñ-

òîðèè îïòèìèçàöèè. Áîëüøèíñòâî æå ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïðÿì îãî äðîáíîãî ðåøåíèÿ îñíîâàíî

íà èñïîëüçîâàíèè èñòîðèè îïòèìèçàöèè è ñïåöèôèêè èñïîëüçó åìîãî ìåòîäà (êàê â [ 10]). Â ðà-

áîòå [117, ï. 1.7.1] ïðèâîäèòñÿ ñõåìà, ïðèìåíèìàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñóáãðàäèåíòíîãî

ñïóñêà äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Ðàáîòû [106] è [139] àíàëèçèðóþò ïðèìåíèìîñòü ïî-

äîáíûõ ñõåì äëÿ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ñãëàæèâàíèè äâîéñòâ åííûõ ôóíêöèé. Ñàâ÷èíñêèé è

Øìèäò [ 105] ïðèâîäÿò èíòåðåñíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ñòðîèòü äîïóñòèìîå

ðåøåíèå ïî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîïóñòèìûì.

Äàëåå â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ï ðÿìîãî ðåøåíèÿ äëÿ ìåòîäîâ

SMD, SMR, è NSMR, ïðèìåíèìûé ïðè îïòèìèçàöèè èõ íèæíèõ îöåíî ê ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ

ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà.

Ïîñòðîåíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåç óñëîâèÿ äîï óñòèìîñòè. Äëÿ âñåõ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ñõåì ïîêàçàíû çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâ àíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïî çíà-
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÷åíèþ ñîâïàäàþò ñ ìàêñèìóìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ íèæíèõ îöåí îê (ñì. ãëàâó 3). Ðàññìîòðèì

ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [13], ïðèìåíèìûå â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ.

Âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà ( 4.1) âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïàð òî÷åê f (y n ; � n )g1
n=1 , ãäåy n = arg min y 2Y L(y ; � n ). Ïðè äëèíå øàãà � n , óäîâëåòâî-

ðÿþùåé óñëîâèÿì ( 4.2), ïîñëåäîâàòåëüíîé f � ng ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è � � .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f y ng, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîéäåòñÿ ê òî÷êå èç ìíîæåñòâà îïòèìàëüíû õ ðåøå-

íèé Y � è, áîëåå òîãî, ìîæåò íå ñîäåðæàòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê èç íåãî. Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ñõåì

ïîñòðîåíèÿ ¾àãðåãèðîâàííîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ŷ n , ïðåäåëüíûå òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò

îïòèìàëüíîìó ìíîæåñòâó Y � . Ðàññìîòðèì òðè ñõåìû:

ŷ n =
nX

i =1

�̂ n
i y i ; ãäå �̂ i =

� i

P n
j =1 � j

; ; i = 1; : : : ; n; (4.20)

ŷ n =
1
n

nX

i =1

y i ; (4.21)

ŷ n = � y n + (1 � � )ŷ n� 1; n > 1; 0 < � < 1; ŷ 1 = y 1: (4.22)

Âñå òðè ñõåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëè÷íûå ñïîñîáû óñðåäíèòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòèf y ng. Ïðè ýòîì ñõåìû îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ: â ñõåìå (4.20) íàèáîëü-

øèì âåñîì îáëàäàþò ñàìûå ñòàðûå ýëåìåíòû, â ñõåìà ( 4.21) âñå âåñà îäèíàêîâû, â ñõåìå (4.22)

íàèáîëüøèìè âåñàìè îáëàäàþò ñàìûå íîâûå ýëåìåíòû. Èíòóèòè âíî êàæåòñÿ, ÷òî ñõåìû, ãäå íî-

âûå ýëåìåíòû öåíÿòñÿ áîëüøå, äîëæíû ñõîäèòüñÿ áûñòðåå. Â ðàáîòå [13] ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå

ôàêòû î ðàáîòå ýòèõ ñõåì:

Óòâåðæäåíèå 10.Ïóñòü â ñóáãðàäèåíòíîì ìåòîäå (4.1) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèí øàãîâ

óäîâëåòâîðÿþùåé îãðàíè÷åíèÿì (4.2) óñðåäí¼ííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ŷ n âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðà-

âèëó(4.20). Òîãäà âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ŷ n ïðèíàäëåæàò îïòèìàëüíîìó

ìíîæåñòâó Y � .

Óòâåðæäåíèå 11.Ïóñòü â ñóáãðàäèåíòíîì ìåòîäå (4.1) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèí øà-

ãîâ (4.3) óñðåäí¼ííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ŷ n âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó(4.21). Òîãäà âñå ïðå-

äåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ŷ n ïðèíàäëåæàò îïòèìàëüíîìó ìíîæåñòâó Y � .

Àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ïðàâèëî ( 4.22), îñíîâàí íà äëèíå øàãîâ ( 4.5) è òðåáóåò àëãîðèò-

ìè÷åñêèõ èçìåíåíèé îòíîñèòåëüíî ( 4.1) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè. Îáçîð ìåòîäà ïðèâåäåí â

ðàáîòå [13], à äîêàçàòåëüñòâî â ðàáîòå [15].

Óòâ.10 áûëî îïèñàíî Øîðîì [ 10, ñòð. 151�152]. Óòâ.11 ïîëó÷åíî â ðàáîòå [ 112] â íåìíîãî

áîëåå îáùåì âèäå.
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Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ðàáîòå [105] ïðåäëîæåí ñïî-

ñîá ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ òî÷åê ~y n , ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå, âõîäÿùåé â îïòè-

ìàëüíîå ìíîæåñòâî Y � , ïî ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ äðóãîé, òî÷êå ìíî æåñòâàY �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ŷ n , êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â äàëüíåéøåì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå îïòèìèçèðóþùåé ïðîåêöèè

(optimizing projection) [105]. Ïóñòü f : Y � Z ! R � íåïðåðûâíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ äâóõ

ïåðåìåííûõ, Y � Rn , Z � Rm , D - çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Y � Z , DY = f y 2 Y j

9z 2 Z : (y ; z) 2 Dg, à � DY : Rn ! D Y � îïåðàòîð åâêëèäîâîé ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî DY .

Îïðåäåëåíèå 10. Îïòèìèçèðóþùåé ïðîåêöèåé íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå Pf;D : Y � Z ! D , òàêîå

÷òî Pf;D ((y ; z)) = ( y 0; z0) 2 D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

y 0 = � DY (y ); (4.23)

z0 = arg min
z :(y 0;z )2D

f (y 0; z): (4.24)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [ 105] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 12.Ïóñòü âûïóêëûé ôóíêöèîíàë f : Y � Z ! R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøè-

öà. Òîãäà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (y n ; zn ) 2 Y � Z , n = 1; : : : ; 1 ê òî÷êå ìèíèìóìà

ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå D âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìèçèðóþùèõ ïðî åê-

öèéPf;D ((y n ; zn )) , n = 1; : : : ; 1 ê (âîçìîæíîé äðóãîé) îïòèìàëüíîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûå ðåëàêñàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì òð¼ì ìåòîäàì SMD, SMR, è

NSMR ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

min
y i ;z

X

i 2V

� |
i y i + � | z (4.25)

s:t : y i 2 � (jPj ); i 2 V ; (4.26)

Az 6 By + c: (4.27)

Çäåñü� (jPj ) � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó ìåòîêjPj ,

y i = f yip gp2P , z � âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùóþ çàä à÷ó ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, A, B , c ìàòðèöû è âåêòîð, îïðåäåëÿåìûå êîíêðåòíîé ôîðìóëèðîâêîé ç àäà÷è.

Ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ãîâîðÿò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà

ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà äëÿ ìàêñèìèçàöèè äâîéñòâåííîé ôó íêöèè, âûáîðå ïðàâèëüíîé ñõå-

ìû âûáîðà äëèíû øàãà è ïðàâèëüíîé ñõåìû ïîëó÷åíèÿ ¾àãðåãèðî âàííûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåéf (ŷ n ; ẑn )g, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f (ŷ n ; ẑn )g áóäåò ñîäåðæàòü ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàâíîé èñõîä íîé çàäà÷è. Ñîãëàñíî óòâ. 12 äëÿ
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ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ òî÷ êå íóæíî äëÿ êàæäîé òî÷êè(ŷ n ; ẑn )

âû÷èñëèòü îïòèìèçèðóþùóþ ïðîåêöèþ. Äëÿ ýòîãî íóæíî

1. êàæäûé âåêòîð̂y n
i , i 2 V îðòîãîíàëüíî ñïðîåêòèðîâàòü íà åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ ( 4.26),

2. ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî îñòàâøèõñ ÿ ïåðåìåííûõ z ïðè ôèêñèðî-

âàííûõ çíà÷åíèÿõ ŷ n .

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ẑn íèãäå íå èñïîëüçóþòñÿ, à çíà÷èò èõ ìîæíî íå âû÷èñëÿòü.

Äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè íà åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ ñóùåñòâóåò ìíîãî ýôôåêòèâíûõ àëãî-

ðèòìîâ, íàïðèìåð, àëãîðèòì [ 28] òðåáóåò îäíîé ñîðòèðîâêè è îäíîãî ïðîõîäà ïî òî÷êàì.

Âòîðîé øàã âû÷èñëèòåëüíî áîëåå ñëîæåí è ñâîé äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ:

SMD íàõîäèò íèæíþþ îöåíêó ðàâíóþ çíà÷åíèþ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíî é ðåëàêñàöèè (îïð.5),

òàêæå êàê è DD TRW. Êàê áûëî çàìå÷åíî â ðàáîòàõ [106, 105] ïðè ôèêñàöèè óíàðíûõ

ïåðåìåííûõ yip , i 2 V , p 2 P öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1.23) ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è

(ñâîÿ äëÿ êàæäîãî ðåáðàf i; j g 2 E), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé

íåáîëüøîãî ðàçìåðà (ìîæíî ðåøèòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè âåí ãåðñêîãî àëãîðèòìà). Âû-

ðàæåíèå (3.14) äëÿ äàííîé íèæíåé îöåíêè, èñïîëüçîâàííîé ïðè äîêàçàòåëüñ òâå òåîðåìû 1,

ïîêàçûâàåò ÷òî ïåðåìåííûå yij;p , f i; j g 2 E, p 2 P ìîæíî ïðîñòî ïîëîæèòü ðàâíûìè

min(yip ; yjp ), äîïîëíèâ îñòàëüíûå ÷èñëà, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêòèâíîå äîêà çàòåëüñòâî ëåì-

ìû 3 [98, ëåììà 2].

SMR íàõîäèò íèæíþþ îöåíêó, ðàâíóþ ðåøåíèþ çàäà÷è ( 3.23)-(3.26). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

ïóíêòó, êàæäóþ ïåðåìåííóþ yC;d , C 2 C, d 2 D C ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé min`2 C y`d ` .

NSMR íàõîäèò íèæíþþ îöåíêó, ðàâíóþ ðåøåíèþ çàäà÷è ( 3.35)-(3.39). Ïðè ôèêñàöèè ïåðåìåí-

íûõ yip , i 2 V , p 2 P îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäçàäà÷è (ïî îäíîé äëÿ

êàæäîãî ðåáðàf i; j g 2 E) íåáîëüøîãî ðàçìåðà. Êàæäàÿ èç òàêèõ ïîäçàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà-

÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíèÿ, íàïðè ìåð, êàêèì-ëèáî ìåòîäîì

âíóòðåííèõ òî÷åê.

4.4.2. ×àñòè÷íàÿ îïòèìàëüíîñòü

Îäíèì èç íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûõ ñâîéñòâ ïðèáëèæ¼ííûõ ìå òîäîâ ìèíèìèçàöèè ýíåð-

ãèè ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìàÿ, ÷àñòè÷íàÿ îïòèìàëüíîñòü (partial optimality, persistency). Äàííîå

ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïî èòîãàì ðàáîòû ìåòîäà âû÷è ñëÿåòñÿ ¾÷àñòè÷íàÿ ðàçìåòêà¿

(äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ìíîæåñòâà V ëèáî ïðèñâàèâàíèå îäíîé èç ìåòîê ìíîæåñòâà P, ëèáî

îòêàç îòêàç îò ðàçìåòîê ýòîé ïåðåìåííîé), ãàðàíòèðóþùàÿ ñó ùåñòâîâàíèå ïîëíîé îïòèìàëüíîé



78

ðàçìåòêè âñåõ ïåðåìåííûõ, ñîâïàäàþùåé ñ ÷àñòè÷íîé ðàçìåòêîé â òåõ âåðøèíàõ, ãäå íå áûëî

îòêàçà4.

Íàáîëåå èçâåñòíûì ìåòîäîì, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì ÷àñòè÷íî é îïòèìàëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ

àëãîðèòì QPBO ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ (âîîáùå ãî âîðÿ, íåñóáìîäóëÿðíûõ) ýíåð-

ãèé áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ [ 22, 66]. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëñÿ öåëûé ðÿä ðàáîò, äåëàþùèõ

ïîïûòêè óëó÷øèòü êà÷åñòâî ðàáîòû àëãîðèòìà QPBO (êîëè÷åñòâî ðàçìå÷åííûõ âåðøèí) [ 103]

è ðàñøèðèòü îáëàñòü åãî ïðèìåíèìîñòè [ 74, 63, 119]. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

÷àñòè÷íîé îïòèìàëüíîñòè (åñëè ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íîé ðàçìåòêè ðàáîòàåò áûñòðî) ìîæåò

ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó óñêîðåíèþ ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöè è ýíåðãèè â öåëîì [ 11].

Èç âñåé ãðóïïû äåêîìïîçèöèîííûõ ìåòîäîâ ÷òî-ëèáî ïðî ÷àñòè ÷íóþ îïòèìàëüíîñòü èç-

âåñòíî ëèøü ïðî ìåòîä TRW, îñíîâàííûé íà óñðåäíåíèè ìèí-ìàð ãèíàëîâ [130]. Êîëìîãîðîâûì

è Óýéíðàéòîì [ 67] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî TRW îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÷àñòè÷íîé îïòèì àëüíîñòè, òîëü-

êî åñëè â èñõîäíîé ýíåðãèè âñå ïåðåìåííûå áèíàðíû. Ïðè ýòîì â åðøèíà ñ÷èòàåòñÿ ðàçìå÷åííîé,

òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà â íåé âñå ïîäçàäà÷è ñîãëàñîâàíû.

Â ðàìêàõ ðàáîòû [96] áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ î âûïîëíåíèè ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé îïò è-

ìàëüíîñòè äëÿ ìåòîäîâ ãðóïïû SMR. Íà äàííûé âîïðîñ ïîëó÷åí î òðèöàòåëüíûé îòâåò. Ïðèìåð

ýíåðãèè, íà êîòîðîé àëãîðèòì SMD (íàèáîëåå ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé SMR) íå îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì ÷àñòè÷íîé îïòèìàëüíîñòè, ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.2. Òàêîé ðåçóëüòàò àíàëîãè÷åí âûâîäàì ðà-

áîòû [ 67] îá àëãîðèòìàõ TRW. Êîãäà èñõîäíûå ïåðåìåííûå áèíàðíû, ÷àñ òè÷íàÿ îïòèìàëüíîñòü

âûïîëíåíà (ò.ê. SMD ýêâèâàëåíòíî QPBO), èíà÷å íå âûïîëíåíà .

4.4.3. Ïîñòðîåíèå ïðÿìîãî ðåøåíèÿ ïðè íóëåâîì çàçîðå

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ

ïîëíóþ ðàçìåòêó ïðÿìîé çàäà÷è ïî íàéäåííîìó ìàêñèìóìó íèæí åé îöåíêè D(� ) (2.9) äëÿ ñëó-

÷àÿ SMD. Ýòè ðåçóëüòàòû (òåîðåìà10è ñëåäñòâèå2) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ. Óñëîâèÿ ýòèõ òåîðåìäîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ ïðîâåðêó

è ôàêòè÷åñêè ðàñøèðÿþò ñåðòèôèêàò îïòèìàëüíîñòè. Åñëè îäíà èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíè-

ìà, òî çàçîð ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ðàâåí 0, íî ïîñòðîåíèå ðåøåíèå çàòðóäíåíî

òåì, ÷òî ìèíèìóì ëàãðàíæèàíà ïî áèíàðíûì ïåðåìåííûì y íå åäèíñòâåíåí (â îêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè âûïîëíåíà ñèòóàöèÿ 2 ðàçäåëà4.1.2).

Ïðèâåä¼ì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå òåîðå ìå 3 èç ðàáîòû [67].

4Çäåñü è äàëåå ïîä ÷àñòè÷íîé îïòèìàëüíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñëàá àÿ ÷àñòè÷íàÿ îïòèìàëüíîñòü (weak persistency).

Â ëèòåðàòóðå òàêæå âñòðå÷àåòñÿ ïîíÿòèå ñèëüíîé ÷àñòè÷íîé îïòèìàëüíîñòè (strong persistency). Â ýòîì ñëó÷àå

óòâåðæäàåòñÿ, ÷òîëþáàÿ îïòèìàëüíàÿ ïîëíàÿ ðàçìåòêà ñîâïàäàåò ñ ÷àñòè÷íîé â âåðøèí àõ, ãäå íå áûëî îòêàçà.
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Ðèñóíîê 4.2.: Ïðèìåð ýíåðãèè, ïðè ïðèìåíåíèè ê êîòîðîé ìåòîä SMR íå îáëàäàå ò ñâîéñòâîì ÷àñòè÷-

íîé îïòèìàëüíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýíåðãèÿ, çàâèñÿùàÿ îò 4-õ ïåðåìåííûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò

ïðèíèìàòü 4 çíà÷åíèÿ. Ãðàô çàâèñèìîñòåé è óíàðíûå ïîòåíöèà ëû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå. Óíàðíûå ïî-

òåíöèàëû âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìóì íèæíåé îöåí êè D(� ) äîñòèãàëñÿ â íóëåâîé òî÷êå

(� � = 0). Ïàðíûå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëàìè Ïîòòñà: � ij (x i ; x j ) = 2[ x i 6= x j ]. Ìåòêè k, òàêèå

÷òî f 1g � Z ik (� � ) âûäåëåíû ñåðûì. Â âåðõíåé âåðøèíû âñå ïîäçàäà÷è ñîãëàñîâàíû: ðîâíî îäíà ìåòêà

äîïóñêàåò çíà÷åíèå 1. Ñâîéñòâî ÷àñòè÷íîé îïòèìàëüíîñòè íå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ãëîáàëüíûé ìèíè-

ìóì ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ íà ðàçìåòêå, ïðè êîòîðîé âñå ïåðåìåí íûå ïðèíèìàþò 4-å (íèæíåå) çíà÷åíèå.

Ëåììà 7. Ïóñòü z � = arg min z F (z), ãäåF : f 0; 1gn ! R � ñóáìîäóëÿðíàÿ ïñåâäî-áóëåâà ôóíê-

öèÿ. Ðàññìîòðèì ðàçìåòêó z (1) , òàêóþ ÷òî

z(1)
i =

8
><

>:

1; åñëèMM i; 0F (z) = MM i; 1F (z);

z�
i ; èíà÷å;

è ðàçìåòêó z (0) , òàêóþ ÷òî

z(0)
i =

8
><

>:

0; åñëèMM i; 0F (z) = MM i; 1F (z);

z�
i ; èíà÷å:

Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

F (z � ) = F (z (1) ) = F (z (0) ):

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ3 ñóáìîäóëÿðíîñòè è îïðåäåëå-

íèÿ 9 ìèí-ìàðãèíàëîâ.

Ïðèâåä¼ì äâà óòâåðæäåíèÿ, ïðåäîñòàâëÿþùèå âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ðàçìåòêó ãëîáàëüíîãî

îïòèìóìà èñõîäíîé çàäà÷è â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

×åðåçF ree(p; � ), p 2 P , îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí V, ñîäåðæàùåå âñå

âåðøèíû j 2 V , òàêèå ÷òîZ jp (� ) = f 0; 1g.
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü òî÷êà � 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ è y 0 =

arg miny 2 (1.6) L(y ; � 0). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ìåòêè p 2 P âûïîëíåíû âëîæåíèÿ F ree(q;� 0) �

F ree(p; � 0), ãäåq 2 P n f pg. Òîãäà ðàçìåòêà

y�
jr =

8
>>>>><

>>>>>:

1; j 2 F ree(r; � 0); r = p;

0; j 2 F ree(r; � 0); r 6= p;

y0
jr ; èíà÷å;

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è(1.5)-(1.7): y � = arg min y 2 (1.6);(1.7) E I (y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëàãðàíæèàí (2.7) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñëàãàåìûõ (2.10), îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì

ìåòêàì r 2 P . Âñå ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ ñóáìîäóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè, à çíà÷è ò ê íèì ïðèìåíèìà

ëåììà ( 7) (óñëîâèåj 2 F ree(r; � 0) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ MM j; 0 � r (y r ; � 0) = MM j; 1 � r (y r ; � 0)).

Ïðàâèëî, ïîñòðîåíèÿ ðàçìåòêè y � , îïèñàííîå â óñëîâèè äàííîé òåîðåìû, ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåò-

ñÿ ïåðåõîäîì ê ðàçìåòêå èç åäèíèö â ïîäçàäà÷å ìåòêè p è ïåðåõîäîì ê ðàçìåòêàì èç íóëåé âî

âñåõ îñòàëüíûõ ïîäçàäà÷àõ. Ïîñêîëüêó, â äîïîëíåíèå ê âûøåñ êàçàííîìó, òî÷êà � 0 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ, òî ðàçìåòêà ïîñòðîåííàÿ ïî ó ñëîâèþ äàííîé òåîðåìû óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì (1.5)-(1.7) è ÿâëÿåòñÿ àãðìèíèìóìîì ëàãðàíæèàíà ( 2.7) â òî÷êå� 0.

Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, êîòîðûå âõîäÿò â õîòÿ áû îäíî ìíîæåñ òâî F ree(p; � ),

p 2 P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç I k , k = 1; : : : ; K êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà I . Äëÿ êàæäîé

êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè òåîðåìó 10 ìîæíî ïðèìåíÿòü íåçàâèñèìî. Ñëåäñòâèå 2 è ôîðìàëèçóåò

ýòîò ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.Ïóñòü òî÷êà � 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ è y 0 =

arg miny 2 (1.6) L(y ; � 0). Åñëè äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè I k ñóùåñòâóåò ìåòêà pk , òàêàÿ

÷òî (F ree(q;� 0) \ I k) � (F ree(pk ; � 0) \ I k), ãäåq 2 P n f pkg, òî ðàçìåòêà

y�
jr =

8
>>>>><

>>>>>:

y0
jr ; j 62I;

1; r = pk ; j 2 I k ;

0; èíà÷å;

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è(1.5)-(1.7).

Îáîçíà÷èì çà F reek(p; � ) k-þ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà F ree(p; � ).
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Ñëåäñòâèå 3.Ïóñòü òî÷êà � 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñëàáîãî ñîãëàñîâàíèÿ è y 0 =

arg miny 2 (1.6) L(y ; � 0). Åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèåF reek1 (p1; � 0); : : : ; F reekm (pm ; � 0) ìíîæå-

ñòâà I (F reek i (pi ; � 0) \ F reek j (pj ; � 0) = ? , i 6= j , è
S

i F reek i (pi ; � 0) = I ), òî ðàçìåòêà

y�
jr =

8
>>>>><

>>>>>:

y0
jr ; j 62I;

1; r = pi ; i 2 F reek i (pi ; � 0); i = 1; : : : ; m;

0; èíà÷å;

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è(1.5)-(1.7).

Ñëåäñòâèå3 äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 10 ê êàæäîé êîìïîíåí-

òåF reek i (pi ; � 0).

4.4.4. Ïîñòðîåíèå ïðÿìîãî ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà SMR íà ïðàêòèêå ÷àñòî íåîáõîäè ìî ñòðîèòü äîïóñòèìóþ

òî÷êó çàäà÷è (1.5)-(1.7), îáëàäàþùóþ íåâûñîêèì (ïóñòü è íå îïòèìàëüíûì) çíà÷åíèåì öåëåâîé

ôóíêöèè ( 1.5). Ïîñòðîåíèå òàêèõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî êàê ïîñëå çàâåðøåíè ÿ ðàáîòû SMR (åñëè

íå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü ñåðòèôèêàò îïòèìàëüíîñòè), òàê è âî âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà äëÿ îöåíêè

òåêóùåãî ïðîãðåññà.

Äàëåå â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ áûñòðûé ìåòîä ïîèñêà äîïó ñòèìîé òî÷êè ñ íèçêèì

çíà÷åíèåì ýíåðãèè. Ìåòîä îñíîâàí íà èäåå áëî÷íî-êîîðäèíàò íîé ìèíèìèçàöèè, èñïîëüçóåìîé

êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè åù¼ â 80-õ ãã. � àëãîðèòì ICM [ 19], è ïîõîæ

íà àíàëîãè÷íûé ìåòîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðÿìîãî ð åøåíèÿ â àëãîðèòìå TRW-S [65].

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû áóäåì íàçûâàòü îïèñàííûé íèæå ìåòîä I CM.

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà � è äëÿ íå¼ íà îñíîâå ìèí-ìàðãèíàëîâ ïîñòðîåíû ìíîæå-

ñòâàZ ip (� ) � f 0; 1g, i 2 V , p 2 P .

Èíèöèàëèçàöèþ òåêóùåé öåëî÷èñëåííîé (1.6) è öåëîñòíîé ( 1.7) ðàçìåòêèy ïðîâåä¼ì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé âåðøèíû i 2 V ïîëîæèì yip = 1 äëÿ òàêîé ìåòêè p 2 P , äëÿ

êîòîðîé f 1g � Z ip (� ) (åñëè òàêîâûõ íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ëþáóþ èç íèõ; åñëè òàêîâûõ íåò,

òî âûáåðåì ëþáóþ ìåòêó) è yiq = 0 äëÿ âñåõq 6= p. Äëÿ êàæäîãî ïîòåíöèàëà C 2 C îïðåäå-

ëèì ŷC = f yipgp2P
i 2 C , êàê ðàçìåòêó ïåðåìåííûõ yC , ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç

ïîòåíöèàëà C è óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ, èíöèäåíòíûõ åìó:

X

p2P

X

i 2 C

(� i (p) + � �
i )yip +

X

d2D C

� C (d)
Y

`2 C

y`d `
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ öåëî÷èñëåííîñòè è öåëîñòíîñòè:
P

p2P yip = 1, yip 2 f 0; 1g. Ïîïûòàåìñÿ

óìåíüøèòü îáùóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ ( 1.5) ïðè ïîìîùè ïðèñâàèâàíèÿ yC = ŷC . Åñëè çíà÷åíèå

öåëåâîé ôóíêöèè óìåíüøàåòñÿ, òî ïðèíèìàåì äàííîå ïðèñâàèâ àíèå, èíà÷å îòâåðãàåì åãî.

Ïðîõîäîâ ïî ïîòåíöèàëàì C 2 C ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêî. Íà ïðîìåæóòî÷íûõ èòåðàöè-

ÿõ SMR äàæå 1 ïðîõîä ICM ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü òåêóùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè. Ïðè

âû÷èñëåíèè îêîí÷àòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ìîæíî çàïóñòè òü ICM äî ñõîäèìîñòè (îáû÷íî 3-

4 ïðîõîäà ïî âñåì âåðøèíàì). Åñëè ïðèìåíåíèå ICM ñëèøêîì çàì åäëÿåò îáùèé àëãîðèòì, òî

åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü íå íà êàæäîé èòåðàöèè, à ñóùåñòâåííî ðåæ å (íàïðèìåð, íà êàæäîé 10-é

èòåðàöèè).
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5. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ì åòîäîâ ðàññìàòðèâàåìûõ â

äàííîé ðàáîòå.

Ðàçäåë5.1 ñîäåðæèò ýêñïåðèìåíòû íà ðåàëüíûõ äàííûõ, ïîçâîëÿþùèå ñðà âíèòü ðàáîòó

ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè (ñì. ðàçäåë 4.2) ïîäõîäà SMR. Ïðîâåä¼ííûé

ýêñïåðèìåíò ïðåäîñòàâëÿåò ñðàâíåíèå ïîäõîäà SMD ñ àíàëîãàìè: DD TRW è TRW-S.

Ðàçäåë5.2 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ î ïðèìåíåíèè SMR ê çàäà÷àì ñ ïîòåíöè-

àëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ðàçäåë 5.3 � î ïðèìåíåíèè NSMR ê ýíåðãèÿì ñ íåàññîöèàòèâíûìè

ïàðíûìè ïîòåíöèàëàìè. Â ðàçäåëå 5.4 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ñ ãëîáàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

íà ïåðåìåííûå.

5.1. Ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå àññîöèàòèâíûå ýíåðãèè

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàí ýêñïåðèìåíò, ïðåñëåäóþùèé äâå öåëè :

1. èññëåäîâàíèå ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äâîé ñòâåííîé ôóíêöèè (ñì.

ðàçäåë 4.2), ïîñòðîåííîé ïðè ïîìîùè âàðèàíòà SMR äëÿ àññîöèàòèâíûõ ïà ðíî-

ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé � àëãîðèòìà SMD (ñì. ðàçäåë2.1);

2. ñðàâíèòü ðàáîòó àëãîðèòìà SMD è èçâåñòíîãî àëãîðèòìà äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè,

îñíîâàííîãî íà ðàçëîæåíèè ãðàôà ýíåðãèè íà äåðåâüÿ � àëãîðè òìà DD TRW [73].

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè1 â ðàìêàõ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ìå-

òîäû îïòèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè:

1. ñóáãðàäèåíòíûé ïîäú¼ì (4.1) ñ àäàïòèâíûì ðàçìåðîì øàãà ( 4.5) [73];

2. ìåòîä ïó÷êîâ ñóáãðàäèåíòîâ (4.6), (4.7) [52] ñ îãðàíè÷åíèå ðàçìåðà ïó÷êà (ï. 1);

3. ìåòîä ïó÷êîâ ñóáãðàäèåíòîâ (4.6), (4.7) [52] ñ óñðåäíåíèåì ïó÷êà (ï. 2) [56];

4. êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä ïó÷êîâ: àëãîðèòì LMBM [ 45];

5. íåãëàäêèé âàðèàíò àëãîðèòìà BFGS [90];

Ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ íåàäàïòèâíûìè âàðèàíòàìè âûáîðà äë èíû øàãà ( 4.3) è (4.4) ñõîäèëñÿ

î÷åíü ìåäëåííî è áûë ñðàçó èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ (íå ïîïà ë â ñïèñîê âûøå).
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Ðèñóíîê 5.1.: Èçîáðàæåíèÿ, äëÿ çàäà÷ ñåìàíòè÷åñêîé ñåãìåíòàöèè êîòîðûõ, áûëè ïîñòðîåíû ýíåðãèè, èñ-

ïîëüçîâàííûå â ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì ðàçäåëå 5.1. Âåðõíÿÿ ñòðîêà � èñõîäíûå èçîáðàæåíèÿ, ñðåäíÿÿ

ñðîêà � ïðàâèëüíûå îòâåòû (÷¼ðíûì ïîêàçàíû íåðàçìå÷åííûå ï èêñåëè), íèæíÿÿ ñòðîêà � ñåãìåíòàöèè, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ãëîáàëüíûì ìèíèìóìàì ýíåðãèé (âåçäå íàéäåíû ï ðè ïîìîùè ìåòîäà SMD). Öâåòà ìåòîê

êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì, èñïîëüçîâàííûì â áàçå MSRC [114], íå â ïîëíîé ìåðå.

Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ñõåì ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñ èñïîëü çîâàíèåì ðåëàêñàöèè

Ëàãðàíæà (íàïðèìåð, SMD è DD TRW) îñëîæíåíî òåì, ÷òî ðàáîòîñ ïîñîáíîñòü êàæäîé èç ñõåì

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ìåòîäà îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ìàêñèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé íèæíåé îöåíêè. Èñõîäÿ èç ýòîé òðóäíîñòè, äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè2 äëÿ àëãîðèòìà DD TRW

áûëè ïðèìåíåíû âñå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, èñïîëüçîâàííûå è äë ÿ SMD. Ñðàâíåíèå òàêæå ïðîâî-

äèëîñü îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìà TRW-S [ 65], ìàêñèìèçèðóþùåãî íèæíþþ îöåíêó ïðè ïîìîùè

ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé.

Äàííûå. Ýêñïåðèìåíòû äàííîãî ðàçäåëà ïðîâîäèëèñü íà çàäà÷àõ ìèíèì èçàöèè ýíåðãèé, ïî-

ñòðîåííûõ ïî ðåàëüíûì äàííûì Àëàõàðè è äð. [ 11]1. Áûëè èñïîëüçîâàíû çàäà÷è äâóõ âè-

äîâ: ñåìàíòè÷åñêàÿ ìíîãîêëàññîâàÿ ñåãìåíòàöèÿ (5 çàäà÷, ñì. ðèñ. 5.1) è âûðîâíåííîå ñòåðåî-

ñîïîñòàâëåíèå (4 çàäà÷è, ñì. ðèñ.5.2). Ãðàôû ýíåðãèé âñåõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ïðÿìî-

óãîëüíûå ðåø¼òêè, ãäå âåðøèíû ñîîòâåòñòâîâàëè ïèêñåëÿì èçîáðàæåíèé, à ð¼áðà � 4-õ ñâÿçíîé

ñèñòåìå ñîñåäñòâà. Â çàäà÷àõ ñåìàíòè÷åñêîé ñåãìåíòàöèè ðàçìåð ðåø¼òîê ñîñòàâëÿë ïðèìåðíî

200 íà 300 (jVj � 60000), êîëè÷åñòâî ìåòîê jPj ñîñòàâëÿëî îò 3 äî 4. Â çàäà÷àõ ñòåðåî ïðèìåð-

íûé ðàçìåð ðåø¼òîê � 400 íà 450 (jVj � 180000), à êîëè÷åñòâî ìåòîê jPj � îò 16 äî 60. Äëÿ çàäà÷

ñòåðåî â êà÷åñòâå ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ èñïîëüçîâàëèñü ñòàíäàðòíûå ïîòåíöèàëû Ïîòòñà ñ âåñîì

1http://www.di.ens.fr/~alahari/data/pami10data.tgz

http://www.di.ens.fr/~alahari/data/pami10data.tgz
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(a) (c)

(b) (d)

(a) (c)

(b) (d)

(a) (c)

(b) (d)

(a) (c)

(b) (d)

Ðèñóíîê 5.2.: Ñòåðåîïàðû, äëÿ çàäà÷ ñòåðåî-ñîïîñòàâëåíèÿ êîòîðûõ, áûëèïîñòðîåíû ýíåðãèè, èñïîëüçî-

âàííûå â ýêñïåðèìåíòå, îïèñàííîì â ðàçäåëå 5.1. Èçîáðàæåíèÿ (a) � èçîáðàæåíèÿ, ñíÿòûå ïðè ïîìîùè

ëåâîé êàìåðû ñòåðåîïàðû, èçîáðàæåíèÿ (b) � ïðè ïîìîùè ïðàâîé . (c) � ïðàâèëüíûå îòâåòû çàäà÷, ïî-

ñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ëàçåðíîãî ñêàíèðîâàíèÿ. (d) � ðåçóëüòà òû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèé [120] àëãîðèòìîì SMD.

20, óíàðíûå ïîòåíöèàëû áûëè îñíîâàíû íà ñîïîñòàâëåíèè öâåò îâ îêðåñòíîñòåé ñîïîñòàâëÿåìûõ

ïèêñåëåé. Ýíåðãèè äëÿ çàäà÷ ñåìàíòè÷åñêîé ñåãìåíòàöèè áûëè ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè ìîäåëè

TextonBoost [114]: óíàðíûå ïîòåíöèàëû ñîâìåùàëè èíôîðìàöèþ î öâåòå, ïîëîæå íèè íà èçîáðà-

æåíèè è òåêñòóðå; ïàðíûå ïîòåíöèàëû ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé âçâåøåííûå ïîòåíöèàëû Ïîòòñà (âåñ

êîíêðåòíîãî ïîòåíöèàëà çàâèñåë îò ãðàäèåíòà èçîáðàæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðåáðå).

Âûáîð ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Äëÿ êàæäîãî èññëåäóåìîãî ìåòîäà îïòèìèçàöèè,

äëÿ êàæäîãî âèäà íèæíåé îöåíêè (SMD èëè DD TRW) è äëÿ êàæäîãî òèïà çàäà÷ (ñåãìåíòàöèÿ

èëè ñòåðåî) âûáîð íàèëó÷øèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿëñÿ ïðè ïîìîùè ïåðåáîðà ïî

ñåòêå çíà÷åíèé. Êðèòåðèåì êà÷åñòâà íàáîðà ïàðàìåòðîâ ÿâëÿëîñü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íèæ-

íåé îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, íàéäåííîé çà ïåðâ ûå 25 ñåêóíä ðàáîòû ìåòîäà äëÿ

çàäà÷ ñåãìåíòàöèè è çà ïåðâûå 200 ñåêóíä äëÿ çàäà÷ ñòåðåî. Äëÿ ìåòîäà ïó÷êîâ ñ îãðàíè÷åíèåì
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Òàáëèöà 5.1.:Íàèëó÷øèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íèæíèõ î öåíîê, ïîñòðîåííûõ ïðè

ïîìîùè ïîäõîäîâ SMD è DD TRD.

Ìåòîä îïòèìèçàöèè Ñåãìåíòàöèÿ Ñòåðåî

S
M

D

ñóáãðàäèåíòíûé ïîäú¼ì (4.1),

àäàïòèâíûé ðàçìåð øàãà (4.5)

 = 0:7 
 = 0:3

ìåòîä ïó÷êîâ ( 4.6), (4.7),

îãðàíè÷åíèå ðàçìåðà ïó÷êà (ï. 1)


 =0:1, mL =0:2,

wmax=100


 =0:01, mL =0:1,

wmax=100

ìåòîä ïó÷êîâ ( 4.6), (4.7),

óñðåäíåíèå ïó÷êà (ï. 2)


 =0:02, mr =0:001,

wmax=500


 =0:02, mr =0:001,

wmax=1000

D
D

T
R

W

ñóáãðàäèåíòíûé ïîäú¼ì (4.1),

àäàïòèâíûé ðàçìåð øàãà (4.5)

 = 0:3 
 = 0:1

ìåòîä ïó÷êîâ ( 4.6), (4.7),

îãðàíè÷åíèå ðàçìåðà ïó÷êà (ï. 1)


 =0:01, mL =0:05,

wmax=1000


 =0:01, mL =0:05,

wmax=2000

ìåòîä ïó÷êîâ ( 4.6), (4.7),

óñðåäíåíèå ïó÷êà (ï. 2)


 =0:02, wmax=100,

mr =0:0005


 =0:01, mr =0:002,

wmax=500

ðàçìåðà ïó÷êà áîëüøèå ðàçìåðû ïó÷êà ïðèâîäèëè ê ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì, íî çàìåäëÿëè ñêîðîñòü

ðàáîòû ìåòîäà. Çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ïó÷êà bs = 100 áûëî âûáðàíî êàê êîìïðîìèññ-

íûé âàðèàíò. Àíàëîãè÷íî âûáèðàëèñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ bs = 10 äëÿ ìåòîäà LMBM è hr = 10

äëÿ ìåòîäà BFGS. Ïàðàìåòð wmin äëÿ îáåèõ âåðñèé ìåòîäà ïó÷êîâ íå âëèÿë íà ðàáîòó ìåòîäîâ

è áûë âûñòàâëåí10� 10 êàê ðåêîìåíäîâàíî â ðàáîòå [ 52]. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ

ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå5.1.

Äåòàëè ðåàëèçàöèè. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ BFGS è LMBM èñïîëüçîâàíû îðèãèíàëüíû å àâ-

òîðñêèå ðåàëèçàöèè: áèáëèîòåêè HANSO2 (ðåàëèçàöèÿ â ñèñòåìå MATLAB) è LMBM3 (ðåàëè-

çàöèÿ íà ÿçûêå Fortran ñ mex-îáîëî÷êîé äëÿ ñèñòåìû MATLAB).Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ ñóáãðà-

äèåíòíîãî ïîäú¼ìà è äâóõ âåðñèé ìåòîäà ïó÷êîâ èñïîëüçîâàíû ñîáñòâåííûå ðåàëèçàöèè â ñè-

ñòåìå MATLAB. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé íèæíèõ îöåíîê è èõ ñóá ãðàäèåíòîâ (ïîäõîäû SMD

è DD TRW) ïðèìåíÿëèñü íèçêîóðîâíåâûå ðåàëèçàöèè íà ÿçûêå C++. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé

îöåíêè SMD èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì Áîéêîâà-Êîëìîãîðîâà ïî èñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ãðà-

2http://www.cs.nyu.edu/overton/software/hanso/
3http://napsu.karmitsa.fi/lmbm/lmbmu/lmbm-mex.tar.gz
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ôå, ïîääåðæèâàþùèé óñêîðåííîå ïîñòðîåíèå ïîõîæèõ ãðàôîâ [ 23, 59] â àâòîðñêîé ðåàëèçàöèè4.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé îöåíêè DD TRW èñïîëüçîâàëàñü ñîáñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñïåöèàëüíî óñêîðåííàÿ ä ëÿ ìîäåëè Ïîòòñà (ðàáîòàåò çà ëè-

íåéíîå, à íå êâàäðàòè÷íîå ïî ÷èñëó ìåòîê âðåìÿ). Â êà÷åñòâå àëãîðèòìà TRW-S èñïîëüçîâàëàñü

îðèãèíàëüíàÿ àâòîðñêàÿ ðåàëèçàöèÿ íà ÿçûêå C++, îïòèìèçèðîâàííàÿ äëÿ ðàáîòû ñ ìîäåëÿìè

Ïîòòñà 5.

Âñå ýíåðãèè áûëè íîðìèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýíåðãèÿ ð åçóëüòàòà àëãîðèòìà� -

ðàñøèðåíèå ðàâíÿëàñü 100, à ýíåðãèÿ ðàçìåòêè, ïîëó÷åííîé êàê ìèíèìóì óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ,

ðàâíÿëàñü 0.

Ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ãðàôàG íà äåðåâüÿ â àëãîðèòìå DD TRW ñòðîèëîñü òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû êàæäîå ðåáðî ãðàôà âõîäèëî â îäíî è òîëüêî îäíî äåðåâî ( äëÿ òîãî ÷òîáû ñîêðàòèòü êî-

ëè÷åñòâî äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ). Â ðàìêàõ äàííîãî ýêñïå ðèìåíòà èñïîëüçîâàëñÿ íàèáîëåå

ïîïóëÿðíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðàçáèåíèé äëÿ ãðàôîâ-ð åø¼òîê ñ 4-õ ñâÿçíîñòüþ: ðàçáè-

åíèå íà îòäåëüíûå ñòîëáöû è ñòðîêè ðåø¼òêè. Òàêîå ðàçáèåíèåèñïîëüçîâàëîñü â ðÿäå ðàáîò,

ïîñâÿù¼ííûõ ìàêñèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè, ïîñòðîåííîé DD TR W [106, 52].

Ðåçóëüòàòû. Ðåçóëüòàòû ïðîâåä¼ííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.3. Èç ïðèâåä¼ííûõ

ãðàôèêîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. âñå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè íèæíèõ îöåíîê (êàê äëÿ SMD, òàê è äëÿ

DD TRW) ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ïîêàçûâàþò ïîõîæè å ðåçóëüòàòû; ÷àñòü

ìåòîäîâ ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ, ÷àñòü � áîëåå; ìåòîä LMBM ïîêàçàë

ñåáÿ íàèìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûì ê âûáîðó ïàðàìåòðîâ è ÷àñòî äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì,

à çíà÷èò ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêò èêå;

2. àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïîäõîäå SMD ðàáîòàþò â öåëîì áûñ òðåå, ÷åì àëãîðèòìû, îñ-

íîâàííûå íà ïîäõîäå DD TRW; ñêîðåå âñåãî, ýòî âûçâàíî òåì ôàê òîì, ÷òî ìàêñèìèçàöèè

íèæíèõ ãðàíèö SMR ïðîèñõîäÿò â ïðîñòðàíñòâàõ íàìíîãî ìåíüø èõ ðàçìåðíîñòåé;

3. â ñèòóàöèÿõ, êîãäà â èñõîäíîé çàäà÷å ìàëî ìåòîê, àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà SMD,

ðàáîòàþò áûñòðåå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà TRW-S; ñêîðåå âñåãî,ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ öåëîñòíîñòè îêàçûâàþò ìåíüøåå âëèÿíèåíà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

4http://pub.ist.ac.at/~vnk/software/maxflow-v3.02.sr c.tar.gz
5http://pub.ist.ac.at/~vnk/papers/TRW-S.html



88

Cåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèé Ñòåðåî-ñîïîñòàâëåíèå Ëåãåíäà
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Ðèñóíîê 5.3.: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, îïèñàííîãî â ðàçäåëå5.1. Ïðèâåä¼ííûå ãðàôèêè ïîêàçûâàþò çà-

âèñèìîñòè íèæíèõ îöåíîê ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ýíåðãèè, ïîëó ÷åííûõ ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ,

îò âðåìåíè ðàáîòû ìåòîäà. Êàæäûé ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåíèåì ïðîöåññà ïî íåñêîëüêèì ýíåðãèÿì. Ëå-

âûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿì, ïîñòðîåííûì äëÿ çàäà÷ ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé, öåíòðàëüíûé �

ýíåðãèÿì çàäà÷ ñòåðåî-ñîïîñòàâëåíèÿ. Íèæíèå ãðàôèêè ëåâîãî è öåíòðàëüíîãî ñòîëáöîâ ÿâëÿþòñÿ óâåëè-

÷åííûìè âåðñèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåðõíèõ. Â ïðàâîì ñòîëá öå ïðèâåäåíà ëåãåíäà, ñîîòíîñÿùàÿñÿ

íàçâàíèÿ ìåòîäîâ è öâåòà ãðàôèêîâ.

5.2. Ýíåðãèè ñ ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

Äàííûé ðàçäåë ñîäåðæèò îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòîâ ïî îöåíêå ïð èìåíèìîñòè ïîäõîäà SMR

äëÿ ýíåðãèé ñ ðàçðåæåííûìè ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, à òàêæå ïî ñðàâíåíèþ ïîäõîäà

SMR ñ ïîäõîäîì CWD [ 71].

Äàííûå. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäÿòñÿ íà äâóõ íàáîðàõ ìîäåëüíûõ ýíåðãèé è îäíîé ýíåðãèè, ïî-

ñòðîåííîé äëÿ çàäà÷è ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé (äàííûå ãåíåðèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [65,

ðàçäåë 5.1].

Êàæäûé èç íàáîðîâ ìîäåëüíûõ ýíåðãèé ñîñòîèò èç 20 ýíåðãèé. Âñå ýíåðãèè çàâèñÿò îò 10-

çíà÷íûõ ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôîì âèäà 4-õ ñâÿçíàÿ ðåø¼òêà ðàçìåðà 50

íà 50 âåðøèí. Êî âñåì ýíåðãèÿì äîáàâëåíû ïîòåíöèàëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, âèäîì êîòîðûõ è îò-

ëè÷àþòñÿ íàáîðû ýíåðãèé. Âñå óíàðíûå ïîòåíöèàëû çà âñå êëàññû ãåíåðèðóþòñÿ èç íîðìàëüíûõ
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ðàñïðåäåëåíèéN (0; 10). Âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ âçâåøåííûìè ïîòåíöèàëàìè Ïîòòñà:

0:1jcij j[x i 6= x j ]. Âåñàcij ãåíåðèðóþòñÿ èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N (0; 1). Ê

êàæäîé èç ýíåðãèé äîáàâëÿåòñÿ 50 ñëó÷àéíûõ ïîòåíöèàëîâ Ïîòòñà âûñîêîãî ïîðÿäêà ( Pn -Potts).

Â ïåðâîì íàáîðå äàííûõ êàæäûé ïîòåíöèàë âûñîêîãî ïîðÿäêà çà âèñèò îò 50 âåðøèí, âûáðàííûõ

ñëó÷àéíûì îáðàçîì, âî âòîðîì � îò 500. Âåñà ïîòåíöèàëîâ âûñî êèõ ïîðÿäêîâ ãåíåðèðóþòñÿ èç

ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0; 100].

Ïîñëåäíåé ðàññìàòðèâàåìîé ýíåðãèåé ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ äëÿ çàäà÷è ñåãìåíòàöèè èçîáðàæå-

íèÿ ïàïîðîòíèêîâ (ðèñ. 5.5a) íà òðè êëàññà: ¾ïàïîðîòíèê¿, ¾çåìëÿ¿, ¾òðàâà¿. Äëÿ êàæäîãî êëàñ-

ñà âûáðàíà íåáîëüøàÿ îáëàñòü ïèêñåëåé ýòîãî êëàññà � ñåìåíà. Ïèêñåëè-ñåìåíà êàæäîãî êëàññà

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûáîðêà îáúåêòîâ ñ òðåìÿ ïðèçíàêàìè (öâåòîâîå ïðîñòðàíñòâî Luv) è ïî

ýòîé âûáîðêå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèé,êàê ñìåñü òð¼õìåðíûõ íîðìàëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé èç 5 êîìïîíåíò. Óíàðíûå ïîòåíöèàëû ýíåðãèè ç à êàæäûé èç êëàññîâ ñòðîÿòñÿ êàê

îòðèöàòåëüíûå ëîãàðèôìû çíà÷åíèé âîññòàíîâëåííûõ ïëîòíî ñòåé ðàñïðåäåëåíèé öâåòîâ ïèê-

ñåëåé. Ïàðíûå ïîòåíöèàëû � ïîòåíöèàëû Ïîòòñà ñ âåñîì 1. Ïîòå íöèàëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ �

ïîòåíöèàëû Ïîòòñà âûñîêîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèå îò ïåðåìåíí ûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàì

ïèêñåëåé (ñóïåðïèêñåëÿì), ïîñòðîåííûì ïðè ïîìîùè àëãîðèò ìà EDISON6 [29] ñ ïàðàìåòðàìè

ïî óìîë÷àíèþ. Âåñà âñåõ ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ðàâíû 100.

Äåòàëè ðåàëèçàöèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà CWD îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ äåêîìïî-

çèöèÿ ýíåðãèè: âñå ïàðíûå ïîòåíöèàëû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì è âåðòèêàëüíûì

öåïî÷êàì, êàæäûé ïîòåíöèàë âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îòíîñèòñÿ ê îò äåëüíîé ïîäçàäà÷å, êàæäûé óíàð-

íûé ïîòåíöèàë ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî âñåì ïîäçàäà÷à ì, â êîòîðûõ åñòü çàâèñèìîñòü îò

ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Ïðè òàêîé äåêîìïîçèöèè äâîéñ òâåííàÿ ôóíêöèÿ D(� ) çàâèñèò

îò jVjK (1 + h) ïåðåìåííûõ, ãäå h � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, çàâèñÿ-

ùèõ îò êîíêðåòíîé ïåðåìåííîé. Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â SMR çà âèñèò îòjVj ïåðåìåííûõ. Äëÿ

ìîäåëüíûõ íàáîðîâ äàííûõ äâîéñòâåííûå ôóíêöèè CWD çàâèñÿò îò 50000 è 275000 ïåðåìåí-

íûõ (äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî íàáîðîâ), äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ S MR çàâèñèò îò 2500 ïåðåìåííûõ

äëÿ îáîèõ íàáîðîâ. Äëÿ ýíåðãèè ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèÿ äâîéñòâåííûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò

675000 (CWD) è 112500 (SMR) ïåðåìåííûõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè SMR èñïîëüçó åòñÿ àëãîðèòì Áîéêîâà-

Êîëìîãîðîâà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè [ 23]; äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ äâîéñòâåí-

íîé ôóíêöèè CWD èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãð àììèðîâàíèÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèé ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöàì è ñòðîêàì, è àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â ðàáî-

6http://coewww.rutgers.edu/riul/research/code/EDISON /
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Ðèñóíîê 5.4.: Ýíåðãèè è íèæíèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ìàêñèìèçàöèè í èæíèõ îöåíîê SMR

è CWD, óñðåäí¼ííûå ïî íàáîðàì ìîäåëüíûõ ýíåðãèé. Ãðàôèê (a) ñ îîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿì ñ íåáîëüøèìè

ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ïîðÿäîê 50), ãðàôèê (b) � ýíå ðãèÿì ñ áîëüøèìè ïîòåíöèàëàìè âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ (ïîðÿäîê 500). Òàáëèöà (ñ) ïîÿñíÿåò çíà÷åíèå êàæäîé èçîáðàæåííîé êðèâîé.

òå [71] (ñì. ðàçäåë1.3.2.2.3), äëÿ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèé ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòå íöèàëàì

âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê CWD è SMR çàíèìàëè

ïðèìåðíî îäèíàêîâîå âðåìÿ. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ôàêòîðà ýôôåêòè âíîñòè ðåàëèçàöèè âðåìÿ ðàáîòû

èçìåðÿëîñü â êîëè÷åñòâå âû÷èñëåíèé ôóíêöèè.

Äëÿ ìàêñèìèçàöèè âñåõ íèæíèõ îöåíîê âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ýíåðãèé èñïîëüçîâàëñÿ

íåãëàäêèé âàðèàíò àëãîðèòìà BFGS â ðåàëèçàöèè èç áèáëèîòåêè HANSO. Ýêñïåðèìåíò ïðî-

âîäèëñÿ ñ äâóìÿ ñïîñîáàìè âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîãî ðåøåíèÿ ïî òåê óùåìó çíà÷åíèþ äâîéñòâåííîé

ôóíêöèè: ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ICM (ñì. ðàçäåë 4.4.4) è áåç íåãî.

Ðåçóëüòàòû. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ñ ìîäåëüíûìè ýíåðãèÿìè ïðèâîäÿòñ ÿ íà ðèñ. 5.4. Êà-

÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà íà çàäà÷å ñåãìåíòàöèèýíåðãèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5.5,

êîëè÷åñòâåííûå � íà ðèñ. 5.6. Èñõîäÿ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü íåñêîëüêî âûâîäîâ.

Âî-ïåðâûõ, àëãîðèòì, ìàêñèìèçèðóþùèé íèæíþþ îöåíêó SMR, ñ õîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì àëãî-

ðèòì, ìàêñèìèçèðóþùèé íèæíþþ îöåíêó CWD. Âî-âòîðûõ, ïðèìå íåíèå àëãîðèòìà ICM äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ïðÿìûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò òåêóùåå ç íà÷åíèå ýíåðãèè â ñëó÷àå SMR

è ñóùåñòâåííî � â ñëó÷àå CWD.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî óëó÷øåííàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà CWD � PatB [71], ìîãëà áû êàê-òî óëó÷-

øèòü ðåçóëüòàòû CWD òîëüêî â ñëó÷àå ñèëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîòåíöèàëîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

(â PatB ïîòåíöèàëû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, çàâèñÿùèå îò ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ïåðåìåííûõ,

îáúåäèíÿþòñÿ â ïîäçàäà÷è ñïåöèàëüíîãî âèäà) � ãðàôèê 5.4b. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ àëãî-

ðèòì PatB ýêâèâàëåíòåí àëãîðèòìó CWD.
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Ðèñóíîê 5.6.: Ýíåðãèè è íèæíèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ìàêñèìèçàöèè í èæíèõ îöåíîê SMR

è CWD, ïîñòðîåííûõ äëÿ ýíåðãèè çàäà÷è ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèÿ ïàïîðîòíèêîâ. Ãðàôèê (b) ÿâëÿåòñÿ

óâåëè÷åííûì ôðàãìåíòàì ãðàôèêà (a). Òàáëèöà (ñ) ïîÿñíÿåò çíà÷åíèå êàæäîé èçîáðàæåííîé êðèâîé.

5.3. Ïðîèçâîëüíûå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûå ýíåðãèè

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ï ðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà

NSMR äëÿ ñëó÷àÿ íåàññîöèàòèâíûõ ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé. Ñíà÷àëà îïèñûâàåòñÿ ýêñ-

ïåðèìåíò ïî îöåíêå çàâèñèìîñòè ðàçìåðà çàçîðà îò äîëè îòòàë êèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ. Äàëåå

îïèñûâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòû, ñðàâíèâàþùèå ïîäõîäû NSMR, DD T RW è TRW-S.

Çàçîð ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè. Âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó ãëîáàëüíûì ìè-

íèìóìîì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äèñêðåòíîé ýíåðãèè è ìàêñèìóìî ì íèæíåé îöåíêè ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íûì ïîêàçàòåëåì, ïîçâîëÿþùèì îöåíèòü ñëîæíîñòü çàäà÷è. Åñ ëè âåëè÷èíà çàçîðà ðàâíà 0, òî

îáû÷íî ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà, ïîçâîëÿ þò òî÷íî ðåøèòü èñõîäíóþ çà-
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Ðèñóíîê 5.7.: Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû çàçîðà ìåæäó ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì çà äà÷è ìèíèìèçàöèè äèñ-

êðåòíîé ýíåðãèè è ìàêñèìóìîì íèæíåé îöåíêè. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ïî êàçûâàåò ñðåäíåå çíà÷åíèÿ, ïóíêòèð-

íûå ëèíèè � îäíî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå.

äà÷ó. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åì áîëüøå çàçîð, òåì ¾ñëîæíåå¿ êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

ýíåðãèè.

Âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó çàäà÷àìè ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè è äâîéñòâåííîé ê íåé ñèëüíî çà-

âèñèò îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîòåíöèàëàìè. Â ðàáîòå [ 65] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ýíåðãèè

ïðèñóòñòâóþò îäíîâðåìåííî ïðèòÿãèâàþùèå (àññîöèàòèâíûå ) è îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû, òî

ðàçìåð çàçîðà ìåæäó ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ðîñòå îòíîñèòåëüíîé

ñèëû ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ. Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå ïðîâåäåíî è ññëåäîâàíèå âëèÿíèå äðóãîãî

ôàêòîðà � äîëè îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ, à èìåííî ïîòåíöè àëîâ Ïîòòñà ñ ïîëîæèòåëüíûì

êîýôôèöèåíòîì: Cij [x i = x j ], Cij > 0.

Ðèñ.5.7 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü îöåíêè âåëè÷èíû çàçîðà îò äîëè îòòàëêèâàþùèõ ïîòåí-

öèàëîâ (ñðåäè âñåõ ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ). Îöåíêà âåëè÷èíû çà çîðà ïðîâîäèëàñü ïðè ïîìîùè

àëãîðèòìà TRW-S â àâòîðñêîé ðåàëèçàöèè [65]. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ äîëè îòòàëêèâàþùèõ ïî-

òåíöèàëîâ ãåíåðèðîâàëèñü 20 ìîäåëüíûõ ýíåðãèé: ãðàô 4-õ ñâÿçíàÿ ðåø¼òêà ðàçìåðà 50 íà 50,

10 âîçìîæíûõ ìåòîê êàæäîé ïåðåìåííîé, óíàðíûå ïîòåíöèàëû ã åíåðèðîâàëèñü èç ñòàíäàðò-

íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N (0; 1), ïàðíûå ïîòåíöèàëû � ïîòåíöèàëû Ïîòòñà, ìîäóëè

êîýôôèöèåíòîâ âûáèðàëèñü êàê ìîäóëè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì N (0; 2), çíàê

êîýôôèöèåíòîâ Ïîòòñà îïðåäåëÿëñÿ ñëó÷àéíûõ îáðàçîì òàê, ÷ òîáû êîíòðîëèðîâàëàñü äîëÿ îò-

ðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðèñ.5.7 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà çàçîðà íàèáîëüøàÿ, êîãäà äîëÿ

îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ñîñòàâëÿåò 20-30%. Ìîæíî çàìåò èòü, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå

îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ âåëè÷èíà çàçîðà î÷åíü ìàëà.

Ñðàâíåíèå NSMR ñ DD TRW è TRW-S. Â ðàìêàõ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîâîäèëîñü ñðàâíå-

íèå àëãîðèòìà NSMR ñ àëãîðèòìàìè TRW-S è DD TRW. Íàáîð ýíåðãè é äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîäåð-

æàë 100 ìîäåëüíûõ ýíåðãèé, ñãåíåðèðîâàííûõ àíàëîãè÷íî ïðå äûäóùåìó ýêñïåðèìåíòó. Äîëÿ



93

ýí
åð

ãè
ÿ

0 200 400 600 800
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0

êîëè÷åñòâî èòåðàöèé

ïð
îö

åí
ò

ñë
ó÷

àå
â

10
! 4

10
! 2

10
0

0

20%

40%

60%

80%

100% NSMR
TRW S!
DD TRW!

äîñòèãíóòàÿ òî÷íîñòü

(a) (b)

Ðèñóíîê 5.8.: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïî ñðàâíåíèþ ïîäõîäà NSMR ñ ïîäõîäî ì DD TRW è àëãîðèòìîì

TRW-S. Ãðàôèê (a) ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü íèæíåé îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, ïîëó÷åííîé

ïðè ïîìîùè NSMR, TRW-S è DD TRW îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé. Îñü îðä èíàò ýòîãî ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóåò

âåëè÷èíå çàçîðà ìåæäó òåêóùèì çíà÷åíèåì íèæíåé îöåíêè è òî÷í ûì ðåøåíèåì ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè.

Êàæäàÿ èç ýíåðãèé íîðìèðîâàíà òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì ýíåðãèè íà ðàçìåòêå, íàéäåííîé

TRW-S, è òî÷íûì ðåøåíèåì ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè ñîñòàâëÿëà 100, è çíà÷åíèå ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè â

îïòèìóìå ñîñòàâëÿëî 0. Îñü àáñöèññ ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó òåêóùåé èòåðàöèè. Ñïëîøíûå ëèíèè ïîêàçû-

âàþò çíà÷åíèå, óñðåäí¼ííîå ïî âñåì ýíåðãèÿì íàáîðà; ïóíêòèð íûå ëèíèè � îäíî ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå.

Ãðàôèê (b) ïîêàçûâàåò äîëþ ýíåðãèé òåñòîâîãî íàáîðà, íà êîòî ðûõ óäàëîñü äîñòè÷ü çàäàííîãî çíà÷åíèÿ

òî÷íîñòè çà 5000 èòåðàöèé. Îñü àáñöèññ ãðàôèêà (b) îòîáðàæàåòñÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå, å¼ åäèíèöû

èçìåðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò åäèíèöàì èçìåðåíèÿ îñè îðäèíàò ãð àôèêà (a).

îòòàëêèâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ Ïîòòñà áûëà âûñòàâëåíà íà óðîâí å 30%. Â êà÷åñòâå TRW-S [65]

áûëà èñïîëüçîâàí îðèãèíàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àâòîðà. Â àëãîðèòìå DD TRW â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿ

ãðàôà çàäà÷è íà ïîäãðàôû áûëî âûáðàíî ñòàíäàðòíîå ðàçáèåíèå íà ñòðîêè è ñòîëáöû. Â êà÷å-

ñòâå ìåòîäà îïòèìèçàöèè íèæíåé îöåíêè â àëãîðèòìàõ NSMR è DD TRW áûë âûáðàí ìåòîä

ñóáãðàäèåíòíîãî ïîäú¼ìà ( 4.1) ñ àäàïòèâíûì âûáîðîì äëèíû øàãà ( 4.5) ñ ïåðåêëþ÷åíèåì íà

íåàäàïòèâíóþ ñõåìó ( 4.3) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ãàðàíòèé ñõîäèìîñòè.

Ðèñ.5.8a ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé íèæíèõ îöåíîê âñåõ òð¼õ ìåòîäîâ îò íîìåðà

èòåðàöèè. Ðèñ.5.8b ïîêàçûâàåò äîëþ çàäà÷, íà êîòîðûõ óäàëîñü äîñòè÷ü ðàçíûõ óðîâíåé òî÷íî-

ñòè çà 5000 èòåðàöèé êàæäîãî èç ìåòîäîâ. Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî TRW-S íàõîäèò íàèëó÷øèå

íèæíèå îöåíêè íà íà÷àëüíûõ èòåðàöèÿõ, íî ïîñëå ýòîãî çàñòðå âàåò â ïîêîîðäèíàòíûõ ìàêñèìó-

ìàõ, ò. å. íå ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìàì íèæíèõ îöåíîê . Ïëîõèå ðåçóëüòàòû DD TRW

ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû òåì, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ â íèæíåé îöåí êå DD TRW â 10 ðàç áîëüøå,

÷åì ÷èñëî ïåðåìåííûõ â íèæíåé îöåíêå NSMR. Òåì íå ìåíåå, âîçì îæíî, àëãîðèòì DD TRW

ìîæíî óëó÷øèòü çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ äðóãîé ñõåìû ðàçáèåíèÿ ãðàôà ýíåðãèè íà ïîäãðàôû-

äåðåâüÿ.
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5.4. Ãëîáàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿù¼í îïèñàíèþ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èñïîëüçîâà íèþ ïîäõîäà SMR ñ ãëî-

áàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ñíà÷àëà ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äàí íîãî ïîäõîäà ñ ñóùåñòâóþùèìè

àëüòåðíàòèâàìè, à çàòåì íà íåñêîëüêèõ ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíèìîñòü ìåòî-

äà.

5.4.1. Ñðàâíåíèå ñ àíàëîãàìè

Çäåñü ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà ïî ñðàâíåíèþ ïîäõî äà SMR ñ ãëîáàëüíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè ñ ñóùåñòâóþùèìè àëüòåðíàòèâàìè.

Äàííûå. Íàáîð ýíåðãèé äëÿ ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ãåíåðèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî íàáîðàì äëÿ ýêñïå-

ðèìåíòîâ, îïèñàííûõ ðàíåå. Íàáîð ñîñòîèò èç 50 ýíåðãèé; ãðà ôû âñåõ ýíåðãèé, çàäàþùèå ïàð-

íûå è óíàðíûå ïîòåíöèàëû, ÿâëÿþòñÿ 4-õ ñâÿçíûìè ðåø¼òêàìè ð àçìåðà 50 íà 50; âñå ïåðåìåí-

íûå ìîãóò ïðèíèìàòü îäíî èç 10 çíà÷åíèé. Óíàðíûå ïîòåíöèàëû ãåíåðèðóþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåí èåì: � ip � N (0; 1), i 2 V , p 2 P .

Ïàðíûå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ âçâåøåííûìè ïîòåíöèàëàìè Ïîòò ñà, âåñà êîòîðûõ ãåíåðèðóþò-

ñÿ êàê àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñãåíåðèðîâàííûõ èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ N (0; 0:5). Â êà÷åñòâå ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé âûáðàíû æ¼ñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî

ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ êàæäîå çíà÷åíèå 1; : : : ; 10(2.21). Òðåáóåìûå êîëè÷åñòâà âûáðàíû òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ðàçìåðîâ êëàñ ñîâ â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè áåç

îãðàíè÷åíèé: äëÿ ìåòêè p 2 P = 1; : : : ; 10 òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî âûáðàíî êàêjVjp=
P 10

q=1 q.

Àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû. Ñóùåñòâóåò íåìíîãî àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ

ó÷èòûâàòü ëèíåéíûå ãëîáàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ îáùåãî âèäà. Â ðàìêàõ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà

áóäóò ðàññìîòðåíû 2 èç íèõ:

1. ðåëàêñàöèÿ Ëàãðàíæà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé êàê âíåøíèé öèêë íàä êàêèì-ëèáî ìåòî-

äîì, ïîçâîëÿþùèì íàõîäèòü íèæíþþ îöåíêó íà ãëîáàëüíûé ìèíè ìóì ýíåðãèè.

2. äâîéñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ (ðåëàêñàöèÿ Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé ñîãëàñîâàííîñòè ïîä-

çàäà÷) íà çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè è çàäà÷ó, îòäåëüíî ó÷èòûâàþùóþ ãëîáàëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ (àíàëîãè÷íî ïîäõîäó Marginal Probability Fie ld, MPF [135]).

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà1 áûëà âûáðàíà ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ, ïðèáëèæ¼ííî

ðåøàåìàÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà TRW-S. Âî âíåøíåì öèêëå ïðè ýò îì ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
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îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à:

max
� ;�

LB T RW ( ~� ) �
MX

m=1

� m cm �
KX

k=1

� kdk ; (5.1)

s:t : ~� jp = � jp +
MX

m=1

� mwm
jp +

KX

k=1

� kvk
jp ; 8j 2 V ; 8p 2 P ;

~� ij;pq = � ij;pq ; 8f i; j g 2 E; 8p; q2 P ;

� k � 0; 8k = 1; : : : ; K:

ÇäåñüLB T RW ( ~� ) � ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ýíåðãèè ñ ïîòåíöèàëàìè~� , âû÷èñëÿåìàÿ

ïðè ïîìîùè TRW-S. Ôàêòè÷åñêè, çàäà÷à (5.1) ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíî-

ãî ïîäú¼ìà: ÷åðåäóåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ íèæíåé îöåíêè LB T RW è ìàêñèìèçàöèÿ öåëåâîé ôóíê-

öèè (5.1) ïî ïåðåìåííûì � è � . Äàëåå äàííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ GTRW.

Ìåòîä 2 ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ óïðîù¼ííîé âåðñèåé ïîäõîäà Marginal Probability Field

(MPF) [135]. Ïóñòü LB T RW (�̂ (� )) � ðåøåíèå ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè çàäà÷è ìè-

íèìèçàöèè ýíåðãèè áåç ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ãäå óíàðíûå ïîòåíöèàëû ìîäèôèöèðîâàíû:

�̂ jp (� )) = � jp � � jp , j 2 V , p 2 P , à ïàðíûå ïîòåíöèàëû íå èçìåíåíû: �̂ ij;pq (� )) = � ij;pq , f i; j g 2 E,

p; q2 P . Ïóñòü

� G(� ) = min
y

h� ; y i ; (5.2)

s:t :
X

j 2V

yjp = cp � 0; 8p 2 P ;

0 6 yjp 6 1; 8j 2 V ; 8p 2 P :

Çàäà÷à (5.2) ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé (òðàíñïîðòèðîâêà èçjVj âåðøèí â jPj âåðøèí) è

èìååò ðåøåíèå, òîëüêî åñëè îãðàíè÷åíèÿ ñáàëàíñèðîâàíû:
P

p2P cp = jVj.

Ñóììà LB T RW (�̂ (� )) + � G(� ) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåí-

íûì � è ìîæåò áûòü ìàêñèìèçèðîâàíà ìåòîäàìè âûïóêëîé îïòèìèçàöè è. Â ðàìêàõ äàííîãî

ýêñïåðèìåíòà ôóíêöèÿ LB T RW (�̂ (� )) âû÷èñëÿëàñü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà TRW-S, à ôóíêöèÿ

� G(� ) ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðà ììèðîâàíèÿ. Äàëåå äàí-

íûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ MPF.

Ðåçóëüòàòû. Ðèñ.5.9 ïîêàçûâàåò ãðàôèêè ñõîäèìîñòè íèæíèõ îöåíîê, ïîñ÷èòàííûõ ïðè ïî-

ìîùè àëãîðèòìîâ SMD, GTRW è MPF, óñðåäí¼ííûå ïî ñãåíåðèðîâà ííîìó íàáîðó ýíåðãèé. Äëÿ

àëãîðèòìà MPF âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íå ó÷èòûâàåòñÿ (ò. ê.

äàííîå âðåìÿ î÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ). Ãðàôèê5.9a ïîêàçûâàåò íèæíèå
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Ðèñóíîê 5.9.: Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ SMD, GTRW è MPF íà íàáîðå ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. Ãðàôèê (a):

ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò íèæíèì îöåíêàì, ïóíêòèðíûå ëè íèè ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèÿì ðàçìåòîê

(êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò ãëîáàëüíûì îãðàí è÷åíèÿì), ïîëó÷åííûì íà êàæäîé èòåðà-

öèè; ãðàôèê (b) ïîêàçûâàåò òåêóùåå îáùåå íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé (êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ

êîòîðûõ íàäî èçìåíèòü, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü îãðàíè÷åíèÿì) . Íà îáîèõ ãðàôèêàõ ïî îñè àáñöèññ îò-

ëîæåíî âðåìÿ ðàáîòû â ñåêóíäàõ. Ñèíèå ëèíèè âåçäå ñîîòâåòñòâóþò SMD, êðàñíûå � GTRW, çåë¼íûå �

MPF. Êðàñíûå êðóãè íà îáîèõ ãðàôèêàõ ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòààëãîðèòìà TRW-S, êàê ¾íà÷àëüíóþ òî÷êó¿

GTRW è MPF.

îöåíêè è ïðÿìûå ðåøåíèÿ 7 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ðàáîòû äëÿ âñåõ òð¼õ ìåòîäîâ. Çàìåòèì,

÷òî çäåñü ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü ìåíüøå íèæíåé îöåíêè, ïîñêîëüê ó ðàçìåòêà, íà êîòîðîé îíà âû-

÷èñëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì. Áîëåå òîãî, à àëãîðèòìàõ

GTRW è MPF ýíåðãèÿ òåêóùåãî ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîñêîëüêó îáà ìåòîäà íà÷èíàþò ñ íèæ-

íåé îöåíêè, ïîëó÷åííîé TRW-S áåç ó÷¼òà îãðàíè÷åíèé, è äàëååïûòàåòñÿ ñîãëàñîâàòü ðåøåíèå ñ

ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ãðàôèê 5.9b ïîêàçûâàåò îáùåå íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé òåêóùåãî ðåøå-

íèÿ. Èñõîäÿ èç ðèñ. 5.9, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âñå ìåòîäû ñõîäÿòñÿ ê îäíîé òî÷êå, íî SMD

äåëàåò ýòî íàìíîãî áûñòðåå.

5.4.2. Ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà íà ðåàëüíûõ äàííûõ

Â äàííîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ ñïîñîáíîñòü ïîäõîäà SMR ó÷èò ûâàòü ãëîáàëüíûå ëèíåé-

íûå îãðàíè÷åíèÿ â íåêîòîðûõ ðåàëüíûõ çàäà÷àõ.

Ñåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèé. Ïîäõîä SMD ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ãëîáàëüíûå ëèíåé-

íûå îãðàíè÷åíèÿ, íî è ëþáûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò íàëî æåíû ïóò¼ì òàêèõ ìîäèôèêàöèè

7 Âûáîð ïðÿìîãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿëñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ý âðèñòèê: â àëãîðèòìå SMD âñåì ïèêñåëÿì

ñ êîíôëèêòóþùèìè ìåòêàìè â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïðèñ âàèâàëàñü îäíà ñëó÷àéíàÿ ìåòêà èç ìíîæå-

ñòâà êîíôëèêòóþùèõ ìåòîê; â àëãîðèòìàõ GTRW è MPF â êà÷åñòâåòåêóùåé ðàçìåòêè âûáèðàëàñü ðàçìåòêà,

íàéäåííàÿ â ïîäçàäà÷å TRW-S.
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(a) (b) (c) (d)

Ðèñóíîê 5.10.: Ñåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèé ñ ó÷¼òîì ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé.Ñòîëáåö (a) � ðåçóëüòàòû

àëãîðèòìîâ TRW-S è � -ðàñøèðåíèå áåç ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (íå îòëè÷èìû íà ãëàç). Ñòîëáåö (b) �

ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìîé ñåãìåíòàöèè êàæäîãî èç îáúåêòîâ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ¾çâ¼çäíîñòü¿ ôîðìû. Ñòîë-

áåö (c) � ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà SMD è� -ðàñøèðåíèå, ïîëó÷åííûå ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà ¾çâ¼çäíîñòü¿

ôîðìû. Ñòîëáåö (d) � ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà SMD, ó÷èòûâàþùåãî êàê îãðàíè÷åíèÿ íà ¾çâ¼çäíîñòü ôîð-

ìû¿, òàê è îãðàíè÷åíèÿ íà ðàâåíñòâî ïëîùàäåé ìåòîê, àññîöèèð îâàííûõ ñ îáúåêòàìè, äðóã äðóãó.

ýíåðãèè, ÷òî îíà îñòà¼òñÿ ñóáìîäóëÿðíîé. Ðàññìîòðèì âîçìî æíîñòü ñîâìåùåíèÿ îãðàíè÷åíèé

ðàçíûõ òèïîâ íà ïðèìåðå çàäà÷è ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé. Ïð èìåðîì îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå

ìîæíî ó÷åñòü ïðè ïîìîùè ìîäèôèêàöèÿ ñóáìîäóëÿðíûõ ýíåðãèé ñëóæàò îãðàíè÷åíèÿ ¾çâ¼çäíî-

ñòè¿ îáúåêòîâ (star-shape prior) [125]. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåìÿí îáúåê-

òîâ � äëÿ êàæäîãî ñåãìåíòà âûäåëÿåòñÿ íåáîëüøàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ ãàðàíòèðîâàííî îòíîñèòñÿ ê

äàííîìó ñåãìåíòó (àíàëîãè÷íî ðàáîòå [ 25]). Âûäåëåííûå îáëàñòè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñáîðà ñòà-

òèñòèêè î öâåòå ïèêñåëåé ñåãìåíòîâ, à òàêæå äëÿ çàäàíèÿ öåíòðîâ ¾çâ¼çäíîñòè¿.

Â êà÷åñòâå óíàðíûõ ïîòåíöèàëîâ, êàê îáû÷íî, èñïîëüçóåòñÿ î òðèöàòåëüíûé ëîãàðèôì

ïðàâäîïîäîáèÿ öâåòîâîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé ïî ñåìåíàì (ñì åñè èç 5 íîðìàëüíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé). Â êà÷åñòâå ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ èñïîëüçóþòñÿ âçâåøåííûå ïîòåíöèàëû Ïîòòñà: Cij =

2 + 20 exp
�

� kI i � I j k2
2

2� 2
ij

�
; f i; j g 2 E. ÇäåñüI i � öâåò ïèêñåëÿi 2 V . Ïàðàìåòð � ij âûñòàâëÿåòñÿ äëÿ

êàæäîãî ðåáðà, êàê ñðåäíèé ìîäóëü ðàçíèöû öâåòîâ ñîñåäíèõ ïèêñåëåé â îêðåñòíîñòè 20 íà 20.

Îãðàíè÷åíèå ¾çâ¼çäíîñòè¿ � ýòî îãðàíè÷åíèå íà ôîðìó îáúåêò à ñëåäóþùåãî âèäà: íà ëþ-

áîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç öåíòðà ¾çâ¼çäíîñòè¿c 2 V , ìåòêà îáúåêòà1 íå ìîæåò ñòîÿòü ïîñëå

ìåòêè ôîíà 0. Äàííîå îãðàíè÷åíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷ðåç ïàðíûå ïîòåíö èàëû ñëåäóþùèì
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îáðàçîì:

Sij =

8
>>>>><

>>>>>:

0; åñëèf i = f j ;

1 ; åñëèf i = 1 è f j = 0;

0; åñëèf i = 0 è f j = 1;

ãäåj 2 V ëåæèò íà ëó÷å èç öåíòðàc â âåðøèíó i . Ïîäðîáíî îãðàíè÷åíèå ¾çâ¼çäíîñòè¿ îïèñàíî

â ðàáîòå [125].

Ðèñ.5.10ñîäåðæèò êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû àëãîðèòìîâ ñåãìåíòàöèèèçîáðàæåíèé, ðàáî-

òàþùèõ ñ è áåç ó÷¼òà ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (¾çâ¼çäíîñòü¿ èðàâåíñòâî ïëîùàäåé). Ðåçóëüòàòû

áåç ó÷¼òà ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (ðèñ.5.10a) ïîëó÷åíû àëãîðèòìîì � -ðàñøèðåíèå (íå îòëè÷è-

ìû íà ãëàç îò ðåçóëüòàòîâ àëãîðèòìîâ TRW-S è SMD). Ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 5.10b ïîñòðîåíû ïðè

ïîìîùè íåçàâèñèìîé ñåãìåíòàöèè êàæäîãî èç îáúåêòîâ ïðè ïîì îùè àëãîðèòìà èç ðàáîòû [ 125],

çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ñïåöèàë üíîãî ãðàôà. Ðèñ.5.10c ñîäåðæèò

ñåãìåíòàöèè, ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ SMD è � -ðàñøèðåíèå (ñåãìåíòàöèè íå îò-

ëè÷èìû), ó÷èòûâàþùèå îãðàíè÷åíèå ¾çâ¼çäíîñòè¿ äëÿ âñåõ êëàññîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ôîíà. Íà

ðèñ.5.10d ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà SMD, ó÷èòûâàþùåãî îäíîâðåìåííî îãðàíè÷åíèÿ íà

¾çâ¼çäíîñòü¿ êàæäîãî èç îáúåêòîâ è îãðàíè÷åíèÿ íà ðàâåíñòâî ïëîùàäåé îáúåêòîâ.

Ñåãìåíòàöèÿ ìàãíèòîãðàìì. Äàííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà SMD

äëÿ ó÷¼òà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé îáùåãî âèäà: ðàâåíñòâî ïîòîêîâ (2.25). Ïðèìåðîì ïðèëîæå-

íèÿ, ãäå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ðàâ åíñòâî ïîòîêîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

ñåãìåíòàöèè ìàãíèòîãðàìì Ñîëíöà. Ðèñ. 5.11a,b ñîäåðæàò èçîáðàæåíèÿ ñîëíöà â óëüòðàôèîëå-

òîâîì è ìàãíèòíîì ñïåêòðàõ. Èçîáðàæåíèå 5.11b òàêæå íàçûâàåòñÿ ìàãíèòîãðàììîé. Â îáëàñòÿõ

ïîâûøåííîé ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè (ñîëíå÷íûå ïÿòíà) (ðèñ. 5.11c) èíòåíñèâíîñòü ìàãíèòíîãî

ïîëÿ ñóùåñòâåííî âûøå (ó÷àñòêè ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíè åì ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî

ïîëÿ îòìå÷åíû áåëûì, ñ îòðèöàòåëüíûì � ÷¼ðíûì). ×åì áîëüøå î òêëîíåíèå îò ñðåäíåãî óðîâ-

íÿ, òåì ñèëüíåå îòëè÷àåòñÿ öâåò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïèêñåëÿ îò ñåðîãî. Ñåãìåíòàöèÿ ñîëíå÷íîé

ïîâåðõíîñòè íà ñïîêîéíûå îáëàñòè, îáëàñòè ïîëÿ ñ ïîëîæèòåë üíûì è îòðèöàòåëüíûì íàïðàâ-

ëåíèåì ñèëîâûõ ëèíèé, à òàêæå àíàëèç èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âàæíûå

ïðèçíàêè, íà îñíîâå êîòîðûõ ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïðîãíîç ñîë íå÷íûõ âñïûøåê. Èçâåñòíî, ÷òî

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñîëíå÷íîãî ïÿòíà ñóììàðíûé ïîëîæè òåëüíûé ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ïðèìåðíî ðàâåí ñóììàðíîìó îòðèöàòåëüíîìó ïîòîêó. Îãðàíè÷ åíèå ðàâåíñòâà ïîòîêîâ (2.25) ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé è ìîæåò áûòü ó÷òåíî ïðè ïîìîùè ïîäõîäà SMD.
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(a) (b)

(c) (d) (e)

Ðèñóíîê 5.11.: Çàäà÷à ñåãìåíòàöèè ìàãíèòîãðàìì Ñîëíöà. (a) � èçîáðàæåíèå Ñîëíöà â óëüòðàôèîëåòî-

âîì äèàïàçîíå; (b) � ìàãíèòîãðàììà Ñîëíöà: áåëûå òî÷êè ñîîò âåòñòâóþò îáëàñòÿì ñ ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷¼ðíûå òî÷êè � îáëàñòÿì ñ îòðèöàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì

ñèëîâûõ ëèíèé, ñåðûå ïèêñåëè � îáëàñòÿì ñ îòíîñèòåëüíî ìàëî é àêòèâíîñòüþ. (c) � óâåëè÷åííàÿ îáëàñòü

ñ ïîâûøåííîé àêòèâíîñòüþ (ñîëíå÷íîå ïÿòíî). (d) � ðåçóëüòàò ñåãìåíòàöèè îáëàñòè (c), ïîëó÷åííûé ïðè

ïîìîùè àëãîðèòìà � -ðàñøèðåíèÿ, íå ó÷èòûâàþùåãî îãðàíè÷åíèÿ íà ðàâåíñòâî ïîòîê îâ: ïîëîæèòåëüíûé

ïîòîê = 83794, îòðèöàòåëüíûé ïîòîê = -71021, ðàçíèöà = 12773; (e) � ðåçóëüòàò àëãîðèòìà SMD, ó÷èòûâà-

þùåãî îãðàíè÷åíèÿ íà ðàâåíñòâî ïîòîêîâ: ïîëîæèòåëüíûé ïîòî ê = 70972, îòðèöàòåëüíûé ïîòîê = -67341,

ðàçíèöà = 3630.

Ðèñ.5.11d�e ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ñåãìåíòàöèè ðåãèîíà ñîëíå÷íûõ ïÿòåí íà òðè îáëàñòè áåç

ó÷¼òà îãðàíè÷åíèé ðàâåíñòâî ïîòîêà è ñ èõ ó÷¼òîì.

Ñåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèé ñ íåàññîöèàòèâíûìè ïàðíûìè ïîòåí öèàëàìè è ãëîáàëüíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè. Íåàññîöèàòèâíûå ïîòåíöèàëû äëÿ ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ

ðåäêî, ïîñêîëüêó ïðèâîäÿò ê îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì, êîòî ðûå ñëîæíî ðåøàòü. Äëÿ äåìîí-

ñòðàöèè ýôôåêòà ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé â òàêîé ñèòóàöèè ïîñòðîèì èñêóññòâåííîå èçîáðà-

æåíèå ñ ñåìåíàìè 5.12a, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îòñåãìåíòèðîâàòü íà ñèìâîëû è ôîí. Âñå îáúåêòû

è ôîí îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè öâåòîâ, ïîýòîì ó óíàðíûå ïîòåíöèàëû íå äàþò

íèêàêîé èíôîðìàöèè (çà èñêëþ÷åíèåì ó÷¼òà ñåìÿí). Â êà÷åñòâå ïàðíûõ ïîòåíöèàëîâ íà ð¼á-

ðàõ ñî ñëàáûìè ïåðåïàäàìè öâåòà èñïîëüçóþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèå ïîòåíöèàëû Ïîòòñà Cij = � 1,

íà ð¼áðàõ æå ñ ñèëüíûì êîíòðàñòîì èñïîëüçóþòñÿ îòòàëêèâàþùèå ïîòåíöèàëû Ïîòòñà Cij = 1.

Ñèëüíûé êîíòðàñò îòäåëÿåòñÿ îò ñëàáîãî ïðè ïîìîùè îòñå÷åíè ÿ ìîäóëÿ ðàçíîñòè èíòåíñèâíîñòè

ïî ïîðîãó 0.1 (÷¼ðíûå ïèêñåëè îáëàäàþò èíòåíñèâíîñòüþ 0, áå ëûå � 1):

� ij (x i ; x j ) = � [jI i � I j j < 0:1][x i = x j ] + [ jI i � I j j > 0:1][x i = x j ]; f i; j g 2 E;
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(a) (b) (c) (d)

Ðèñóíîê 5.12.: Ñåãìåíòàöèÿ èñêóññòâåííîãî èçîáðàæåíèÿ ïî çàäàííûì ïîëüç îâàòåëåì ñåìåíàì. (a) � èñ-

õîäíîå èçîáðàæåíèå ñ ñåìåíàìè; (b) � ðåçóëüòàò àëãîðèòìà TRW-S; (c) � ðåçóëüòàò àëãîðèòìà NSMR; (d) �

ðåçóëüòàò àëãîðèòìà NSMR ñ ãëîáàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïë îùàäè îáúåêòîâ.

ãäåI i � èíòåíñèâíîñòü ïèêñåëÿ i 2 V . Òàêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé, ïîñêîëüêó óíàðíûå ïî-

òåíöèàëû î÷åíü ñëàáûå, è ïðèñóòñòâóþò îäíîâðåìåííî ïðèòÿã èâàþùèå è îòòàëêèâàþùèå ïàð-

íûå ïîòåíöèàëû. Ðèñ. 5.12b-c ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû àëãîðèòìîâ TRW-S è NSMR íà äàííîé

çàäà÷å (ôðàãìåíòèðîâàííàÿ ñåãìåíòàöèÿ). Ðèñ.5.12d ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà NSMR

ñ ãëîáàëüíûìè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, çàäàþùèìè ðàâåíñò âî ïëîùàäåé îáúåêòîâ ïðàâèëü-

íûì çíà÷åíèÿì ( 2.21).



101

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì :

1. Ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíå ðãèé: ñóáìîäóëÿðíàÿ ðåëàê-

ñàöèÿ (SMR). Ïîäõîä SMR îñíîâàí íà ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà îãðàíè÷åíèé öåëîñòíîñòè.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ïîäõîäà SMR îò ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ, îñíî âàííûõ íà ðåëàêñàöèè

Ëàãðàíæà è äâîéñòâåííîé äåêîìïîçèöèè (DD TRW [ 73], CWD [71]), ñîñòîèò â òîì ÷òî íå

ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå ãðàôà çàäà÷è íà ïîäãðàôû.

2. Ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîäõîäà SMR. Ïðèâ åäåíà òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà

ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè, çíà÷åíèå ðåøåíèÿ êîòîðîé ðàâíî ìàêñè ìóìó íèæíåé îöåíêè SMR.

Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïàðíî-ñåïàðàáåëüíûõ ýíåðãèé ñ àññîöèàòèâíûìè ïàðíûìè ïîòåíöè-

àëàìè ïîñòðîåííàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé (ðåøàåìîé DD TRW).

Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîòåíöèàëîâ Ï îòòñà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ

ïîñòðîåííàÿ ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ðåëàêñàöèè, ðåøàåìîé ìåòîäîì CWD.

3. Ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ïîäõîäà SMR íà ñëó÷àé íåñóáìîäóëÿðí îãî ëàãðàíæèàíà: ðàçðàáîòàí

ïîäõîä NSMR, ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî âàíèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ åìó.

4. Èññëåäîâàí âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ âûïóê ëîé îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ïîèñêà íàèëó÷øåé íèæíåé îöåíêè íà ãëîáàëüíûé ìèí èìóì ýíåðãèè èç ñåìåé-

ñòâà îöåíîê, ïîñòðîåííûõ ïîäõîäîì SMR. Ðàçðàáîòàí àëãîðèò ì ïîêîîðäèíàòíîãî ïîäú¼ìà,

îáåñïå÷èâàþùèé ìîíîòîííîå óëó÷øåíèå îöåíêè â ñëó÷àå ïàðíî -ñåïàðàáåëüíûõ àññîöèà-

òèâíûõ ïîòåíöèàëîâ.

5. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîäõîäà SMR, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ åãî ñðàâ-

íåíèå ñ àíàëîãàìè: DD TRW [ 73], CWD [71], TRW-S [65]. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ

àëãîðèòì SMR ïðåâîñõîäèò àíàëîãè ïî ñêîðîñòè ðàáîòû. Òàêæå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü

ó÷¼òà íåêîòîðûõ âèäîâ ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé â ðàìêàõ ïîäõîäà SMR.
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Ñïèñîê ðèñóíêîâ
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ìèíèìèçàöèè ïàðíî-ñåïàðàáåëüíîé ýíåðãèè, çàäàííîé íà àöè êëè÷íîì ãðàôå èç 8

âåðøèí. Âåðøèíà ` âûäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà îáõîäà â ãëóáèíó. Ñòðåëêè
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4.1 Òðè ñèòóàöèè, âîçìîæíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà � � äâîé-

ñòâåííîé ôóíêöèè D(� ). Ïî îñÿì àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ �

(çäåñü îäíîìåðíûå). Ïî îñÿì îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ýíåð ãèé è äâîéñòâåííûõ

ôóíêöèé D(� ). Çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè ïîêàçàíî ãîðèçîíò àëü-

íîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè â êàæ äîé òî÷êå � ïî-

êàçàíî æèðíîé ñïëîøíîé ëèíèåé. Ëåâûé ãðàôèê (1) ïîêàçûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà

óäà¼òñÿ íàéòè è çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, è ðàçìåòêó ïåðåìåííûõ,

íà êîòîðûõ îíî äîñòèãàåòñÿ. Öåíòðàëüíûé ãðàôèê (2) ïîêàçûâ àåò ñèòóàöèþ, êîãäà

óäàëîñü íàéòè çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, íî íå êîíôèãóðàöèþ ïå-

ðåìåííûõ. Æèðíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåòêå ïåðåìåííûõ ŷ ,

êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåèçâåñòíà. Ïðàâûé ãðàôèê (3) ïîêàçû-

âàåò ñèòóàöèþ, êîãäà íå ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó îïòèìóìà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé çàçîð. . . . . . . . . . 62

4.2 Ïðèìåð ýíåðãèè, ïðè ïðèìåíåíèè ê êîòîðîé ìåòîä SMR íå îáë àäàåò ñâîéñòâîì ÷à-

ñòè÷íîé îïòèìàëüíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýíåðãèÿ, çàâèñÿùàÿ îò 4-õ ïåðåìåííûõ,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ïðèíèìàòü 4 çíà÷åíèÿ. Ãðàô çàâèñèìîñòåé è óíàðíûå

ïîòåíöèàëû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå. Óíàðíûå ïîòåíöèàëû âûáð àíû òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû ìàêñèìóì íèæíåé îöåíêè D(� ) äîñòèãàëñÿ â íóëåâîé òî÷êå (� � = 0).

Ïàðíûå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëàìè Ïîòòñà: � ij (x i ; x j ) = 2[ x i 6= x j ]. Ìåò-

êè k, òàêèå ÷òîf 1g � Z ik (� � ) âûäåëåíû ñåðûì. Â âåðõíåé âåðøèíû âñå ïîäçàäà÷è

ñîãëàñîâàíû: ðîâíî îäíà ìåòêà äîïóñêàåò çíà÷åíèå 1. Ñâîéñò âî ÷àñòè÷íîé îïòè-

ìàëüíîñòè íå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ýíåð ãèè äîñòèãàåòñÿ

íà ðàçìåòêå, ïðè êîòîðîé âñå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò 4-å (íèæí åå) çíà÷åíèå. . . . 79
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ãëîáàëüíûì ìèíèìóìàì ýíåðãèé (âåçäå íàéäåíû ïðè ïîìîùè ìåò îäà SMD). Öâå-

òà ìåòîê êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò öâåòàì, èñïîëüçîâàííûì â áàçå MSRC [114], íå â

ïîëíîé ìåðå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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5.2 Ñòåðåîïàðû, äëÿ çàäà÷ ñòåðåî-ñîïîñòàâëåíèÿ êîòîðûõ, áûëè ïîñòðîåíû ýíåðãèè,
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ðàæåíèÿ, ñíÿòûå ïðè ïîìîùè ëåâîé êàìåðû ñòåðåîïàðû, èçîáðà æåíèÿ (b) � ïðè

ïîìîùè ïðàâîé. (c) � ïðàâèëüíûå îòâåòû çàäà÷, ïîñòðîåííûå ï ðè ïîìîùè ëà-
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êàçûâàþò çàâèñèìîñòè íèæíèõ îöåíîê ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà ý íåðãèè, ïîëó÷åí-
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íîê SMR è CWD, ïîñòðîåííûõ äëÿ ýíåðãèè çàäà÷è ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèÿ
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5.8 Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïî ñðàâíåíèþ ïîäõîäà NSMR ñ ïîä õîäîì DD TRW è

àëãîðèòìîì TRW-S. Ãðàôèê (a) ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü íèæíåé îöåíêè ãëîáàëü-

íîãî ìèíèìóìà ýíåðãèè, ïîëó÷åííîé ïðè ïîìîùè NSMR, TRW-S è D D TRW îò

êîëè÷åñòâà èòåðàöèé. Îñü îðäèíàò ýòîãî ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå çàçîðà

ìåæäó òåêóùèì çíà÷åíèåì íèæíåé îöåíêè è òî÷íûì ðåøåíèåì ëèí åéíîé ðåëàê-

ñàöèè. Êàæäàÿ èç ýíåðãèé íîðìèðîâàíà òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì

ýíåðãèè íà ðàçìåòêå, íàéäåííîé TRW-S, è òî÷íûì ðåøåíèåì ëèí åéíîé ðåëàêñà-

öèè ñîñòàâëÿëà 100, è çíà÷åíèå ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè â îïòèìóìå ñîñòàâëÿëî 0.

Îñü àáñöèññ ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó òåêóùåé èòåðàöèè. Ñïëîøíûå ëèíèè ïîêàçû-

âàþò çíà÷åíèå, óñðåäí¼ííîå ïî âñåì ýíåðãèÿì íàáîðà; ïóíêòè ðíûå ëèíèè � îäíî

ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå. Ãðàôèê (b) ïîêàçûâàåò äîëþ ýíåðãèé òåñòîâîãî íàáîðà,

íà êîòîðûõ óäàëîñü äîñòè÷ü çàäàííîãî çíà÷åíèÿ òî÷íîñòè çà 5 000 èòåðàöèé. Îñü

àáñöèññ ãðàôèêà (b) îòîáðàæàåòñÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå,å¼ åäèíèöû èçìåðå-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþò åäèíèöàì èçìåðåíèÿ îñè îðäèíàò ãðàôèêà (a). . . . . . . . . . . 93

5.9 Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ SMD, GTRW è MPF íà íàáîðå ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ.

Ãðàôèê (a): ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò íèæíèì îöåíêàì, ï óíêòèðíûå ëèíèè

ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèÿì ðàçìåòîê (êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò ãëî-

áàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì), ïîëó÷åííûì íà êàæäîé èòåðàöèè; ãðà ôèê (b) ïîêàçûâàåò

òåêóùåå îáùåå íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé (êîëè÷åñòâî ïåðåìåíí ûõ, çíà÷åíèÿ êîòî-

ðûõ íàäî èçìåíèòü, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü îãðàíè÷åíèÿì). Íà î áîèõ ãðàôèêàõ ïî

îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ ðàáîòû â ñåêóíäàõ. Ñèíèå ëèíèè âåçäå ñîîòâåòñòâó-

þò SMD, êðàñíûå � GTRW, çåë¼íûå � MPF. Êðàñíûå êðóãè íà îáîèõ ãðàôèêàõ

ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòà àëãîðèòìà TRW-S, êàê ¾íà÷àëüíóþ òî÷êó¿ GTRW è MPF. . 96

5.10 Ñåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèé ñ ó÷¼òîì ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ñòîëáåö (a) � ðå-

çóëüòàòû àëãîðèòìîâ TRW-S è� -ðàñøèðåíèå áåç ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (íå îò-

ëè÷èìû íà ãëàç). Ñòîëáåö (b) � ðåçóëüòàòû íåçàâèñèìîé ñåãìåíòàöèè êàæäîãî èç

îáúåêòîâ ñ îãðàíè÷åíèåì íà ¾çâ¼çäíîñòü¿ ôîðìû. Ñòîëáåö (c) � ðåçóëüòàòû àëãî-

ðèòìà SMD è � -ðàñøèðåíèå, ïîëó÷åííûå ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà ¾çâ¼çäíîñòü¿

ôîðìû. Ñòîëáåö (d) � ðåçóëüòàòû àëãîðèòìà SMD, ó÷èòûâàþùåãî êàê îãðàíè÷å-

íèÿ íà ¾çâ¼çäíîñòü ôîðìû¿, òàê è îãðàíè÷åíèÿ íà ðàâåíñòâî ïëîùàäåé ìåòîê,

àññîöèèðîâàííûõ ñ îáúåêòàìè, äðóã äðóãó. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 97
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5.11 Çàäà÷à ñåãìåíòàöèè ìàãíèòîãðàìì Ñîëíöà. (a) � èçîáðàæåíèå Ñîëíöà â óëüòðàôè-

îëåòîâîì äèàïàçîíå; (b) � ìàãíèòîãðàììà Ñîëíöà: áåëûå òî÷ê è ñîîòâåòñòâóþò îá-

ëàñòÿì ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòí îãî ïîëÿ, ÷¼ðíûå

òî÷êè � îáëàñòÿì ñ îòðèöàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ñèëîâûõ ëèíè é, ñåðûå ïèêñåëè �

îáëàñòÿì ñ îòíîñèòåëüíî ìàëîé àêòèâíîñòüþ. (c) � óâåëè÷åíí àÿ îáëàñòü ñ ïîâû-

øåííîé àêòèâíîñòüþ (ñîëíå÷íîå ïÿòíî). (d) � ðåçóëüòàò ñåãì åíòàöèè îáëàñòè (c),

ïîëó÷åííûé ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà � -ðàñøèðåíèÿ, íå ó÷èòûâàþùåãî îãðàíè÷å-

íèÿ íà ðàâåíñòâî ïîòîêîâ: ïîëîæèòåëüíûé ïîòîê = 83794, îòðè öàòåëüíûé ïîòîê =

-71021, ðàçíèöà = 12773; (e) � ðåçóëüòàò àëãîðèòìà SMD, ó÷èòûâàþùåãî îãðàíè-

÷åíèÿ íà ðàâåíñòâî ïîòîêîâ: ïîëîæèòåëüíûé ïîòîê = 70972, îò ðèöàòåëüíûé ïîòîê

= -67341, ðàçíèöà = 3630. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 99

5.12 Ñåãìåíòàöèÿ èñêóññòâåííîãî èçîáðàæåíèÿ ïî çàäàííûì ï îëüçîâàòåëåì ñåìåíàì.

(a) � èñõîäíîå èçîáðàæåíèå ñ ñåìåíàìè; (b) � ðåçóëüòàò àëãîðèòìà TRW-S; (c) �

ðåçóëüòàò àëãîðèòìà NSMR; (d) � ðåçóëüòàò àëãîðèòìà NSMR ñ ãëîáàëüíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè íà ïëîùàäè îáúåêòîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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Ñïèñîê òàáëèö

5.1 Íàèëó÷øèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íèæ íèõ îöåíîê, ïîñòðî-

åííûõ ïðè ïîìîùè ïîäõîäîâ SMD è DD TRD. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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ñôîðìóëèðîâàííûå êàê çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. . . . . . . . . . . . . 121
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A. Ïîòîêè è ðàçðåçû â ñåòÿõ

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô �G = ( �V; �E), ãäå�V � ìíîæåñòâî âåðøèí, �E � ìíîæåñòâî

ðåáåð. Êàæäîìó îðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó (äóãå) (i; j ) 2 �E ñîîòâåòñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-

ëî c(i; j ) > 0 � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü (capacity). Ïóñòü â ãðàôå åñòü äâå âûäåëåííûå âåðøèíû:

s � èñòîê , t � ñòîê . Ãðàô �G âìåñòå ñ ââåä¼ííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè òàêæå íàçûâ àþò

òðàíñïîðòíîé ñåòüþ .

Ïîòîêîì â ñåòè íàçîâåì ôóíêöèþ f : �E ! R, òàêóþ ÷òî

1. f (i; j ) 6 c(i; j ); 8(i ! j ) 2 �E;

2. f (i; j ) > 0; 8(i ! j ) 2 �E;

3.
P

j :( i ! j )2 �E f (i; j ) =
P

j :( j ! i )2 �E f (j; i ); 8i 2 �V n fs; tg.

Âåëè÷èíîé ïîòîêà f íàçîâåì ÷èñëî

jf j =
X

i 2 �V

f (s; i) =
X

i 2 �V

f (i; t ):

Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ãðàôå ñîñòîèò â ïîèñêå ïîòîêà f , îáëàäàþùåãî ìàêñè-

ìàëüíîé âåëè÷èíîé.

st-ðàçðåçîì ãðàôàíàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà�V íà äâà ìíîæåñòâà S è T (S [ T = �V,

S \ T = ? ), òàêîå ÷òîs 2 S, t 2 T .

Âåëè÷èíîé st-ðàçðåçàíàçûâàåòñÿ ñóììà ¼ìêîñòåé âñåõ ðåáåð, âåäóùèõ èçS â T :

X

(i;j )2 �E
j 2S ; j 2T

c(i; j ):

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì st-ðàçðåçå â ãðàôå ñîñòîèò â ïîèñêå ðàçðåçà(S; T ), îáëàäàþùåãî

ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíîé.

Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ãëàñèò, ÷òî âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà âåëè÷èíå

ìèíèìàëüíîãî st-ðàçðåçà.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è î ìèíèìàëüíîì s t-ðàçðåçå ìîæíî ñôîðìó-

ëèðîâàòü êàê äâîéñòâåííûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà íèÿ (ñì. òàáë. A.1). Â òàêèõ ôîðìó-

ëèðîâêàõ òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ïåðåäîêàçûâàåò ñèëüíóþ äâîéñòâåííîñòü ýòèõ äâóõ çàäà÷
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Òàáëèöà A.1.:Çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà (ñëåâà) è ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà (ñïðàâà), ñôîðìóëè-

ðîâàííûå êàê çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

max
f

X

i :(s! i )2 �E

f (s; i)

s.t. f (i; j ) 6 c(i; j ); 8(i ! j ) 2 �E;

f (i; j ) > 0; 8(i ! j ) 2 �E;
X

j :( i ! j )2 �E

f (i; j ) =
X

j :( j ! i )2 �E

f (j; i ); 8i 2 �V n fs; tg:

min
� ;�

X

(i ! j )2 �E

� ij c(i; j )

s.t. � ij > 0; 8(i ! j ) 2 �E;

� ij > � i � � j ; 8(i ! j ) 2 �E;

� i 2 R; 8i 2 �V n fs; tg; � s = 1; � t = 0:

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèð îâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å

ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, ñïåöèôè÷íà òåì, ÷òî å¼ ðåøåíè å ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íîé çàäà-

÷åé ÖËÏ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíà òåîðåìà öåëî÷èñëåííîñòè (i ntegrality theorem).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàì èçâåñòåí ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, òî íàéòè ìèíèìàëüíûé ðàçðåç î÷åíü

ëåãêî: íàïðèìåð, ìîæíî ê îáëàñòè èñòîêà S îòíåñòè âñå âåðøèíû, äî êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü

ïî íåíàñûùåííûì ðåáðàì ñåòè ( f (i; j ) < c(i; j )). Ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ïî ìèíè-

ìàëüíîìó ðàçðåçó � ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå ñóùåñòâóåò áîëüøî å ÷èñëî àëãîðèòìîâ. Êëàñ-

ñè÷åñêèå àëãîðèòìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ïðîòàëêèâàíèå ïðåäïîòîêà (push-relabel) îïèñàíû â

êíèãå �Àëãîðèòìû: ïîñòðîåíèå è àíàëèç� (Ò. Êîðìåí è äð.) [ 6]. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïåöè-

àëèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ, íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ äëÿ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â êîìïüþòåðíîì

çðåíèè: Áîéêîâà-Êîëìîãîðîâà [ 23]1, IBFS [43]2.

Àëãîðèòì IBFS â õóäøåì ñëó÷àå âûïîëíÿåò O(jVj2jEj) îïåðàöèé (òàê æå, êàê àëãîðèòì ïðî-

òàëêèâàíèÿ ïðåäïîòîêà). Íà ïðàêòèêå àëãîðèòìû Áîéêîâà-Êî ëìîãîðîâà è IBFS ïðè ïîñòðîåíèè

ðàçðåçîâ ãðàôîâ, âîçíèêàþùèõ â çàäà÷àõ êîìïüþòåðíîãî çðåí èÿ, ÷àñòî ëèíåéíû ïî êîëè÷åñòâó

âåðøèí è ð¼áåð ãðàôà.

1http://pub.ist.ac.at/~vnk/software/maxflow-v3.02.sr c.tar.gz
2http://www.cs.tau.ac.il/~sagihed/ibfs/
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