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Òåìà I

Áóëåâû àëãåáðû
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

4 Òåîðåìà Ñòîóíà

5 Çàäà÷è

6 ×òî íàäî çíàòü
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Áóëåâîé àëãåáðîé B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B, ñîäåðæàùåå ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà � o (íóëü) è ι (åäèíèöà), ñ
çàäàííûìè íà í¼ì áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè t (îáúåäèíåíèÿ),

u (ïåðåñå÷åíèÿ) è óíàðíîé îïåðàöèåé ′ (äîïîëíåíèÿ).
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ B âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå

çàêîíû (àêñèîìû) áóëåâîé àëãåáðû:

Comt : x t y = y t x, Comu : x u y = y u x,
Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z),
Dtr2 : (x u y) t z = (x t z) u (y t z),
t o : x t o = x, u ι : x u ι = x,

Cmp ′ : x t x ′ = ι, Isl ′ : x u x ′ = o,
Inv ′ : (x ′) ′ = x,
ι ′ : ι ′ = o, o ′ : o ′ = ι,

(äàëüøå áóäåò ïðîäîëæåíèå)
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà: îïðåäåëåíèå...

Îïðåäåëåíèå (ïðîäîëæåíèå)

DeM1 : (x t y) ′ = x ′ u y ′, DeM2 : (x u y) ′ = x ′ t y ′,
t ι : x t ι = ι, u o : x u o = o,

Asst : x t (y t z) = (x t y) t z,
Assu : x u (y u z) = (x u y) u z,
Idt : x t x = x, Idu : x u x = x,
Abs1 : x u (x t y) = x, Abs2 : x t (x u y) = x.

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì áóëåâîé àëãåáðû B, à o
è ι � âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè èëè óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè.

Ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàçûâàþò àáñòðàêòíûìè, ïîñêîëüêó íè

îíè ñàìè, íè íîñèòåëü, íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, íèêàê íå

êîíêðåòèçèðóþòñÿ è íèêàêèõ èíûõ òðåáîâàíèé, êðîìå

óäîâëåòâîðåíèÿ äàííûì çàêîíàì, ê íèì íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â áóëåâîé àëãåáðå

Ëåììà (îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû)

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àëãåáðû ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 x t y = o ⇔ x = y = o è x u y = ι ⇔ x = y = ι;

2 ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû �

x u y = x , x t y = y , x ′ t y = ι , x u y ′ = o;

3 ëåììà î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ �{
x u y = o
x t y = ι

⇔ y = x ′

(â íåêîòîðûõ àêñèîìàòèçàöèÿõ äîïîëíåíèå ââîäèòñÿ êàê

ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì Cmp ′ è Isl ′, è òîãäà

íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü åãî åäèíñòâåííîñòü, ÷åì è

îáúÿñíÿåòñÿ äàííîå òðàäèöèîííîå íàçâàíèå ëåììû).
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà: îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ (äîêàçàòåëüñòâî)

Äîêàçàòåëüñòâî

1 x t y = o ⇔ x = y = o è x u y = ι ⇔ x = y = ι

x t y = o ⇒ x u (x t y) = x u o = o
Abs1,u o⇒ x = o.

Äëÿ y � uy, äëÿ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ � tx, ty.
Îáðàòíûå ñëåäîâàíèÿ î÷åâèäíû.

2 x u y = x ⇔ x t y = y ⇔ x ′ t y = ι ⇔ x u y ′ = o

1 x u y = x ⇒ y t (x u y) = y t x Abs2⇒ y = y t x;

2 x ′ t y = x ′ t (y t x) Cmp ′

= ι;

3 x ′ t y = ι
DeM1,Inv ′

⇒ x u y ′ = o;

4 (x u y ′)t (xu y) = ot (xu y) Dtr1⇒ xu (

ι︷ ︸︸ ︷
y t y ′) = x = xu y

� ò.å. ñîîòíîøåíèÿ öèêëè÷åñêè âûâåäåíû äðóã èç äðóãà.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà: îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ (äîêàçàòåëüñòâî)...

(Ëåììà î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ)

3 (x u y = o) N (x t y = ι) ⇔ y = x ′

⇒ (äîñòàòî÷íîñòü)

y = y u (

ι︷ ︸︸ ︷
x t x ′) Dtr1

= (

o︷ ︸︸ ︷
y u x) t (y u x ′) =

= (x u x ′︸ ︷︷ ︸
o

) t (y u x ′) Dtr1, Abs, Com
= (x t y︸ ︷︷ ︸

ι

) u x ′ = x ′.

⇐ (íåîáõîäèìîñòü) î÷åâèäíà � çàêîíû Cmp ′ è Isl ′.

Ïîíÿòíî, ÷òî â áóëåâîé àëãåáðå îïðåäåëåíû îáúåäèíåíèÿ è

ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ïóñòü V � âûðàæåíèå èëè ðàâåíñòâî áóëåâîé àëãåáðû.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòà îäíîâðåìåííîé çàìåíû âñåõ

ñèìâîëîâ â V :

V ] � u ↔ t è ι↔ o;

V [ � x↔ x ′, ãäå x � ýëåìåíò íîñèòåëÿ, íå

ÿâëÿþùèéñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðàíüþ;

V ∗ � êîãäà ïðîèçâîäÿòñÿ îáå óêàçàííûå çàìåíû.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè

Åñëè V �

� áóëåâî ðàâåíñòâî, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ âõîäÿùèõ â íåãî

ýëåìåíòîâ, òî ðàâåíñòâà V ], V [ è V ∗ òàêæå èñòèííû.

� âûðàæåíèå áóëåâîé àëãåáðû, òî V ∗ = V ′.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ áóëåâîé àëãåáðû

Äîêàçàòåëüñòâî

1 V ⇒ V ], V [, V ∗.
Ïðèâåä¼ííûå âûøå çàêîíû, êðîìå Inv ′, ðàçáèâàþòñÿ íà
ïàðû âçàèìîäâîéñòâåííûõ, ïðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè

çàìåíå ]; à Inv ′ ñàìîäâîéñòâåíåí.
Ïðåîáðàçîâàíèå [ ïåðåâîäèò âñå çàêîíû, êðîìå Inv ′, èëè ñ
òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé â ñåáÿ, èëè â äâîéñòâåííûå, à

Inv ′ � â òîæäåñòâî x′ = x′.
Ïîýòîìó è ïðè çàìåíå ∗ èñòèííîñòü áóëåâà ðàâåíñòâà
ñîõðàíèòñÿ.

2 V ⇒ V ∗ = (V ) ′.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

V = z, ãäå z � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò áóëåâîé

àëãåáðû: V = z ⇒ V ∗ = z ′ ⇒ V ∗ = (V ) ′.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 1: Áóëåâû àëãåáðû 13 / 67

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Èçáûòî÷íîñòü ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû èç 21-îé àêñèîìû

Çàêîíû Id âûòåêàþò èç çàêîíîâ Abs:
äëÿ ëþáîãî x ∈ B �

Idt : x t x Abs1
= x t (x u (x t x)) Abs2

= x.

Idu � ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè.

Çàêîíû Abs âëåêóò ýêâèâàëåíòíîñòü Dtr1 è Dtr2:
äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ B èìååì

(x t z) u (y t z) Dtr1
= (x u (y t z)) t

z︷ ︸︸ ︷
(z u (y t z)) Dtr1

=

= (x u y) t (x u z) t z︸ ︷︷ ︸
z

Abs2
= (x u y) t z.

ò.å. Dtr1⇒ Dtr2.
Äâîéñòâåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Dtr2⇒ Dtr1.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Èçáûòî÷íîñòü ñèñòåìû àêñèîì...

Çàêîíû äå Ìîðãàíà âûâîäèìû èç îñòàëüíûõ:

1) èñïîëüçóÿ çàêîíû Dtr, Ass, ñâîéñòâà äîïîëíåíèÿ è

åäèíèöû ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(x u y) t (x ′ t y ′) = ι è (x u y) u (x ′ t y ′) = o;

2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ′ t y ′ � äîïîëíåíèå ê x u y, ò.å. èç
óêàçàííûõ çàêîíîâ âûâåäåí çàêîí DeM1;

3) àíàëîãè÷íàÿ âûâîäèìîñòü DeM2 ñëåäóåò èç ïðèíöèïà

äâîéñòâåííîñòè.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Äâå ¾ðàáî÷èå¿ ñèñòåìû àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû

1 Ïàðû àêñèîì Com, Dtr, âìåñòå ñ t o, u ι, Cmp ′ è Isl ′
(ïåðâûå 8 èç ïðèâåäåííûõ âûøå çàêîíîâ).

Äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé:

íàïðèìåð, êàæäûé èç çàêîíîâ t o è u ι âûâîäèì èç

îñòàëüíûõ ñåìè.

2 Ïàðû çàêîíîâ çàêîíîâ Dtr, Abs âìåñòå ñ Cmp ′ è Isl ′.
Ýòî åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ (6 àêñèîì) èçâåñòíàÿ íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü áåçûçáûòî÷íàÿ ñàìîäâîéñòâåííàÿ

ñèñòåìà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû.

Òàêèå è ïîäîáíûå èì ñèñòåìû èìååò áîëåå ôîðìàëüíûé

õàðàêòåð ïî ñðàâíåíèþ ïðèâåä¼ííîé â îïðåäåëåíèè âûøå.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 1: Áóëåâû àëãåáðû 16 / 67

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ïîíÿòèå îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

Áóëåâà àëãåáðà � ïðèìåð àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (ÀÑ),

òî÷íåå, ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ÀÑ � àëãåáðû.

ÀÑ A çàäàåòñÿ ïàðîé A = 〈A, σA〉, ãäå
A � íîñèòåëü èëè áàçîâîå ìíîæåñòâî (A 6= ∅),
σA � ñèãíàòóðà íà A � óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü ñèìâîëîâ

îïåðàöèé, îòíîøåíèé è îñîáûõ ýëåìåíòîâ íà A.

Åñëè σ1 è σ2 � äâå ñèãíàòóðû íà A è σ1 ⊂ σ2, òî
ÀÑ 〈A, σ1 〉 ÿâëÿåòñÿ ðåäóêòîì ÀÑ 〈A, σ2 〉.
Âñå îïåðàöèè ÀÑ äîëæíû áûòü óñòîé÷èâû íà å¼ íîñèòåëå.

ßâíîå óêàçàíèå ìåñòíîñòè è àðíîñòè îïåðàöèé è

îòíîøåíèé: 〈 t2, u2, ′1, o0, ι0 〉 � äëÿ áóëåâîé àëãåáðû.

Ñèìâîë íîñèòåëÿ = ñèìâîë ÀÑ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

Äæ. Áóëü è áóëåâà àëãåáðà

Äæîðæ Áóëü (George Boole, 1815�1864)

� àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê�ñàìîó÷êà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî âûó÷èë ëàòûíü, ãðå÷åñêèé,

ôðàíöóçñêèé è íåìåöêèé ÿçûêè, èçó÷èë

îáøèðíûå òðóäû Ëàïëàñà è Ëàãðàíæà.

Îñíîâíûå çàêîíû, õàðàêòåðèçóþùèå áóëåâó

àëãåáðó, ñôîðìóëèðîâàíû â åãî ðàáîòå

¾Èññëåäîâàíèå çàêîíîâ ìûñëè, íà êîòîðûõ îñíîâàíû

ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè ëîãèêè è âåðîÿòíîñòåé¿ (1854).

Îäíàêî ïîëíîãî ïåðå÷íÿ àêñèîì è òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ

ïðåäëîæåííîé èì àëãåáðû Áóëü íå äàë.

ÀÑ, ýêâèâàëåíòíàÿ áóëåâîé àëãåáðå â ñîâðåìåííîì å¼

ïîíèìàíèè, âïåðâûå ïðèâåäåíà â âûøåäøåì â òîì æå ãîäó 3-ì

òîìå òðàêòàòà À. äå Ìîðãàíà ¾Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà¿.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

4 Òåîðåìà Ñòîóíà

5 Çàäà÷è

6 ×òî íàäî çíàòü
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Àëãåáðû ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

A 6= ∅ � ìíîæåñòâî, P(A) � ìíîæåñòâî âñåõ

ïîäìíîæåñòâ (áóëåàí) A ;

S(A) � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ A,
óñòîé÷èâàÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è

äîïîëíåíèÿ äî A (−), à òàêæå ñîäåðæàùàÿ ∅ è A.
Ïîíÿòíî, ÷òî {∅, A } ⊆ S(A) ⊆ P(A).

ÀÑ 〈 S(A), ∪, ∩, −, ∅, A 〉 � àëãåáðà ìíîæåñòâ.

Àëãåáðà ìíîæåñòâ ñ íîñèòåëåì P(A) � òîòàëüíàÿ (íàä A),
à ñ äâóõýëåìåíòíûì íîñèòåëåì {∅, A} � òðèâèàëüíàÿ.

Óòâåðæäåíèå

Âñÿêàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ S(A) åñòü áóëåâà àëãåáðà ñ íóë¼ì ∅
è åäèíèöåé A .
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Àëãåáðà ìíîæåñòâ � áóëåâà àëãåáðà: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

Óáåäèìñÿ, ÷òî â àëãåáðå ìíîæåñòâ âûïîëíÿþòñÿ ïàðû çàêîíîâ

Com, Dtr, t o, u ι, è Cmp ′, Isl ′, â ôîðìóëèðîâêå êîòîðûõ
ïðîèçâåäåíû ïîäñòàíîâêè

t 7→ ∩, u 7→ ∩, ′ 7→ −, ι 7→ A, o 7→ ∅.

1. Çàêîíû Com, t o, u ι è Cmp ′, Isl ′, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû.
2. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü Dtr1:
äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ X, Y, Z ∈ S(A) ñïðàâåäëèâî

(X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).
⇒ Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w èç (X ∪ Y ) ∩ Z ïðèíàäëåæèò Z,

à òàêæå ëèáî X, ëèáî Y , ò.å. ñïðàâåäëèâî ¾ëèáî w ∈ X ∩ Z,
ëèáî w ∈ Y ∩ Z¿ è, ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z).
⇐ Åñëè w ∈ (X ∩Z)∪ (Y ∩Z), òî w ∈ X ∩Z èëè w ∈ Y ∩Z,

ò.å. ¾w ∈ Z è ëèáî w ∈ X, ëèáî w ∈ Y ¿ ⇔ w ∈ (X ∪ Y ) ∩ Z.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

σ- è ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû

Ïðèìåð (èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé)

σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
åñòü àëãåáðà ìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóëåâà àëãåáðà.

Áóëåâà àëãåáðà, â êîòîðîé îïåðàöèè t è u îïðåäåëåíû äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè å¼ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé.

Ëþáàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ � ïîëíàÿ

ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû
...

σ-àëãåáðû
...

áóëåâû àëãåáðû
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà

Ïðîâåðêó ðàâåíñòâ áóëåâîé àëãåáðû P(A) ëåã÷å âñåãî
ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà.

Ïðèìåð: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) �

Ýòî áóäåò ÿâëÿòüñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, åñëè òàêàÿ äèàãðàììà

¾ïðàâèëüíî ïîñòðîåíà¿.

Ôîðìàëèçóåì äàííîå ïîíÿòèå.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî U 6= ∅ è ñèñòåìà {X1, . . . , Xn} åãî
ïîäìíîæåñòâ.

Ñîñòàâëÿþùèå äàííîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ çàäàþòñÿ

èíäóêòèâíûì îïðåäåëåíèåì:

1 ñîñòàâëÿþùèå îäíîýëåìåíòíîé ñèñòåìû {X1} ñóòü X1 è

X1;

2 åñëè s � ñîñòàâëÿþùàÿ ñèñòåìû {X1, . . . , Xn−1}, òî
s ∩Xn è s ∩Xn � ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû

{X1, . . . , Xn−1, Xn}.
Ñèñòåìà ìíîæåñòâ X íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé, åñëè âñå å¼

ñîñòàâëÿþùèå íåïóñòû.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ: ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U = {a, b, c, d}.

1 Íàéä¼ì ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû X1 = {a, b}, X2 = {b}:
Øàã 1. X1 = {a, b}, X1 = {c, d};

Øàã 2. X1 ∩X2 = {b}, X1 ∩X2 = ∅,

X1 ∩X2 = {a}, X1 ∩X2 = {c, d},

è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ íå ÿâëÿåòñÿ

íåçàâèñèìîé.

2 Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû X1 = {a, b}, X2 = {b, c} ñóòü

{b}, {c}, {a}, {d}, è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà

ìíîæåñòâ íåçàâèñèìà.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ: ñâîéñòâà

Ëåììà

1 Ðàçëè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ

íå ïåðåñåêàþòñÿ.

2 Íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç n ìíîæåñòâ èìååò 2n ðàçëè÷íûõ

ñîñòàâëÿþùèõ.

3 Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîâïàäàåò ñî âñåì

ìíîæåñòâîì U .

4 Èç n ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îïåðàöèÿìè ∪,
∩ è − ìîæíî îáðàçîâàòü âñåãî íå áîëåå, ÷åì

22
n

ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî

� ïï. ¶ è ¸ ëåãêî ïðîâîäÿòñÿ ïî èíäóêöèè, · ñëåäóåò èç ¶, à

¹ � èç ·.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ: ñâîéñòâà

Ëåììà

1 Ðàçëè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ

íå ïåðåñåêàþòñÿ.

2 Íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç n ìíîæåñòâ èìååò 2n ðàçëè÷íûõ

ñîñòàâëÿþùèõ.

3 Îáúåäèíåíèå âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîâïàäàåò ñî âñåì

ìíîæåñòâîì U .

4 Èç n ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îïåðàöèÿìè ∪,
∩ è − ìîæíî îáðàçîâàòü âñåãî íå áîëåå, ÷åì 22

n

ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî

� ïï. ¶ è ¸ ëåãêî ïðîâîäÿòñÿ ïî èíäóêöèè, · ñëåäóåò èç ¶, à

¹ � èç ·.
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Àëãåáðû ìíîæåñòâ

Òåîðåìà Âåííà

Òåîðåìà (Âåíí)

Åñëè â àëãåáðå ìíîæåñòâ áóëåâî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ

íåêîòîðîé íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ, òî îíî

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ.

Äæîí Âåíí (John Venn 1834�1923) �

àíãëèéñêèé ëîãèê è ôèëîñîô.

Ââåä¼ííûå èì äèàãðàììû èñïîëüçóåòñÿ

âî ìíîãèõ íàó÷íûõ îáëàñòÿõ

(òåîðèÿ ìíîæåñòâ, òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé,

ëîãèêà, ñòàòèñòèêà, èíôîðìàòèêà è äð.).
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

4 Òåîðåìà Ñòîóíà

5 Çàäà÷è

6 ×òî íàäî çíàòü
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Ïðèìåðû áóëåâûõ àëãåáð

1 Àëãåáðà ëîãèêè èëè àëãåáðà âûñêàçûâàíèé �

ÀÑ 2 = 〈B, σ 〉, ãäå B = {1, 0} (¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿), à

σ = 〈 ∨, N, ¬, 0, 1 〉 ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé; îíà èãðàåò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ëîãèêå.

Cmp ′: x ∨ (¬x) = 1 � çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî

Isl ′: xN(¬x) = 0 � çàêîí ïðîòèâîðå÷èÿ

2 Áóëåâà àëãåáðà n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ �
ÀÑ 2n = 〈Bn, ∨, N, ¬, 0̃, 1̃ 〉, ãäå Bn � n-ìåðíûé

åäèíè÷íûé êóá, 0̃
def
= (0, . . . , 0) è 1̃

def
= (1, . . . , 1), à

ñèãíàòóðíûå îïåðàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê áóëåâûì âåêòîðàì

ïîêîìïîíåíòíî (ìíîãîìåðíûé âàðèàíò àëãåáðû 2).
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Ïðèìåðû áóëåâûõ àëãåáð...

3 Áóëåâà àëãåáðà ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé �

ÀÑ 〈P2, ∨, N, ¬, 0, 1 〉, ãäå P2 � ìíîæåñòâî âñåõ

äâóçíà÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, à 0 è 1 � ôóíêöèè

¾òîæäåñòâåííûé íóëü¿ è ¾òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà¿.

4 Ïóñòü N � ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíîå ÷èñëî

(ò.å. ñïðàâåäëèâî ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå N = p1 · . . . · pk,
ãäå p1, . . . , pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà) è D(N) �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé N .

Íàïðèìåð, äëÿ N = 30 = 2 · 3 · 5 èìååì

D(30) = { 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30 }.
Îáîçíà÷åíèÿ: m ∨ n � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë,

m ∧ n � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë m è n.
Ïîëîæèì m′ = N

m . Òîãäà ÀÑ 〈D(N), ∨, ∧, ′, 1, N 〉 �
áóëåâà àëãåáðà, øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ â òåîðèè ÷èñåë.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Àëãåáðà êîíòàêòíûõ ñõåì

5 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåêòðè÷åñêèõ âûêëþ÷àòåëåé, èëè

êîíòàêòîâ, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ

ñîñòîÿíèé � çàìêíóòîì (ïðîâîäÿùåì) èëè ðàçîìêíóòîì

(íå ïðîâîäÿùåì).

Ó òàêèõ êîíòàêòîâ ðàçëè÷àþò âõîäíîé è âûõîäíîé ïîëþñû,

êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíÿòü ñ ïîëþñàìè äðóãèõ êîíòàêòîâ,

ñòðîÿ ýëåêòðè÷åñêèå äâóõïîëþñíûå (îäèí âõîä è îäèí

âûõîä) öåïè.

Åñëè ñîåäèíÿòü äðóã ñ äðóãîì òîëüêî âõîäíûå è âûõîäíûå

ïîëþñû, òî èìååòñÿ òîëüêî äâà ñïîñîáà îáúåäèíåíèÿ òàêèõ

öåïåé: ïîñëåäîâàòåëüíîå è ïàðàëëåëüíîå.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì π-ñõåìû.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Àëãåáðà ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì

Ïîä ïðîèçâåäåíèåì A ·B áóäåì ïîíèìàòü öåïü,

îáðàçîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíûì, à ïîä ñóììîé A+B �

ïàðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì öåïåé A è B.
Ïîä öåïüþ A ïîíèìàåì öåïü, ïîëó÷åííóþ ðàçìûêàíèåì

âñåõ çàìêíóòûõ êîíòàêòîâ A è çàìûêàíèåì âñåõ å¼

ðàçîìêíóòûõ êîíòàêòîâ.

(x1x2 ∨ x3)(x2 ∨ x3) ∨ x1x2 =
= x1x2 ∨ x2x3

Ïðîâîäèìîñòü äâóõïîëþñíîé

öåïè ìîæåò áûòü îïèñàíà

ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì

ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê {∨, N, ¬}
(N îïóñêàþò), â êîòîðîé

êàæäîìó êîíòàêòó öåïè

ñîîòâåòñòâóåò

ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ x (ñ îòðèöàíèåì èëè áåç),

âûðàæàþùàÿ åãî ïðîâîäèìîñòü.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Àëãåáðà ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì...

Äâå öåïè îäèíàêîâû, åñëè ìîæíî òàê ñîïîñòàâèòü

êîíòàêòàì ïåðåìåííûå, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè

êîíòàêòîâ îáå ðàññìàòðèâàåìûå öåïè ÿâëÿþòñÿ

îäíîâðåìåííî ëèáî ïðîâîäÿùèìè, ëèáî íå ïðîâîäÿùèìè.

Ýòî � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå öåïåé.

Îáîçíà÷åíèå: I ïîñòîÿííî çàìêíóòûé, O � ïîñòîÿííî

ðàçîìêíóòûé öåïè.

Åñëè C � ìíîæåñòâî âñåõ ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ

π-ñõåì, òî ÀÑ 〈C, +, ·, −, O, I 〉 � áóëåâà àëãåáðà

ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì.

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëüíîãî àïïàðàòà áóëåâûõ àëãåáð äëÿ

àíàëèçà è ñèíòåçà ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì èìååò îãðîìíîå

ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Àëãåáðà ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì...

Êðîìå ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíûõ, ñóùåñòâóþò åù¼

ò.í. ìîñòèêîâûå ñõåìû:

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ñõåì ÿçûê

áóëåâîé àëãåáðû îêàçûâàåòñÿ

íåäîñòàòî÷íûì:

îíà íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà

óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè

ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ öåïåé �

x1 N (x3 ∨ (x4 Nx5)) ∨ x2 N (x4 ∨ (x3 Nx5)),

Â 1960-õ ãã. ðîññèéñêèé ëîãèê è ôèëîñîô

Å.Ê. Âîéøâèëëî ïîñòðîèë àëãåáðó äëÿ àäåêâàòíîãî

îïèñàíèÿ äâóõïîëþñíûõ öåïåé îáùåãî âèäà.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Àëãåáðà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

6 Ïóñòü â õîäå íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ

èëè íå íàáëþäàòüñÿ îïðåäåë¼ííûå ñîáûòèÿ. Òàêèå ñîáûòèÿ

íàçûâàþò ñëó÷àéíûìè.

Ââåä¼ì òðè îïåðàöèè íà òàêèõ ñîáûòèÿõ â äàííîì
ýêñïåðèìåíòå:

óìíîæåíèå äâóõ ñîáûòèé, îçíà÷àþùåå, ÷òî íàáëþäàþòñÿ

îáà ýòèõ ñîáûòèÿ;

ñëîæåíèå äâóõ îçíà÷àþùåå, ÷òî íàáëþäàåòñÿ õîòÿ áû

îäíîãî èç óêàçàííûõ ñîáûòèé;

îòðèöàíèå ñîáûòèÿ, îçíà÷àþùåå, ÷òî äàííîå ñîáûòèå íå

íàáëþäàëîñü.

Çàôèêñèðóåì òàêæå íåâîçìîæíîå (íèêîãäà íå

íàñòóïàþùåå) ñîáûòèå ∅ è äîñòîâåðíîå (âñåãäà

íàñòóïàþùåå) ïðè ïðîâåäåíèè äàííîãî ýêñïåðèìåíòà

ñîáûòèå 1.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Àëãåáðà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé...

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ

äàííûì ýêñïåðèìåíòîì, ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé

îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííûõ îïåðàöèé è âûäåëåííûõ

ýëåìåíòîâ ∅ è 1.

ÀÑ äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè èëè

ðåàëèçàöèÿìè áóëåâîé àëãåáðû.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 1: Áóëåâû àëãåáðû 36 / 67

Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Ìàêñèìèííàÿ àëãåáðà

Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b èç îòðåçêà [ 0, 1 ] ïîëîæèì

a⊕ b = max {a, b}, a⊗ b = min {a, b}, 	a = 1− a.

ÀÑ 〈 [ 0, 1 ], ⊕, ⊗, 	, 0, 1 〉 íàçûâàþò ìàêñèìèííîé àëãåáðîé.

Îíà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ áóëåâîé àëãåáðîé: â íåé íå âûïîëíÿþòñÿ

àêñèîìû Cmp ′ è Isl ′ è ïðè÷¼ì òîëüêî ýòè èç ïðèâåä¼ííîé

âûøå ñèñòåìû èç 21-îé àêñèîìû.

Ýòî äîêàçûâàåò èõ íåçàâèñèìîñòü îò îñòàëüíûõ è

íåîáõîäèìîñòü ïðèñóòñòâèÿ ýòèõ çàêîíîâ â ëþáîé ñèñòåìå

àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû.

Äîïîëíåíèÿ â ìàêñèìèííîé àëãåáðå åäèíñòâåííû.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìèííàÿ àëãåáðà ÷ðåçâû÷àéíî áëèçêà ê

áóëåâîé àëãåáðå, íî åé âñ¼-òàêè íå ÿâëÿåòñÿ.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü B1 è B2 � áóëåâû àëãåáðû è ϕ : B1 → B2 � òàêàÿ

áèåêöèÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ B1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

1 ϕ(x t y) = ϕ(x) t ϕ(y),
2 ϕ(x u y) = ϕ(x) u ϕ(y),
3 ϕ(x ′) = ϕ(x) ′.

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ϕ � áóëåâ èçîìîðôèçì ìåæäó B1 è B2, à

äàííûå àëãåáðû áóëåâî èçîìîðôíû (ñèìâîëè÷åñêè B1
∼=b B2).

Çàìå÷àíèå: èç ¶�¸ ñëåäóåò ¹ ϕ(o) = o è º ϕ(ι) = ι.

Äåéñòâèòåëüíî:

ϕ(o) = ϕ(x u x ′) = ϕ(x) u ϕ(x ′) = ϕ(x) u ϕ(x)′ = o

è àíàëîãè÷íî äëÿ ϕ(ι).
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð: ïðèìåðû

1 Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé èçîìîðôíà òðèâèàëüíîé àëãåáðå

ìíîæåñòâ: 2 ∼=b {∅, A }.

2 Òîòàëüíàÿ àëãåáðà íàä n-ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì

A = {a1, . . . , an} èçîìîðôíà áóëåâîé àëãåáðå n-ìåðíûõ
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ Bn.

Áóëåâ èçîìîðôèçì � îòîáðàæåíèå ϕ : Bn → P(A),
ϕ ((α1, . . . , αn)) =

{
ai | αi = 1, i = 1, n

}
⊆ A .

3 Îïðåäåëèì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉
äâîéñòâåííóþ ê íåé B∗ = 〈B∗, u∗, t∗, ′∗, ι∗, o∗ 〉 ,
ïîëîæèâ

B∗ = B, u∗ = t, t∗ = u, ′∗ =′, ι∗ = o, o∗ = ι.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè áóäåì èìåòü B∗ ∼=b B .
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè òîòàëüíûõ àëãåáð ìíîæåñòâ

Òåîðåìà

Äëÿ òîãî ÷òîáû òîòàëüíûå àëãåáðû ìíîæåñòâ P(A) è P(B)
áûëè èçîìîðôíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû A è B
èìåëè îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî

⇐ (íåîáõîäèìîñòü)

Ïóñòü ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ ìåæäó àëãåáðàìè P(A) è

P(B).
Òîãäà ϕ � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó P(A) è

P(B) è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B, îòêóäà
ñëåäóåò èõ ðàâíîìîùíîñòü.
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè òîòàëüíûõ àëãåáð ìíîæåñòâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

⇒ (äîñòàòî÷íîñòü)

Åñëè ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû, òî ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè

ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f .

Îäíàêî ýëåìåíòàìè P(A) è P(B) ñëóæàò ïîäìíîæåñòâà A è

B ñîîòâåòñòâåííî, è f íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì.

Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèå f íà ïîäìíîæåñòâà

äàííûõ ìíîæåñòâ:

ϕ(X) =
⋃
a∈X

f(a) ⊆ B.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

áóëåâûì èçîìîðôèçìîì ìåæäó P(A) è P(B).
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Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè òîòàëüíûõ àëãåáð ìíîæåñòâ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

⇒ (äîñòàòî÷íîñòü)

Åñëè ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû, òî ìåæäó èõ ýëåìåíòàìè

ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå f .

Îäíàêî ýëåìåíòàìè P(A) è P(B) ñëóæàò ïîäìíîæåñòâà A è

B ñîîòâåòñòâåííî, è f íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì.

Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíèì îòîáðàæåíèå f íà ïîäìíîæåñòâà

äàííûõ ìíîæåñòâ:

ϕ(X) =
⋃
a∈X

f(a) ⊆ B.

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

áóëåâûì èçîìîðôèçìîì ìåæäó P(A) è P(B).
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

4 Òåîðåìà Ñòîóíà

5 Çàäà÷è

6 ×òî íàäî çíàòü



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 1: Áóëåâû àëãåáðû 42 / 67

Òåîðåìà Ñòîóíà

Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ àëãåáð àëãåáðàìè ìíîæåñòâ. Àòîìû

Òåîðåìà (Ñòîóí)

Âñÿêàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäõîäÿùåé àëãåáðå

ìíîæåñòâ.

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ, äëÿ ÷åãî

ââåä¼ì íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâîé ýëåìåíò a áóëåâîé àëãåáðû B íàçûâàåòñÿ àòîìîì,

åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ B ñïðàâåäëèâî

ëèáî a u x = o, ëèáî a u x = a 6= o.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x ñîäåðæèò àòîì a.

Â Bn àòîìû � äâîè÷íûå íàáîðû åäèíè÷íîãî âåñà.

Â P(A) àòîìû � îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà A.
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Îñíîâíîå ñâîéñòâî àòîìîâ

Ìàðøàë Ñòîóí

(Marshall Harvey Stone, 1903�1989) �

àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.

Çàíèìàëñÿ òåîðèåé îïåðàòîðîâ,

òåîðèåé ãðóïï, òåîðèåé áóëåâûõ àëãåáð.

Óòâåðæäåíèå (îñíîâíîå ñâîéñòâî àòîìîâ)

Åñëè a1 è a2 � ðàçëè÷íûå àòîìû áóëåâîé àëãåáðû, òî

a1 u a2 = o.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè a1 u a2 = b 6= o, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äîëæíî áûòü

è b = a1, è b = a2.
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Àòîìû êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðû

Ëåììà

Â êîíå÷íîé áóëåâîé àëãåáðå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò

ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí àòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî (àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ àòîìà,
ñîäåðæàùåãîñÿ â ýëåìåíòå x ∈ B)
Äëÿ x 6= o áåð¼ì ñíà÷àëà a = x; çàòåì, ïîñëåäîâàòåëüíî
ïåðåáèðàÿ âñå ýëåìåíòû b1, b2, . . . , bm íîñèòåëÿ B, âû÷èñëÿåì
z = a u bk, ïîëàãàÿ a = z, åñëè z 6= o (è z 6= a).

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷èì

a = x u
l

b∈B ′⊂B
b 6= o,

ïðè÷¼ì a u b äëÿ ëþáîãî b ∈ B ðàâíî ëèáî o, ëèáî (â
÷àñòíîñòè, äëÿ b = x) a, ò.å. a � èñêîìûé àòîì.
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Àòîìíûå è áåçàòîìíûå áóëåâû àëãåáðû

Áóëåâà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ

àòîìíîé (èëè äèñêðåòíîé), åñëè êàæäûé å¼ íåíóëåâîé

ýëåìåíò ñîäåðæèò àòîì,

áåçàòîìíîé (èëè íåïðåðûâíîé) åñëè îíà íå ñîäåðæèò íè

îäíîãî àòîìà.

Ïðèìåð (áåçàòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû)

Ïóñòü S � ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé

âñåâîçìîæíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (x, y] èç ïðîìåæóòêà
I = (0, 1]: 0 < x 6 y 6 1. S óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ∪, ∩ è äîïîëíåíèÿ äî I, è
â íåé âûïîëíÿþòñÿ âñå çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû. Åäèíèöà â

S � âåñü èíòåðâàë I, íóëü � ïóñòîå ìíîæåñòâî (x, x].
Àëãåáðà S ÿâëÿåòñÿ áåçàòîìíîé: ëþáîé èíòåðâàë (x, y] 6= ∅
ñîäåðæèò â ñåáå íåíóëåâîé ïîäûíòåðâàë.
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Îñíîâíîå ñâîéñòâî àòîìíûõ áóëåâûõ àëãåáð

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B:

At(x) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýëåìåíòå

x ∈ B (è ôîðìàëüíî At(o) = ∅);
At(B) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ àòîìîâ B.

Ëåììà (î ðàçëîæåíèè íåíóëåâîãî ýëåìåíòà íà àòîìû)

Âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò àòîìíîé áóëåâîé àëãåáðû ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì

àòîìîâ:
x =

⊔
a∈At(x)

a.

Ïðèìåð.

Â P ({a, b, c, d}) ýëåìåíò x = {a, b, c} ñîäåðæèò àòîìû

{a}, {b}, {c} è ðàâåí èõ îáúåäèíåíèþ: x = {a} ∪ {b} ∪ {c}.
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Îñíîâíîå ñâîéñòâî àòîìíûõ áóëåâûõ àëãåáð...

Ïðè At(x) = {a} ôîðìàëüíî ïîëàãàþò x =
⊔
a

a.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áóäåò äàíî äàëåå.

Åäèíèöà ι åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ àòîìîâ áóëåâîé àëãåáðû:

äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b =
⊔

a∈At(B)

a, òîãäà

o = b ′ u b = b ′ u

( ⊔
a∈At(B)

a

)
Dtr1
=

⊔
a∈At(B)

(b ′ u a),

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ýëåìåíòîâ áóëåâîé

àëãåáðû, b ′ u a = o äëÿ ëþáîãî àòîìà a , ò.å. b ′ íå ñîäåðæèò
íè îäíîãî àòîìà ⇔ b ′ = o ⇔ b = ι ⇔ At(ι) = At(B).
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Óñèëåíèå òåîðåìû Ñòîóíà äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ

Òåîðåìà

Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà íåêîòîðîé

òîòàëüíîé àëãåáðå ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü B � êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà.

Ïîêàæåì, ÷òî òîòàëüíàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ íàä At(B)
èçîìîðôíà B, ò.å. P(At(B)) ∼=b B.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàæäîìó ýëåìåíòó

x èç B ìíîæåñòâî At(x) ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì àòîìîâ è

ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì èçîìîðôèçìîì.

Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî ϕ(x) = At(x) � áèåêöèÿ ìåæäó

B è P(At(B)).
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Òåîðåìà Ñòîóíà äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Èç ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà íà àòîìû ñëåäóåò, ÷òî

1) ýëåìåíò x îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì At(x)
ñâîèõ àòîìîâ è íàîáîðîò, ò.å. îòîáðàæåíèå ϕ(x)
èíúåêòèâíî;

2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ At(B) ìîæíî

îïðåäåëèòü ýëåìåíò x ñîîòíîøåíèåì x =
⊔
a∈A

a, òîãäà

ϕ(x) = A è ϕ � ñþðúåêòèâíî.

Òàêèì îáðàçîì, áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ ïîêàçàíà.
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Òåîðåìà Ñòîóíà äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ: äîêàçàòåëüñòâî...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òåïåðü óäîñòîâåðèìñÿ, ÷òî äëÿ ϕ âûïîëíåíû ñâîéñòâà ¶�¸

èçîìîðôèçìà áóëåâûõ àëãåáð.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî

x t y =
⊔

a1 ∈At(x)

a1 t
⊔

a2 ∈At(y)

a2 =
⊔

a∈At(x)∪At(y)

a,

îòêóäà ϕ(x t y) = ϕ(x) ∪ ϕ(y).

2. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(x u y) = ϕ(x) ∩ ϕ(y)
x u y =

⊔
a1 ∈At(x)

a1 u
⊔

a2 ∈At(y)

a2
Dtr1
=

=
⊔

a1 ∈At(x)
a2 ∈At(y)

(a1 u a2) =
⊔

a∈At(x)∩At(y)

a .
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Òåîðåìà Ñòîóíà äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ: äîêàçàòåëüñòâî...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

3. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà y = x ′ ñ ó÷¼òîì
At(ι) = At(B) ïîëó÷èì

At(x) ∪At(x ′) = At(B) è At(x) ∩At(x ′) = ∅,

îòêóäà ïî ëåììå î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ �

At(x ′) = At(B)rAt(x) è ϕ(x ′) = ϕ(x).
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Òåîðåìà Ñòîóíà

Òåîðåìà Ñòîóíà äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ: ñëåäñòâèÿ

Ñëåäñòâèÿ

1 Åñëè êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èìååò n àòîìîâ, òî îáùåå

÷èñëî å¼ ýëåìåíòîâ ðàâíî 2n.

2 Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäõîäÿùåé

àëãåáðå n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ.

Ïåðâîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ

ïîäìíîæåñòâ ñîâîêóïíîñòè èç àòîìîâ n åñòü 2n, à âòîðîå � èç

ðàíåå óêàçàííîãî P(A) ∼=b B
n, åñëè |A| = n.

Òåîðåìà Ñòîóíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòû ëþáîé áóëåâîé

àëãåáðû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà, à áóëåâû îïåðàöèè îòîæäåñòâëÿòü ñ îäíîèì¼ííûìè

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè.
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Çàäà÷è

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

4 Òåîðåìà Ñòîóíà

5 Çàäà÷è

6 ×òî íàäî çíàòü
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-1

Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå

ìîæíî îáðàçîâàòü èç n ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî

óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ

è äîïîëíåíèÿ?

À äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ðàçáèåíèå

èñõîäíîãî ìíîæåñòâà?

Ðåøåíèå. ¶ 22
n
ìíîæåñòâ:

åñëè ñèñòåìà ìíîæåñòâ {X1, . . . , Xn}
íåçàâèñèìà, îíà ïîðîæäàåò 2n

íåïóñòûõ ñîñòàâëÿþùèõ � àòîìîâ.

Îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è

èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ U .
Ñóùåñòâóåò 22

n
ðàçëè÷íûõ

îáúåäèíåíèé ñîñòàâëÿþùèõ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå).

· 2n
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-1

Îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå

ìîæíî îáðàçîâàòü èç n ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî

óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ

è äîïîëíåíèÿ?

À äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ðàçáèåíèå

èñõîäíîãî ìíîæåñòâà?

Ðåøåíèå. ¶ 22
n
ìíîæåñòâ:

åñëè ñèñòåìà ìíîæåñòâ {X1, . . . , Xn}
íåçàâèñèìà, îíà ïîðîæäàåò 2n

íåïóñòûõ ñîñòàâëÿþùèõ � àòîìîâ.

Îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è

èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ U .
Ñóùåñòâóåò 22

n
ðàçëè÷íûõ

îáúåäèíåíèé ñîñòàâëÿþùèõ (âêëþ÷àÿ ïóñòîå).

· 2n
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-2

ßâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå

ìíîæåñòâàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ?

Ðåøåíèå. Íåò: îáëàñòè 6 è 7 � îäíî ìíîæåñòâî (è 2 è 4 �

òîæå îäíî).
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-2

ßâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâà, èçîáðàæ¼ííûå íà ðèñóíêå

ìíîæåñòâàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ?

Ðåøåíèå. Íåò: îáëàñòè 6 è 7 � îäíî ìíîæåñòâî (è 2 è 4 �

òîæå îäíî).
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-3

Ðàññìîòðèì ÀÑ 〈 { 0, 1 }, ⊕, N, ¬, 0, 1 〉.
ßâëÿåòñÿ ëè îíà áóëåâîé àëãåáðîé?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà ÀÑ óäîâëåòâîðÿåò

âñåì àêñèîìàì áóëåâîé àëãåáðû â àêñèîìàòèêå Ý. Õàíòèíãòîíà,

êðîìå âòîðîãî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà Dtr2:

(xN y) ⊕ z 6= (x ⊕ z)N (y ⊕ z),

ò.ê. ïðè x = 0, y = z = 1 èìååì

(0 N 1) ⊕ 1 = 0⊕ 1 = 1 6= 0 = 1N0 = (0 ⊕ 1) N (1 ⊕ 1).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÀÑ � êîëüöî ñ åäèíèöåé, à íå áóëåâà àëãåáðà.

Äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû Dtr2 îò

îñòàëüíûõ.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-3

Ðàññìîòðèì ÀÑ 〈 { 0, 1 }, ⊕, N, ¬, 0, 1 〉.
ßâëÿåòñÿ ëè îíà áóëåâîé àëãåáðîé?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòà ÀÑ óäîâëåòâîðÿåò

âñåì àêñèîìàì áóëåâîé àëãåáðû â àêñèîìàòèêå Ý. Õàíòèíãòîíà,

êðîìå âòîðîãî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà Dtr2:

(xN y) ⊕ z 6= (x ⊕ z)N (y ⊕ z),

ò.ê. ïðè x = 0, y = z = 1 èìååì

(0 N 1) ⊕ 1 = 0⊕ 1 = 1 6= 0 = 1N0 = (0 ⊕ 1) N (1 ⊕ 1).

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ÀÑ � êîëüöî ñ åäèíèöåé, à íå áóëåâà àëãåáðà.

Äîïîëíèòåëüíî ïîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû Dtr2 îò

îñòàëüíûõ.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-4

Ïîêàçàòü âûâîäèìîñòè çàêîíîâ Äå Ìîðãàíà èç çàêîíîâ Dtr,
Ass, Id è îñíîâíûõ ñâîéñòâ äîïîëíåíèÿ.

Ðåøåíèå. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ñïðàâåäëèâî

(x u y) t (x ′ t y ′) = ι è (x u y) u (x ′ t y ′) = o.

Ïîêàæåì ýòî: (x u y) t (x ′ t y ′) Dtr
=

= (x t x′ t y′) u (y t x′ t y′) = ι u ι = ι,

è (x u y) u (x ′ t y ′) = o ïî äâîéñòâåííîñòè.

Ïî ëåììå î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x ′ t y ′ � äîïîëíåíèå ê x u y, ò.å. èç óêàçàííûõ çàêîíîâ
âûâåäåí çàêîí DeM1.

Àíàëîãè÷íàÿ âûâîäèìîñòü DeM2 ñëåäóåò èç ïðèíöèïà

äâîéñòâåííîñòè.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-4

Ïîêàçàòü âûâîäèìîñòè çàêîíîâ Äå Ìîðãàíà èç çàêîíîâ Dtr,
Ass, Id è îñíîâíûõ ñâîéñòâ äîïîëíåíèÿ.

Ðåøåíèå. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ñïðàâåäëèâî

(x u y) t (x ′ t y ′) = ι è (x u y) u (x ′ t y ′) = o.

Ïîêàæåì ýòî: (x u y) t (x ′ t y ′) Dtr
=

= (x t x′ t y′) u (y t x′ t y′) = ι u ι = ι,

è (x u y) u (x ′ t y ′) = o ïî äâîéñòâåííîñòè.

Ïî ëåììå î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x ′ t y ′ � äîïîëíåíèå ê x u y, ò.å. èç óêàçàííûõ çàêîíîâ
âûâåäåí çàêîí DeM1.

Àíàëîãè÷íàÿ âûâîäèìîñòü DeM2 ñëåäóåò èç ïðèíöèïà

äâîéñòâåííîñòè.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-5

Ïóñòü D(N) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî N .

Áóäóò ëè ÀÑ ñ íîñèòåëÿìè

¶ D(18), · D(110)

è îïåðàöèÿìè ÍÎÊ è ÍÎÄ êàê u è t ñîîòâåòñòâåííî

áóëåâûìè àëãåáðàìè?

Ðåøåíèå.

1 Íåò, ò.ê., íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèÿ 6′ äëÿ 6.
Äîëæíî áûòü: 6 ∨ 6′ = 18, 6 ∧ 6′ = 1.
Òîëüêî 6 ∨ 9 = 18, íî 6 ∧ 9 = 3.
Ïðè÷èíà: 18 íå åñòü ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ.

2 Äà, ò.ê. 110 = 2 · 5 · 11 � ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ, è

äëÿ êàæäîãî a ∈ B = { 1, 2, 5, 10, 11, 22, 55, 110 } ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü äîïîëíåíèå a′ = 110

a .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-5

Ïóñòü D(N) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî N .

Áóäóò ëè ÀÑ ñ íîñèòåëÿìè

¶ D(18), · D(110)

è îïåðàöèÿìè ÍÎÊ è ÍÎÄ êàê u è t ñîîòâåòñòâåííî

áóëåâûìè àëãåáðàìè?

Ðåøåíèå.

1 Íåò, ò.ê., íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèÿ 6′ äëÿ 6.
Äîëæíî áûòü: 6 ∨ 6′ = 18, 6 ∧ 6′ = 1.
Òîëüêî 6 ∨ 9 = 18, íî 6 ∧ 9 = 3.
Ïðè÷èíà: 18 íå åñòü ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ.

2 Äà, ò.ê. 110 = 2 · 5 · 11 � ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ, è

äëÿ êàæäîãî a ∈ B = { 1, 2, 5, 10, 11, 22, 55, 110 } ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü äîïîëíåíèå a′ = 110

a .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-5

Ïóñòü D(N) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî N .

Áóäóò ëè ÀÑ ñ íîñèòåëÿìè

¶ D(18), · D(110)

è îïåðàöèÿìè ÍÎÊ è ÍÎÄ êàê u è t ñîîòâåòñòâåííî

áóëåâûìè àëãåáðàìè?

Ðåøåíèå.

1 Íåò, ò.ê., íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò äîïîëíåíèÿ 6′ äëÿ 6.
Äîëæíî áûòü: 6 ∨ 6′ = 18, 6 ∧ 6′ = 1.
Òîëüêî 6 ∨ 9 = 18, íî 6 ∧ 9 = 3.
Ïðè÷èíà: 18 íå åñòü ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ.

2 Äà, ò.ê. 110 = 2 · 5 · 11 � ÷èñëî, ñâîáîäíîå îò êâàäðàòîâ, è

äëÿ êàæäîãî a ∈ B = { 1, 2, 5, 10, 11, 22, 55, 110 } ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü äîïîëíåíèå a′ = 110

a .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-6

Ñïðàâåäëèâî îñíîâíîå ñâîéñòâà àòîìîâ áóëåâîé àëãåáðû: åñëè

a1 è a2 � ðàçëè÷íûå àòîìû, òî a1 u a2 = o.
Ðàâåíñòâî, äâîéñòâåííîå ê äàííîìó a1 t a2 = ι â áóëåâîé
àëãåáðå ñ áîëåå, ÷åì 4 ýëåìåíòàìè, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Ïî÷åìó?

Ðåøåíèå. Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî a1 è a2 íå ïðîèçâîëüíûå

ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû, à èìåííî àòîìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V âûðàæåíèå
((a1 u x = a1) ∨ (a1 u x = o))N((a2 u x = a2) ∨ (a2 u x = o))N

N (a1 6= a2) ⇒ a1 u a2 = o .

Òîãäà V \ áóäåò èñòèííîå âûðàæåíèå
((a1 t x = a1) ∨ (a1 t x = ι))N((a2 t x = a2) ∨ (a2 t x = ι))N

N (a1 6= a2) ⇒ a1 t a2 = ι .

Çäåñü a1 è a2 � êîàòîìû.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-6

Ñïðàâåäëèâî îñíîâíîå ñâîéñòâà àòîìîâ áóëåâîé àëãåáðû: åñëè

a1 è a2 � ðàçëè÷íûå àòîìû, òî a1 u a2 = o.
Ðàâåíñòâî, äâîéñòâåííîå ê äàííîìó a1 t a2 = ι â áóëåâîé
àëãåáðå ñ áîëåå, ÷åì 4 ýëåìåíòàìè, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Ïî÷åìó?

Ðåøåíèå. Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî a1 è a2 íå ïðîèçâîëüíûå

ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû, à èìåííî àòîìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V âûðàæåíèå
((a1 u x = a1) ∨ (a1 u x = o))N((a2 u x = a2) ∨ (a2 u x = o))N

N (a1 6= a2) ⇒ a1 u a2 = o .

Òîãäà V \ áóäåò èñòèííîå âûðàæåíèå
((a1 t x = a1) ∨ (a1 t x = ι))N((a2 t x = a2) ∨ (a2 t x = ι))N

N (a1 6= a2) ⇒ a1 t a2 = ι .

Çäåñü a1 è a2 � êîàòîìû.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-7

Ïîêàçàòü, ÷òî â áóëåâîé àëãåáðå 2 äëÿ x, y, z ∈ B
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (ïðèîðèòåò · âûøå ∨, ñèìâîë ·
áóäåì èíîãäà îïóñêàòü):

¶ (x ∨ y)(x ∨ y) = y; · (z ∨ x)(z ∨ y) = zy ∨ zx;

Ðåøåíèå. ¶ (x ∨ y)(x ∨ y) = xx ∨ xy ∨ yx ∨ yy =
= 0 ∨ xy ∨ yx ∨ y · 1 = y · (x ∨ x ∨ 1) = y · 1 = y .

· Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà A = B ìîæíî:

A). Ïîêàçàòü, ÷òî {
A ∨B ′ = 1,
A ·B ′ = 0

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ

(ïðèâåä¼ííûå ðàâåíñòâà ïðîâåðèòü ëåã÷å, ÷åì èñõîäíîå A = B).

Èìååì A = (z ∨ x)(z ∨ y), B = zy ∨ zx.
Äàëåå B ′ = (z ∨ y)&(z ∨ x).
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-7

Ïîêàçàòü, ÷òî â áóëåâîé àëãåáðå 2 äëÿ x, y, z ∈ B
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (ïðèîðèòåò · âûøå ∨, ñèìâîë ·
áóäåì èíîãäà îïóñêàòü):

¶ (x ∨ y)(x ∨ y) = y; · (z ∨ x)(z ∨ y) = zy ∨ zx;

Ðåøåíèå. ¶ (x ∨ y)(x ∨ y) = xx ∨ xy ∨ yx ∨ yy =
= 0 ∨ xy ∨ yx ∨ y · 1 = y · (x ∨ x ∨ 1) = y · 1 = y .

· Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà A = B ìîæíî:

A). Ïîêàçàòü, ÷òî {
A ∨B ′ = 1,
A ·B ′ = 0

è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ

(ïðèâåä¼ííûå ðàâåíñòâà ïðîâåðèòü ëåã÷å, ÷åì èñõîäíîå A = B).

Èìååì A = (z ∨ x)(z ∨ y), B = zy ∨ zx.
Äàëåå B ′ = (z ∨ y)&(z ∨ x).
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-7...

Á). Ïðèâåñòè A è B â íåêîòîðóþ åäèíóþ ôîðìó.

Ïðèâåäåíèå ê âèäó ¾ïîëèíîì Æåëàëêèíà¿. Ââåä¼ì

îïåðàöèþ x+ y
def
= xy ∨ xy. Òîãäà x = x+ 1, x+ x = 0,

îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà è äëÿ · è +
âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí. Ïîëó÷àåì

(z ∨ x)(z ∨ y) = (x ∨ z)(y ∨ (z + 1)) =

= (xz + x+ y)(y(z + 1) + y + z + 1) =

= (xz + x+ y)(yz + z + 1) =

= xyz + xz + xz + xyz + xz + x+ yz + z + z =

= xz + yz + x .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, zy ∨ zx = yz ∨ (z + 1)x =

= yz ∨ (xz + x) = yz(xz + x)yz + xz + x =

= xyz + xyz + yz + xz + x = yz + xz + x .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-7...

Ïðèâåäåíèå ê âèäó ÄÍÔ (êðàéíèé ñëó÷àé - ÑÄÍÔ).

(z ∨ x)(x ∨ z) = zy ∨ xz ∨ xy =

= zy ∨ xz ∨ xy(z ∨ z) =

= yz ∨ xz ∨ xyz ∨ xyz ïîãëîùåíèå
= yz ∨ xz .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-8

Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ïîäìíîæåñòâàõ A è

B óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U ðàâíîñèëüíû:

¶ A ∪B = U ; · A ∩B = ∅; ¸ A ⊆ B.

Ðåøåíèå. X ⊆ Y ?⇔ X ∩ Y = X ⇔ X ∪ Y = Y

1)⇒ 2) Ïî ïðàâèëó Äå Ìîðãàíà.

2)⇒ 3) (∪B)
A ∩B = ∅ ⇔ (A ∩B) ∪B = B ⇔

⇒ (A ∪B) ∩ (B ∪B) = B ⇔
⇒ (A ∪B) ∩ U = (A ∪B = B) ⇒ A ⊆ B .

3)⇒ 1) (∪A)
A ∪B = B ⇒ A ∪B ∪A = B ∪A ⇒

⇒ U = A ∪B .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-8

Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ïîäìíîæåñòâàõ A è

B óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà U ðàâíîñèëüíû:

¶ A ∪B = U ; · A ∩B = ∅; ¸ A ⊆ B.

Ðåøåíèå. X ⊆ Y ?⇔ X ∩ Y = X ⇔ X ∪ Y = Y

1)⇒ 2) Ïî ïðàâèëó Äå Ìîðãàíà.

2)⇒ 3) (∪B)
A ∩B = ∅ ⇔ (A ∩B) ∪B = B ⇔

⇒ (A ∪B) ∩ (B ∪B) = B ⇔
⇒ (A ∪B) ∩ U = (A ∪B = B) ⇒ A ⊆ B .

3)⇒ 1) (∪A)
A ∪B = B ⇒ A ∪B ∪A = B ∪A ⇒

⇒ U = A ∪B .
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-9

Ââåä¼ì â áóëåâîé àëãåáðå îòíîøåíèå v ïî ïðàâèëó
a v b = a u b = a.

Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îá ýëåìåíòàõ a è b
áóëåâîé àëãåáðû ðàâíîñèëüíû:

¶ a v b ; · a u b ′ = o ; ¸ a′ t b = ι; ¹ a t b = b.

Ðåøåíèå.
¶⇒ ·:

a v b def
= (a = a u b) ub

′
⇒

⇒ (a u b ′ = a u b u b ′) ⇒ (a u b ′ = o) .

·⇒ ¸: ïî äâîéñòâåííîñòè: a u b ′ = o ⇔ a ′ t b = ι.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-9

Ââåä¼ì â áóëåâîé àëãåáðå îòíîøåíèå v ïî ïðàâèëó
a v b = a u b = a.

Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îá ýëåìåíòàõ a è b
áóëåâîé àëãåáðû ðàâíîñèëüíû:

¶ a v b ; · a u b ′ = o ; ¸ a′ t b = ι; ¹ a t b = b.

Ðåøåíèå.
¶⇒ ·:

a v b def
= (a = a u b) ub

′
⇒

⇒ (a u b ′ = a u b u b ′) ⇒ (a u b ′ = o) .

·⇒ ¸: ïî äâîéñòâåííîñòè: a u b ′ = o ⇔ a ′ t b = ι.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à ÁÀ-9...

¸⇒ ¹ � ïåðåñåêàåì ñ (a t b):

(a ′ t b = ι) ⇒ (a t b) u (a ′ t b) = a t b ⇒
⇒ (a u a ′)︸ ︷︷ ︸

ι

t b = a t b ⇒ a t b = b .

¹⇒ ¶ � ïåðåñåêàåì ñ a:

(a t b = b) ⇔ a u (a t b) = a u b ⇒
⇒ a = a u b ⇒ a v b .
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×òî íàäî çíàòü

Ðàçäåëû

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû

2 Àëãåáðû ìíîæåñòâ

3 Èçîìîðôèçìû áóëåâûõ àëãåáð

4 Òåîðåìà Ñòîóíà

5 Çàäà÷è

6 ×òî íàäî çíàòü
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×òî íàäî çíàòü

Áóëåâà àëãåáðà; îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â áóëåâîé
àëãåáðå.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ áóëåâîé àëãåáðû.
Ñèñòåìû àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû.

Àëãåáðà ìíîæåñòâ êàê áóëåâà àëãåáðà. Äèàãðàììû
Ýéëåðà-Âåííà è ñâîéñòâà ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû

ìíîæåñòâ. Òåîðåìà Âåííà.

Ïðèìåðû áóëåâûõ àëãåáð. Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð.

Êðèòåðèé èçîìîðôíîñòè òîòàëüíûõ àëãåáð
ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà Ñòîóíà äëÿ îáùåãî è êîíå÷íîãî ñëó÷àåâ. Àòîìû

áóëåâîé àëãåáðû èõ ñâîéñòâà, àòîìíûå è áåçàòîìíûå

áóëåâû àëãåáðû.


	Булевы алгебры
	Основные понятия булевой алгебры
	Алгебры множеств
	Изоморфизмы булевых алгебр
	Теорема Стоуна
	Задачи
	Что надо знать


