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Àííîòàöèÿ

Â ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäîâ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè èñõîä-

íûå äàííûå ìîãóò èìåòü áîëüøèå îáú¼ìû (ìèëëèîíû êëèåíòîâ è îáúåêòîâ)

è ïîñòóïàòü â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå âàæíî òðåáîâàíèå èí-

êðåìåíòíîñòè: ìåòîä äîëæåí ýôôåêòèâíî ïåðåñ÷èòûâàòü îöåíêè ñõîäñòâà êàê

ïðè ïîÿâëåíèè íîâûõ êëèåíòîâ è îáúåêòîâ, òàê è ïðè îáíîâëåíèè çíà÷åíèé

â ìàòðèöå èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé íå òðåáóåò õðàíå-

íèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû è îáúåäèíÿåò â ñåáå îáà òèïà èíêðåìåíòíîñòè, èñïîëü-

çóÿ èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (ISVD) è èíêðåìåíòíîå âû÷èñëåíèå

êîððåëÿöèè Ïèðñîíà (IPC).

Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà,

ïîçâîëÿþùèé äîïîëíÿòü ñæàòûå îïèñàíèÿ (ïðîôèëè) êëèåíòîâ è îáúåêòîâ ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè. Ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë, ó÷èòûâà-

þùèé îñîáåííîñòü âõîäíûõ äàííûõ. Àëãîðèòì óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíûì òðåáî-

âàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ìåòîäàì êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè. Àëãîðèòì

ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî äîáàâëÿòü êëèåíòîâ, îáúåêòû, ìîäèôèöèðîâàòü çíà÷å-

íèÿ â ÿ÷åéêàõ èñõîäíîé ìàòðèöû äàííûõ, ñîâåðøàÿ âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå èç-

âåñòíûõ çíà÷åíèé. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåå çàïîëíåíèå ïðîïóùåííûõ çíà-

÷åíèé â ÿ÷åéêàõ èñõîäíîé ìàòðèöû, ÷åì áûëè ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè

ôóíêöèîíàëà, íå ó÷èòûâàþùåãî òèï èñõîäíûõ äàííûõ.
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1 Ââåäåíèå

1.1 Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè

Çàäà÷è êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè ñòàëè àêòóàëüíû â êîíöå 80-õ ãîäîâ, êîãäà

ïîÿâèëèñü ïîòðåáíîñòè â ýôôåêòèâíîì èñïîëüçîâàíèè èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè êëè-

åíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ áèçíåñ � çàäà÷, òàêèõ êàê ïåðñîíàëèçàöèÿ óñëóã è íàïðàâëåííûé

ìàðêåòèíã. Â îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè ëåæèò ïðåäïîëî-

æåíèå î òîì, ÷òî ñõîæèå êëèåíòû èíòåðåñóþòñÿ ñõîæèìè îáúåêòàìè. Ïðåäïî÷òåíèÿ

ñõîæèõ êëèåíòîâ îïðåäåëÿþò âîçìîæíûå èíòåðåñû äàííîãî êëèåíòà è ïîçâîëÿþò

ñîñòàâèòü ñïèñîê îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîãóò åãî çàèíòåðåñîâàòü.

Íåêîòîðûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü òåìàòèêó èíòåðåñîâ êàæäîãî êëèåíòà,

à ìåòîäû ïîñëåäíèõ ëåò ìîãóò ó÷èòûâàòü íå òîëüêî âçàèìîñâÿçü êëèåíòîâ è îáú-

åêòîâ (êîëè÷åñòâî ïîñåùåíèé òîãî èëè èíîãî ñàéòà, ðåéòèíãè è ò.ï.), íî è äðóãèå

ôàêòîðû, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü âàæíûìè ïðè îòñóòñòâèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà

èíôîðìàöèè â îöåíêå. Ïîä îöåíêîé ïîíèìàåòñÿ èíôîðìàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ çàïîë-

íåíèå ÿ÷ååê èñõîäíîé ìàòðèöû ¾êëèåíòû � îáúåêòû¿. Ýòî ìîæåò áûòü ïîñåùåíèå

ñàéòà (î÷åâèäíî, êàæäûé êëèåíò íå ìîæåò ïîñåòèòü âåñü îãðîìíûé ñïåêòð ñàéòîâ,

êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò â ìàòðèöå), õàðàêòåðèñòèêà êà÷åñòâà ôèëüìà è ò.ï. Èòàê, íå

âñå îáúåêòû îöåíåíû êëèåíòîì, è â ìàòðèöå ¾êëèåíòû � îáúåêòû¿ åñòü ïðîïóñ-

êè. Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ â êàêîé-òî ìåðå âîñïîëíÿåò îòñóòñòâèå çíà÷åíèé â

ÿ÷åéêàõ ìàòðèöû. Ìåòîäû íà÷èíàþò ó÷èòûâàòü òàêèå ôàêòîðû, êàê âîçðàñò êëèåí-

òà, åãî ðàáîòà è ò.ä., èëè äëÿ îáúåêòà � æàíð ôèëüìà, åãî ðåæèññåð è ò.ä.

Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè, îñíîâàííûå íà

îñîáåííîñòÿõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè, ñõîäñòâàõ âåêòîðîâ è ñòàòèñòè-

÷åñêèõ Áàéåñîâñêèõ ìåòîäàõ, áûëè ïðåäëîæåíû äîâîëüíî äàâíî (Breese et al., 1998

[8], Heckerman et al., 2000 [17]). Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàííûõ ìåòîäîâ êëè-

åíòó âûäàâàëñÿ óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê îáúåêòîâ (ðåñóðñîâ), îöåíåííûõ ÷åðåç âåðî-

ÿòíîñòü. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïîëó÷èëè ìåòîäû, îñíîâàííûå íà

ðåãóëÿðèçàöèè (îñíîâîïîëîæíèêè Srebro è Jaakkola, 2003 [22]).

Îñíîâíîé ìèíóñ ïðåäûäóùèõ ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ïîïûòêàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ êîë-

ëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè, ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äîñòóïíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
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âûÿâëåííûå èíòåðåñû êëèåíòîâ, è íå èñïîëüçóåòñÿ íèêàêàÿ âíåøíÿÿ èíôîðìàöèÿ.

Â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ÷åðåç ÷àñòè÷íî çàïîëíåííóþ ìàòðèöó ïðåä-

ïî÷òåíèé, â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðîêà � ñóáúåêò (êëèåíò), êàæäûé ñòîëáåö � îáú-

åêò (êíèãà, ôèëüì è ò.ï.), à ýëåìåíòû ìàòðèöû � îöåíêè ñóáúåêòîâ, äàííûå îáúåê-

òàì, íàïðèìåð, ðåéòèíãè. Ïîñêîëüêó íèêàêàÿ âíåøíÿÿ èíôîðìàöèÿ íè î ñóáúåêòàõ,

íè îá îáúåêòàõ íå äàíà, çàïîëíåíèå ïðîïóñêîâ â ìàòðèöå ïðîèñõîäèò èñõîäÿ èç èìå-

þùèõñÿ ýëåìåíòîâ (ðåéòèíãîâ), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ôàêòû ïîêóïêè ïðîäóêöèè,

ïîñåùåíèÿ èëè èñïîëüçîâàíèÿ ñàéòîâ è ò.ï.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñêàçàíèÿ áûëè ïîëåçíûìè, íåêîòîðûå ìåòîäû èçó÷àþò ôàê-

òîðû íàëè÷èÿ ñâÿçè ìåæäó ñóáúåêòàìè è îáúåêòàìè. Ñàìîå èçâåñòíîå äîïóùåíèå

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ïðåäïî÷òåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåáîëüøîãî êî-

ëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ (features) êàê äëÿ ñóáúåêòîâ, òàê è äëÿ îáúåêòîâ, òàê êàê èìåííî

íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ çàïîëíåíèÿ ïðîïóñ-

êîâ â èñõîäíîé ìàòðèöå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàòðèöû íåáîëüøîãî ðàí-

ãà, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò ÷àñòè÷íî çàïîëíåííóþ èñõîäíóþ ìàòðèöó (Srebro and

Jaakkola, 2003 [22]). Âûáðàííûé ðàíã ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ðåãóëÿðè-

çàöèè â ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü äîïóñêàåòñÿ îãðàíè÷åíèå â ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ïðåäîò-

âðàùåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ. Ïðèìåðàìè ðåãóëÿðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ââåäåíèå øòðàôíûõ

ôóíêöèé çà ñëîæíîñòü ìîäåëè, îãðàíè÷åíèå ïî íîðìå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàäà-

÷à ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé è íåâûïóêëîé, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé èçâåñòíî òîëüêî íåñêîëü-

êî ýâðèñòèê, ïðåäëîæåííûõ â [22].

Àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è ñòàëî øòðàôîâàíèå èñõîäíîé ìàòðèöû

÷åðåç ñóììó åå ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé (Srebro et al., 2005 [25]). Ïðåèìóùåñòâî ðåãó-

ëÿðèçàöèè, ñâÿçàííîé ñ îãðàíè÷åíèåì íà ñóììó ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû, â

òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè, êîíå÷íîå ðåøåíèå áó-

äåò èìåòü íåáîëüøîé ðàíã (Fazel et al., 2001 [9], Bach, 2008 [5]). Âàæíîå îãðàíè÷åíèå

ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ ðåãóëÿðèçàöèþ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè íå ó÷èòûâàþò ÷àñòî

äîñòóïíóþ âíåøíþþ èíôîðìàöèþ î êëèåíòàõ è îáúåêòàõ (attributes), êîòîðàÿ ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ èíôîðìàöèÿ

î÷åíü ïîëåçíà ïðè ôîðìèðîâàíèè çàêëþ÷åíèÿ î ïðåäïî÷òåíèÿõ êëèåíòîâ, îñîáåííî
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äëÿ ñóáúåêòîâ è îáúåêòîâ ñ ìàëåíüêèì ÷èñëîì ñâÿçåé (ðåéòèíãîâ). Íàïðèìåð, íåëüçÿ

ðàññìàòðèâàòü êëèåíòû è îáúåêòû áåç íàëè÷èÿ àïðèîðíûõ ðåéòèíãîâ â êëàññè÷åñêîé

ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè, â òî âðåìÿ êàê äîïîëíèòåëüíàÿ

èíôîðìàöèÿ î íèõ ìîãëà áû äàòü ïðåäâàðèòåëüíîå çàêëþ÷åíèå î ïðåäïî÷òåíèÿõ.

Èñïîëüçîâàíèå ñïåêòðàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè (Jacob Abernethy et al., 2008 [3]) ïîç-

âîëÿåò ó÷èòûâàòü âíåøíþþ èíôîðìàöèþ. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ óæå íå ÷åðåç ìàò-

ðè÷íîå ðàçëîæåíèå, à ÷åðåç ââåäåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èç ïðîñòðàíñòâà êëèåí-

òîâ â ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ áèëèíåéíîé ôîðìû ìåæ-

äó êëèåíòàìè è îáúåêòàìè. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè, ïîçâîëåíî ðàáîòàòü

ñ áåñêîíå÷íûìè ðàçìåðíîñòÿìè, à ïðîèçâîëüíî âûáðàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ

ìîæåò îïèñûâàòüñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ÿäðà. Âûáîð ÿäðà � âàæíàÿ çàäà÷à êàê äëÿ

êëèåíòîâ, òàê è äëÿ îáúåêòîâ. Ïðè óäà÷íîì âûáîðå ÿäðà ìåòîäû ñïåêòðàëüíîé ðåãó-

ëÿðèçàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ìàøèííîãî

îáó÷åíèÿ.

1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìåòîäû êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè (CF) èñïîëüçóþòñÿ â ðåêîìåíäóþùèõ ñè-

ñòåìàõ è ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ âçàèìîîòíîøåíèÿìè ñ êëèåíòàìè (CRM) äëÿ àâòîìà-

òè÷åñêîãî ôîðìèðîâàíèÿ ïåðñîíàëüíûõ ïðåäëîæåíèé.

Öåëüþ ðåêîìåíäóþùèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëåíèå ñïèñêà îáúåêòîâ, êîòîðûé

ñîîòâåòñòâóåò èíòåðåñàì êëèåíòà, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîìî÷ü êëèåíòó âûáðàòü îáúåêò

èç îãðîìíîãî ìíîæåñòâà âàðèàíòîâ. Òàêèå ñèñòåìû èìåþò îãðîìíóþ âàæíîñòü â òà-

êèõ ïðèëîæåíèÿõ, êàê ýëåêòðîííàÿ òîðãîâëÿ ÷åðåç Èíòåðåíåò, ñåðâèñû, îñíîâàííûå

íà ïîäïèñêå, â êîòîðûõ ïîäïèñêà îïðåäåëÿåò, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ è íà êàêîå óñòðîé-

ñòâî áóäåò ïîñëàíà àáîíåíòó óâåäîìëÿþùèì ïðèëîæåíèåì. Ðåêîìåíäóþùèå ñèñòåìû,

êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü êëèåíòó èíäèâèäóàëüíûå ïðåäëîæåíèÿ, çíà÷èòåëüíî

ïîâûøàþò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êëèåíò ñîâåðøèò ïîêóïêó. Èíäèâèäóàëüíûå ðåêî-

ìåíäàöèè âàæíû â ìàãàçèíàõ, â êîòîðûõ ìíîãî íåäîðîãèõ èëè îäèíàêîâî ñòîÿùèõ

òîâàðîâ. Ðåêîìåíäóþùèå ñèñòåìû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ òàêèìè ó÷àñòíèêàìè ýëåê-

òðîííîé òîðãîâëè, êàê Amazon è Net�ix, à Net�ix äàæå îðãàíèçîâàë êîíêóðñ äëÿ

óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðåêîìåíäóþùåé ñèñòåìû. Îäíàêî èçâåñòíî î÷åíü ìàëî èíôîð-
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ìàöèè îá èíòåðåñàõ êëèåíòà. Äîáàâëÿþòñÿ íîâûå òîâàðû, êëèåíòû, êëèåíòû ïîêó-

ïàþò íîâûå òîâàðû, òàêèì îáðàçîì ðàñøèðÿÿ ñïèñîê ñâîèõ èíòåðåñîâ. Äëÿ ñîçäàíèÿ

õîðîøåé ðåêîìåíäóþùåé ñèñòåìû òðåáóåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ìîæåò ýôôåêòèâíî äî-

áàâëÿòü êëèåíòîâ, îáúåêòû, íàðàùèâàòü èíôîðìàöèþ î êëèåíòàõ, ïîëó÷àòü õîðîøèé

ïðîãíîç. ×àñòî êëèåíò ñòàâèò ðåéòèíã îáúåêòó, íàïðèìåð, ôèëüìó. Äëÿ óëó÷øåíèÿ

êà÷åñòâà ïðîãíîçà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ çíàíèåì î òèïå âõîäíîé èíôîðìàöèè.

Èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà Y , ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò n êëè-

åíòàì, ñòîëáöû � d îáúåêòàì. Â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåíèÿ îáúåêòàìè ìîãóò áûòü

òîâàðû, óñëóãè, äîêóìåíòû, è ò. ï. Êàæäàÿ çàïîëíåííàÿ ÿ÷åéêà ìàòðèöû ñîäåðæèò

èíôîðìàöèþ îá èñïîëüçîâàíèè äàííûì êëèåíòîì äàííîãî îáúåêòà. Ýòî ìîæåò áûòü

îòìåòêà î ïîñåùåíèè, âûñòàâëåííûé êëèåíòîì ðåéòèíã, çàïëà÷åííàÿ èì ñóììà, è ò. ä.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëèåíòà ñïðîãíîçèðîâàòü îöåíêè

ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè îáúåêòîâ ïî âñåì íåçàïîëíåííûì ÿ÷åéêàì â ñòðîêå ìàòðèöû Y .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî âûäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êëèåíòîâ ñî ñõîæèìè ïðåäïî-

÷òåíèÿìè (êîëëàáîðàöèÿ).

Âàæíî, ÷òîáû ìåòîä óäîâëåòâîðÿë òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ìåòîäàì CF:

• Èíêðåìåíòíîñòü � ýôôåêòèâíîå äîáàâëåíèå ñòðîê, ñòîëáöîâ è ÿ÷ååê â Y ;

• Ñòðîèòü ìîäåëü, ó÷èòûâàÿ òèï äàííûõ (ïîðÿäêîâûå / âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ

â Y );

• Âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèé ïðè ðàçðåæåííîé Y ;

• Íàõîäèòü ñõîäñòâî (êîððåëÿöèþ) ìåæäó ïðîôèëÿìè (ñæàòûìè îïèñàíèÿìè)

êëèåíòîâ, ïðîôèëÿìè îáúåêòîâ, ïðîôèëÿìè êëèåíòîâ è îáúåêòîâ.

Öåëüþ ðàáîòû ñòàëà ðàçðàáîòêà ìåòîäà, ãèáêîãî ê äîáàâëåíèþ êëèåíòîâ, îáú-

åêòîâ, à òàêæå ïîçâîëÿþùåãî ñïðîãíîçèðîâàòü èíòåðåñû êëèåíòà, ó÷èòûâàÿ îñîáåí-

íîñòü âõîäíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ

ýëåìåíòîâ Y .

Ïðîñòûå ìåòîäû CF, îñíîâàííûå íà ïîèñêå êîððåëÿöèé ìåæäó êëèåíòàìè (user �

based) èëè îáúåêòàìè (item � based), íåýôôåêòèâíû ïî âðåìåíè è ïî ïàìÿòè, ïî-

ñêîëüêó îíè òðåáóþò õðàíåíèÿ âñåé ìàòðèöû Y . Ýòèõ íåäîñòàòêîâ ëèøåíû ìåòî-

äû ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ SVD [6], íåîòðèöàòåëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ
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NNMF [20] è âåðîÿòíîñòíîãî ëàòåíòíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà PLSA [12], ïîçâî-

ëÿþùèå ôîðìèðîâàòü ñæàòûå îïèñàíèÿ (ïðîôèëè) êëèåíòîâ è îáúåêòîâ. Â ñîâðå-

ìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ê ìåòîäàì CF ïðåäúÿâëÿåòñÿ òàêæå òðåáîâàíèå

èíêðåìåíòíîñòè: ìåòîä äîëæåí ýôôåêòèâíî ïåðåñ÷èòûâàòü õðàíèìóþ èíôîðìàöèþ

â ñëó÷àÿõ ïîÿâëåíèÿ (1) íîâîãî êëèåíòà èëè îáúåêòà è (2) íîâîãî çíà÷åíèÿ â ÿ÷åé-

êå ìàòðèöû Y . Îáû÷íî â ðàáîòàõ ïî CF ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäèí èç ýòèõ äâóõ

òèïîâ èíêðåìåíòíîñòè.

Â ðàáîòàõ Brand [6], [7] ýôôåêòèâíî äîáàâëÿþòñÿ îáúåêòû è ýëåìåíòû ìàòðèöû Y .

Â ðàáîòå [28] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ýôôåêòèâíî äîáàâëÿþùèé òîëüêî êëèåíòîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå èíêðåìåíòíûå ìåòîäû CF, è ïðåäëà-

ãàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé îáúåäèíÿåò îáà òèïà èíêðåìåíòíîñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè ðà-

áîòû ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü ñîâìåñòíî ôîðìóëû èíêðåìåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ êîð-

ðåëÿöèè Ïèðñîíà (IPC) [24] è èíêðåìåíòíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (ISVD) [7].

Ïðè èçìåíåíèè îäíîé ÿ÷åéêè ìàòðèöû Y ïîëó÷åíà ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ñõîäñòâà

ìåæäó êëèåíòàìè ïðè ïðèìåíåíèè èíêðåìåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè Ïèðñî-

íà (IPC) [24]. Ðàçáèåíèå ôîðìóëû íà ÷àñòè è õðàíåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí

ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ñõîäñòâà êëèåíòîâ è îáúåêòîâ. Ïðè äî-

áàâëåíèè êëèåíòà èëè îáúåêòà ïðèìåíÿåòñÿ èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

(ISVD) [7], â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ íîâîå SVD äëÿ Yn×d = Un×rSr×r(R
T )r×d.

Ìàòðèöà US, ñîäåðæàùàÿ ïðîôèëè êëèåíòîâ, èñïîëüçóåòñÿ â ôîðìóëå IPC. Ýôôåê-

òèâíîå âû÷èñëåíèå íîâîé ñòðîêè ìàòðèöû U , îòâå÷àþùåé äîáàâëåííîìó êëèåíòó,

ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü IPC äëÿ US ïàðàëëåëüíî ñ ïîëó÷åíèåì ISVD. Îöåíèì ñëîæ-

íîñòü âû÷èñëåíèé. Ïóñòü k � ÷èñëî êëèåíòîâ, èìåþùèõ õîòÿ áû ñ îäíèì äðóãèì

êëèåíòîì îáùèé îáúåêò, n′: n′ ≪ n � ÷èñëî êëèåíòîâ, ñ êîòîðûìè äàííûé êëèåíò

èìååò õîòÿ áû îäèí îáùèé îáúåêò, d′: d′ ≫ d � êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, íå îöåíåí-

íûõ äàííûì êëèåíòîì, íî îöåíåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì èç áëèçêèõ ê íåìó

êëèåíòîâ. Ìåòîä íå òðåáóåò õðàíåíèÿ âñåé ìàòðèöû Y . Îáúåì õðàíèìûõ äàííûõ

O(n + kn′ + (n + d)r). Äîáàâëåíèå êëèåíòà òðåáóåò O((nr + d)r) îïåðàöèé, äîáàâëå-

íèå îáúåêòà � O((nr + d)nr) îïåðàöèé, ìîäèôèêàöèÿ ÿ÷åéêè ìàòðèöû Y � O(n′d′)

îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé èíêðåìåíòíûé ìåòîä CF äîñòàòî÷íî ýô-

ôåêòèâåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèÿõ.
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Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü èíêðåìåíòíûå ìåòîäû ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-

íèÿ, îñíîâàííûå íà îáîáùåííîì àëãîðèòìå îáó÷åíèÿ Õåááà [14]. Äàííûé àëãîðèòì èñ-

ïîëüçóåò øàãè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, à òàêæå ïîçâîëÿåò áðàòü äëÿ âû÷èñëåíèé òîëüêî

íåïóñòûå ÿ÷åéêè èñõîäíîé ìàòðèöû Y . Ââîäèòñÿ ôóíêöèîíàë, ïîçâîëÿþùèé ó÷åñòü

èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî â ÿ÷åéêàõ Y íàõîäÿòñÿ ïîðÿäêîâûå çíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, ðåé-

òèíãè). Ïîäáèðàþòñÿ ïàðàìåòðû äëÿ óìåíüøåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ îøèáîê ìåæäó

çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ìîäåëüþ, è ðåàëüíûìè äàííûìè. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèé

íà ñàìè ïàðàìåòðû íå íàêëàäûâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè,

êîãäà ýëåìåíòàìè Y ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâûå èëè âåùåñòâåííûå äàííûå.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ âûÿâëåíî, ÷òî âîçìîæíî äîáàâëÿòü êëèåíòîâ, íå ìî-

äèôèöèðóÿ ïðîôèëè (ñæàòûå îïèñàíèÿ) îáúåêòîâ. Îáúåì äàííûõ âëèÿåò íà ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà êëèåíòîâ (ñòðîê Y ) ðàñòåò ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà (îò 1000 èòåðàöèé ïðè 600 êëèåíòàõ äî 40 � íà 940-ì êëèåíòå).

Íèæå îïèñàíû öåëè è ïðîáëåìû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîëëàáî-

ðàòèâíîé ôèëüòðàöèèè. Òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè

íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé. Â ðàçäåëå 2 ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ïîäõîä, îñíî-

âàííûé íà âû÷èñëèòåëüíîé ôîðìóëå êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíêðå-

ìåíòíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñîâìåñòíûé àëãîðèòì èíêðåìåíò-

íîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîé ôîðìóëû êîððåëÿöèè Ïèðñîíà.

Ðàçäåë 3 ôîðìóëèðóåò îáîáùåííûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ Õåááà, îïèñûâàåò ïîäõîäû

ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïîðÿäêîâûìè äàííûìè â Y . Ðàçäåë 4 îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíò.

1.3 Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ââåäåì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàáîòå.

n � ÷èñëî êëèåíòîâ;

d � ÷èñëî îáúåêòîâ;

Yn×d � ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà èñõîäíûõ äàííûõ;

Ŷn×d � ìàòðèöà íåáîëüøîãî ðàíãà, àïïðîñèìèðóþùàÿ ìàòðèöó Y ;

Un×L � ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ ïðîôèëÿì êëèåíòîâ;

RL×d � ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ ïðîôèëÿì îáúåêòîâ;

L � ÷èñëî ôàêòîðîâ;
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Ω ⊆ {1, ..., n} × {1, ..., d} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íåïóñòûõ ýëåìåíòîâ Y .

1.4 Çàäà÷à êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè. Ñòðóêòóðà èñõîä-

íûõ äàííûõ

Çàäà÷è êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â òðåõ îñíîâíûõ àñïåêòàõ:

1. âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è [21];

2. ìàòðè÷íîå ðàçëîæåíèå íàèìåíüøåãî ðàíãà [25];

3. ñïåêòðàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ � êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ, èñïîëüçóþùàÿ òåíçîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå êàê ñðåäñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿäåð â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ [4].

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ.

1.5 Öåëè, ïðîáëåìû êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî ñóáúåêòîâ (êëèåíòîâ � users), R � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ

(items), Y � õàðàêòåðèñòèêà îöåíêè ðåñóðñîâ êëèåíòàìè (ôàêò âçàèìîäåéñòâèÿ �

ðåéòèíãè, ÷àñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñà è ò.ï.).

Òîãäà èñõîäíûå äàííûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîòîêîëà � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè çàïèñåé: D = (ui, ri, yi)
l
i=1 ⊂ U ×R× Y , ãäå l � êîëè÷åñòâî çàïèñåé â ïðîòî-

êîëå [21]. Ïðîòîêîëû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìàòðèöû ðàçìåðà |U | × |R| ñ ïîìîùüþ

íåêîòîðîé ôóíêöèè àãðåãèðîâàíèÿ aggr, çàâèñÿùåé îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è è îïèñàíèÿ

äàííûõ: F = [fur], ãäå fur = aggr((ui, ri, yi) ⊂ D|ui = u, ri = r). Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû

ìîãóò áûòü ðåéòèíãè, ÷àñòîòà ïîñåùåíèÿ îáúåêòà êëèåíòîì è ò.ï.

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå èç öåëåé êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè:

• ïðîãíîçèðîâàíèå íåçàïîëíåííûõ ÿ÷ååê ìàòðèöû ¾êëèåíòû � îáúåêòû¿;

• îöåíêà ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëèåíòàìè ρ(ui, uj), ìåæäó îáúåêòàìè

ρ(ri, rj) è êëèåíòàìè è îáúåêòàìè ñîîòâåòñòâåííî ρ(u, r);

• âûÿâëåíèå èíòåðåñîâ êëèåíòîâ;
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• èçó÷åíèå àêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ â çàâèñèìîñòè îò

âíåøíåé èíôîðìàöèè è ò.ä.

Î÷åíü ÷àñòî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñïèñîê îáúåêòîâ, ¾áëèçêèõ¿ êëèåíòó, íàéòè

êëèåíòîâ ñî ñõîæèìè èíòåðåñàìè, âûäàòü îáúåêòû, êàêèì-òî îáðàçîì ðîäñòâåííûå

äàííîìó èñõîäíîìó îáúåêòó.

Èòàê, êîëëàáîðàòèâíàÿ ôèëüòðàöèÿ îöåíèâàåò ïðåäïî÷òåíèÿ êëèåíòîâ, ñõîäñòâî

îáúåêòîâ è êëèåíòîâ ïî âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñîáîé. Äàííûå î ïðåäïî÷òåíèÿõ êëèåí-

òîâ ìîãóò áûòü äîñòóïíû êàê â ÿâíîì, òàê è íåÿâíîì âèäå. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáúåêòû

îöåíèâàþòñÿ êëèåíòàìè. Êëèåíòû ìîãóò âûñòàâëÿòü ðåéòèíãè ïî ðàçíûì øêàëàì,

íàïðèìåð, îò 1 äî 5. Âî âòîðîì ñëó÷àå êëèåíòû íå îöåíèâàþò îáúåêòû â ÿâíîì âè-

äå. Ðåéòèíãè ïî îáúåêòàì (íàïðèìåð, ðåñóðñàì) îïðåäåëÿþòñÿ, íàïðèìåð, óñëîâèåì,

ïîñåòèë êëèåíò ñàéò èëè íåò (ýòî ìîæåò äåëàòü ñàìà ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêè). Âñëåä-

ñòâèå ýòîãî, ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòîì ìàòðèöû ¾êëèåíòû � îáúåêòû¿ ñòàíîâèòñÿ

1 èëè 0.

Ñàì ïðîöåññ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà 2 ôàçû: ôà-

çà ìîäåëèðîâàíèÿ è ôàçà ðåêîìåíäàöèè. Òå àëãîðèòìû, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ îáîéòè

ïåðâóþ ôàçó, îòíîñÿòñÿ ê àëãîðèòìàì, íàçûâàþùèìñÿ àíàìíåñòè÷åñêèìè (memory �

based), íàïðèìåð, àëãîðèòì áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Âûäåëèì 3 ïðîáëåìû êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè:

1. ïðîáëåìà ðàçðåæåííîñòè äàííûõ;

2. ïðîáëåìà ìàñøòàáà âû÷èñëåíèé;

3. ïðîáëåìà èñïîëüçîâàíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè.

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè â Y áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðî-

ïóñêîâ, ìîæåò ðåøàòüñÿ ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ äðóãèõ äàííûõ, íàïðèìåð, ñîäåð-

æàíèÿ îáúåêòîâ (àòðèáóòîâ), èãðàþùèõ çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ìåòîäàõ ñïåêòðàëüíîé

ðåãóëÿðèçàöèè [2], à òàêæå êëàñòåðèçàöèè êëèåíòîâ è/èëè îáúåêòîâ è óìåíüøåíèè

ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé ìàòðèöû.

Íåëüçÿ èçáåæàòü ïðîáëåìû ðîñòà âû÷èñëåíèé. Â ñîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðè-

ëîæåíèÿõ äàííûå ïîñòîÿííî îáíîâëÿþòñÿ � äîáàâëÿþòñÿ íîâûå êëèåíòû, îáúåêòû,
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ìîäèôèöèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ â îòäåëüíûõ ÿ÷åéêàõ ìàòðèöû.

Îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â êîëëàáîðàòèâ-

íîé ôèëüòðàöèè, ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì k � áëèæàéøèõ ñîñåäåé (îöåíèâàþòñÿ íàèáîëåå

áëèçêèå êëèåíòû äëÿ èñõîäíîãî êëèåíòà). Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïîëíèòü ïðîïóñêè â Y ,

ïðèìåíÿåòñÿ óñðåäíåíèå ðåéòèíãîâ ¾áëèçêèõ¿ êëèåíòîâ ïî äàííîìó îáúåêòó. Òàê-

æå âîçìîæíî âû÷èñëåíèå âçâåøåííûõ ñðåäíèõ è êîððåëÿöèè äëÿ ðàçíûõ îáúåêòîâ è

îòäåëüíûõ êëèåíòîâ. Åùå îäíèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå èíòåðåñîâ êëèåí-

òà ÷åðåç ïðèçíàêîâûé âåêòîð. Òîãäà îáúåêòû ñòàíîâÿòñÿ ïðèçíàêàìè, à îòâå÷àþùèå

èì ðåéòèíãè � èõ ïðèçíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü

ïðèìåíåíà äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ êëèåíòó u ðåéòèíãà íåêîòîðîãî îáúåêòà r [15]:

pur = ȳu + k
∑
v∈U

w(u, v)(yvr − ȳv)

ãäå w(u, v) � âåñà, êîòîðûå òåì áîëüøå, ÷åì ¾áëèæå¿ êëèåíòû u è v (íàèáîëåå êîð-

ðåëèðîâàííûå), ȳu � ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåéòèíãà, äàííîå êëèåíòîì u, yvr � ðåéòèíã

îáúåêòà r, äàííûé êëèåíòîì v, k � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îò ñïî-

ñîáà âûáîðà âåñîâ. Ïðåäñòàâëÿÿ ïðèçíàêîâûé âåêòîð, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé

ðàçðåæåííîñòè, òàê êàê ìíîãèå îáúåêòû êëèåíòîì íå îöåíåíû. Åñëè íåò äîñòóïíûõ

ðåéòèíãîâ ïî îáúåêòó r, òîãäà çíà÷åíèåì êîìïîíåíòû âåêòîðà êëèåíòà, îòâå÷àþùåé

äàííîìó îáúåêòó, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåéòèíãà, äàííîå êëèåíòîì u.

Ïîäñ÷åòû âåñîâ ìîãóò ïðîèçâîäèòüñÿ ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ êîñèíóñîâ óãëîâ ìåæ-

äó ïðèçíàêîâûìè âåêòîðàìè [15]:

w(u, v) =

∑
r∈R

yuryvr√ ∑
r∈R1

y2ur
∑
r∈R2

y2vr

Âåñà òàêæå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â òåðìèíàõ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà: 1 � ïîëî-

æèòåëüíàÿ âçàèìîñâÿçü, -1 � îòðèöàòåëüíàÿ, 0 � íåò ñâÿçè [15]:

w(u, v) =

∑
r∈R′

(yur − yu)(yvr − yv)√∑
r∈R′

(yur − yu)
2
∑
r∈R′

(yvr − yv)
2
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Èç-çà ðàçðåæåííîñòè âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò ìàëî îáúåêòîâ, êîòîðûå áûëè îöåíå-

íû ìíîãèìè êëèåíòàìè, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ êîððåëÿöèþ Ïèðñîíà, ìû ñòàëêèâàåìñÿ

ñ ïðîáëåìîé íåâèäèìûõ äëÿ íàñ òðàíçèòèâíûõ ñâÿçåé. Âìåñòî òîãî ÷òîáû èñêàòü

¾ïåðåñå÷åíèÿ¿ êëèåíòîâ ïî îáúåêòàì, ìîæíî áðàòü èõ îáúåäèíåíèå è çàïîëíÿòü ïðî-

ïóùåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà íåêîòîðûìè ïðåäîïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðîïó-

ùåííûå ðåéòèíãè òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñêàçàíû êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåéòèíãîâ ïî

îáúåêòàì, êîòîðûå ¾áëèçêè¿.

1.6 Êîëëàáîðàòèâíàÿ ôèëüòðàöèÿ íà îñíîâå ìàòðè÷íûõ ðàç-

ëîæåíèé

Äëÿ n êëèåíòîâ è d îáúåêòîâ èñïîëüçóåòñÿ L � ôàêòîðíàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëåí-

íàÿ ìàòðèöåé Un×L, â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðîêà îòâå÷àåò ñèëå ñâÿçè êëèåíòà ñ êàæäûì

ôàêòîðîì, è ìàòðèöåé RL×d, ñòîëáöû êîòîðîé îòâå÷àþò ñèëå ñâÿçè îáúåêòà ñ êàæ-

äûì ôàêòîðîì. Ìàòðèöû, äîïóñêàþùèå òàêîå ðàçëîæåíèå, èìåþò ðàíã íå áîëåå, ÷åì

L. Ìàòðèöà ïðåäïî÷òåíèé (ðåéòèíãîâ) Y àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìàòðèöåé Ŷ ìåíüøåãî

ðàíãà, ãäå Ŷ = UR . Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû Ŷ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ŷij =
L∑
l=1

uilrlj. Ýòî è åñòü ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ ÷åðåç ïðîôèëè êëèåíòîâ è

îáúåêòîâ.

Òàêæå êàæäàÿ ÿ÷åéêà Y ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â àíàëîãè÷íîì âèäå, ãäå â

ôîðìóëó äîáàâëÿåòñÿ sl � âàæíîñòü l-îãî ôàêòîðà: ŷij =
L∑
l=1

uilslrlj, ãäå

l � ôàêòîð (íàïðèìåð, òåìà); L � ìíîæåñòâî ôàêòîðîâ;

sl � âàæíîñòü l-îãî ôàêòîðà;

uil � ýëåìåíò ïðîôèëÿ i-ãî êëèåíòà (ñèëà ñâÿçè i-ãî êëèåíòà è l-ãî ôàêòîðà);

rlj � ýëåìåíò ïðîôèëÿ j-ãî îáúåêòà (ñèëà ñâÿçè j-ãî îáúåêòà è l-ãî ôàêòîðà).

1.7 Àëãîðèòìû, äîïóñêàþùèå îãðàíè÷åíèå íà íîðìó ñëåäà

ìàòðèöû â çàäà÷àõ êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè

Èòàê, âåðíåìñÿ ê òî÷íîé ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è êîëëàáîðàòèâíîé

ôèëüòðàöèè. Ìàòðèöà îöåíîê îáúåêòîâ (ðåéòèíãîâ) Y àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìàòðèöåé Ŷ

ìåíüøåãî ðàíãà. Ìàòðèöà Ŷ , ìèíèìèçèðóþùàÿ êâàäðàò ñóììû ðàññòîÿíèé äî ïîë-
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íîñòüþ çàïîëíåííîé ìàòðèöû Y , ýôôåêòèâíî íàõîäèòñÿ ÷åðåç ãëàâíûå ñèíãóëÿðíûå

÷èñëà Y . Îäíàêî â êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè ìàòðèöà Y îáû÷íî íå çàïîëíåíà

ïîëíîñòüþ, íàõîæäåíèå ìàòðèöû Ŷ ïóòåì ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ óñëîæíÿåòñÿ,

òàê êàê ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

∥Y − UR∥2 =
∑
i,j

(
yij −

∑
l

uilrlj

)2

→ min
U,R

ïðèõîäèòñÿ áðàòü ñóììó íå ïî âñåì èíäåêñàì i è j. Íàõîæäåíèå àïïðîêñèìàöèè

ñòàíîâèòñÿ î÷åíü òðóäíîé çàäà÷åé ñ ìíîæåñòâîì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Íåêîòîðûå

ýâðèñòèêè ïðåäëàãàþò Srebro and Jaakkola, 2003 [22]. Ýòó ïðîáëåìó î÷åíü èíòåðåñíî

ðåøàþò Alex Kleeman, Nick Hendersen è Sylvie Denuit â ñòàòüå ¾Matrix Factorization

for Collaborative Prediction¿ [19]. Ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿð-

íîå ðàçëîæåíèå (ïîñòåïåííî íàðàùèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âåêòîð � ñòîëáöîâ çíà÷åíèé,

ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ òàêîå íàçâàíèå). Â ñâîåé ðàáîòå àâòîðû îïèðàþòñÿ íà ðåçóëüòà-

òû [22], ïîýòîìó îáðàòèìñÿ âíà÷àëå ê èñòî÷íèêó. Äàæå åñëè ìàòðèöà Y ïîëíîñòüþ

èçâåñòíà, íàõîæäåíèå ìàòðèöû Ŷ � íåâûïóêëàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñ ìíî-

ãî÷èñëåííûìè ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè. Óæå îïèñàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàí-

íîé çàäà÷è � èñïîëüçîâàíèå íåìíîãî÷èñëåííîñòè ïðèçíàêîâ è íåîòðèöàòåëüíîñòè

êîìïîíåíò ìàòðèö. Åãî èññëåäóþò Lee è Seung, 1999 [20]. Srebro â ñâîèõ ïîñëåäíèõ

ðàáîòàõ, íà÷èíàÿ ñ 2005 ãîäà, ïðèõîäèò ê òîìó, ÷òî ëó÷øå îãðàíè÷èâàòü íå ðàçìåð-

íîñòü ìàòðèö U è R, à èõ íîðìû [25]. Ïðè òàêîì ïîäõîäå êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ íå

îãðàíè÷èâàåòñÿ è ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì, çàòî ìèíèìèçàöèÿ íîðì ìàòðèö (ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåì ââåäåíèè íîðìû, íàïðèìåð, Ôðîáåíèóñà) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýëå-

ìåíòû íå ìîãóò áûòü î÷åíü áîëüøèìè, à çíà÷èò, âëèÿíèå ïðèçíàêà (íàïðèìåð, òåìû)

íà êëèåíòà èëè îáúåêò óìåíüøàåòñÿ. Íàïðèìåð, â ðåéòèíãàõ ôèëüìîâ áîëüøóþ ðîëü

èãðàþò ïðèçíàêè, õàðàêòåðèçóþùèå æåñòîêîñòü, ÷óòü ìåíüøóþ, îòâå÷àþùèå çà äðà-

ìàòè÷íîñòü èëè êîìè÷íîñòü, íå òàê âàæíî îôîðìëåíèå ñöåí èëè ìóçûêà (ýòè ïðè-

çíàêè ìîãóò èìåòü î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ). Ìàòåìàòè÷åñêè, îãðàíè÷åíèå íîðì

U è R ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ ñóììû ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Ŷ . Çàäà÷à

óïðîùàåòñÿ, òàê êàê ñòàíîâèòñÿ âûïóêëîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé. Èñõîäíî çàäà-

÷à ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé, äàæå åñëè ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê, íî

â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê ïîëíîñòüþ
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çàïîëíåííîé ìàòðèöû, âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè [22]. Àï-

ïðîêñèìàöèÿ ìàòðèöû Yn×d ìàòðèöåé Ŷ = UR ðàíãà L ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé çàäà÷åé

ïðîãíîçèðîâàíèÿ, åñëè îäíà èç äâóõ ìàòðèö, U èëè R, èçâåñòíà (òî åñòü îñòàåòñÿ

íàéòè òîëüêî îäíó ìàòðèöó). Â êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè íè îäíà èç ìàòðèö íå

èçâåñòíà, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ïðèçíàêîâûå âåêòîðà (ñòðîêè U), îòâå÷à-

þùèå êàæäîé ñòðîêå â Y , êîòîðûå îäíîâðåìåííî îñóùåñòâëÿþò õîðîøåå ëèíåéíîå

ïðåäñêàçàíèå îòíîñèòåëüíî âñåõ îáúåêòîâ (ñòîëáöû Y ), êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò

ñâîé ëèíåéíûé ïðåäèêòîð (ñòîëáöû R). Ñòîëáöû R îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû Y , îïèðàÿñü íà çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâûõ âåêòîðîâ â U .

2 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ôîðìóëà êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è

èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

2.1 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ôîðìóëà êîððåëÿöèè Ïèðñîíà

Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì êîëëàáîòðàòèâíîé ôèëüòðàöèè ãåíåðèðóåò ïðåäëîæåíèÿ,

êîòîðûå îñíîâàíû íà èíòåðåñàõ ïîäìíîæåñòâà êëèåíòîâ, íàèáîëåå ¾áëèçêèõ¿ èñêî-

ìîìó êëèåíòó. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñõîäñòâî ìåæäó êëèåíòàìè, áûëè ïðåäëîæåíû

ðàçëè÷íûå ìåðû ñõîäñòâà. Â êîëëàáîðàòèâíîé ôèëüòðàöèè êîððåëÿöèÿ Ïèðñîíà ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ñïîñîáîâ îöåíèâàíèÿ ñõîäñòâà sim(u, v)

ìåæäó êëèåíòàìè u, v. Îáû÷íî ìàòðèöà Y = (yur) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàçðåæåííîé,

è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êëèåíòà u áîëüøèíñòâî ýëåìåíòîâ â ñòðîêå ïóñòûå, yur = ∅, ÷òî

îáÿçàòåëüíî äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèè Ïèðñîíà:

sim(u, v) =

∑
r∈Ruv

(yur − ȳu)(yvr − ȳv)√ ∑
r∈Ruv

(yur − ȳu)2
∑

r∈Ruv

(yvr − ȳv)2
, (1)

ãäå Ruv = {r : yur ̸= ∅, yvr ̸= ∅}�ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ, êîòîðûå îöåíèëè êëèåíòû

u è v, ïðè÷¼ì, êàê ïðàâèëî, |Ruv| ≪ d; yur �ðåéòèíã, äàííûé êëèåíòîì u îáúåêòó r;

ȳu, ȳv � ñðåäíèå ðåéòèíãè êëèåíòîâ u è v.
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2.1.1 Îñíîâíàÿ èäåÿ

Êîãäà êëèåíò u äîáàâëÿåò íîâûé ðåéòèíã èëè èçìåíÿåò èìåþùèéñÿ, äîëæíû èç-

ìåíÿòüñÿ è çíà÷åíèÿ ñõîäñòâà ìåæäó ýòèì êëèåíòîì è îñòàëüíûìè. Èíêðåìåíòíîå

âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèè Ïèðñîíà [24] îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè (1) â âèäå ôóíêöèè

îò òð¼õ ïåðåìåííûõ B,C,D, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ àääèòèâíî ïî ýëåìåíòàì ìàòðè-

öû Y :

A = sim(u, v) = B/
√
CD;

B =
∑
r∈Ruv

(yur − ȳu)(yvr − ȳv),

C =
∑
r∈Ruv

(yur − ȳu)
2, D =

∑
r∈Ruv

(yvr − ȳv)
2.

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ A,B,C,D ìîæíî áûñòðî ïåðåñ÷èòàòü êàê ïîñëå çàïîëíåíèÿ

ðàíåå ïóñòîé ÿ÷åéêè ìàòðèöû Y , òàê è ïîñëå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ÿ÷åéêè, ïî îáùåé

ôîðìóëå

Anew = Bnew/
√
CnewDnew,

Bnew = B + b, Cnew = C + c, Dnew = D + d,

ãäå âåëè÷èíû b, c, d, íàçûâàåìûå èíêðåìåíòàìè, âû÷èñëÿþòñÿ ïî-ðàçíîìó â ñëó÷àÿõ

äîáàâëåíèÿ è èçìåíåíèÿ ÿ÷åéêè. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè ïî îòäåëüíîñòè.

Äîáàâëåíèå íîâîãî ðåéòèíãà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñõîäñòâî ìåæäó êëèåíòàìè u è v,

êîãäà êëèåíò v äîáàâëÿåò íîâûé ðåéòèíã äëÿ îáúåêòà r. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

• êëèåíò u óæå îöåíèë r; òîãäà B,C,D èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ȳ′v �íîâûì

ñðåäíèì ðåéòèíãîì v, äîáàâëåííûì ðåéòèíãîì v äëÿ îáúåêòà r è íîâûì êîëè-

÷åñòâîì âçàèìíî îöåíåííûõ îáúåêòîâ êëèåíòàìè u è v:

b = (yvr − ȳ′v)(yur − ȳu)−
∑
r∈Ruv

δȳv(yur − ȳu),

c = (yvr − ȳ′v)
2 +
∑
r∈Ruv

δȳ2v − 2
∑
r∈Ruv

δȳv(yvr − ȳv),

d = (yur − ȳu)
2,
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ãäå

ȳu, ȳv � ñðåäíèé ðåéòèíã êëèåíòîâ u è v;

ȳ′v =
yvr

mv+1
+ mv

mv+1
ȳv �íîâîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ðåéòèíãà àêòèâíîãî êëèåíòà v;

mv �÷èñëî îáúåêòîâ, îöåíåííûõ êëèåíòîì v;

δȳv = ȳ′v − ȳv �ðàçíîñòü òåêóùåãî è ïðåäûäóùåãî çíà÷åíèé ñðåäíåãî ðåéòèíãà

êëèåíòà v;

• êëèåíò u íå îöåíèâàë r; òîãäà B,C èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûì ñðåäíèì

ðåéòèíãîì v (â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû äëÿ èíêðåìåíòîâ âûïèñûâàþòñÿ àíàëî-

ãè÷íî):

b = −
∑
r∈Ruv

δȳv(yur − ȳu),

c =
∑
r∈Ruv

δȳ2v − 2
∑
r∈Ruv

δȳv(yvr − ȳv),

d = 0.

Èçìåíåíèå ðåéòèíãà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñõîäñòâî ìåæäó êëèåíòàìè u è v, êîãäà

êëèåíò v ìîäèôèöèðóåò ðåéòèíã äëÿ îáúåêòà r. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

• êëèåíò u óæå îöåíèë r, òîãäà B,C èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûì ñðåäíèì

ðåéòèíãîì v è äîáàâëåííûì ðåéòèíãîì v äëÿ îáúåêòà r:

b = δȳvr(yur − ȳu)−
∑
r∈Ruv

δȳv(yur − ȳu),

c = δy2vr + 2δyvr(yvr − ȳ′v) +
∑
r∈Ruv

(δȳ′v)
2 − 2

∑
r∈Ruv

δȳv(yvr − ȳv),

d = 0.

• êëèåíò u íå îöåíèâàë r , òîãäà B,C èçìåíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâûì ñðåäíèì

ðåéòèíãîì v:

b = −
∑
r∈Ruv

δȳv(yur − ȳu),

c =
∑
r∈Ruv

(δȳ′v)
2 − 2

∑
r∈Ruv

δȳv(yvr − ȳv),

d = 0.
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2.1.2 Ñîõðàíåíèå ïàðàìåòðîâ

Ñëåäóþùèå âåëè÷èíû òðåáóåòñÿ õðàíèòü è èçìåíÿòü ïðè ðàáîòå ìåòîäà:

• B,C,D äëÿ âñåõ ïàð êëèåíòîâ u, v;

• mu �êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, îöåíåííûõ êàæäûì êëèåíòîì u;

• ȳu � ñðåäíèé ðåéòèíã äëÿ êàæäîãî êëèåíòà u;

• ȳ′v �íîâîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ðåéòèíãà àêòèâíîãî êëèåíòà v:

ȳ′v =
yvr

mv+1
+ mv

mv+1
ȳv ïðè äîáàâëåíèè ðåéòèíãà,

ȳ′v =
δȳv
mv

+ ȳv ïðè ìîäèôèêàöèè ðåéòèíãà;

• δȳu = ȳ′u − ȳu �ðàçíîñòü òåêóùåãî è ïðåäûäóùåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðåéòèíãà

êëèåíòà u;

•
∑

r∈Ruv

yur,
∑

r∈Ruv

yvr � ñóììà ðåéòèíãîâ ïî îáúåêòàì, îöåíåííûì êàæäîé ïàðîé

êëèåíòîâ u, v.

2.1.3 Àëãîðèòì ¾Èíêðåìåíòíûå âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà¿

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, äîáàâëÿåòñÿ èëè ìîäèôèöèðóåòñÿ çíà÷åíèå â ÿ÷åéêå Y ,

ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Â íåì ÿâíî ïðîñìàòðèâàþòñÿ 4 ñëó÷àÿ.

Àëãîðèòì ¾Èíêðåìåíòíûå âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà¿

Âõîä: (v, r);

Âûõîä: ìîäèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå ñõîäñòâà sim(v, u);

1: åñëè äîáàâëåíèå ðåéòèíãà òî

2: äëÿ âñåõ u ∈ U

3: åñëè u óæå îöåíèë òî

4: ÄîáàâëåíèåÎö (v, r, u);

5: èíà÷å åñëè u íå îöåíèë òî

6: ÄîáàâëåíèåÍåÎö (v, r, u)

7: end åñëè
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8: end äëÿ

9: èíà÷å åñëè ìîäèôèêàöèÿ ðåéòèíãà òî

10: äëÿ âñåõ u ∈ U

11: åñëè u óæå îöåíèë òî

12: ÌîäèôèöèðîâàíèåÎö (v, r, u);

13: èíà÷å åñëè u íå îöåíèë òî

14: ÌîäèôèöèðîâàíèåÍåÎö (v, r, u)

15: end åñëè

16: end äëÿ

17: end åñëè

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà â ñëó÷àå äîáàâëåíèÿ ðåéòèíãà, îöåíåííîãî

u:

ÄîáàâëåíèåÎö (v, r, u)

y′v =
yvr

m+ 1
+

m

m+ 1
yv;

y′v = yv + hyv;

b = (yvr − ȳ′v)(yur − ȳu)−
∑
r∈Ruv

δȳv(yur − ȳu);

c = (yvr − ȳ′v)
2 +
∑
r∈Ruv

δȳ2v − 2
∑
r∈Ruv

δȳv(yvr − ȳv);

d = (yur − ȳu)
2;

B = B + b;

C = C + c;

D = D + d;

A =
B√
C
√
D

= sim(u, v);

Ruv = Ruv

∪
r;

d′ = d′ + 1;∑
r∈Ruv

yur,
∑
r∈Ruv

yvr.

{Ñîõðàíÿåòñÿ ñóììà ðåéòèíãîâ}

Äðóãèå 3 ôóíêöèè ïèøóòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.
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2.1.4 Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà

Òàêîå ðàçáèåíèå ôîðìóëû íà ÷àñòè ïðè õðàíåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí ïîâû-

øàåò ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ñõîäñòâà êëèåíòîâ è îáúåêòîâ. Âàæíûìè

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: n′ �÷èñëî êëèåíòîâ, ñ êîòîðûìè äàííûé êëèåíò

èìååò õîòÿ áû îäèí îáùèé îáúåêò, êàê ïðàâèëî, n′ ≪ n (n′ > 0�óñëîâèå, ïîçâîëÿ-

þùåå îöåíèâàòü ñõîäñòâî); d′ �÷èñëî îáúåêòîâ, íå îöåíåííûõ äàííûì êëèåíòîì, íî

îöåíåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì èç áëèçêèõ ê íåìó êëèåíòîâ, êàê ïðàâèëî, d′ ≪ d

(d′ >0�óñëîâèå òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí îáúåêò ìîæåò áûòü ðåêîìåíäîâàí äàííîìó

êëèåíòó).

Ìåòîä íå òðåáóåò õðàíåíèÿ âñåé ìàòðèöû Y . Mîäèôèêàöèÿ ÿ÷åéêè ìàòðèöû Y

òðåáóåò O(n′d′) îïåðàöèé äëÿ ïîääåðæàíèÿ ìàòðèöû ñõîäñòâ êëèåíòîâ (íå áîëåå,

÷åì n′ ñõîäñòâ íàäî ìîäèôèöèðîâàòü, è íå áîëüøå, ÷åì d′ îáúåêòîâ ïðîñìîòðåòü äëÿ

ôîðìèðîâàíèÿ ðåêîìåíäàöèé êëèåíòó). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå CF

ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé áóäåò ïîðÿäêà n2, òàê êàê íàäî äâàæäû â öèêëå ¾îáîéòè¿

âñåõ êëèåíòîâ (ðàññìîòðåòü âñå ïàðû êëèåíòîâ), è ïîòîì åùå îáúåêòû, îöåíåííûå

îáîèìè êëèåíòàìè.

2.2 Èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Âòîðîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðåäñòà-

âèòü ìàòðèöó Y â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö U è R è äèàãî-

íàëüíîé ìàòðèöû S, òàê ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà USRT = Y , UTY R = S. Äèàãîíàëü-

íûå ýëåìåíòû S íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè, à ñòîëáöû U è R�ëåâûìè è

ïðàâûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàâèì òîëüêî r íàèáîëüøèõ

ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë â S, ó U è R îñòàâèì òîëüêî ñòîëáöû, îòâå÷àþùèå ýòèì ñèíãóëÿð-

íûì ÷èñëàì. Ðåçóëüòàò ïîñëå ïðîðåæèâàíèÿ ìàòðèö U ′S ′R′T ≈ Y åñòü íàèëó÷øàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ ðàíãà r ìàòðèöû Y â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Íàñ áóäåò èí-

òåðåñîâàòü èìåííî òàêîå ðàçëîæåíèå.
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2.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ISVD

Ïóñòü USRT = Y � ðàçðåæåííîå SVD ðàíãà r ìàòðèöû Yn×d , ãäå U
TU = RTR =

I. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðîâàòü U, S,R òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü SVD

äëÿ íîâîé ìàòðèöû Y + ABT , ãäå A è B èìåþò c ñòîëáöîâ (An×c,Bd×c).

c = 1 � ÷àñòíûé ñëó÷àé. Òîãäà A è B ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè, îáîçíà÷èì èõ a è b.

Ìîäèôèêàöèÿ äàííûõ, óäàëåíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ, äîáàâëåíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ �

ñëó÷àè óìåíüøåíèÿ èëè óâåëè÷åíèÿ ðàíãà íà 1. Ïóñòü åñòü äâà âåêòîð ñòîëáöà a

è b è èçâåñòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Y = USRT , ãäå b � áèíàðíûé

âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé, êàêèå ñòîëáöû äîëæíû áûòü ìîäèôèöèðîâàíû, à a � âåêòîð,

ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ çíà÷åíèé (c), ìîäèôèêàöèè çíà÷åíèé

â âûáðàííûõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ (d), èëè èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (èçìåíåíèå

öåíòðà) (m), êîòîðîå äîëæíî áûòü âû÷òåíî èç âñåõ ñòîëáöîâ [7]. Òðåáóåòñÿ íàéòè

SVD ìàòðèöû Y + abT .

Òàáëèöà 1 . Îïåðàöèè íàä ïîñëåäíèì ñòîëáöîì èëè íàä âñåìè ñòîëá-

öàìè êàê ìîäèôèêàöèè ðàíãà 1 äëÿ SVD ìàòðèöû Y = USRT è ïîëó÷åíèå

íîâîãî SVD äëÿ Y + abT = U ′S ′R′T

Îïåðàöèÿ Èçâåñòíîå ðàçëî-

æåíèå

Òðåáóåìîå ðàçëî-

æåíèå

a b

Äîáàâëåíèå ñòîëá-

öà

US[RT 0] =

[Y 0]

U ′S ′R′T = [Y c] c [0, ..., 0, 1]T

Óäàëåíèå ñòîëáöà USRT = [Y c] U ′S ′R′T = Y −c [0, ..., 0, 1]T

Ìîäèôèêàöèÿ

çíà÷åíèé ñòîëáöà

USRT = [Y c] U ′S ′R′T = [Y d] d− c [0, ..., 0, 1]T

Èçìåíåíèå öåíòðà USRT = Y U ′S ′R′T = Y −m1T −m 1T = [1, ..., 1, 1]T

2.2.2 Îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ñîâåðøèòü òàêèå ìîäèôèêàöèè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ íèçêîé

ðàçìåðíîñòè, çàäàííûå èçâåñòíûì SVD. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íîâîå SVD ìîæåò

áûòü âûðàæåíî ÷åðåç èçâåñòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà (ñëàáî ïîïîëíåííûå) è ìàòðèöó,
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áëèçêóþ ê äèàãîíàëüíîé, íî êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçèðîâàíà ÷åðåç ëåâîå è

ïðàâîå âðàùåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ âðàùåíèÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâàì, ïîëó÷àåì íîâîå SVD [7].

Ýôôåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàíãà 1 ïîçâîëÿþò ìîäèôèöèðîâàòü, à òàêæå óäà-

ëÿòü ñòðîêè è ñòîëáöû Y áåç ó÷àñòèÿ âñåé ìàòðèöû U èëè R. Òðåáóåòñÿ íàéòè SVD

ñëåäóþùåé áëî÷íîé ìàòðèöû:

Y + ABT = [U,A]

 S 0

0 I

 [R,B]T . (2)

Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà rank(Y + ABT ) ≤ r + c ≤ min(n, d). Áóäåì èñïîëüçîâàòü

èñêóññòâåííî ââåäåííûé ìåòîä.

Ïóñòü P � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ Ã = (I − UUT )A =

A − UUTA. Ïðèìåíèì QR-ðàçëîæåíèå ê Ã: Ã = PRA. P � îðòîíîðìèðîâàííàÿ, à

RA � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, RA = P T (I − UUT )A.

Èòàê, çàïèøåì QR-ðàçëîæåíèå [1]:

[U, P ]

 I UTA

0 RA

 = [U,A]. (3)

Ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíî, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ìîäèôè-

öèðîâàííîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà [13].

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü Q � îðòîãîíàëüíûé áàçèñ B −RRTB: QRB = (IRR
T )B.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó Y + ABT â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ ìàòðèö:

Y + ABT = [U, P ]

I UTA

0 RA

S 0

0 I

I RTB

0 RB

T

[R,Q]T

= [U, P ]

(S 0

0 0

+

UTA

RA

RTB

RB

T

︸ ︷︷ ︸
K

)
[R,Q]T ;

K =

S 0

0 0

+

(UTA)(BTR) (UTA)RT
B

RA(B
TR) RAR

T
B

 .
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Ïóñòü U ′S ′R′T � SVD ðàíãà (r+ c) ìàòðèöû K. Äèàãîíàëèçèðóÿ K, U ′TKR′ = S ′,

ïîëó÷àåì íîâûå ìàòðèöû U ′, S ′, R′. Òîãäà ìîäèôèêàöèÿ ðàíãà r SVD äî ðàíãà (r+ c)

SVD âûãëÿäèò òàê:

Y + ABT =
(
[U P ]U ′)S ′([R Q]R′)T . (4)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Y íå òðåáóåòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî âûøå ïðèâåäåííûå ðàâåíñòâà âåðíû.

Èçìåíåíèÿ ðàíãà 1 ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ èçìåíåííîãî

SVD (a� âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, b� âåêòîð ðàçìåðíîñòè d) èñïîëüçóåì ìîäèôèêàöèþ

Ãðàìà-Øìèäòà [13]:

z = UTa; p = a− Uz;

w = RT b; q = b−Rw;

Òîãäà âåðíî: UTA

RA

 RTB

RB

T

=

 z

∥p∥

 w

∥q∥

T

; (5)

K =

S 0

0 0

+

 zwT z∥q∥

∥p∥wT ∥p∥∥q∥

 .

2.2.3 Ïðèìåðû ýôôåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàíãà 1

1. Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ èçìåíèòü ïåðâûé ñòîëáåö Y íà x, òîãäà b =

[0, ..., 0, 1]T , wT � ïåðâàÿ ñòðîêà R, a = x − USw � x ìèíóñ ïåðâûé ñòîëáåö

Y , z = UTx− Sw, p = x− U(UTx) è ò. ä.

2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ èçìåíèòü âñåãî îäèí ýëåìåíò â Y , òîãäà âû÷èñëåíèÿ î÷åíü

ïðîñòû: a = x− US, w = [0, .., 0, δyij, 0, ..., 0], ãäå δyij = y′ij − yij.

z = UTa =


uT
1iδyij

...

uT
riδyij

 ; p = δyij



−u11ui1 − ...

...

1− u2
i1 − ...

...

−un1ui1 − ...


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3. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîáàâèòü ñòîëáåö ðàçìåðà n ê ìàòðèöå Y , ò.å. ê SVD, äîáàâèì

íóëåâîé ñòîëáåö ê íà÷àëüíîìó SVD, ò.å. íóëåâóþ ñòðîêó ê ìàòðèöå R, çàòåì

èçìåíèì ýòîò ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íà c. Íàäî íàéòè íîâîå SVD

ñ èçìåíåíèåì ðàíãà 1: U ′S ′R′T = [Y 0] + c[0, .., 0, 1]. Â ýòîì ñëó÷àå w = 0, à

∥q∥ = 1. Ò.å. îñòàåòñÿ äèàãîíàëèçèðîâàòü òîëüêî ìàòðèöó:

K =

 S z

0 ∥p∥

 (6)

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà O(r2) îïåðàöèé [16].

4. Åñëè íóæíî óáðàòü ñòîëáåö x, íàäî âçÿòü x = 0, êîòîðûé îáíóëèòñÿ çà ñ÷åò

âåêòîðà b, êîòîðûé ¾óêàæåò¿ ýòîò ñòîëáåö. Ïðîâîäèì ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ:

a = 0−USw; z = −UT (USw) = −Sw; p = −USw+USw = 0; q = b−R(RT b)

qT q = [bT − (bTR)RT ][b−R(RT b)] = bT b− (bTR)RT b− bTR(RT b) + (bTR)(RT b) =

= bT b− (bTR)RT b = 1− wTw

(7)

∥q∥ =
√
1− wTw

Òîãäà (5) óïðîùàåòñÿ òàê:

K =

 S 0

0 0


I −

 w

0

 w
√
1− wTw

T


Çàìåòèì, ÷òî ÷òîáû óäàëèòü i-é ñòîëáåö Y , íàäî ëèøü çíàòü i-þ ñòðîêó R.

2.2.4 Ìîäèôèêàöèÿ ìàòðèö ðàçëîæåíèÿ

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû îïåðèðîâàòü ñ îãðîìíûìè ìàòðèöàìè, ââîäèòñÿ SVD ðàçëî-

æåíèå, ñîñòîÿùåå èç ïÿòè ìàòðèö:

Un×rU
′
r×rSr×rR

′T
r×rR

T
r×d, (8)

UU ′, RR′, U, U ′ � îðòîíîðìèðîâàííûå ìàòðèöû. Èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö U è

R òàê, ÷òîáû S áûëà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ñîâåðøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåáîëüøèõ

ìàòðèö U ′ è R′ , ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ áûñòðî.
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Ìîäèôèêàöèÿ ëåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ïóñòü K è p îïðåäåëåíû, êàê è ðàíü-

øå, à C, D � ìàòðèöû ðàçìåðà (r+1)×(r+1), êîòîðûå äèàãîíàëèçèðóþò K: CS ′D =

K. Èç (4) âûòåêàåò, ÷òî ëåâîå ïðåîáðàçîâàíèå òàêîâî: UnewU
′
new = [Uold p]U ′

oldC. Åñëè

K èìååò ðàíã r (ò.å. ðàíã íå óâåëè÷èëñÿ), òî C âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C =

 C1:r,1:r 0

0 1

 , à ëåâîå ïðåîáðàçîâàíèå (8) èìååò âèä: U ′ ←− U ′C1:r,1:r.

Ïðè óâåëè÷åíèè ðàíãà ïðåîáðàçîâàíèå èíîå:

U ′ =

 U ′ 0

0 1

 , U ←− [U p].

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò îðòîãîíàëüíîñòü U , òàê êàê UTp = 0 ïî îïðåäåëå-

íèþ.

Ìîäèôèêàöèÿ ïðàâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Ìîäèôèêàöèè ïðàâîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ñëîæíåå, òàê êàê ê ìàòðèöå R äîáàâëÿþòñÿ íîâûå ñòðîêè, ïðè ýòîì îðòîãîíàëü-

íîñòü ñòîëáöîâ RR′ äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ. Èç (4) ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäÿò òàê:

RnewR
′
new =

 RoldR
′
old 0

0 1

D. (9)

×òîáû ñäåëàòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, óäîáíî ïîñ÷èòàòü è ìîäèôèöèðîâàòü

íåáîëüøóþ ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó R′+ . Êîãäà ïðè äîáàâëåíèè ñòðîê ðàíã óâå-

ëè÷èâàåòñÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà òàêîâû:

R′
new =

 R′
old 0

0 1

D; R′+
new = DT

 R′+
old 0

0 1

 ; Rnew =

 Rold 0

0 1

 .

Ýòî âåðíî, òàê êàê

 RR′ 0

0 1

D =

 R 0

0 1

 R′ 0

0 1

D, è D îðòîãîíàëüíà.

Êîãäà ðàíã íå óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèñ-

ïîëüçóåìóþ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà è äîëæåí áûòü óäàëåí. Ýòî òðåáóåò äðóãîé

îïòèìèçàöèè. Ðàñùåïëÿåì D íà ÷àñòè:

D ∈ R(r+1)×r =

 Wr×r

w1×r


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W � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ ê R′ , w � âåêòîð-ñòðîêà, ÿâëÿ-

þùàÿñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîåêöèè íîâîãî âåêòîðà äàííûõ. Èòàê, ðåçóëüòèðóþùåå

ïðåîáðàçîâàíèå:

R′
new = R′

oldW ; R′+
new = W+R′+

old; Rnew =

 Rold

wR′+
new


Äàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è èõ âåðíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé â (9).

W+ óäîáíî è áûñòðî íàõîäèòü (ïîðÿäîê O(r2)), òîëüêî ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöó è âåêòîð

è âåêòîð è âåêòîð, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî: W+ = W T + wT

1−∥w∥2 (wW
T ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì äëÿ ïîäìàòðèö îðòîíîðìèðîâàííîé ìàòðèöû (äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ýòîãî ôàêòà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Øåðìàíà-Âóäáóðè-Ìîððèñîíà) [7].

2.2.5 Àëãîðèòì

Àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïðè ìîäèôèêàöèÿõ â

ìàòðèöå Y :

Àëãîðèòì ¾Èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå¿

Âõîä: Y(n×d), a � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, b � âåêòîð ðàçìåðíîñòè d ;

Âûõîä: U ′S ′R′T = Y + abT

1: SVD íà÷àëüíîé ìàòðèöû USRT = Y ;

2: Îñòàâèòü r íàèáîëüøèõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé â S, ó U è R îñòàâèòü ñòîëáöû,

êîòîðûå îòâå÷àþò ýòèì íàèáîëüøèì r ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì U ′S ′R′T ≈ Y ;

3: z = UTa; p = a− Uz; p′ = ∥p∥ =
√

pTp =
√
aTp; P = p

p′
;

4: w = RT b; q = b−Rw; q′ = ∥q∥ =
√

qT q =
√
bTp; Q = q

q′
;

5: K =

 S 0

0 0

+

 zwT z∥q∥

∥p∥wT ∥p∥∥q∥

;
6: SVD ìàòðèöû CS ′D = K;

7: Ìîäèôèêàöèÿ ëåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ðàíãà;

8: Ìîäèôèêàöèÿ ïðàâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ ðàíãà;

9: Ðåçóëüòàò Y + abT = Un×rU
′
r×rSr×rR

′T
(r×r)R

T
(r×d)
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2.2.6 ISVD ïðè äîáàâëåíèè êëèåíòà

Ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî êëèåíòà âîçìîæíî óëó÷øåíèå ïî âðåìåíè: ýôôåêòèâíîå

âû÷èñëåíèå íîâîé ñòðîêè ìàòðèöû U , îòâå÷àþùåé äîáàâëåííîìó êëèåíòó, ïîçâîëÿåò

ïðèìåíÿòü ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà äëÿ US ïàðàëëåëüíî ñ ïîëó-

÷åíèåì ISVD. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [11], ìîæíî ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî êëèåíòà u

íàéòè ïñåâäîâåêòîð äëÿ ìàòðèöû U , çíàÿ òîëüêî âåêòîð îöåíîê îáúåêòîâ êëèåíòîì

u (íîâóþ ñòðîêó Y ), à òàêæå ìàòðèöû ïðåäûäóùåãî ðàçëîæåíèÿ SVD:

unew = ynewRS−1,

ãäå unew � íîâàÿ âåêòîð-ñòðîêà ìàòðèöû U , ynew � âåêòîð ðåéòèíãîâ íîâîãî êëèåíòà

(íîâàÿ ñòðîêà â ìàòðèöå Y ). Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ íîâîå U , ìîæåì íàéòè ñõîäñòâî

êëèåíòîâ ÷åðåç ïðîôèëè, ïðèìåíÿÿ IPC ê US, à ïàðàëëåëüíî íàõîäèòü íîâîå SVD.

Â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèå êëèåíòà òðåáóåò O((nr + d)r) îïåðàöèé.

2.3 Îáùèé àëãîðèòì ISVD è IPC

Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü íîâûé òîï ðåêîìåíäóåìûõ îáúåêòîâ äëÿ êëèåíòà, áóäåì

èñïîëüçîâàòü ñõîäñòâî êëèåíòîâ, îñíîâàííîå íà ISVD è ICF. ×òîáû âûäåëèòü òîï

îáúåêòîâ äëÿ ïðîãíîçà êëèåíòó, áóäåì èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ñðåäíåé àáñîëþòíîé

îøèáêè (MAE � Mean Absolute Error):

pur = yu +

∑
v∈U

sim(u, v)(yvr − y′u)∑
v∈U
∥sim(u, v)∥

. (10)

Äàëåå ñîðòèðóåì îáúåêòû ïî çíà÷åíèÿì ðåéòèíãà è ïîëó÷àåì òîï îáúåêòîâ.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàïèñàòü

¾Oáùèé àëãîðèòì èíêðåìåíòíîãî ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (ISVD) è

èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû èíêðåìåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè Ïèðñî-

íà (IPC)¿:

Âõîä: Y ∈ Rn×d; a ∈ Rn; b ∈ Rd;

Âûõîä: pur;

1: åñëè ìîäèôèêàöèÿ îäíîé ÿ÷åéêè ìàòðèöû òî
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2: èñïîëüçóåì IPC äëÿ Y , ñîõðàíÿåì â ìàññèâ δyij = y′ij − yij (ðàçíîñòü òåêóùåãî

è ïðåäûäóùåãî çíà÷åíèÿ ïðè èçìåíåíèè îäíîé ÿ÷åéêè ìàòðèöû Y ) , ïðè ýòîì

âîçìîæíî ïàðàëëåëüíî c IPC íàéòè SVD c ïîìîùüþ ISVD;

3: èíà÷å åñëè íîâûé êëèåíò òî

4: unew = ynewRS−1. Íàõîäèì sim(u, v) äëÿ US, ïðè ýòîì âîçìîæíî ïàðàëëåëüíî

íàéòè SVD c ïîìîùüþ ISVD;

5: èíà÷å åñëè íîâûé îáúåêò òî

6: Ïðèìåíÿåì ISVD ê ìàòðèöå Y , çàòåì íàõîäèì sim(u, v) äëÿ UU ′S;

7: end åñëè

8: Ïðèìåíÿåì (10).

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî õðàíèòü èíôîðìàöèþ, à òàêæå ýô-

ôåêòèâíî íàõîäèòü ðåêîìåíäàöèè äëÿ êëèåíòîâ ÷åðåç îöåíêó èõ ñõîäñòâà, èñïîëüçóÿ

èêðåìåíòíîå âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèè Ïèðñîíà è èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæå-

íèå. Ïðè ýòîì îáúåì õðàíèìûõ äàííûõ â ñëó÷àå èñõîäíîé ìàòðèöû Y ðàçìåðà n× d

ðàíãà r ñîñòàâëÿåò O(n+kn′+(n+d)r), ãäå n′ �÷èñëî êëèåíòîâ, ñ êîòîðûìè äàííûé

êëèåíò èìååò õîòÿ áû îäèí îáùèé îáúåêò (îáû÷íî n′ ≪ n); k�÷èñëî êëèåíòîâ, èìå-

þùèõ õîòÿ áû ñ îäíèì äðóãèì êëèåíòîì îáùèé îáúåêò. Äîáàâëåíèå êëèåíòà òðåáóåò

O((nd + n)r) îïåðàöèé, äîáàâëåíèå îáúåêòà �O((nd + d)r) îïåðàöèé, ìîäèôèêàöèÿ

ÿ÷åéêè ìàòðèöû Y �O(n′d′) îïåðàöèé.

3 Oáîáùåííûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ Õåááà (Generalized

Hebbian Algorithm � GHA)

Îïèñàííûé íèæå ïîäõîä øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ â êîíêóðñå Net�ix. Äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì îáîáùåííûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ Õåááà (Generalized Hebbian

Algorithm (GHA)) [14]. Äàííûé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ SVD, êîãäà

èìååòñÿ ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà äàííûõ Y , íåîáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷åñêàÿ. Ïîëüçà

ïîäõîäà GHA çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåêòîðà ñèíãó-

ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ, îáðàùàÿñü òîëüêî ê ïîäìíîæåñòâó íåïóñòûõ ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèöû Y : Ω ⊆ {1, ..., n} × {1, ..., d}. Îïåðàöèÿ ìîäèôèêàöèè âåêòîðîâ ñèíãóëÿðíîãî
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ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóåò ïàðàìåòð îáó÷åíèÿ è î÷åíü ïðîñòà äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Îïåðà-

öèÿ ìîäèôèêàöèè âåêòîðà íå ìåíÿåò åãî äëèíó (ïðèíèìàÿ åå êàê èñõîäíûé èçâåñòíûé

ïàðàìåòð), òàêèì îáðàçîì, êàæäûé øàã ìîäèôèêàöèè ïðîèñõîäèò ñ îäèíàêîâîé ñêî-

ðîñòüþ. Ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü ñàìîé èñõîäíîé ìàòðèöû ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Äàííûé

ïîäõîä íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíèÿ SVD, òàê êàê îí

èñïîëüçóåò èòåðàöèîííûå øàãè ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ïîëó÷åíèå ðàçëîæåíèÿ

íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû Y òðåáóåò åå ñèììåòðè÷íîñòè, ÷òî-

áû îíà ìîãëà õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êàê ìàòðèöà êîððåëÿöèé èñõîäíûõ äàííûõ. Ñèí-

ãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå èñõîäíîé ìàòðèöû çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå: Y = USRT .

Ìàòðèöû U è R ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ ñ îòâå÷àþùèìè èì ïðîñòðàíñòâàìè, à ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû S, êàê

õàðàêòåðèñòèêà ðàçìåðíîñòè äëÿ êàæäîé ïàðû ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì U è

R òàê ïðåîáðàçîâàíû, ÷òî ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà â S ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåâîçðàñòàþ-

ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî ïîçâîëÿåò îñòàâèòü òîëüêî r íàèáîëüøèõ ñèíãóëÿðíûõ

çíà÷åíèé, îñòàâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû ìàòðèö U è R.

SVD èñõîäíîé ìàòðèöû Y òåñíî ñâÿçàíî ñ ñîáñòâåííûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèö Y Y T

è Y TY , äëÿ êîòîðûõ ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà U è R � ñîáñòâåííûå âåêòîðà, à ñèíãó-

ëÿðíûå ÷èñëà S � êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

3.1 Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà

Sanger [26] â 1989 ãîäó îáîáùèë ìåòîä Oja and Karhunen 1985 ãîäà [23], êîòîðûé

ïîçâîëÿë íàõîäèòü ëèøü ïåðâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, íà âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ

ïåðâûõ r ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ GHA. Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ïðîñòîå

ïðàâèëî îáó÷åíèÿ Õåááà:

un(t+ 1) = un(t) + η(uT
nyj)yj,

ãäå un � n-é ñòîëáåö ìàòðèöû U ;

η � ïàðàìåòð (òåìï) îáó÷åíèÿ;

yj � j-é ñòîëáåö èñõîäíîé ìàòðèöû Y ;

t � âðåìåííîé øàã.
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Sanger ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ ôîðìóëó [27]:

uij(t+ 1) = uij(t) + η(ai(t)yj(t)− ai(t)
∑
k≤i

ukj(t)ak(t)),

ãäå uij(t+1) � ýëåìåíò ñîáñòâåííîãî âåêòîðà; yj(t) � âõîäíîé âåêòîð; ai(t) � àêòèâà-

öèÿ (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå uiyj i-ãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà è j-ãî ýëåìåíòà âõîäíîãî

âåêòîðà), η � òåìï îáó÷åíèÿ.

Òåêóùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìîäèôèöèðóåòñÿ äîáàâëåíèåì âõîäíîãî âåêòîðà,

óìíîæåííîãî íà àêòèâàöèþ, ìèíóñ ïðîåêöèÿ âõîäíîãî âåêòîðà íà âñå ñîáñòâåííûå

âåêòîðà, âêëþ÷àÿ òåêóùèé, óìíîæåííûå íà àêòèâàöèþ. Òàêîå âêëþ÷åíèå òåêóùåãî

ñîáñòâåííîãî âåêòîðà â ñóììó îáåñïå÷èâàåò ïîääåðæàíèå íîðìàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ. Â âåêòîðíîì âèäå, èñêëþ÷àÿ a (òåìï îáó÷åíèÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, íî ÿâíî

íå âûðàæåí) ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

δui = uiy

(
y −

∑
j<i

(yuj)uj

)
. (11)

Äåëüòà õàðàêòåðèçóåò ìîäèôèêàöèþ âåêòîðà. Âû÷èòàåìûé ýëåìåíò îòâå÷àåò çà óäà-

ëåíèå èç ìîäèôèêàöèè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðîåêöèè íà óæå ïîëó÷åííûå ñèíãóëÿð-

íûå âåêòîðà, ñîõðàíÿÿ îðòîãîíàëüíîñòü. Åñëè áû òðåáîâàëîñü íàéòè òîëüêî ïåðâûé

ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî ôîðìóëà áûëà áû ñîâñåì ïðîñòîé:

δui = uiy(y).

Èòàê, ïóñòü Y � âñÿ ìàòðèöà äàííûõ, à l � ÷èñëî îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ. Òîãäà

δu =
1

l
uY (Y ).

Òàêîå óïðîùåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðè ñòàáèëüíîì âåêòîðå u, ò.å. êîãäà âåêòîð u ñèëüíî

íå ìåíÿåòñÿ ïðè ìîäèôèêàöèè. Äëÿ íåêâàäðàòíîé íåñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Y

ñòàíäàðòíûé GHA èìååò âèä:

δu =
1

l
uY Y T (Y Y T ), (12)

δr =
1

l
rY TY (Y TY ), (13)

ãäå u è r � ëåâûå è ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà.
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Õîòåëîñü áû èçáåæàòü îäíîâðåìåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ äàííûõ â îáó÷åíèè.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå âûòåêàþò èç îñíîâíîé ôîðìóëû

ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ [14]:

su = rY T =
∑
y∈Ω

(rby)ay, (14)

sr = uY =
∑
y∈Ω

(uay)by. (15)

Çäåñü s � ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå, y ∈ Ω � íåïóñòûå ýëåìåíòû â èñõîäíîé ìàòðèöå

Y , ay è by � âåêòîðà äàííûõ Y , ïðè÷åì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ay è by äàåò Y .

Ïîëó÷àåì èç (12), (13), (14),(15) íåñêîëüêèìè ïîäñòàíîâêàìè ôîðìóë äðóã â äðóãà:

δu =
s

l
rY TY Y T ,

δr =
s

l
uY Y TY,

δu =
s2

l
uY Y T ,

δr =
s2

l
rY TY,

δu =
s3

l
rY T ,

δr =
s3

l
uY.

Â ðåçóëüòàòå èìååì:

δu = σ3(rb)a,

δr = σ3(ua)b.

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå (11) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δui = rib

(
a−

∑
j<i

(auj)uj

)
,

δri = uia

(
b−

∑
j<i

(brj)rj

)
.

Òàêèì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ ëåâûå è ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà. Ñèíãóëÿðíûå çíà-

÷åíèÿ èñêëþ÷åíû èç êîíå÷íîé ôîðìóëû, íî âñåãäà ìîãóò áûòü íàéäåíû äåëåíèåì δu

èëè δr íà s3.
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3.2 Îáîáùåíèå ìåòîäà íà ìàòðèöû ñ ïðîïóñêàìè

Simon Funk â ñâîåì àëãîðèòìå äëÿ êîíêóðñà Net�ix [10] èñïîëüçóåò ïîäõîä, îñíî-

âàííûé íà GHA è ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå Gorell, 2006 [14], îïèñàííîì âûøå. Ââîäèòñÿ

ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, è ìåòîä îáîáùàåòñÿ íà çàäà÷ó ñ ñèëüíî ðàçðåæåííîé ìàò-

ðèöåé.

Èìååì òðîéêè (U,R, Y ): U � ìíîæåñòâî êëèåíòîâ, R � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, Y

� îöåíêè, äàííûå êëèåíòîì îáúåêòó, íàïðèìåð, ðåéòèíãè. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îöåíèòü

ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó [28]:

RMSE =

√
E{(Y − Ŷ )2},

ãäå Ŷ � îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ àëãîðèòìîì. Ðàñïðåäåëåíèå íåèçâåñòíî, èìåþòñÿ òîëüêî

òðîéêè âèäà Ω′ = (u1, r1, y1), ..., (ut, rt, yt). Ñ÷èòàåì, ÷òî êëèåíò ìîã îöåíèòü îáúåêò

òîëüêî îäèí ðàç. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Ω ⊆ {1, ..., n} × {1, ..., d} � èíäåêñîâ íåïó-

ñòûõ ýëåìåíòîâ Y . Èòàê, èìååì Yn×d � ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé èçâåñòíûå

ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíû ïàðàìè (i, j) ∈ Ω , à ïóñòûå ÿ÷åéêè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì,

÷òî (i, j) ̸∈ Ω .

Ðåéòèíã êëèåíòà u îáúåêòó r îáîçíà÷èì ÷åðåç yur . Ìîæíî îöåíèòü îøèáêó íà

âûáðàííîì ìíîæåñòâå (validation set). Òîãäà Ψ′ = [1, ..., n]× [1, ..., d]× Y� âûáðàííîå

ìíîæåñòâî. Ψ ⊆ {1, ..., n}×{1, ..., d} � èíäåêñû íåïóñòûõ ýëåìåíòîâ Y èç ìíîæåñòâà

Ψ′, Ω
∩

Ψ = ∅ � ïî ïîñòðîåíèþ.

Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà èìååò âèä:

R̃MSE =

√
1

|Ψ|
∑

(u,r)∈Ψ

(yur − ŷur)2,

ãäå ŷur � ðåéòèíã êëèåíòà u, äàííûé îáúåêòó r, èñõîäÿ èç ïðåäëîæåííîé ìîäåëè.

Èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ ìàòðè÷íîé ôàêòîðèçàöèè è îáó÷åíèå ìåòîäîì ãðà-

äèåíòíîãî ñïóñêà. Àïïðîêñèìèðóåì Y äâóìÿ ìàòðèöàìè (ñðåäíÿÿ � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé, âõîäÿùàÿ â êëàññè÷åñêîå SVD, íå âûäåëÿåòñÿ îò-

äåëüíî â äàííîì ðàçëîæåíèè): Y ≈ UR,Un×L, RL×d, ãäå U õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèÿ

ìåæäó êëèåíòàìè è ïðèçíàêàìè, R � ìåæäó îáúåêòàìè è ïðèçíàêàìè, L � ÷èñëî

ïðèçíàêîâ äëÿ ôàêòîðèçàöèè. R è U îñóùåñòâëÿþò ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

R : Rd −→ RL, U : RL −→ Rn.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ Y , ìîæåò áûòü ñîêðàùåíî äî

|Ω| = NL+LD. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòàìè U è R ìîãóò áûòü è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

â òî âðåìÿ êàê â Y âõîäÿò òîëüêî öåëûå (åñëè ðå÷ü èäåò, íàïðèìåð, î êîëè÷åñòâå ïî-

ñåùåíèé êëèåíòîì êàêîãî-íèáóäü ñàéòà). Î÷åâèäíî, ÷òî çàïîëíåíèå îãðîìíîãî ÷èñëà

ïðîïóñêîâ íóëÿìè íå ïðèâåäåò ê õîðîøåìó ðåçóëüòàòó.

3.2.1 Ïîëó÷åíèå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â ìàòðèöå ÷åðåç ìàòðè÷íóþ

ôàêòîðèçàöèþ (MF)

Ïóñòü uil ∈ Un×L � ýëåìåíò ìàòðèöû, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êëèåíòó i è ïðèçíàêó

l, rlj ∈ RL×d� ýëåìåíò ìàòðèöû, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îáúåêòó j è ïðèçíàêó l. Òîãäà

ìîæíî çàïèñàòü:

ŷij =
L∑
l=1

uilrlj = uirj, (16)

ãäå ui � ñòðîêà U , à rj � ñòîëáåö R.

Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:∑
(i,j)∈Ω

(yij − uirj)
2 → min

u,r
. (17)

Çàïèøåì îøèáêó â ïîëó÷åííîì ìîäåëüþ ðåéòèíãå ŷij:

εij = yij − ŷij, (i, j) ∈ Ω;

Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

RMSE =

√√√√ ∑
(i,j)∈Ω

ε2ij

|Ω|

Â (17) îïòèìàëüíûå ìàòðèöû U è R ìèíèìèçèðóþò ñóììó êâàäðàòîâ îøèáîê

òîëüêî ïî èçâåñòíûì ýëåìåíòàì â ìàòðèöå Y .

Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé

øàã ìåòîäà óìåíüøàåò êâàäðàò îøèáêè ïðè ïðåäñêàçàíèè îäíîãî ðåéòèíãà, ò.å. ìè-

íèìèçèðóåòñÿ ε2ij.

Ìèíèìèçàöèÿ RMSE ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âçâåøåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íèç-

êîãî ðàíãà èñõîäíîé ìàòðèöû Y . Âçâåøåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íèçêîãî ðàíãà ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå: SSEW =
n∑

i=1

d∑
j=1

wijε
2
ij, ãäå wij � îïðåäåëåííûå íåîòðèöàòåëüíûå âåñà.
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Â CF wij ðàâåí 1 äëÿ èçâåñòíûõ ðåéòèíãîâ è 0 � äëÿ íåèçâåñòíûõ. Â [22] äîêàçàíî,

÷òî åñëè ðàíã ìàòðèöû âåñîâ ||wij|| ðàâåí 1, òî ëîêàëüíûé ìèíèìóì áóäåò ÿâëÿòüñÿ

ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì. Îäíàêî â CF ðàíã ìàòðèöû áîëüøå 1, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå

íåñïðàâåäëèâî, ÷òî äîêàçàíî àâòîðàìè [22] ÷åðåç êîíòðïðèìåðû.

Ïóñòü èìååì äëÿ ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà: yij � èçâåñòíûé ðåéòèíã íà ýëå-

ìåíòå îáó÷àþùåé âûáîðêè è ŷij � èçâåñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äàííîãî ðåéòèíãà.

Íàéäåì ãðàäèåíò îøèáêè ε′ij, ãäå ε
′
ij =

1
2
ε2ij:

∂(ε′ij)

∂uil

= −εijrlj,
∂(ε′ij)

∂rlj
= −εijuil;

Âåñà âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ũil = uil + ηεijrlj, (18)

r̃lj = rlj + ηεijuil, (19)

ãäå η � òåìï îáó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê, è

ïîëó÷àåòñÿ ëó÷øàÿ àïïðîêñèìàöèÿ yij.

Êîãäà ïðîöåññ îáó÷åíèÿ çàêîí÷åí, òî íåèçâåñòíûå ðåéòèíãè ëåãêî íàõîäÿòñÿ ÷å-

ðåç (16), ò.å. ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ ïàðó ìàòðèö (U,R), ïðåäëàãàåò ìåòîä, êîòîðûé

ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðåéòèíãè ïî âñåì îáúåêòàì äëÿ êàæäîãî êëèåíòà.

3.2.2 Ïîëó÷åíèå ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â ìàòðèöå, èñïîëüçóÿ ðåãóëÿ-

ðèçàöèþ (RISMF� Regularization Incremental Simultaneous Matrix

Factorization)

Ðàññìîòðèì óñëîæíåíèå ïðåäûäóùåãî ïîäõîäà. Îíî àêòóàëüíî, òàê êàê ìåòîä MF

ïðîøëîãî ðàçäåëà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïåðåîáó÷åíèþ äëÿ êëèåíòîâ, êîòîðûå îöåíèëè

ìåíüøå L îáúåêòîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå ïðèçíàêîâûå âåêòîðà êëèåíòà ui ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ âåäóò ê èäåå ïåðåîáó÷åíèÿ, åñëè η è ñòåïåíü

èçìåíåíèÿ R ìàëû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ýôôåêòà ïåðåîáó÷åíèÿ, ââîäèòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, êîòî-

ðàÿ øòðàôóåò êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû âåñîâ. Òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ÷àñòî ïðèìå-

íÿåòñÿ â ãðåáíåâîé ðåãðåññèè, íåéðîííûõ ñåòÿõ èëè ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ (SVM).
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Øòðàôîâàíèå âåñîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìå:

ε′ij =
ε2ij + λ1uiu

T
i + λ2r

T
j rj

2
, (20)

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë èìååò âèä:

∑
(i,j)∈Ω

(yij − uirj)
2 + λ1

n∑
i=1

∥ui∥2 + λ2

d∑
j=1

∥rj∥2 → min
u,r

, (21)

ãäå λ1, λ2 ≥ 0 � ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ äàííîãî ôóíêöèîíàëà íåýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè

(17), åñëè λ ̸= 0. Åñëè λ = 0, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ìåòîäó ISMF

(Incremental Simultaneous Matrix Factorization).

Àíàëîãè÷íî MF íàéäåì ãðàäèåíò îøèáêè ε′ij:

∂(ε′ij)

∂uil

= −εijrlj + λ1uil, (22)

∂(ε′ij)

∂rlj
= −εijuil + λ2rlj; (23)

Âåñà âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ũil = uil + η(εijrlj − λ1uil), (24)

r̃lj = rlj + η(εijuil − λ2rlj), (25)

3.2.3 Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â ìàòðèöå, èñïîëüçó-

þùèé ðåãóëÿðèçàöèþ (RISMF)

Çàïèøåì îáùèé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé â èñõîäíîé ìàòðèöå

(ðåéòèíãîâ), èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, îïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïóíêòàõ.

Îñòàíîâ îáó÷åíèÿ â àëãîðèòìå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ, êîãäà RMSE íå áóäåò

óìåøüøàòüñÿ íà ïîñëåäíèõ äâóõ ýïîõàõ, òàê êàê ïðîèñõîäèò ìèíèìèçàöèÿ äëÿ âû-

áðàííîãî ìíîæåñòâà (validation set). Íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ ìàòðèö U è R ìîæåò

áûòü ïðîèçâîëüíîé. Åñëè ìàòðèöû U è R èíèöèàëèçèðóþòñÿ êîíñòàíòîé, òî èõ ðàíã

ðàâåí 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî L = 1. Ìîäèôèêàöèÿ âåñîâ íå èçìåíÿåò ðàíã

ìàòðèö. Ìîæíî âûáðàòü íåáîëüøèå ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö èç

èíòåðâàëà, íàïðèìåð, [−0.1, 0.1]. Íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò
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ðàáîòû ìåòîäà [10]. Â îòëè÷èå îò ïîäõîäà Simon Funk [10], ïðèçíàêè ìîäèôèöèðó-

þòñÿ âìåñòå [28], à ìàòðèöû èíèöèàëèçèðóþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Simon

Funk èíèöèàëèçèðîâàë ýëåìåíòû ìàòðèö êîíñòàíòíûìè çíà÷åíèÿìè 0.1, à ìîäèôè-

êàöèÿ âåêòîðà ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ îáúåêòà rj ïðîèñõîäèëà ïîñëå ìîäèôèêàöè

âåêòîðà ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ êëèåíòà ui è çàâèñåëà îò ïîëó÷åííîãî íà äàííîì

øàãå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ êëèåíòà.

Àëãîðèòì 1 ¾Ïðåäñêàçàíèå íåèçâåñòíûõ ðåéòèíãîâ â èñõîäíîé ìàòðèöå

(ìåòîä RIMF)¿

Âõîä: Ω � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, η � òåìï îáó÷åíèÿ, λ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçà-

öèè;

Âûõîä: (Ũ , R̃) � ìàòðèöû ïðèçíàêîâ êëèåíòîâ è îáúåêòîâ;

1: Ðàçáèâàåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì Ω íà 2 ìíîæåñòâà Ω1 è Ω2 (validation set);

2: Íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ ìàòðèö U è R íåáîëüøèìè ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíè-

ÿìè

3: öèêë // ïîêà íå äîñòèãëè çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (Îäíà ýïîõà)

4: äëÿ âñåõ (i, j) ∈ Ω1

5: Íàõîäèì ε′ij èç (20)

6: Íàõîäèì ãðàäèåíò ε′ij èç (22) è (23)

7: äëÿ âñåõ l ïðèçíàêîâ

8: îáíîâèòü ui � i-þ ñòðîêó U è rj � j-é ñòîëáåö R èç (29) è (30)

9: end äëÿ

10: end äëÿ

11: Íàéòè RMSE íà Ω2

12: åñëè RMSE ëó÷øå, ÷åì íà ïðåäûäóùèõ ýïîõàõ òî

13: Ũ = U, R̃ = R

14: end åñëè

15: Çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå: RMSE íå óìåíüøàåòñÿ íà ïîñëåäíèõ äâóõ ýïîõàõ

16: end öèêë
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3.2.4 Íåîòðèöàòåëüíàÿ è ïîëîæèòåëüíÿ MF

Â îïèñàííîì àëãîðèòìå RISMF ýëåìåíòû ìàòðèö U è R ìîãóò ïðèíèìàòü êàê

ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â [20] îïèñàíî NNMF (Non-negative

Matrix Factorization), è ãåíåðèðóþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ. Â [18]

ãåíåðèðóþòñÿ ìàòðèöû òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêîâ. Â íåêîòî-

ðûõ ñëó÷àÿõ,íàïðèìåð, ïðîñòî äëÿ ëó÷øåãî âîñïðèÿòèÿ òîãî, ÷òî îçíà÷àåò êàêîé-òî

ïðèçíàê, íåîòðèöàòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êàæåòñÿ áîëåå ïîíÿòíûì. Â ýòîì ñëó÷àå

(29) è (30) ìîæíî çàìåíèòü òàê:

ũil = max {0, uil + η(εijrlj − λ1uil)}, (26)

r̃lj = max{0, rlj + η(εijuil − λ2rlj)}, (27)

3.2.5 Àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äîáàâëÿòü ñòðîêè è ýëåìåíòû â èñõîäíóþ

ìàòðèöó

Àëãîðèòì RISMF èìååò ñåðüåçíûé íåäîñòàòîê: ïðè ïðîõîäåíèè èòåðàöèé â öèêëå

ïî êëèåíòàì ìåíÿþòñÿ ïðèçíàêîâûå âåêòîðà îáúåêòîâ. Åñëè èçìåíåíèÿ çíà÷èòåëüíû,

òî ìîäèôèêàöèè ïðèçíàêîâûõ âåêòîðîâ êëèåíòîâ, ïîëó÷åííûå â íà÷àëå ýïîõè, ìîãóò

ñòàòü íåïðèãîäíûìè â êîíöå òîé æå ýïîõè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåñ÷èòàòü ïðèçíàêîâûå

âåêòîðà êëèåíòîâ ïîñëå îáó÷åíèÿ.

Àëãîðèòì 2 ¾Ïîëó÷åíèå íîâûõ ïðèçíàêîâûõ âåêòîðîâ êëèåíòîâ (¾ïåðå-

îáó÷åíèå¿)

Âõîä: Ω � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, η � òåìï îáó÷åíèÿ, λ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçà-

öèè;

Âûõîä: (Ũ , R̃) � ìàòðèöû ïðèçíàêîâ êëèåíòîâ è îáúåêòîâ;

1: Ðàçáèâàåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì Ω íà 2 ìíîæåñòâà íàñòðîéêè Ω1 è Ω2 (validation

set);

2: Ïåðâûé øàã îáó÷åíèÿ: Âûçîâ Àëãîðèòìà 1, ñîõðàíåíèå ðåçóëüòàòà â (U1, R1);

3: R = R1, ýëåìåíòû U çàäàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè;

4: Âòîðîé øàã îáó÷åíèÿ: Âûçîâ Àëãîðèòìà 1 ñî ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿìè:

5: Îáîéòè øàã èíèöèàëèçàöèè âåñîâ, áåðåì ïîëó÷åííûå âûøå U è R

6: Ìàòðèöà R íå ìåíÿåòñÿ, íåò âû÷èñëåíèé (30), âû÷èñëÿåì òîëüêî (29)
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7: Ñîõðàíèòü îïòèìàëüíîå ÷èñëî ýïîõ â EpochOpt

8: Âåðíóòü ðåçóëüòàò Àëãîðèòìà 1, âûçâàííîãî âûøå

Çàìåòèì, ÷òî Àëãîðèòì 2 ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü íîâûõ êëèåíòîâ è ðåéòèíãè äëÿ

óæå èìåþùèõñÿ êëèåíòîâ áåç ïåðåîáó÷åíèÿ âñåé ìîäåëè, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ ñî-

âðåìåííûõ ðåêîìåíäóþùèõ ñèñòåì. Íå ïðèìåíÿåòñÿ âñÿ ïðîöåäóðà îáó÷åíèÿ: äëÿ

ïîâòîðíîãî ïîèñêà ïðèçíàêîâûõ âåêòîðîâ êëèåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ îïòèìàëüíîå ÷èñëî

ýïîõ EpochOpt. Òîëüêî îäèí ðàç âòîðîé øàã îáó÷åíèÿ ïðîèñõîäèò íå çà EpochOpt.

Ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî ðåéòèíãà ìàòðèöà R ñòàíîâèòñÿ ¾óñòàðåâøåé¿, è íàäî ïîâòî-

ðèòü ïåðâûé øàã îáó÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü îáúåêòû. Íî îáúåêòû õîðîøî

ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü ìåòîä, îïèñàííûé â ðàçäåëå 2.2.

3.3 Ïîðÿäêîâûå äàííûå â èñõîäíîé ìàòðèöå

Îïèøåì ìåòîä, ó÷èòûâàþùèé òî, ÷òî çíà÷åíèÿ â ìàòðèöå èñõîäíûõ äàííûõ ïî-

ðÿäêîâûå. Ìèíèìèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë, ãäå Y äàíî, à U,R, β òðåáóåòñÿ

íàéòè:∑
(i,j)∈Ω

(βyij − uirj)
2 → min

u,r,β
, (28)

ãäå βyij � ïàðàìåòð, àïïðîêñèìèðóþùèé ïîðÿäêîâûå çíà÷åíèÿ â Y ; ui � i-ÿ ñòðîêà

â U ; rj � j-é ñòîëáåö â R; [yij = m] ðàâíî 1, åñëè yij = m, è ðàâíî 0, åñëè yij ̸= m.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ym, êîòîðàÿ óïðîñòèò çàïèñè ñëåäóþùèõ íèæå ôîð-

ìóë:

ym =
∑

(i,j)∈Ω

[yij = m].

βyij íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè:

βyij =
1

ym

∑
(i,j)∈Ω

[yij = m]uirj.

Îøèáêà ïî êàæäîìó ýëåìåíòó Y èìååò âèä:

εij = βyij − uirj.
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Â (28) îïòèìàëüíûå ìàòðèöû U è R ìèíèìèçèðóþò ñóììó êâàäðàòîâ îøèáîê äëÿ

íåïóñòûõ ýëåìåíòîâ Y .

Àíàëîãè÷íî (21) ââåäåì äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå, äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íîð-

ìèðîâêè è çàïèøåì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:∑
(i,j)∈Ω

(βyij − uirj)
2 + λ1

n∑
i=1

(∥ui∥2 − 1) + λ2

d∑
j=1

(∥rj∥2 − 1)→ min
u,r,β

,

ãäå λ1, λ2 ≥ 0 � ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè.

Èñïîëüçóåì ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äëÿ íàõîæäåíèÿ íîâûõ âåñîâ:

εij = βyij − uirj,

ũil = (1− ηλ1)uil + η
∑
j

rljεij, (29)

r̃lj = (1− ηλ2)rlj + η
∑
i

uilεij, (30)

βyij =
1

ym

∑
(i,j)∈Ω

[yij = m]uirj,

ãäå η � òåìï îáó÷åíèÿ.

Íèæå â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçóþòñÿ L1 è L2 íîðìû. Íîðìèðîâêà ïî ñòðîêàì U è

ïî ñòîëáöàì R ïîçâîëÿåò èçáåæàòü äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà â íóëå. Ýëåìåíòû U è R, à

ñëåäîâàòåëüíî, è βyij íàõîäÿòñÿ â ïðîìåæóòêå îò 0 äî 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èâ βyij ,

çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ââåñòè ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îòîáðàçèò ýëåìåíòû îò

0 äî 1 â èñêîìûå ïîðÿäêîâûå çíà÷åíèÿ Y . Ïðè ýòîì βyij ìîíîòîííî âîçðàñòàþò, ÷òî

ïîçâîëÿåò ââåñòè ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ. Â ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ôóíêöèÿ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ŷij = uirj (ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ â Y îò 1 äî 5):

yij =



1, åñëè ŷij ≤ β1+β2

2
,

2, åñëè β1+β2

2
< ŷij ≤ β2+β3

2
,

. . .

5, åñëè β4+β5

2
≤ ŷij.

(31)

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè íàõîäèì RMSE:

RMSE =

√
1

|Ω|
∑

(i,j)∈Ω

ε2ij.
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Àëãîðèòì ïîèñêà U , R ïðåäñòàâëåí íèæå.

Âõîä: Y = {yij} ∈ Nn×d, (i, j) ∈ Ω; λ1; λ2; η;

Âûõîä: U , R;

1: Èíèöèàëèçàöèÿ: βyij = m; U , R èíèöèèàëèçèðóþòñÿ íåáîëüøèìè çíà÷åíèÿìè èç

èíòåðâàëà [0, 0.7];

2: ym =
∑

(i,j)∈Ω
[yij = m];

3: äëÿ q = 1, . . . , EpochNumber

4: äëÿ âñåõ {i, j} ∈ Ω

5: εij = βyij − uirj,

6: äëÿ âñåõ l = 1, . . . , L

7: ũil = (1− ηλ1)uil + η
∑
j

rljεij,

8: r̃lj = (1− ηλ2)rlj + η
∑
i

uilεij,

9: end äëÿ

10: βyij =
1
ym

∑
(i,j)∈Ω

[yij = m]uirj,

11: end äëÿ

12: Íàéòè RMSE. Äîáàâèòü íîâûå (i, j).

13: end äëÿ

14: Ïîêà íå äîñòèãëè çàêëþ÷èòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ: RMSE íå óìåíüøàåòñÿ íà ïîñëåä-

íèõ äâóõ ýïîõàõ.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåííàÿ ìàòðèöà Y .

4 Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà

Íà îñíîâå ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà áûë âûïîëíåí ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì

áûëè îáúåäèíåíû îáà òèïà èíêðåìåíòíîñòè (äîáàâëåíèå êëèåíòîâ è îáúåêòîâ, à òàê-

æå ìîäèôèêàöèÿ ÿ÷ååê èñõîäíîé ìàòðèöû).

Ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî êëèåíòà GHA íå òðåáóåò ïîëíîé ïåðåíàñòðîéêè àëãîðèò-

ìà, ÷òî î÷åíü âàæíî ïðè ðàáîòå ñ áîëüøèìè äàííûìè. Ýêñïåðèìåíòû íà ìîäåëüíûõ

è ðåàëüíûõ äàííûõ (MovieLens � 943 êëèåíòà, 1682 îáúåêòà, 100000 çàïîëíåííûõ
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü RMSE îò îòíîøåíèÿ β5−β1

β1
.

ÿ÷ååê Y ) ïîêàçàëè, ÷òî îáúåì äàííûõ è âðåìåííîé ôàêòîð âëèÿþò íà ñêîðîñòü ñõî-

äèìîñòè àëãîðèòìà.

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà êëèåíòîâ (ñòðîê Y ) ðàñòåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà

(îò 1000 èòåðàöèé ïðè 600 êëèåíòàõ äî 40 � íà 940-ì êëèåíòå) (ðèñ.5 ñì. Ïðèëîæå-

íèÿ).

Ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà äàííûõ îøèáêà óìåíüøàåòñÿ. Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò àë-

ãîðèòìà, ó÷èòûâàþùåãî èíôîðìàöèþ î òèïå èñõîäíûõ äàííûõ, äîñòèãíóò íà 16 ïðè-

çíàêàõ, RMSE = 0.92, β5−β1

β1
= 13.8, λ1 = λ2 = 0.18, η = 0.25 (ñì. ðèñ. 1). Ñðåäíÿÿ

îøèáêà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà, ëó÷øå (RMSE = 0.92 ïðè 5 èòåðàöèÿõ),

÷åì ðåçóëüòàò Takacs [28], íå ó÷èòûâàþùåãî òîãî óñëîâèÿ, ÷òî äàííûå ïîðÿäêîâûå:

RMSE = 0.93 ïðè 7 èòåðàöèÿõ (ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü RMSE îò ÷èñëà ôàêòîðîâ (L)
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Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèÿõ (äîáàâëåíèÿ çíà÷å-

íèé â ðàíåå ïóñòûå ÿ÷åéêè, äîáàâëåíèå ñòðîê, ñòîëáöîâ Y ) ïîêàçàí íà ðèñ. (3). Íà

ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ñèëüíî çàâèñèò îò:

• Òèïà ìîäèôèêàöèé;

• Ýïîõè, â êîòîðóþ ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ.

Ïðè âûáðàííîì âàðèàíòå îñòàíîâà (RMSE íå óìåíüøàåòñÿ íà ïîñëåäíèõ äâóõ

ýïîõàõ) ïðè äîáàâëåíèè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ îøèáêà ðåçêî íå âîçðàñòàåò, òàê êàê,

äîáàâëÿÿ (i, j), âîçìîæíî ÷òî â âûáîðêå i-é êëèåíò è/èëè j-é îáúåêò óæå åñòü, à ýòî

çíà÷èò, ÷òî ui è/èëè rj óæå ìîäèôèöèðîâàëèñü íà ïðåäûäóùèõ ýïîõàõ àëãîðèòìà

(ñì. øàã 7, 8 Àëãîðèòìà ïîèñêà U , R).
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Ðèñ. 3: Ïîâåäåíèå RMSE ïðè ìîäèôèêàöèÿõ íà êàæäîé èòåðàöèè

Ïðè äîáàâëåíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ íà ãðàôèêå âèäíî âîçðàñòàíèå RMSE. Äîáàâëå-

íèå îáúåêòîâ, áîëüøå âëèÿåò íà óâåëè÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè, ÷åì äîáàâ-

ëåíèå êëèåíòîâ. Äàæå åñëè ìîäèôèêàöèè ïðîèñõîäÿò íà êàæäîé èòåðàöèè (äîáàâëÿ-

þòñÿ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ â Y ), àëãîðèòì ñõîäèòñÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äîáàâëÿþòñÿ

íîâûå êëèåíòû è îáúåêòû, à ñëåäîâàòåëüíî, è íîâûå çíà÷åíèÿ â ÿ÷åéêè Y , RMSE

òàêæå ñèëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ìîäèôèêàöèÿõ äàæå íà áîëüøèõ èòåðàöèÿõ. Ýòî

ìîæíî îáúÿñíèòü, ïîñìîòðåâ íà ëèíèþ, îòâå÷àþùóþ çà äîëþ çàïîëíåííûõ ÿ÷ååê íà

êàæäîé èòåðàöèè. Êðèâàÿ óáûâàåò: êëèåíòû è îáúåêòû äîáàâëÿþòñÿ, íî êëèåíòû

ìàëî îöåíèëè îáúåêòû, è îáúåêòû òîæå ìàëî îöåíåíû êëèåíòàìè.
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Ãðàôèê 1 îòðàæàåò âàæíîñòü ðàçíèöû ìåæäó ñàìûì ìàëåíüêèì è ñàìûì áîëü-

øèì çíà÷åíèåì β. Ñàìàÿ áîëüøàÿ ðàçíèöà ìåæäó β1 è β5 äîñòèãàåòñÿ èìåííî ïðè

íàèìåíüøåé RMSE, ÷òî çàêîíîìåðíî, òàê êàê ýòî ïîçâîëÿåò òî÷íåå ïîëó÷èòü ýëå-

ìåíòû Y , èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ βyij è ôóíêöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (31).

Èçìåðåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìî-

æåò áûòü ïîëåçåí â ñîâðåìåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ CF.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííîé ðàáîòû áûëè èçó÷åíû ðàçíûå èíêðåìåíòíûå ìåòîäû â

CF. Êàæäûé èç íèõ èìååò ñâîè äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Áûëè ðàññìîòðåíû ôîð-

ìóëà èíêðåìåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèè Ïèðñîíà (IPC), èíêðåìåíòíîå ñèíãó-

ëÿðíîå ðàçëîæåíèå (ISVD), îáîáùåííûé àëãîðèòì îáó÷åíèÿ Õåááà (GHA).

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó

• Ïðåäëîæåí ìåòîä, êîòîðûé îáúåäèíÿåò ðàçíûå òèïû èíêðåìåíòíîñòè, ïîçâîëÿ-

åò äîáàâëÿòü íîâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû, à òàêæå ñòðîêè è ñòîëáöû.

• Ââåäåí ôóíêöèîíàë, ó÷èòûâàþùèé òèï âõîäíûõ äàííûõ. Ïðîâåäåííûå ýêñïå-

ðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîãíîç ñòàíîâèòñÿ òî÷íåå îòíîñèòåëüíî ïðîãíîçà ìå-

òîäà, íå ó÷èòûâàþùåãî îñîáåííîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè.

• Ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ñõîäñòâà ïðîôèëåé êëèåíòîâ è îáúåêòîâ ÷åðåç

êîððåëÿöèþ Ïèðñîíà è èíêðåìåíòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå.
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