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Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè � çàäà÷à îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Äàíî: ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ} ∼ p(x).

Íàéòè ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

p(x) = ϕ(x ; θ),

ãäå θ � ïàðàìåòð, ϕ � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ.

Êðèòåðèé � ìàêñèìóì (ëîãàðè�ìà) ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè:

L(θ;X ℓ) = ln

ℓ∏

i=1

ϕ(xi ; θ) =

ℓ∑

i=1

lnϕ(xi ; θ) → max
θ

.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìóìà:

∂

∂θ
L(θ;X ℓ) =

ℓ∑

i=1

∂

∂θ
lnϕ(xi ; θ) = 0,

ãäå �óíêöèÿ ϕ(x ; θ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïî ïàðàìåòðó θ.
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Ïóñòü îáúåêòû x îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj(x) ∈ R

è âûáîðêà ïîðîæäåíà n-ìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòüþ:

p(x) = N (x ;µ,Σ) =
exp

(
−1

2(x − µ)TΣ−1(x − µ)
)

√

(2π)n detΣ

µ ∈ R
n
� âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, µ = Ex

Σ ∈ R
n×n

� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, Σ = E(x − µ)(x − µ)T

(ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ)

Âûáîðî÷íûå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂

∂µ
ln L(µ,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ µ̂ =

1

ℓ

ℓ∑

i=1

xi

∂

∂Σ
ln L(µ,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ Σ̂ =

1

ℓ

ℓ∑

i=1

(xi − µ̂)(xi − µ̂)T
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìíîãîìåðíîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè

Ýëëèïñîèä ðàññåÿíèÿ � îáëàêî òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû:

Ïðè Σ = diag(σ2
1 , . . . , σ

2
n) îñè ýëëèïñîèäà ïàðàëëåëüíû îðòàì.

Â îáùåì ñëó÷àå: Σ = VSV T
� ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå,

V = (v1, . . . , vn) � îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû,

S = diag(λ1, . . . , λn) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Σ

(x−µ)TΣ−1(x−µ) = (x−µ)TVS−1V T(x−µ) = (x ′−µ′)TS−1(x ′−µ′).

x ′ = V Tx � äåêîððåëèðóþùåå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Ïðîáëåìà: ïðè ℓ < n ìàòðèöà Σ̂ âûðîæäåíà, íî äàæå

ïðè ℓ > n îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé.

�åãóëÿðèçàöèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Σ̂ + τ In óâåëè÷èâàåò

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà τ , ñîõðàíÿÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû

(ïàðàìåòð τ ìîæíî ïîäáèðàòü ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ)

Äèàãîíàëèçàöèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû � îöåíèâàíèå

n îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé ïðèçíàêîâ fj(x), j = 1, . . . , n:

p̂j(ξ) =
1√
2πσ̂j

exp
(

− (ξ−µ̂j )
2

2σ̂2
j

)

, j = 1, . . . , n

ãäå µ̂j è σ̂2
j � îöåíêè ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ïðèçíàêà j :

µ̂j =
1
ℓ

∑ℓ
i=1 fj(xi )

σ̂2
j = 1

ℓ

∑ℓ
i=1(fj(xi )− µ̂j)

2

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov�physte
h.edu) ÌÌÌÎ: îöåíêè ïëîòíîñòè è êëàññè�èêàöèÿ 6 / 41



Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

Âîññòàíîâëåíèå ìíîãîìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòè

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Ïîðîæäàþùàÿ ìîäåëü ñìåñè k ðàñïðåäåëåíèé:

p(x) =

k∑

j=1

wjϕ(x , θj ),

k∑

j=1

wj = 1, wj > 0,

ϕ(x , θj ) = p(x | j) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ j-é êîìïîíåíòû;

wj = P( j) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü j-é êîìïîíåíòû.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(w , θ) = ln
ℓ∏

i=1

p(xi ) =
ℓ∑

i=1

ln
k∑

j=1

wjϕ(xi , θj ) → max
w ,θ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

k∑

j=1
wj = 1; wj > 0.
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EM-àëãîðèòì äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Òåîðåìà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà)

Òî÷êà (wj , θj)
k
j=1 ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà L(w , θ) óäîâëåòâîðÿåò

ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî wj , θj è gij :

Å-øàã: gij =
wjϕ(xi , θj)

∑k
s=1 wsϕ(xi , θs)

, i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k ;

M-øàã: θj = argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ), j = 1, . . . , k ;

wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij , j = 1, . . . , k .

EM-àëãîðèòì � ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
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Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Å-øàã � ýòî �îðìóëà Áàéåñà:

gij = P( j |xi ) =
P( j)p(xi | j)

p(xi )
=

wjϕ(xi , θj)

p(xi)
=

wjϕ(xi , θj)
∑k

s=1 wsϕ(xi , θs)
.

Î÷åâèäíî, âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè:

∑k
j=1 gij = 1.

M-øàã � ýòî ìàêñèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,

ñ âåñàìè îáúåêòîâ gij äëÿ j-é êîìïîíåíòû ñìåñè:

θj = argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ),

wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ëàãðàíæèàí îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è L(w , θ) → max:

L (w , θ) =

ℓ∑

i=1

ln

( k∑

j=1

wjϕ(xi , θj)

︸ ︷︷ ︸

p(xi )

)

− λ

( k∑

j=1

wj − 1

)

Ïðèðàâíèâàåì íóëþ ïðîèçâîäíûå:

∂L

∂wj

= 0 ⇒
ℓ∑

i=1

wjϕ(xi , θj )

p(xi)
︸ ︷︷ ︸

gij

= λwj ; λ = ℓ; wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij

∂L

∂θj
=

ℓ∑

i=1

wjϕ(xi , θj)

p(xi)
︸ ︷︷ ︸

gij

∂
∂θj

ϕ(xi , θj)

ϕ(xi , θj )
=

∂

∂θj

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θj) = 0

�
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ÅÌ-àëãîðèòì äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

âõîä: X ℓ = {x1, . . . , xℓ}, k ;

âûõîä: (wj , θj )
k
j=1 � ïàðàìåòðû ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé;

èíèöèàëèçèðîâàòü (θj)
k
j=1, wj :=

1
k
;

ïîâòîðÿòü

E-øàã (expe
tation): äëÿ âñåõ i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k

gij :=
wjϕ(xi , θj)

∑k
s=1 wsϕ(xi , θs)

;

M-øàã (maximization): äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k

θj := argmax
θ

ℓ∑

i=1
gij lnϕ(xi , θ);

wj :=
1

ℓ

ℓ∑

i=1
gij ;

ïîêà wj , θj è/èëè gij íå ñîøëèñü;
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Âîññòàíîâëåíèå ìíîãîìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòè

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

�àçäåëåíèå ñìåñè ãàóññèàí (Gaussian Mixture Model, GMM)

âõîä: X ℓ = {x1, . . . , xℓ}, k ;

âûõîä: (wj , µj ,Σj)
k
j=1 � ïàðàìåòðû ñìåñè ãàóññèàí;

èíèöèàëèçèðîâàòü (µj ,Σj)
k
j=1, wj :=

1
k
;

ïîâòîðÿòü

E-øàã (expe
tation): äëÿ âñåõ i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k

gij :=
wjN (xi ;µj ,Σj)

∑k
s=1 wsN (xi ;µs ,Σs)

;

M-øàã (maximization): äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k
µj :=

1
ℓwj

∑ℓ
i=1 gijxi ;

Σj :=
1
ℓwj

∑ℓ
i=1 gij (xi − µj)(xi − µj)

T
;

wj :=
1
ℓ

∑ℓ
i=1 gij ;

ïîêà (wj , µj ,Σj) è/èëè gij íå ñîøëèñü;
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Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Ïðèìåð

Äâå ãàóññîâñêèå êîìïîíåíòû k = 2 â ïðîñòðàíñòâå X = R
2
.

�àñïîëîæåíèå êîìïîíåíò â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè L:
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Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Çàäà÷à íåïàðàìåòðè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Çàäà÷à: ïî âûáîðêå X ℓ = (xi )
ℓ
i=1 îöåíèòü ïëîòíîñòü p̂(x),

áåç ââåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïëîòíîñòè

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé: xi ∈ D, |D| ≪ ℓ. �èñòîãðàììà ÷àñòîò:

p̂(x) = 1
ℓ

ℓ∑

i=1
[xi = x ]

Îäíîìåðíûé íåïðåðûâíûé ñëó÷àé: xi ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïëîòíîñòè, åñëè P [a, b] � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îòðåçêà [a, b]:

p(x) = lim
h→0

1
2hP [x − h, x + h]

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h

(çàìåíÿåì âåðîÿòíîñòü íà äîëþ îáúåêòîâ âûáîðêè):

p̂h(x) =
1
2h

1
ℓ

ℓ∑

i=1

[
|x − xi | < h

]
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Ëîêàëüíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑

i=1

1

2

[ |x − xi |
h

< 1

]

.

Îáîáùåíèå: îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà ïî îêíó øèðèíû h

(äðóãîå íàçâàíèå � Kernel Density Estimate, KDE):

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑

i=1

K

(
x − xi

h

)

,

ãäå K (r) � ÿäðî, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì:

� ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ;

� íîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ:

∫
K (r) dr = 1;

� íåâîçðàñòàþùàÿ ïðè r > 0, íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè K (r) = 1
2

[
|r | < 1

]
èìååì ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó.
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Äâà âàðèàíòà îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

1

Åñëè îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj : X → R:

p̂h1...hn(x) =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

n∏

j=1

1

hj
K

(
fj(x)− fj(xi)

hj

)

2

Åñëè íà X çàäàíà �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′):

p̂h(x) =
1

ℓV (h)

ℓ∑

i=1

K

(
ρ(x , xi )

h

)

ãäå V (h) =
∫

X
K
(ρ(x ,xi )

h

)
dx � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

Ñ�åðè÷åñêîå ãàóññîâñêîå ÿäðî � ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîèõ:

p̂h(x) =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

n∏

j=1

1√
2πh

exp

(

−(fj(x)− fj(xi ))
2

2h2

)
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Âûáîð ÿäðà

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

E     Q

T

П

G

E (r) = 3
4(1− r2)

[
|r | 6 1

]
� îïòèìàëüíîå (Åïàíå÷íèêîâà);

Q(r) = 15
16(1− r2)2

[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå;

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå;

G (r) = (2π)−1/2 exp(−1
2 r

2) � ãàóññîâñêîå;

Π(r) = 1
2

[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå.
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Âûáîð ÿäðà ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè:

J(K ) =

∫ +∞

−∞
E
(
p̂h(x)− p(x)

)2
dx .

Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ J(K ∗)/J(K ) ïðè ℓ → ∞
íå çàâèñÿò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).

ÿäðî K (r) ñòåïåíü ãëàäêîñòè J(K ∗)/J(K )

Åïàíå÷íèêîâà K ∗(r) p̂′h ðàçðûâíà 1.000

Êâàðòè÷åñêîå p̂′′h ðàçðûâíà 0.995

Òðåóãîëüíîå p̂′h ðàçðûâíà 0.989

�àóññîâñêîå ∞ äè��åðåíöèðóåìà 0.961

Ïðÿìîóãîëüíîå p̂h ðàçðûâíà 0.943
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Çàâèñèìîñòü îöåíêè ïëîòíîñòè îò øèðèíû îêíà

Îöåíêà p̂h(x) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû îêíà h:

èñòèííàÿ ïëîòíîñòü

(ñòàíäàðòíàÿ ãàóññîâñêàÿ)

h = 0.05 � ïåðåîáó÷åíèå

h = 0.337 � îïòèìàëüíàÿ

h = 2.0 � íåäîîáó÷åíèå

Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò

îò øèðèíû îêíà h, íî ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà K

Ïðè íåîäíîðîäíîñòè ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé ïëîòíîñòè

ìîæíî çàäàâàòü hk(x) = ρ
(
x , x(k+1)

)
, ãäå k � ÷èñëî ñîñåäåé
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Âûáîð øèðèíû îêíà

Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü Leave One Out äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè:

LOO(h) = −
ℓ∑

i=1

ln p̂h(xi ;X
ℓ\xi ) → min

h
,

Òèïè÷íûé âèä çàâèñèìîñòè LOO(h) èëè LOO(k):

LOO

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

h
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�åòðîñïåêòèâà: (íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà äàííûõ

Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè. Ìåòîä Ïàðçåíà��îçåíáëàòòà:

p̂h(x ;X
ℓ) =

1

ℓV (h)

ℓ∑

i=1

K
(ρ(x , xi )

h

)

Êëàññè�èêàöèÿ. Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà:

ah(x ;X
ℓ,Y ℓ) = argmax

y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K
(ρ(x , xi )

h

)

�åãðåññèÿ. Ìåòîä ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ,Y ℓ) =

ℓ∑

i=1
yiK

(ρ(x , xi )

h

)

ℓ∑

i=1

K
(ρ(x , xi )

h

)
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Âåðîÿòíîñòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êëàññè�èêàöèè

X � îáúåêòû, Y � êëàññû, X × Y � â.ï. ñ ïëîòíîñòüþ p(x , y)

Äàíî: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ∼ p(x , y) � ïðîñòàÿ âûáîðêà (i.i.d.)

Íàéòè: a : X → Y ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè

Ïóñòü èçâåñòíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

p(x , y) = p(x) P(y |x) = P(y)p(x |y)
P(y) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà y

p(x |y) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññà y

P(y |x) � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà y

Ïî �îðìóëå Áàéåñà: P(y |x) = P(y)p(x |y)
p(x)

Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

P(y |x) = argmax
y∈Y

P(y)p(x |y)
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Îáçîð áàéåñîâñêèõ êëàññè�èêàòîðîâ

Êëàññè�èêàöèÿ ïî ìàêñèìóìó �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

×àñòíûé ñëó÷àé: a(x) = argmax
y∈Y

p(x |y) ïðè ðàâíûõ P(y)
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Äâà ïîäõîäà ê îáó÷åíèþ êëàññè�èêàöèè

1

Äèñêðèìèíàòèâíûé (dis
riminative):

x � íåñëó÷àéíûå âåêòîðû

P(y |x ,w) � ìîäåëü êëàññè�èêàöèè

Ïðèìåðû: LR, GLM, SVM, RBF

2

�åíåðàòèâíûé (generative):

x ∼ p(x |y) � ñëó÷àéíûå âåêòîðû

p(x |y , θ) � ìîäåëü ãåíåðàöèè äàííûõ

Ïðèìåðû: NB, PW, FLD, RBF

Áàéåñîâñêèå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè � ãåíåðàòèâíûå:

ìîäåëèðóþò �îðìó êëàññîâ íå òîëüêî âäîëü ãðàíèöû, íî

è íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî èçáûòî÷íî äëÿ êëàññè�èêàöèè

òðåáóþò áîëüøå äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ

áîëåå óñòîé÷èâû ê øóìîâûì âûáðîñàì
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Òåîðåìà

Ïóñòü P(y) è p(x |y) èçâåñòíû, λy > 0 � ïîòåðÿ îò îøèáêè

íà îáúåêòå êëàññà y ∈ Y . Òîãäà ìèíèìóì ñðåäíåãî ðèñêà

R(a) =
∑

y∈Y
λy

∫

[a(x) 6= y ] p(x , y)dx

äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíûì áàéåñîâñêèì êëàññè�èêàòîðîì

a(x) = argmax
y∈Y

λyP(y)p(x |y)

Çàìå÷àíèå 1: ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýìïèðè÷åñêèõ îöåíîê

P̂(y) è p̂(x |y) áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð óæå íå îïòèìàëåí

Çàìå÷àíèå 2: çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �

áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì çàäà÷à êëàññè�èêàöèè
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð (Na��ve Bayes)

Íàèâíîå ïðåäïîëîæåíèå:

ïðèçíàêè fj : X → Dj � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, pj(ξ|y), y ∈ Y , j = 1, . . . , n

Òîãäà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ ïðåäñòàâèìû â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé ïî ïðèçíàêàì, x j ≡ fj(x):

p(x |y) = p1(x
1|y) · · · pn(xn|y), x = (x1, . . . , xn), y ∈ Y

Ïðîëîãàðè�ìèðîâàâ ïîä argmax, ïîëó÷èì êëàññè�èêàòîð

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλy P̂(y) +
n∑

j=1

ln p̂j(x
j |y)

)

Âîññòàíîâëåíèå n îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

� íàìíîãî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à, ÷åì îäíîé n-ìåðíîé
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Ïðèçíàêè ñ ïëîòíîñòÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà

Ïðåäïîëîæåíèå: îäíîìåðíûå ïëîòíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíû:

p(x j |y ; θyj , ϕyj ) = exp

(
x jθyj − c(θyj)

ϕyj

+ h(x j , ϕyj )

)

ãäå θyj , ϕyj � ïàðàìåòðû, c(θ), h(x , ϕ) � ïàðàìåòðû-�óíêöèè.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè log-ïðàâäîïîäîáèÿ

L(θ, ϕ) =
n∑

j=1

∑

y∈Y

(
∑

xi∈Xy

ln p(x ji |y ; θyj , ϕyj)

)

→ max
θ,ϕ

ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è äëÿ êàæäîãî (y , j):

∑

xi∈Xy

(
x jθyj − c(θyj)

ϕyj

+ h(x j , ϕyj )

)

→ max
θyj ,ϕyj

Ïî θyj çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, ïî ϕyj íå âñåãäà
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Ëèíåéíûé íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

�åøåíèå θyj ÷åðåç ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðèçíàêà j â êëàññå y :

∂L

∂θyj
= 0 ⇒ c ′(θyj) =

∑

xi∈Xy

x
j
i

|Xy |
≡ x̄yj ⇒ θyj = [c ′]−1(x̄yj)

�åøåíèå ϕyj íå âñåãäà âûðàæàåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

∂L
∂ϕyj

= 0, íî

äëÿ ðàñïðåäåëåíèé Ïóàññîíà, Áåðíóëëè, áèíîìèàëüíîãî ϕyj = 1;
äëÿ ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (è åñëè ϕyj íå çàâèñèò îò y):

∂L

∂ϕyj

= 0 ⇒ ϕyj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

(
x
j
i − x̄yi j

)2

Â èòîãå Na��ve Bayes îêàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì êëàññè�èêàòîðîì:

a(x) = argmax
y∈Y

( n∑

j=1

x j
θyj
ϕyj
︸︷︷︸

wyj

+ ln(λyP(y))−
n∑

j=1

c(θyj)

ϕyj

︸ ︷︷ ︸

by

+
✘
✘
✘
✘✘

h(x j , ϕyj )
︸ ︷︷ ︸
åñëè îò y
íå çàâèñèò

)
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Íàïîìèíàíèå. Ïðèìåðû ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé

µ � ïàðàìåòð ìàòîæèäàíèÿ, θ = g(µ) � �óíêöèè ñâÿçè:

1√
2πσ

exp
(

− (x−µ)2

2σ2

)

= exp
(
xµ− 1

2
µ2

σ2 − x2

2σ2 − 1
2 ln(2πσ

2)
)

µx(1− µ)1−x = exp
(
x ln µ

1−µ + ln(1− µ)
)

C x
k

(µ
k

)
x
(
1− µ

k

)
k−x = exp

(
x ln µ

k−µ + k ln(k − µ) + lnC x
k − k ln k

)

1
x!e

−µµx = exp
(
x ln(µ)− µ− ln x!

)

ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ c(θ) c
′(θ) [c ′]−1(µ) ϕ h(x , ϕ)

íîðìàëüíîå R
1
2
θ2 θ µ σ2 − x2

2ϕ
− ln(2πϕ)

2

Áåðíóëëè {0, 1} ln(1 + e
θ) 1

1+e−θ
ln µ

1−µ
1 0

áèíîìèàëüíîå {0, . . . , k} k ln 1+eθ

k

k

1+e−θ
ln µ

k−µ
1 lnC x

k − k ln k

Ïóàññîíà {0, 1, . . . } e
θ

e
θ lnµ 1 − ln x!
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Âûâîäû ïðî íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Äîñòîèíñòâà:

î÷åíü áûñòðîå îáó÷åíèå çà O(ℓn) � âû÷èñëåíèå x̄yj , ϕyj

ïî÷òè íåò ïåðåîáó÷åíèÿ, äàæå íà êîðîòêèõ âûáîðêàõ

åäèíîîáðàçíàÿ îáðàáîòêà ðàçíîòèïíûõ ïðèçíàêîâ

õîðîøåå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ

îöåíêà ïîëåçíîñòè è îòáîð ïðèçíàêîâ: maxy p(y |j)
áàçîâûé óðîâåíü êà÷åñòâà ïðè êëàññè�èêàöèè òåêñòîâ

ïðè êëàññè�èêàöèè òåêñòîâ îòáîð ïðèçíàêîâ ïî ïîëåçíîñòè

óäàëÿåò ñòîï-ñëîâà, îáùóþ è íåðåëåâàíòíóþ ëåêñèêó

Îãðàíè÷åíèÿ è íåäîñòàòêè:

ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ

íèçêèé óðîâåíü êà÷åñòâà â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé
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Íàïîìèíàíèå. Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà (Parzen Window, PW)

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè Ïàðçåíà��îçåíáëàòòà

ñ �óíêöèåé ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′), äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y :

p̂h(x |y) =
1

ℓyVh

∑

xi∈Xy

K

(
ρ(x , xi )

h

)

,

Ìåòîä îêíà Ïàðçåíà � ýòî ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

λy

P(y)

ℓy

∑

xi∈Xy

K

(
ρ(x , xi )

h

)

.

Çàìå÷àíèå 1: íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü Vh =
∫

X
K
(ρ(x ,xi )

h

)
dx

ñîêðàùàåòñÿ ïîä argmax, åñëè îí íå çàâèñèò îò xi è yi .

Çàìå÷àíèå 2 (íàïîìèíàíèå): èìååì ïðîáëåìû âûáîðà

ÿäðà K (r), øèðèíû îêíà h, �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′).
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Êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíò (Quadrati
 Dis
riminant Analysis)

�èïîòåçà: êàæäûé êëàññ y ∈ Y èìååò n-ìåðíóþ ãàóññîâñêóþ

ïëîòíîñòü ñ öåíòðîì µy è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σy :

p(x |y) = N (x ;µy ,Σy ) =
exp

(
−1

2(x − µy)
TΣ−1

y (x − µy)
)

√

(2π)n det Σy

Òåîðåìà

1. �àçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

λyP(y)p(x |y) = λsP(s)p(x |s), êâàäðàòè÷íà äëÿ âñåõ y , s ∈ Y .

2. Åñëè Σy = Σs , òî ïîâåðõíîñòü âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíóþ.

Êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíò � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλyP(y)− 1
2(x− µ̂y)

TΣ̂−1
y (x− µ̂y)− 1

2 ln det Σ̂y

)
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êâàäðàòè÷íîãî äèñêðèìèíàíòà
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Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà (Fisher Linear Dis
riminant)

Ïðîáëåìà: äëÿ ìàëî÷èñëåííûõ êëàññîâ âîçìîæíî det Σ̂y = 0.

Ïóñòü êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû êëàññîâ ðàâíû: Σy = Σ, y ∈ Y .

Îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ Σ:

Σ̂ =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

(xi − µ̂yi )(xi − µ̂yi )
T

Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

λy P̂(y)p̂(x |y) =

= argmax
y∈Y

(
ln(λy P̂(y))− 1

2 µ̂
T
y Σ̂

−1µ̂y
︸ ︷︷ ︸

βy

+xT Σ̂−1µ̂y
︸ ︷︷ ︸

αy

)
;

a(x) = argmax
y∈Y

(
xTαy + βy

)
.

Â ñëó÷àå ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè � îáðàùàòü ìàòðèöó Σ̂ + τ In.
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�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòà

Â îäíîìåðíîé ïðîåêöèè íà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ðàçäåëÿþùåé

ãèïåðïëîñêîñòè êëàññû ðàçäåëÿþòñÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì,

òî åñòü ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè:

Îñü ïðîåêöèè ïåðïåíäèêóëÿðíà îáùåé êàñàòåëüíîé ýëëèïñîèäîâ ðàññåÿíèÿ

Fisher R. A. The use of multiple measurements in taxonomi
 problems. 1936.
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�àóññîâñêàÿ ñìåñü 
 äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè êîâàðèàöèè

�àóññîâñêàÿ ñìåñü GMM � Gaussian Mixture Model

Äîïóùåíèÿ:

1

Ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ p(x |y) ïðåäñòàâèìû
â âèäå ñìåñåé ky êîìïîíåíò, äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y

2

Êîìïîíåíòû j = 1, . . . , ky èìåþò n-ìåðíûå ãàóññîâñêèå

ïëîòíîñòè ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèçíàêàìè:

µyj = (µyj1, . . . , µyjn), Σyj = diag(σ2
yj1, . . . , σ

2
yjn):

p(x |y) =
ky∑

j=1

wyjpyj(x), pyj(x) = N (x ;µyj ,Σyj)

ky∑

j=1

wyj = 1, wyj > 0
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EM-àëãîðèòì. Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé

×èñëîâûå ïðèçíàêè: fd : X → R, d = 1, . . . , n.

E-øàã: äëÿ âñåõ y ∈ Y , j = 1, . . . , ky , d = 1, . . . , n:

gy ij =
wyjN (xi ;µyj ,Σyj)

p(xi |y)
≡ P( j |xi , yi = y)

M-øàã: äëÿ âñåõ y ∈ Y , j = 1, . . . , ky , d = 1, . . . , n

wyj =
1

ℓy

∑

i : yi=y

gy ij

µ̂yjd =
1

ℓywyj

∑

i : yi=y

gy ij fd(xi )

σ̂2
yjd =

1

ℓywyj

∑

i : yi=y

gy ij
(
fd (xi )− µ̂yjd

)2

Çàìå÷àíèå: êîìïîíåíòû ¾íàèâíû¿, íî ñìåñü íå ¾íàèâíà¿
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Áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Ïîäñòàâèì ãàóññîâñêóþ ñìåñü â áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

λyPy

ky∑

j=1

wyj Nyj exp
(
−1

2ρ
2
yj(x , µyj )

)

︸ ︷︷ ︸

pyj (x)
︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

Nyj = (2π)−
n
2 (σyj1 · · · σyjn)−1

� íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè;

ρyj(x , µyj) � âçâåøåííàÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà â X = R
n
:

ρ2yj(x , µyj) =

n∑

d=1

1

σ2
yjd

(
fd (x)− µyjd

)2
.

Èíòåðïðåòàöèÿ: ýòî ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð, â êîòîðîì

pyj(x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê j-é êîìïîíåíòå êëàññà y ;

Γy (x) � áëèçîñòü îáúåêòà x ê êëàññó y .
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Ñåòü ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé (RBF)

Òð¼õñëîéíàÿ ñåòü RBF (Radial Basis Fun
tions):

a(x) = argmax
y∈Y

λyPy

ky∑

j=1

wyjpyj(x)

?>=<89:;x · · ·

p11(x)

· · ·
p1k1(x)

pM1(x)

· · ·
pMkM (x)

∑

· · ·

∑

arg
max a(x)

55

22

,,

))

w11
❨❨❨❨

,,❨❨❨❨

w1k1❣❣❣❣

33❣❣❣

wM1
❲❲❲❲

++❲❲
❲

wMkM❡❡❡

22❡❡❡

λ1P1

❏❏
❏

$$❏
❏

λMPMttt

::tt

//
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EM-àëãîðèòì êàê ìåòîä îáó÷åíèÿ ðàäèàëüíûõ ñåòåé

Îòëè÷èÿ ãåíåðàòèâíîãî RBF-ÅÌ îò äèñêðèìèíàòèâíîãî RBF-SVM:

îïîðíûå âåêòîðû µyj � ýòî íå ïîãðàíè÷íûå îáúåêòû

âûáîðêè, à öåíòðû ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé êëàññîâ

àâòîìàòè÷åñêè ñòðîèòñÿ ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå êàæäîãî

êëàññà â âèäå ñîâîêóïíîñòè êîìïîíåíò � êëàñòåðîâ

Ïðåèìóùåñòâà ÅÌ-àëãîðèòìà:

ÅÌ-àëãîðèòì ëåãêî ñäåëàòü óñòîé÷èâûì ê øóìó

êàê ïðàâèëî, ÅÌ-àëãîðèòì äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ

Íåäîñòàòêè ÅÌ-àëãîðèòìà:

ÅÌ-àëãîðèòì ÷óâñòâèòåëåí ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò � òðóäíàÿ çàäà÷à

(ïðîñòûå ýâðèñòèêè ìîãóò ïëîõî ðàáîòàòü)
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�åçþìå

Òðè ïîäõîäà ê âîññòàíîâëåíèþ ïëîòíîñòè ïî âûáîðêå:

Ïàðàìåòðè÷åñêèé: p̂(x) = ϕ(x , θ)

�àçäåëåíèå ñìåñè: p̂(x) =
∑k

j=1 wjϕ(x , θj ), k ≪ ℓ

Íåïàðàìåòðè÷åñêèé: p̂(x) =
∑ℓ

i=1
1

ℓVh
K
(
ρ(x ,xi )

h

)

Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè:

Îñíîâíàÿ �îðìóëà: a(x) = argmax
y∈Y

λyP(y)p̂(x |y)

Áàéåñîâñêèå ãåíåðàòèâíûå ìîäåëè êëàññè�èêàöèè

� ìîäåëèðóþò �îðìó êëàññîâ íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå,

� òðåáóþò áîëüøåãî îáú¼ìà äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ,

� ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê øóìîâûì âûáðîñàì

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

� îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ,

� íåïëîõî ðàáîòàåò â çàäà÷àõ êàòåãîðèçàöèè òåêñòîâ
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