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Аннотация. Рассматривается практическая задача восстановления скры-

того состава портфеля инвестиционной компании (фонда), представлен-

ного временным рядом его периодических доходностей. Эта задача от-

носится к классу задач регрессионного оценивания. Коэффициенты ре-

грессии имеют смысл долевого распределения капитала на множестве 

биржевых активов, представленных временными рядами их доходно-

стей. Специфика совместного регрессионного анализа массива биржевых 

данных определяется самой задачей идентификации модели портфеля, 

заключающейся в поиске небольшого подмножества биржевых активов, 

в которые действительно вложен капитал, в огромном множестве «всех» 

биржевых активов. С точки зрения регрессионного анализа это равно-

сильно предположению, что коэффициенты регрессии отличаются от 

нуля только в пределах реально существующего малого подмножества в 

большом универсуме регрессоров, и основной целью обработки данных 

является именно поиск этого подмножества, а не аппроксимация целево-

го сигнала. Такую задачу мы называем задачей Factor Search. Однако та-

кой поиск проблематичен, если нет априорной информации об ожидае-

мой структуре портфеля. Мы предлагаем регуляризованную регрессион-

ную модель доходности инвестиционного портфеля, основанную на 

предположении, что анализируемый портфель рационально составлен 

его администрацией в соответствии с теорией оптимального состава 

портфеля Гарри Марковица, а именно как компромисс между двумя вза-

имно противоречащими требованиями его прибыльности и риска банк-

ротства. 
 

Ключевые слова. Анализ инвестиционных портфелей на основе доход-

ности, состав инвестиционного портфеля, разряженная регрессия с огра-

ничениями, априорная регуляризация, квадратичная оптимизация с огра-

ничениями, портфель Марковица, неприятие риска, оценивание гиперпа-

раметров, кросс-валидация по отдельным объектам (leave-one-out).  
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1 Введение.  

Практическая задача восстановления скрытого состава портфеля инвести-

ционной компании (инвестиционного фонда), представленного временным 

рядом его периодических доходностей, относится к классу задач регрессион-

ного оценивания, но требует учета совокупности целого ряда дополнительных 

допущений.  

Во-первых, коэффициенты регрессии имеют здесь смысл долевого распре-

деления капитала на множестве биржевых активов, представленных времен-

ными рядами их доходностей, поэтому сумма коэффициентов априори равна 

единице.  

Во-вторых, предполагается, что число активов (регрессоров) намного пре-

вышает размер выборки, т.е. число рассматриваемых последовательных пери-

одов владения.  

В-третьих, мы ограничиваемся здесь только паевыми фондами (Mutual 

Funds), которым запрещено заимствовать капитал, что выражается ограниче-

нием неотрицательности коэффициентов регрессии.  

Наконец, четвертое и важнейшее предположение определяется самой зада-

чей идентификации модели портфеля как задачей поиска небольшого подмно-

жества биржевых активов, в которые действительно вложен капитал, в огром-

ном множестве «всех» биржевых активов.  

С точки зрения регрессионного анализа это равносильно предположению, 

что коэффициенты регрессии отличаются от нуля только в пределах реально 

существующего малого подмножества в большом универсуме регрессоров, и 

основной целью обработки данных является именно поиск этого подмноже-

ства, а не аппроксимация целевого сигнала. Такую задачу мы называем зада-

чей фактор-поиска (Factor Search). Однако фактор-поиск проблематичен, если 

нет априорной информации об ожидаемой структуре портфеля.  

Мы предлагаем регуляризованную регрессионную модель доходности инве-

стиционного портфеля, основанную на предположении, что анализируемый 

портфель рационально составлен его администрацией в соответствии с теори-

ей оптимального состава портфеля Гарри Марковица, а именно как компро-

мисс между двумя взаимно противоречащими требованиями его доходности и 

риска банкротства.  

Статья структурирована следующим образом. В Разделе 2 мы кратко рас-

смотрим практическую задачу анализа инвестиционного портфеля, положив-

шую начало данному исследованию. В Разделе 3Ошибка! Источник ссылки 

не найден. мы исследуем специфику задачи выбора регрессоров при наличии 

ограничений в больших наборах коррелированных регрессоров.  Раздел 4 пол-

ностью посвящен эффективному решению задачи оценки регрессии с ограни-

чениями в больших наборах регрессоров. В Разделе 5 мы экспериментально 

изучаем разработанную математическую и алгоритмическую систему.  
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2 Анализ информации о доходности инвестиционных 

портфелей  

2.1 Модель Уильяма Шарпа для оценивания состава портфеля на 

основе доходностей  

Пусть капитал анализируемой инвестиционной компании полностью инве-

стирован в биржевые активы n  видов в пропорциях
1( ,..., )n   , 

0
1

n

ii
  , 

0i  . Эти доли капитала называются портфелем компании.  

Ограничения неотрицательности 0i   выражают предположение, что акти-

вы могут быть приобретены только с использованием внутреннего капитала без 

заимствования денег или активов из внешних источников, или, как принято гово-

рить при управлении портфелем, без удержания коротких (отрицательных) пози-

ций – большинству паевых инвестиционных фондов это не разрешено. Инвести-

ционные компании, занимающие отрицательные (короткие) позиции 0i  , соот-

ветствующие заемным средствам, называются хедж-фондами [15]. В этой ста-

тье мы не рассматриваем хедж-фонды.   

Менеджеры портфелей, как правило, очень скрытны в отношении того, что 

они покупают и продают, а дробная структура портфеля
1( ,..., )n    обычно 

скрыта от общественности. Такая информация, будучи восстановленной, пред-

ставляла бы большой интерес для тех, кто следит за портфелем, в частности, 

она давала бы инвесторам этого портфеля предварительное оповещение.  

Проблема восстановления скрытого распределения капитала в портфеле на 

основе общедоступных данных была сформулирована Уильямом Шарпом, 

лауреатом Нобелевской премии 1990 года по экономике [1]. Его метод предпо-

лагает анализ временных рядов периодической доходности портфеля, о которых 

компания обязана отчитываться, совместно с синхронными временными рядами 

доходности на фондовом рынке активов, предполагаемых к формированию 

портфеля.  

Поскольку фактический портфель может содержать сотни и даже тысячи 

инструментов, Шарп предложил аппроксимировать полученную доходность 

портфеля небольшим количеством рыночных индексов [15] представляющих 

определенные классы активов и инвестиционные стили. Этот подход известен 

под названием Анализ Стиля на Основе Доходности, Returns Based Style Anal-

ysis, RBSA.  

Периодическая доходность – это процент прибыли от инвестиций в финансо-

вый инструмент за определенный период времени. Пусть ,beg iz  и ,end iz  цены 

активов в начале и в конце некоторого временного интервала, называемого пе-

риодом владения, соответственно, ,beg pz  и ,end pz  будут стоимостью портфеля в 

целом. Отношение , , ,( )end p beg p beg py z z z   называется доходностью портфеля за 

период владения, а , , ,( )i end i beg i beg ix z z z   представляют собой доходности ак-

тивов. Если рассматриваются классы активов, то их ожидаемая доходность 

обычно оценивается специальными аналитическими компаниями как индекс 

доходности.  



Для последовательных временных моментов 1, 2,3,...t  , составляющих по-

следовательность периодов владения, например, рабочие дни, месяцы и квар-

талы фондовой биржи, периодические доходности как портфеля, так и активов 

образуют ряд временных рядов, соответственно 
ty  and ,t ix , 1,...,i n . Эти 

значения можно считать известными, так как любая инвестиционная компания 

должна регулярно публиковать доходность своего портфеля, а доходности 

классов активов регулярно публикуются как онлайн, так и в печатных финан-

совых СМИ. В простейшем случае ежедневной периодичности доходность 

каждого отдельного актива может быть немедленно рассчитана на основе из-

вестных изменений его цены. 

В модели Шарпа периодическая доходность портфеля равна линейной ком-

бинации периодических доходностей активов или классов активов с коэффи-

циентами, имеющими значение долей портфеля, вложенных в каждый из них в 

начале периода, при условии, что весь бюджет полностью потрачен на инве-

стиции: 

 

2

,

1 1 1

min, 1, 0, 1,..., .
T n n

t i t i i i

t i i

y x i n
  

 
        

 
     (1) 

Принцип аппроксимации обычно используется в современном инвестицион-

ном анализе как Анализ Стиля на Основе Доходности (RBSA).  

Задача регрессии с ограничениями (1) относится к классу квадратичной оп-

тимизации при линейных ограничениях (задача квадратичного программиро-

вания) [18]. Его вычислительная сложность полиномиальна по отношению к 

числу активов или классов активов, предположительно образующих портфель 

 3( )O n , но она линейна по отношению к числу периодов времени, на которых 

были вычислены периодические доходности  ( )O T .   

2.2 Проблема поиска подмножества биржевых активов, 

фактически составляющих исследуемый портфель  

Типичной целью обработки данных по доходности является фактор-поиск – 

нахождение реально существующего скрытого состава анализируемого порт-

феля среди очень большого количества потенциальных факторов-активов или 

классов активов (индексов фондового рынка). Пусть {1,..., }n  обозначает 

полный набор факторов, тогда требуется найти среди них небольшое активное 

подмножество ˆ  , ˆˆ | |n n  . Это означает, что оценки выявления факторов, 

т.е., коэффициентов регрессии в модели портфеля на основе доходности (1), 

должны быть положительными внутри активного подмножества ˆ 0i  , ˆi , и 

равными нулю вне его ˆ 0i  , ˆi . Таким образом, требуется найти модель 

портфолио вида 

 ,
ˆ ˆ

ˆ, 1, 0,t i t i i i

i i

y x i
 

        .   

Эту задачу мы называем задачей фактор-поиска (Factor Search). В любом 

случае, выбор модели регрессии подразумевает ту или иную регуляризацию, а 

именно, уменьшение свободы варьирования коэффициентов регрессии при 
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минимизации остатка по критерию наименьших квадратов (1). Несмотря на то, 

что ограничения типа равенств и неравенств вносят весьма глубокую регуля-

ризацию [2], сами по себе они недостаточны для наделения критерия свой-

ством фактор-поиска при сравнении временных рядов доходности портфеля с 

большими наборами индексов фондового рынка.  

Поэтому в следующем Разделе 2.3 мы предлагаем учесть, помимо есте-

ственных ограничений,  дополнительные априорные предложения по рацио-

нальности состава искомого неизвестного портфеля с точки зрения его полез-

ности как финансового инструмента. 

2.3 Априорные предположения о составе анализируемого 

портфеля  

Мы исходим из предположения, что портфель, временной ряд доходности 

( , 1,..., )ty t T  которого анализируется, был составлен командой его менеджеров 

с целью получения большей доходности при приемлемом уровне риска. 

Пусть доходности активов в последующие периоды времени

,1 ,( ( ), 1,...,t t t nx x t T x  рассматривается как совокупность реализаций случай-

ного вектора, имеющего математическое ожидание { } nE x x  и ковариаци-

онную матрицу  T( )( )E  x x x x ( )n n . Здесь мы опускаем вопрос о том, 

являются ли доходности в последовательность ( , 1,..., )t t Tx  зависимыми или 

нет, предполагается, что соответствующий временной ряд стационарен. Тогда, 

доходность портфеля T

t ty  x  также следует рассматривать как стационарный 

случайный процесс, и его доходность на заданном отрезке времени будет слу-

чайной величиной с математическим ожиданием
Ty  x ,  а именно, ожидаемой 

прибылью (доходностью), и дисперсией 
2 T    , которая создает некоторый 

риск потерь при составлении портфеля. 

Чем больше ожидаемая доходность, тем лучше портфель. С другой сторо-

ны, чем больше дисперсия доходности, тем больше вероятность низкой и даже 

отрицательной доходности и тем хуже становится портфель 

В соответствии с теорией оптимального состава портфеля Гарри Марковица 

[3], рациональным можно считать только тот состав портфеля  T, 1 0 1  , 

который обеспечивает наименьшее отклонение для фиксированной ожидаемой 

доходности  T min,   T constx  , или наоборот, наибольшую ожидае-

мую доходность  T Tmax, const x    . Легко видеть, что оба случая 

охватываются условием  

 
T T( | ) maxU     x    ,     

T, 1 0 1  .  (2) 

Квадратичную функцию ( | )U   обычно называют портфельной (утилитой) 

функцией полезности [4], где параметр 0    интерпретируется как толе-

рантность к риску и, соответственно, 1   как неприятие риска. 



Таким образом, когда математическое ожидание и ковариационная матрица 

доходности активов  T( )( )E  x x x x ( )n n  фиксированы, существует 

только однопараметрическое семейство состава портфеля, которое может быть 

разумным с точки зрения невозможности улучшить каждую из них как в ожида-

емой доходности, так и в дисперсии доходности.  

Кстати, именно этот факт обеспечивает само существование равновесия фон-

дового рынка в сообществе инвесторов, не склонных к риску, и привел, наконец, 

к известной модели ценообразования на капитальные активы  (CAPM) [5], кото-

рая была главным обоснованием Нобелевской премии по экономике, присуж-

денной в 1990 году Гарри Марковицу и Уильяму Шарпу. 

Портфели, не отвечающие условию (2) не могут быть признаны обоснован-

ными с точки зрения теории Марковица, но нельзя судить о том, какое значе-

ние толерантности к риску   лучше. Это внутренняя психологическая харак-

теристика каждого конкретного инвестора. 

В настоящей работе предлагается использовать класс функций полезности 

(2) в качестве параметрического семейства чрезвычайно сильных априорно 

обоснованных регуляризационных функций для задач фактор-поиска:  

 T T( | ) minV    x    .  (3) 

Здесь под 
nx  и  ( )n n  подразумеваются математическое ожидание и 

ковариационная матрица случайного вектора доходности активов, ожидаемого 

в начале инвестиционного периода, при условии, что они существенно не из-

менятся в течение некоторого периода времени в будущем. Коэффициент то-

лерантности к риску 0    является гиперпараметром этой функции регу-

ляризации.  

Эти статистические характеристики совокупности активов фондового рынка 

могут быть получены на достаточно длительном интервале времени

 ( 1),..., 1,0t T     , предшествующем интервалу наблюдения за портфелем

 1,2...,t T :  

 
0

( 1)

1
t

t TT  



x x ,   

0
T

( 1)

1
( )( )t t

t TT  

  

 x x x x .  (4) 

Однако вычисление x  и   непосредственно из интервала наблюдения порт-

феля  

 
1

1 T

t

tT 

 x x ,   
T

1

1
( )( )

T

t t

tT 

   x x x x   (5) 

не будет роковой ошибкой, если совокупность активов фондового рынка мож-

но считать относительно стабильной в течение довольно длительного периода 

времени.  
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2.4 Существующие методы решения задачи восстановления 

состава портфеля 
 

При регрессионном анализе широко применяется метод наименьших квадра-

тов. Пусть t   {1,..., }T  индексы конечного неупорядоченного множества объек-

тов, каждый из которых характеризуется вектором признаков 

,( , 1,..., ) n

j t ix i n  x  и целевой переменной 
ty . Если предположить, что 

существует линейная регрессия ( )y f x , тогда минимизация остаточной суммы 

квадратов является очевидным и в большинстве случаев отличным средством для 

нахождения соответствующей оценки коэффициентов регрессии:  

 
T 2 T T T

1

1 1

ˆ arg min ( ) arg min( ) ( ),

( ,..., ) , ( )( ), ( , 1,..., ) .

T

t

t
T n

T T i

y

y y n T i n



     

        

 x y X y X

y X x x

   



,  (6) 

 

Этот принцип широко известен как метод наименьших квадратов (МНК).  

Понятно, что простое решение соответствующей системы линейных уравне-

ний T XX Xy  дает единственную оценку коэффициентов регрессии только 

если регрессоры линейно независимы в наборе данных 0T XX , что возможно 

только при n T .  

Однако для многих приложений характерно, что число регрессоров значи-

тельно превышает размер выборки n T . В этом случае неизбежно некоторое 

ограничение свободы выбора вектора коэффициентов регрессии 
n . Суще-

ствует два принципиально разных способа реализации такого сужения. 

Первый способ заключается в добавлении функции регуляризации ( )V a  

критерию МНК (6) для использования некоторых априорных знаний об ожи-

даемой регрессионной модели:  

 
T T Tˆ arg min ( ) ( ) ( )V     y X y X    .  (7) 

Функция регуляризации является штрафом, предназначенным для выражения 

нежелательности некоторых значений   – чем более маловероятным пред-

ставляется наблюдателю этот вектор коэффициента регрессии, тем больше 

должен быть штраф ( )V  .  

Широко известные регуляризации: ridge 
2

1
( )

n

ii
V


   [6,7], bridge 

1

n p

ii
  ( 0)p  [8,9], в частности, LASSO

1

n

ii
  [10], их комбинация Elas-

tic Net 
2

1
( | |)

n

i ii
    [11],  и более продвинутый SCAD [12]  штрафуют от-

клонение коэффициентов регрессии  от  нуля. Фактически, то же самое делает 

регуляризация на основе матрицы
T( )V  G    [13].Этот факт наталкивает на 

идею их совместного рассмотрения под названием центральной регуляриза-

ции (central regularization)  
 



Однако в прикладной задаче анализа инвестиционного портфеля, положив-

шей начало этой работе, требуется математически выразить априорное знание 

неизвестном составе портфеля, для чего мы будем использовать особый вид 

смещенной регуляризации (biased regularization) T

0 0( ) ( ) ( )V   G      

[14], где вектор 0

n  это гиперпараметр вместе с матрицей G ( )n n .  

Но, что особенно важно, способ регуляризации, получающийся при исполь-

зовании штрафной функции (3), наиболее важен в обсуждаемом приложении. 

Состав портфеля должен оцениваться как доля капитала над набором активов 

фондового рынка или классов активов, следовательно, коэффициенты регрес-

сии должны в сумме давать единицу 

 
1

1
n

i

i

  , or in vector form, T 11  , T(1 1) n 1 .   

Кроме того, мы ограничимся рассмотрением только класса взаимных (пае-

вых) инвестиционных фондов, которым разрешено формировать портфели, 

используя только свой внутренний капитал; в отличие от хедж-фондов, кото-

рые могут занимать деньги или активы из внешних источников [15]; что мате-

матически приводит к предположению, что коэффициенты регрессии не могут 

быть отрицательными 0, 1,..., ,i i n    или  0 .  

В терминах регуляризирующей функции (7), это ограничение вряд ли подда-

ется обработке:  

  T( ) 0, , 1; , otherwiseV    0 1   .   

Будет удобнее неявно добавить ограничения к критерию МНК(6):  

     
T

T T

T

ˆ arg min ,

1, ,

   


 

y X y X

1 0

  

 
     , , ( )n T n T  y X .  (8) 

Эта задача регрессии с ограничениями многократно рассмотрена в литературе 

при предположении о большом количестве регрессоров n T , но только с 

ограничениями равенствами 
T 11   или неравенствами 0  и никогда не с 

обоими.  

Прежде всего, следует отметить, что даже при отсутствии знаковых ограни-

чений задача квадратичной оптимизации с n  переменными na   

 
T T T

T

ˆ arg min( ) ( ),

1,

   




y X y X

1

  


  (9) 

неизбежно имеет полиномиальную вычислительную сложность 3( )O n . Одна-

ко, все решения, которые дают один и тот же вектор невязок 
T T  y X   

эквивалентны с точки зрения полученной модели регрессии. Следовательно, 

только соответствующее T -мерное подпространство 
n

 имеет значение, что 

сравнительно низкоразмерно в силу предполагаемого неравенства n T . В 

[16] показано что, при отсутствии каких –либо ограничений, достаточно найти 

предельное решение задачи гребневой (ridge) регрессии 
T T T T( ) ( ) min( )    y X y X     , 0 , в полном соответствии с мето-

дологией Тихонова решения некорректных задач [17].  
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В данной статье предложен алгоритм решения задачи при ограничениях ра-

венства T 11   (9). Алгоритм имеет линейную вычислительную сложность 

( )O n  относительно числа переменных и полиномиальную 3( )O T  по размеру 

выборки. В дальнейшем он служит базой, лежащей в основе наших алгорит-

мов решения полностью ограниченной задачи (8) при больших наборах ре-

грессоров. 

Задача регрессии с ограничениями (8) является частным случаем в классе 

задач квадратичного программирования [18]. 

 
T T min( ),

, , , ,

n

k m k n m n

   


     

G u

B b D d

   

 
,  (10) 

где матрицы ( )k nB  и ( )m nD  а также векторы b  и d  указываются согласно 

предварительным знаниям. Наш частный случай (8) характеризуется особенно 

простыми ограничениями, одним равенством T 11  , 1k  , и n  неравенствами 

на знаки 0 , m n .  

Нет необходимости использовать общепринятые общие итерационные ме-

тоды, такие как процедуры внутренние или внешние точки, для решения зада-

чи ограниченной регрессии (8). Возможность конечного решения этой задачи  

возникает из того факта, что после нахождения решения ˆ ( 0, 1,..., )i i n     и 

определения подмножества активных регрессоров  ˆ: 0ii   , оптимальные 

значения активных ненулевых коэффициентов регрессии совместно являются 

решениями задачи наименьших квадратов без ограничений в активном подмно-

жестве. Может показаться нереальным найти его среди огромного количества 

всех подмножеств за {1,..., }n , но общий поиск не требуется из-за особых 

свойств задачи оптимизации (8).  

Метод точного штрафа, рассмотренный в [19,20], дает решение этой задачи в 

ограниченной форме. Суть метода в замене задачи условной оптимизации на 

безусловную функцию штрафа   

  T T T T

1

( ) ( ) ( ) ( 1) max 0,
n

i

i





 
       

 
y X y X 1    .   

Понятно, что эта функция является мажорантой исходной целевой функции и 

совпадает с ней в точке решения Tˆ ˆ ˆ( , 0, 1,..., )i i n   1  :  

 T T T( ) ( ) ( ),   y X y X     T T Tˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ),   y X y X      

Если параметр штрафа 0   достаточно велик, любой минимизатор мажоран-

ты ( )   решает задачу (8).  

Однако абсолютное большинство публикаций по оценке ограниченной ре-

грессии рассматривает только знаковые неравенства 0  и опускает равенство

1T 1  . В ряде публикаций, в частности в [21], показано, что знаковые ограни-

чения наделяют критерий наименьших квадратов четко выраженным свой-

ством нахождения разреженной (sparse) регрессионной модели, даже без до-

полнительных средств уменьшения числа регрессоров. 



Простая процедура, обеспечивающая неотрицательность коэффициентов ре-

грессии и называемая алгоритмом активного множества, предлагается в [22] и 

модифицируется в [23]. Алгоритм основан на том, что после нахождения реше-

ния ˆ ( 0, 1,..., )i i n     и определения подмножества активных регрессоров 

 ˆ: 0ii   , оптимальные значения активных ненулевых коэффициентов регрес-

сии совместно являются решением неограниченной задачи наименьших квадра-

тах в активном подмножестве. Итерационный алгоритм чередующихся 

наименьших квадратов начинается с исходного допустимого набора коэффи-

циентов регрессии, и на каждом шаге переменные выбираются и удаляются из 

активного множества таким образом, что оно строго уменьшается. Решение 

будет найдено после конечного числа итераций простой неограниченной ли-

нейной регрессии на активном подмножестве. Однако вычислительная слож-

ность каждого шага является кубической относительно размера текущего ак-

тивного подмножества, и число итераций может быть довольно большим 

Однако все вышеперечисленные алгоритмы имеют полиномиальную вычис-

лительную сложность относительно числа регрессоров n . Поэтому в этой статье 

мы разрабатываем быстро сходящийся итерационный алгоритм, каждая итера-

ция которого имеет линейную вычислительную сложность ( )O n .  Идея алгорит-

ма – декомпозиция задачи условной минимизации (8) в последовательность 

сепарабельных задач оптимизации, каждая из которых содержит только одну 

переменную, так что они могут быть решены по отдельности параллельно. 

3 Регуляризация фактор-поиска в моделях ограниченной 

регрессии  
3.1 Центральная регрессия  

Как упоминалось выше в Разделе 2.2, естественные ограничения равенства и 

неравенства могут оказаться недостаточными для наделения критерия регресси-

онной оценки (8) свойством фактор-поиска. Это будет явно видно, если мы за-

пишем (8) в полускалярной форме:  

 
   

T
T

T

1

1 1

1

min( ,..., ),

1, 0, 1,..., .

n n
T

i i i i n

i in

i i

i

i n
 



    
             

   
     


 



y X y X y y  x x
  (11) 

Основным препятствием является корреляция между регрессорами 

1, ,( ) T

i i T ix x x , 1,...,i n , что делает едва различимыми различные ком-

бинации  ˆ,i i x  {1,..., }n .  

Эта трудность может быть существенно ослаблена, если априори предпо-

ложить, что регрессоры в искомой комбинации слабо коррелируют между 

собой.  Чем меньше корреляция между случайными переменными

( , 1,..., )ix i n ,  тем меньше дисперсия их линейной комбинации 
1

n

i ii
y x


   с 

фиксированной нормой вектора коэффициентов 
2

1

n

ii
 . Таким образом, если 
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мы хотим найти подмножество слабо коррелированных регрессоров, мы 

должны минимизировать квадратичную форму T min,   T const  .  

Это только один вид возможных априорных предположений о искомом 

подмножестве регрессоров, в общем случае любая положительно определен-

ная матрица может выражать интуицию пользователя, и она не должна обяза-

тельно зависеть от данных. Эта причина приводит к квадратичной регуляриза-

ции  

 
T T T T

1
T

( ) ( ) min( ,..., ),

1, .
nc      


 

G y X y X

1 0

   

 
  (12) 

Матрица квадратичной функции регуляризации указывает на некоторое 

априорно предпочтительное направление в n - размерном пространстве ре-

грессоров. Точка минимума квадратичной регуляризирующей функции - нуле-

вой вектор  0 , центр пространства. Поэтому такую регуляризацию назовем 

центральной регуляризацией.  

3.2 Смещенная регуляризация  

3.2.1 Контроль селективности в фактор-поиске  

Однако может случиться так, что априорные знания предполагают не толь-

ко направление, но и конкретное значение вектора коэффициентов регрессии. 

Ярким примером такой ситуации является априори известный факт, что число 

активных регрессоров, для которых коэффициенты регрессии положительны 

0i  , меньше числа, полученного в результате решения исходной задачи с 

ограничениями(12), и требуется принудительно присвоить некоторым из них 

нулевые значения. 

Это может быть сделано путем выбора квадратичной функции регуляриза-

ции  

 
T

0 0( ) ( ) min  G    ,    
0  0 ,   

когда смещение в отрицательном квадранте, которое запрещено ограничения-

ми неравенства  0 , поощряет нулевые значения коэффициентов регрессии. 

Мы называем эту квадратичную функцию смещенной регуляризацией.  

Чем глубже точка 
0  выталкивается в запретную зону, тем сильнее будет 

склонность регуляризационной функции
T

0 0( ) ( ) min  G     к уменьше-

нию числа активных регрессоров. Расширение квадратичной формы приводит 

к регуляризации T T

0 min G G    . Если мы положим 
0  1 , получим 

T G  T min 1 G .  

Итак, мы пришли к задаче регрессии с ограничениями  

    
T

T T

1
T

min( ,..., ),

1, .

T T

nc       


 

G 1 G y X y X

1 0

    

 
  (13) 

Чем больше параметр селективности 0  , тем сильнее свойство критерия 

(13) уменьшать подмножество активных регрессоров.  



Легко видеть некоторую аналогию с Elastic Net 
2

1
( | |)

n

i ii
    (Раздел 

2.4). Если положить G I , второе штрафное слагаемое в (13) будет T1  , что, 

в силу ограничений неотрицательности 
i i   , привело бы к  

 
T

1 1

n n

i i

i i 

       1  .   

Однако эта аналогия не совсем прямолинейна T T1 G 1  , иначе ограничение 

равенства 
T 11   уничтожит эффект избирательности.  

Параметр селективности 0   должен быть подобран с учетом набора дан-

ных ( , )y X  из принципа максимизации обобщающей способности модели, 

которая должна быть измерена с помощью соответствующей процедуры про-

верки.  

3.2.2 Управление толерантностью к риску в портфельных моделях  

Другим примером необходимости смещенной регуляризации является 

оценка состава портфеля при априорном допущении рационального баланса 

между ожидаемой доходностью и дисперсией доходности.  Действительно, 

квадратичная функция регуляризации (3) может быть представлена как 
T T

0 0( | ) ( ) ( )TV const      x         , где 

T

0 arg min T   x    . Условие  T T  x    n0  приводит к 

равенству  

 1

0
2


 x  .   

Мы получили смещенную функцию регуляризации 

 
T

0 0( ) ( ) min      ,   1

0
2


 x  ,   

что приводит к задаче регрессии с ограничениями 

 
T T T T

1
T

( ) ( ) min( ,..., ),

1, .

T

nc       


 

x y X y X

1 0

    

 


  (14) 

Коэффициент толерантности к риску 0    является скрытой характе-

ристикой инвестора, составлявшего анализируемый портфель, и должен оце-

ниваться вместе с составом портфеля. n . Это гиперпараметр модели, и, 

чтобы его оценить, нужно применить процедуру верификации; например, кри-

терий leave-one-out рассмотренный в следующем разделе.  

4 Алгоритм итерационного пути для ограниченного 

регуляризованного фактор-поиска.  
4.1 Сепарабельная оптимизация  
4.1.1 Сепарабельная целевая функция 

С математической точки зрения, как критерии фактор-поиска общей регрес-

сионной задачи с ограничениями (13), так и продиктованная приложением 
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задача с целью нахождения рациональной модели портфеля (14) имеют общую 

структуру  

 
T T T T T

1
T

( ) ( ) min( ,..., ),

1, ,
nc       


 

G d y X y X

1 0

    

 
  (15) 

где G  произвольная положительно определенная матрица и, соответственно, 
Td 1 G  или d x . Это задача квадратичного программирования. 

Достаточно рассмотреть его агрегированную форму  

 
T T

T

( ) min( ),
1, ,

c    


 

B d u

1 0

   
 

      1
где ( )( ),

и     2 .

T T

t tt
T

c n n n n


   

  
B G x x

u Xy
  (16) 

Из скалярной записи целевой функции явно видно, что она попарно сепара-

бельна, т. е. является суммой простых функций двух видов, каждая из которых 

зависит не более чем от двух переменных:  

 
1

1 1 1

1

2 переменные 1 переменная

( ,..., ) ( ) min,

1, 0, 1,..., .

n n n

n il i l i i i

i l i
n

i i

i

J b d cu

i n

  



         

    

 


.  (17) 

В частности, любая квадратичная функция является попарно сепарабельной. 

Именно парная сепарабельность приводит к системе n  линейных уравнений 

как способу квадратичной оптимизации. Вычислительная сложность решения 

этой системы полиномиальна 3( )O n .  

4.1.2 Сепарабельная оптимизация с ограничениями  

Еще более конкретно, когда матрица ( )n nB  диагональна 

11( )nnDiag b bB , что вряд ли реально в наших задачах, то целевая функция 

становится просто сепарабельной, без условия попарной сепарабельности, т. е. 

полностью представима как сумма функций одной переменной: 

  2

1 2

1

( , ,..., ) ( )
n

n ii i i i i

i

J b d cu


         .   

Если ограничений нет, то поиск его точки минимума сводится к поиску точек 

минимум одиночных составляющих, которые являются квадратичными:  

 2 2

1

1

( ,..., ) ( ) , arg min ( ) .
2

n
i i

n i i i ii i i i i

i ii

d cu
J const b d cu

b

 
                 (18) 

Понятно, что вычислительная сложность этой задачи оптимизации линейна 

относительно числа переменных ( )O n .  

Линейная вычислительная сложность будет сохранена в случае ограничений-

неравенств:  

  2

1 1

1

( ,..., ) ( ) min( ,..., ),

0, 1,..., .

n

n ii i i i i n

i

i

J b d cu

i n


           

  

   (19) 

Решение (18) определяется условием:  

 
, 0,ˆ

0,    0.
i i

i

i

  
  

 
  (20) 



Рассмотрим теперь сепарабельную задачу как с ограничениями-

неравенствами, так и с одним общим равенством:  

 
 2

1 2 1 2

1

1

( , ,..., ) ( ) min( , ,..., ),

1, 0, 1,..., .

n

n ii i i i i n
n i

i i

i

J b d cu

i n





            


    






  (21) 

На первый взгляд, уже невозможно обеспечить линейную вычислительную слож-

ность таким же простым способом, как в  (19)-(20), потому что задача потеряла 

свою сепарабельность.  Тем не менее, это возможно путем некоторого усложнения 

алгоритма.  

     Введем обозначение  1,...,n  для всего набора индексов регрессоров. Пусть 

задача (21) решена и
1
ˆ ˆ( ,..., )n  ее решение. В силу ограничений на знаки, часть 

коэффициентов регрессии 
i  будет простаивать, т. е. коэффициенты будут полу-

чать нулевые значения в результате минимизации критерия. Для обозначения 

множества положительных (активных) коэффициентов будем использовать сим-

вол 

   
 

ˆ ˆ: 0 1,...,
ˆ ˆ

подмножество всех активных индексов,

подмножество остальных (неактивных) индексов,\ : 0
i

i

i n

i

     

 





 

.  (22) 

В соответствии с постановкой задачи решение удовлетворяет условию 

 ˆ1

ˆ ˆ 1
n

i ii i 
     .  (23) 

Если в точке минимума (21) рассматривать только активное подмножество, 

оптимальные коэффициенты регрессии удовлетворяют условию: 

 
 2

1 2

1

ˆ

ˆ ˆ( , ) argmin ( , ,..., ) ( ) ,

1.

n

i n ii i i i i

i

i

i

i J b d cu





           


 






  (24) 

Это задача с одним общим ограничением равенства.  

Если мы обозначим    единственный множитель Лагранжа при ограни-

чении равенства, функция Лагранжа будет квадратичной:  

    2

ˆ ˆ

ˆmin , ,ˆ( , , ) ( ) 1
0.

i
i ii i i i i i

i i

iL i b d cu
 

                 
    

    (25) 

Для фиксированного множителя Лагранжа, оптимальные значения перемен-

ных определяются равенствами:  

 ˆ( , , ) 2 0l ii i i i

i

L l b d cu


       


,  ˆ ( )
2

i i

i

ii

d cu

b

 
   ,   1,...,i n .  (26) 

Это означает, что если бы значение множителя Лагранжа было известно для 

усеченной задачи (24),  то все оптимальные коэффициенты регрессии для пол-

ной задачи (21) определялись бы независимо друг от друга, что обеспечивало 

бы линейную вычислительную сложность алгоритма оптимизации:  

 1 ( ), ,ˆ ( )
0,                    ,2

i i i i
i

i i
ii

d cu d cu
d cub

      
  

   
     1,...,i n  .  (27) 

Условие (23) полностью определяет значение множителя Лагранжа:  
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1 : : : : :

ˆ ˆ 1
2 2 2 2

i i i i i i i i i i

n
i i i i

i i

i i d cu i d cu i d cu i d cu i d cuii ii ii ii

d cu d cu

b b b b               

  
             , (28) 

откуда следует уравнение    
: :

1
1

2 2i i i i

i i

i d cu i d cu
ii ii

d cu

b b     

 
    ,  т.е.   

 
 

 
ˆ:

ˆ:

1 ( ) 2
ˆ

1 2

i i

i i

i i iii d cu

iii d cu

d cu b

b

  

  

  
 




.  (29) 

Таким образом, решение начальной задачи оптимизации (21) полностью опре-

делено в соответствии с (27): 

  

 
ˆ:

ˆ:

1 ˆ ˆ( ), , 1 ( ) 2ˆ
ˆ0,                   , ˆ2

1 2
1,..., ,

i i

i i

i i i i i i iii d cui
i i

ii

iii d cu

d cu d cu d cu b
d cub

b
i n

  

  

                 
 




.  (30) 

Легко видеть, что равенство (23) всегда выполняется, если   удовлетворяет урав-

нению (29). Осталось только найти способ решения этого уравнения. 

Расставим коэффициенты ( )i id cu   в критерии (21) в порядке возрастания 

 
1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nd cu d cu d cu         ,  (31) 

и рассмотрим возрастающую функцию 

:

( )
( ) 0

2
i i

i i

i d cu ii

d cu
z

b  

  
   ,  .  (32) 

Понятно, что ( ) 0z    при 
1 1d cu   , и что ( ) 1z    пока ˆ    (29), и, 

наконец, ( ) 1z    когда ˆ   . Найдем целое число n̂  такое что ˆ( ) 1nz u   и 

ˆ 1( ) 1nz u   .  

Как только это будет сделано, мы полностью определили:  

 множество активных регрессоров в точке минимума задачи с обоими вида-

ми ограничений (21)  ˆ ˆ1,...,n  ;  

 значение множителя Лагранжа ̂  (30);  

 оптимальные значения всех переменных 

 1 ˆ ˆ( ), ( ) ,ˆ
ˆ0,                    ( ) .2

i i i i
i

i iii

d cu d cu
d cub

      
 

   
 ,   1,...,i n .  (33) 

Мы сумели получить искомую линейную сложность. 
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ˆ
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Рисунок 1. Нахождение множителя Лагранжа и подмножества активных ре-

грессоров. 

4.2 Последовательность сепарабельных задач квадратичной 

оптимизации вместо одной несепарабельной  
4.2.1 Разделение переменных  

Давайте еще раз рассмотрим агрегированную задачу оптимизации (16). По-

ложительно определенная матрица квадратичной формы ( ,ilbB  , 1,..., )i l n  

в общем случае не является диагональной. Ее всегда можно представить как 

сумму двух матриц, одна из которых диагональная:  

 

11 12 1

22 21 2

1 2

0 0 0

0 0 0
, , .

0 0 0

n

n

d nd d nd

nn n n

b b b

b b b

b b b

   
   
      
   
   
   

B B B B B   (34) 

Задача (16) перепишется в форме:  

 
T T T

T

( ) min( ),

1, ,
d nd c     


 

B B d u

1 0

     

 
  (35) 

Нам будет удобно рассмотреть альтернативную задачу квадратичного про-

граммирования с удвоенным числом переменных, которая получается из ис-

ходной задачи путем разбиения каждой переменной на сдвоенную пару:  

T T T T T

T T

( , )

1 1 1 1
( ) ( ) min( , ),

2 2 2 2
1, 1, , .

d d nd

J

c c

  


                 


      

B B B d u d u

1 1 0 0

 

         

   

  (36) 

Видно, что задачи  (35) и (36) совпадают, если    .  

Чтобы убедиться, что квадратичная целевая функция ( , )J     в расщеплен-

ной задаче (36) выпукла относительно удвоенного аргумента, достаточно рас-

смотреть ее гессиан:  

 
2n 

  




,   

2 2

2 2

( , ) ( , )
(2 2 )

( , ) ( , )
d nd

nd d

J J
n n

J J

   

   

       
             

B B
H

B B
   

   

   

   
.  (37) 
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Легко показать, что эта положительно определенная матрица имеет 2n  собствен-

ных значений, только n  из которых могут быть различны 
1 0,..., 0n    , и это 

собственные значения положительно определенной матрицы B ( )n n .  

Таким образом, задача квадратичного программирования (36) является вы-

пуклой. Идея итерационного алгоритма, которую мы рассмотрим ниже, чере-

дует два отдельных шага минимизации по отношению к  и  .  

4.2.2 Две симметричные сепарабельные задачи квадратичного 

программирования  

Альтернативная задача квадратичного программирования (36)  предполага-

ет два взаимосвязанных шага, в каждом из которых одна из двух версий рас-

щепленной переменной n  и n  действует как основная переменная, 

тогда как другая остается константой. 

T T T

T

1 1
( | ) ( ) min( | ),

2 2
1, ,

d ndJ c

               


   

B B d u

1 0

        

 

     (38) 

T T T

T

1 1
( | ) ( ) min( | ),

2 2
1, .

d ndJ c

               


   

B B d u

1 0

        

 

  (39) 

Скалярная запись связанных задач (38) и (39) показывает, что каждая из них 

сепарабельна:  

 2

1

1

1
( ,..., | )

2

n

n ii i i i

i

J b u


            ,    2

1

1

1
( ,..., | )

2

n

n ii i i i

i

J b u


            ,  (40) 

где 
iu  и 

iu  определяются равенствами:  

 
1, , : 0 1, , : 0

2 ( ), 2 ( ).
l l

n n

i il l i i i il l i i

l l i l l l i l

u b d cu u b d cu
        

                (41) 

Сепарабельность обеих задач (38)-(39) предполагает идею итеративного 

решения задачи в целом (35) путем итерационного чередования двух сепара-

бельных задач квадратичного программирования относительно   и  . 

4.3 Итерационный алгоритм  

В качестве начального приближения 0 0      мы принимаем решение 

задачи без ограничений на знаки. Далее в соответствии с алгоритмом (31)-(33) 

описанном в Разделе 4.1.2 

1) Шаг относительно  :  

 1 2

1 ,
1

1

1
( ) arg min ( ,..., | ) arg min , 1,..., ,

2
1, 0;

k

i i

n
k k

i n ii i ii
n i

i i

i

J b u i n






  


              


    










   

вычисление сумм
1, , : 0k

l

n k

il ll l i l
b

   
 , 1,...,i n  в (41)  справа.  

2) Шаг относительно  : 



 1_1

1 1 2

1 ,
1

1

1
( ) arg min ( ,..., | ) arg min , 1,..., ,

2
1, 0;

k

i i

n
k k

i n ii i ii
n i

i i

i

J b u i n

 






  


              


    










   

вычисление сумм 1

1

1, , : 0k
l

n k

il ll l i l
b



   
 , 1,...,i n  в (41) слева.  

3) Следующее значение искомого вектора: 1 1 11
( )

2

k k k       .  

Условие останова: 1 1 1 1( ) ( )k k T k k             .  

Так как на каждом шаге гарантируется уменьшение целевой функции  

 1 1( , ) ( , )k k k kJ J          пока  k k   ,  

и область поиска выпуклая, достаточным условием сходимости является по-

ложительная определенность гессиана (37).  

5 Экспериментальное исследование метода оценки задачи 

регрессии с ограничениями и регуляризацией 

5.1 Организация эксперимента 
Целью экспериментов является изучение возможности процедуры регуля-

ризованного фактор-поиска, описанной в Разделах 3 и 4, оценивание реальной 

модели sparse-регрессии из большого набора коррелированных переменных. В 

качестве набора регрессоров мы использовали 650 временных рядов месячных 

индексов фондового рынка 

 
,( , 1,..., ) n

t t ix i n  x , 650n  ,  (42) 

каждый  длиной 20 лет, т.е., состоящий из 240 значений доходности 1,...,t T , 

240t  :  

 ( , 1,..., )t t T X x ( )n T .  (43) 

Помещенные в порядке убывания, собственные значения их ковариационной 

матрицы   (5) быстро убывают
1 16369.8  , 

2 1435.2  , 
3 1076.2  , 

20 1134.0 0.01   , 
50 132.2 0.002    , что свидетельствует о сильной кор-

реляции между индексами.  

Идея экспериментов заключается в попытке восстановить некоторый фак-

тический набор бета-коэффициентов 1( ,..., )m

    составляющих разумный инве-

стиционный портфель, с точки зрения теории Марковица для данной толе-

рантности к риску 0    (Раздел 2.3).  

Согласно правилу (3)  

  ,1 ,( ,..., ) arg min ,

1, ,

T T

n
T

 

 
    


 

x

1 0

  

 


   

мы вычислили 5 наборов -коэффициентов, в дальнейшем называемых под-

линными разумными составами портфеля для следующих значений коэффици-

ента толерантности к риску:  

 1 2 3 4 50, 10, 30 200, 1000.            (44) 
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Как и ожидалось, итоговые портфели оказались очень разреженными в множе-

стве 650 фондовых индексов. Это означает, что подмножество активных ин-

дексов  
,

: 0
i

i


 
    содержит гораздо меньшее число индексов, чем все 

множество индексов : | | | | 650m n

   : 

Толерантность к риску  1 0   
2 10   

3 30   
4 200   

5 1000   

Количество активных 

индексов 1 13m    
2 11m   

3 10m   
4 7m   

5 1m   

Для каждого подлинного разумного состава портфеля 
,( , ),i i 

    мы вы-

числили временной ряд доходностей гипотетического портфеля

 
,( , 1,..., ) ,T

ty t T   y  , , ,t i t i t

i

y x





 



   ,  (45) 

как последовательность случайных величин с 10%-ой шумовой дисперсией 

2 ( )t     , ,0.1 (1 ) i t ii
T x






  в зависимости от соответствующей последова-

тельности коэффициентов регрессии. Эти пять временных рядов доходностей 

и вся  совокупность индексов (43) 

 ,( , 1,..., ), , 1,...,5t qy t T q      y ,  ( , 1,..., )t t T X x , (46) 

служат основой нашего эксперимента.  

5.2 Слепой фактор-поиск 

Слепой фактор-поиск  предполагает, что мы пытаемся восстановить предполо-

жительно подлинную регрессионную модель по критерию чистых нерегуляризо-

ванных наименьших квадратов с ограничениями-равенствами и неравенствами 

(11). 

 
T( ) ( ) min( )T T  y X y X   , 

T 11  ,  0 ,  (47) 

применяется к каждому из пяти смоделированных временных рядов 

,( , 1,..., )ty t T  y  (46). После нахождения вектора расчетных коэффициентов 

регрессии ˆ
  within в подмножестве активных регрессоров ˆ

 , ля него был 

вычислен показатель ошибки наименьших квадратов (PLSE)  

 
 

 

2

ˆ , ,1

2

ˆ , ,1

ˆ(1 )
100

ˆ(1 )

T

t i t it i

T

i t it i

T y x

T x

PLSE




 

 

 





 

 
.  (48) 

Результаты этого анализа представлены на Рисунке 2. Мозаичные диаграммы 

показывают подлинные и оценочные подмножества активных регрессоров 

(биржевых индексов), пронумерованные в данном наборе индексов (42) по 

мере уменьшения средней доходности 
1 ... ....i nx x x   . Каждая диаграмма 

снабжена PLSE (48). 
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total 20, wrong 13, 65% total 15, wrong 8, 53%  wrong 0% 

PLSE  = 8.6% PLSE  = 8.3% 
PLSE  = 

10.5% 

Рис 2. Слепой фактор-поиск. Подлинные (верхние строки) и 

оценочные (нижние строки) наборы активных регрессоров для 

смоделированных портфелей с различным допуском риска. Серые 

квадраты указывают на активные регрессоры.  

Из Рис 2 хорошо видно, что, за исключением тривиального случая полной 

толерантности к риску  , более 50% индексов, будучи активными в фак-

тическом или оценочном портфеле, ошибочно идентифицируются методом 

поиска слепого фактора. Существенное несоответствие между фактическим и 

оценочным составами портфеля свидетельствует о необходимости дополни-

тельной регуляризации на основе твердой уверенности в том, что анализируе-

мый портфель относится к классу разумных портфелей Марковица.  

5.3 Фактор-поиск на основе априорной информации 

Индикатор PLSE на Рис 2 показывает, что каждый из анализируемых вре-

менных рядов доходности приближен почти на уровне ошибок, близком к 

10%-ной дисперсии шума в моделируемом портфеле (45). Тем не менее, оце-

ночные наборы активных регрессоров существенно отклоняются от моделиру-

емых. Этот факт наталкивает на идею немного подтолкнуть поиск к разумным 

подмножествам, в нашем случае, разумным композициям портфолио. Эта идея 

которая выражается уменьшением функции регуляризации ( | )V  
T Tx    (3) и увеличением транспонированной полезности портфеля(47).  

Вместо нерегуляризованного дважды ограниченного критерия наименьших 

квадратов (47), как в Разделе 5.2, мы применили к каждому из пяти смодели-

рованных временных рядов ,( ,ty y 1,..., )t T  (46), 1 5,...,     (44), пять 

критериев, дополнительно обогащенных слагаемым априорной регуляризаци-

ей с разными коэффициентами , 1,...,5m m    : 

 
T T

m x   + T1
( ) ( ) min( )T T

T
   y X y X   , 

T 11  ,  0 .  (49) 
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Таким образом, получили пять расчетных векторов коэффициентов  ˆ( | )m   

в подмножестве активных регрессоров ˆ( | )m  . Для каждого из них мы вычис-

лили индикатор leave-one-out ( | )mLOO   регрессионной модели в этом соот-

ветствующем активном множестве только при ограничении равенства

1
1

n

ii
  . Наконец, мы выбрали коэффициент толерантности к риску, наибо-

лее соответствующий данному конкретному моделируемому временному ряду 

доходностей y  по критерию LOO 

 argmin( | )mm LOO

  ,   1,...,5m  .   

Соответствующий вектор регрессии ˆ( | )m   и активное подмножество

ˆ( | )m   рассматриваются в качестве расчетной модели анализируемого порт-

феля y .  

Эти результаты представлены на Рис. 3. Очевидно, что априорная регуляри-

зация принципиально улучшила качество фактор-поиска.  
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Рис 3. Априорный фактор-поиск. Подлинные (верхние строки) и 

оценочные (нижние строки) наборы активных регрессоров для 

смоделированных портфелей с различными допусками риска  .  
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