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×àñòü II

Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 2 / 147

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ðàçäåëû I

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Çàäà÷à ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ: ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ïî êàíàëó ñ øóìîì ïðîõîäèò ïîòîê áèòîâîé èíôîðìàöèè.

Ìîäåëü ïîòîêà: ñëó÷àéíûé íåêîððåëèðîâàííûé.

Ìîäåëü øóìà: íåêîòîðûå áèòû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî
ìîãóò îêàçàòüñÿ èíâåðòèðîâàííûìè (äâîè÷íûé
ñèììåòðè÷íûé êàíàë, íåò äîáàâëåíèé/ñòèðàíèé áèòîâ).

Çàäà÷à: îáåñïå÷èòü àâòîìàòè÷åñêîå èñïðàâëåíèå îøèáîê.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ (îäèí èç âîçìîæíûõ!):

1 âõîäíîé ïîòîê èíôîðìàöèè ðàçáèòü íà ñîîáùåíèÿ �
íåïåðåñåêàþùèåñÿ áëîêè ôèêñèðîâàííîé äëèíû k;

2 êàæäûé áëîê êîäèðîâàòü �

à) íåçàâèñèìî îò äðóãèõ � áëîêîâîå êîäèðîâàíèå;

á) â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûäóùèõ � ñâ¼ðòî÷íîå

êîäèðîâàíèå (òóðáî-êîäû è äð.).
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Çàäà÷à ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ: ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Ïî êàíàëó ñ øóìîì ïðîõîäèò ïîòîê áèòîâîé èíôîðìàöèè.

Ìîäåëü ïîòîêà: ñëó÷àéíûé íåêîððåëèðîâàííûé.

Ìîäåëü øóìà: íåêîòîðûå áèòû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî
ìîãóò îêàçàòüñÿ èíâåðòèðîâàííûìè (äâîè÷íûé
ñèììåòðè÷íûé êàíàë, íåò äîáàâëåíèé/ñòèðàíèé áèòîâ).

Çàäà÷à: îáåñïå÷èòü àâòîìàòè÷åñêîå èñïðàâëåíèå îøèáîê.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ (îäèí èç âîçìîæíûõ!):

1 âõîäíîé ïîòîê èíôîðìàöèè ðàçáèòü íà ñîîáùåíèÿ �
íåïåðåñåêàþùèåñÿ áëîêè ôèêñèðîâàííîé äëèíû k;

2 êàæäûé áëîê êîäèðîâàòü �

à) íåçàâèñèìî îò äðóãèõ � áëîêîâîå êîäèðîâàíèå;

á) â çàâèñèìîñòè îò ïðåäûäóùèõ � ñâ¼ðòî÷íîå

êîäèðîâàíèå (òóðáî-êîäû è äð.).
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Çàäà÷è áëîêîâîãî êîäèðîâàíèÿ

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî áëîêîâîå êîäèðîâàíèå:

åñòü íàáîð âñåõ ñîîáùåíèé S1, . . . , St, äëèíû k êàæäîå
(t = 2k), êîòîðûå íóæíî ïåðåäàòü ïî êàíàëó ñâÿçè ñ øóìîì;

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîìåõîçàùèø¼ííîñòè âìåñòî ýòèõ ñîîáùåíèé
ïåðåäàþò êîäîâûå ñëîâà � áëîêè äëèíû n > k êàæäîå.

Çàäà÷à (îñíîâíàÿ): ïîñòðîèòü êîä ìèíèìàëüíîé äëèíû n,
ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ñîîáùåíèå, ñîäåðæàùåå íå áîëåå
r îøèáîê.

Çàäà÷à (âñïîìîãàòåëüíàÿ): çàäàíû

n � äëèíà êîäà (îáû÷íî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà(îâ) �
m, q, . . .);
r � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñïðàâèìûõ îøèáîê.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîä ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì t êîäîâûõ ñëîâ
(= ñîîáùåíèé, êîòîðûå ìîæíî ïåðåäàòü).
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Çàäà÷è áëîêîâîãî êîäèðîâàíèÿ
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ áóëåâûì êóáîì

Ðåøàåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó � îíà ïðîùå.

Íàïîìèíàíèå èç äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè

Íîðìà
∥∥γ̃∥∥ = ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîîðäèíàò â γ̃ ∈ Bn.

Ìåòðèêà (âñïîìèíàåì, ÷òî ýòî òàêîå) íà ìíîæåñòâå
áèíàðíûõ íàáîðîâ � õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå (⊕ � ñóììà
ïî mod2):

ρ
(
α̃, β̃

)
=
∥∥∥α̃⊕ β̃∥∥∥ .

Øàð Õýììèíãà ñ öåíòðîì â α̃ è ðàäèóñîì r �

Sr (α̃) =
{
β̃ ∈ Bn | ρ

(
α̃, β̃

)
6 r

}
.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ð.Ó. Õýììèíã

Ðè÷àðä Óýñëè Õýììèíã
(Richard Wesley Hamming, 1915�1998)
� àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòû

êîòîðîãî â ñôåðå òåîðèè èíôîðìàöèè
îêàçàëè ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà

êîìïüþòåðíûå íàóêè è òåëåêîììóíèêàöèè.

Â 1950 ã. îïóáëèêîâàë ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
êîäà, èñïðàâëÿþùåãî îäíó îøèáêó

è íàçâàííûé âïîñëåäñòâèè åãî èìåíåì.

Èíñòèòóò èíæåíåðîâ ïî ýëåêòðîòåõíèêå è ýëåêòðîíèêå (IEEE,
Institute of Electrical and Electronics Engineers) ó÷ðåäèë ìåäàëü,
êîòîðîé íàãðàæäàþòñÿ ó÷åíûå, âíåñøèå çíà÷èòåëüíûé âêëàä â
òåîðèþ èíôîðìàöèè � ìåäàëü Ðè÷àðäà Õýììèíãà.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå I

Îïðåäåëåíèå

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñëîâàìè êîäà íàçûâàåòñÿ
êîäîâûì ðàññòîÿíèåì (ñèìâîëè÷åñêè îáû÷íî d).

Óòâåðæäåíèå

Ìíîæåñòâî C îáðàçóåò êîä ñ èñïðàâëåíèåì íå ìåíåå r
îøèáîê, åñëè Sr(α̃) ∩ Sr(β̃) = ∅ äëÿ âñåõ α̃, β̃ ∈ C òàêèõ, ÷òî

α̃ 6= β̃.

Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ α̃ ñäåëàíî íå áîëåå r îøèáîê,

òî íàáîð îñòàíåòñÿ â øàðå Sr(α̃).
Åñëè øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî èñêîìîå êîäîâîå ñëîâî α �

áëèæàéøåå ê ïîëó÷åííîìó íàáîðó.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå II

Ñëåäñòâèå

Ó êîäà, èñïðàâëÿþùåãî r îøèáîê, êîäîâîå ðàññòîÿíèå äîëæíî

áûòü íå ìåíåå 2r + 1.

Îïðåäåëåíèå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d ïðîèçâîëüíîãî êîäà �
ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Ïîýòîìó ïðè ïîìåõîóñòîé÷èâîì êîäèðîâàíèè íà ïåðâûé ïëàí
âûõîäèò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ñ çàäàííûì êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì.
Îíà ðåøàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè, íàïðèìåð, ò.í. Á×Õ-êîäîâ,
êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå è äåêîäèðîâàíèå: îïðåäåëåíèÿ è
òðèâèàëüíûé ïðèìåð

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñîîáùåíèé äëèíû k â êîäîâûå ñëîâà
äëèíû n > k.

Äåêîäèðîâàíèå � îïðåäåëåíèå ñîîáùåíèÿ ïî êîäîâîìó ñëîâó.

Ïðèìåð (òðèâèàëüíûé êîä k = 1, n = 3, d = 3)

Èíôîðìàöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè äëèíû k = 1, ò.å.
ïåðåäàþòñÿ t = 2 ñîîáùåíèÿ: S0 = 0 è S1 = 1.
Êîäèðîâàíèå

0 7→ 000 1 7→ 111

èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó!

Îäíàêî òàêîå êîäèðîâàíèå (âûáîð k = 1) êðàéíå
íåýôôåêòèâíî: äëèíà ñîîáùåíèÿ óòðàèâàåòñÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà
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Îäíàêî òàêîå êîäèðîâàíèå (âûáîð k = 1) êðàéíå
íåýôôåêòèâíî: äëèíà ñîîáùåíèÿ óòðàèâàåòñÿ.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 10 / 147

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå: îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü êàæäîå ñîîáùåíèå âåêòîðîì-ñòîëáöîì
(ïîëóæèðíûé øðèôò) u ∈ {0, 1}k:

u =

 u1
· · ·
uk

 u1, . . . , uk � èíôîðìàöèîííûå áèòû

Îïðåäåëåíèå

v � êîäîâîå ñëîâî äëèíû n = k +m, ñîäåðæàùåå ïîìèìî
k èíôîðìàöèîííûõ åù¼ è m ïðîâåðî÷íûõ áèò

(ðàçäåëèìîå áëîêîâîå êîäèðîâàíèå).

Ìíîæåñòâî {v1, . . . , v2k} âñåõ 2k êîäîâûõ ñëîâ äëèíû
n � (n, k)-êîä (ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì � (n, k, d)-êîä).

R = k/n � ñêîðîñòü, m/n = 1−R � èçáûòî÷íîñòü êîäà.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 11 / 147

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâûé (n, k) êîä: êîäèðîâàíèå è îøèáêè ïåðåäà÷è

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ
òðóäíîñòåé: îòîáðàæåíèå S → C âñåãäà ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû ðàçìåðà 2k×n.
Îäíàêî òàêîå ¾òàáëè÷íîå¿ êîäèðîâàíèå âåñüìà íåýôôåêòèâíî:
n ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêîâ è ñîòåí òûñÿ÷.

Ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñ øóìîì êîäîâîå ñëîâî v
ïðåâðàùàåòñÿ â ïðèíÿòîå ñëîâî w òîé æå äëèíû n:

v → w = v + e .

Çäåñü e ∈ {0, 1}n � âåêòîð îøèáîê:

ei =

{
1, åñëè â i-îì áèòå ïðîèçîøëà îøèáêà.
0, åñëè îøèáêè íåò.

(n, k, d)-êîä ìîæåò èñïðàâèòü íå ìåíåå

[
d− 1

2

]
îøèáîê.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâûé (n, k) êîä: êîäèðîâàíèå è îøèáêè ïåðåäà÷è

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ
òðóäíîñòåé: îòîáðàæåíèå S → C âñåãäà ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû ðàçìåðà 2k×n.
Îäíàêî òàêîå ¾òàáëè÷íîå¿ êîäèðîâàíèå âåñüìà íåýôôåêòèâíî:
n ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêîâ è ñîòåí òûñÿ÷.

Ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñ øóìîì êîäîâîå ñëîâî v
ïðåâðàùàåòñÿ â ïðèíÿòîå ñëîâî w òîé æå äëèíû n:

v → w = v + e .

Çäåñü e ∈ {0, 1}n � âåêòîð îøèáîê:

ei =

{
1, åñëè â i-îì áèòå ïðîèçîøëà îøèáêà.
0, åñëè îøèáêè íåò.

(n, k, d)-êîä ìîæåò èñïðàâèòü íå ìåíåå

[
d− 1

2

]
îøèáîê.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâûé (n, k) êîä: äåêîäèðîâàíèå

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ îáû÷íî çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå
êîäèðîâàíèÿ (èçâåñòíû ò.í. ¾ýêñïàíäåðíûå¿ êîäû ñ ëèíåéíûì
äåêîäèðîâàíèåì, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû ñóáêâàäðàòè÷íûå
àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ, íî ýòî � èñêëþ÷åíèå...).

Äåêîäèðîâàíèå (n, k, d)-êîäà îñíîâàíî íà:

ðàçáèåíèè åäèíè÷íîãî êóáà Bn íà k îáëàñòåé,
ñîäåðæàùèõ øàðû ðàäèóñà r = [ (d− 1)/2 ] ñ öåíòðàìè â
êîäîâûõ ñëîâàõ;

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëî íå áîëåå r
îøèáîê.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâûé (n, k) êîä: äâà ýòàïà äåêîäèðîâàíèÿ

1-é ýòàï: Âîññòàíîâëåíèå ïåðåäàííîãî êîäîâîãî ñëîâà v̂
êàê áëèæàéøåãî ê w â ìåòðèêå Õýììèíãà �
íàõîæäåíèå öåíòðà ñîîòâåòñòâóþùåãî øàðà.
Äëÿ ýòîãî íàäî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåáðàòü âñå 2k

ñòðîê â 2k×n-òàáëèöå êîäîâûõ ñëîâ.
Åñëè ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî öåíòðà øàðà
(êîäîâîãî ñëîâà) ïðåâûøàåò âåëè÷èíó
r = [ (d− 1)/2 ], òî ïðè ïåðåäà÷å ïðîèçîøëî
áîëüøå îøèáîê, ÷åì ìîæåò èñïðàâèòü êîä è
àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äîëæåí âûäàòü îòêàç.

2-é ýòàï: Âîññòàíîâëåíèå ïî v̂ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ û
ïóò¼ì óäàëåíèÿ ïðîâåðî÷íûõ áèò.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïîòðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ
òàáëèöû ðàçìåðà 2k×k.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå: îáùàÿ ñõåìà è ñëîæíîñòü

u v w v̂ ûw

êîäèðîâàíèå

èçáûòî÷íîñòü
w

îøèáêà

+e
w

äåêîä.-1

áëèæ. êîä. ñëîâî
w

äåêîä.-2

óäàëåíèå èçáûò.

Èç ïðèâåä¼ííûõ îöåíîê ñëåäóåò:
èñïîëüçîâàíèå áëîêîâîãî (n, k)-êîäà îáùåãî âèäà âîçìîæíî
ëèøü ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è k.

Îäíàêî, ïðèíÿâ ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ, ìîæíî ïåðåéòè îò ýêñïîíåíöèàëüíûõ
(2k) òðåáîâàíèé ïî ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ êîäà è ïî ñëîæíîñòè
àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ ê ëèíåéíûì ïî n è k.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê èñïîëüçîâàíèþ áëîêîâûõ êîäîâ
ñïåöèàëüíîãî âèäà: ãðóïïîâûõ, à èç ãðóïïîâûõ � öèêëè÷åñêèõ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå: îáùàÿ ñõåìà è ñëîæíîñòü

u v w v̂ ûw

êîäèðîâàíèå

èçáûòî÷íîñòü
w

îøèáêà

+e
w

äåêîä.-1

áëèæ. êîä. ñëîâî
w

äåêîä.-2

óäàëåíèå èçáûò.

Èç ïðèâåä¼ííûõ îöåíîê ñëåäóåò:
èñïîëüçîâàíèå áëîêîâîãî (n, k)-êîäà îáùåãî âèäà âîçìîæíî
ëèøü ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è k.

Îäíàêî, ïðèíÿâ ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ, ìîæíî ïåðåéòè îò ýêñïîíåíöèàëüíûõ
(2k) òðåáîâàíèé ïî ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ êîäà è ïî ñëîæíîñòè
àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ ê ëèíåéíûì ïî n è k.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê èñïîëüçîâàíèþ áëîêîâûõ êîäîâ
ñïåöèàëüíîãî âèäà: ãðóïïîâûõ, à èç ãðóïïîâûõ � öèêëè÷åñêèõ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ïëîòíàÿ óïàêîâêà øàðîâ â áóëåâ êóá

×òîáû ïîñòðîèòü êîä ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà, èñïðàâëÿþùèé
r îøèáîê, íóæíî âëîæèòü â åäèíè÷íûé êóá Bn ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà r � çàäà÷à

ïëîòíîé óïàêîâêè.

Âîïðîñ: Ïðè êàêèõ n è r â êóá Bn ìîæíî óëîæèòü
íåïåðåñåêàþùèåñÿ øàðû ðàäèóñà r ¾ïëîòíî¿,
¾áåç çàçîðîâ¿?

Îòâåò: Òàêîå óäà¼òñÿ â ñëó÷àÿõ:

1 n = 2m − 1, r = 1 � êîäû Õýììèíãà è

2 n = 23, r = 3 � êîä Ãîëåÿ

� ýòî ñîâåðøåííûå èëè ýêñòðåìàëüíûå êîäû.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ïëîòíàÿ óïàêîâêà øàðîâ â áóëåâ êóá

×òîáû ïîñòðîèòü êîä ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà, èñïðàâëÿþùèé
r îøèáîê, íóæíî âëîæèòü â åäèíè÷íûé êóá Bn ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà r � çàäà÷à

ïëîòíîé óïàêîâêè.

Âîïðîñ: Ïðè êàêèõ n è r â êóá Bn ìîæíî óëîæèòü
íåïåðåñåêàþùèåñÿ øàðû ðàäèóñà r ¾ïëîòíî¿,
¾áåç çàçîðîâ¿?

Îòâåò: Òàêîå óäà¼òñÿ â ñëó÷àÿõ:

1 n = 2m − 1, r = 1 � êîäû Õýììèíãà è

2 n = 23, r = 3 � êîä Ãîëåÿ

� ýòî ñîâåðøåííûå èëè ýêñòðåìàëüíûå êîäû.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ

Òåîðåìà (Õýììèíãà)

Ïðè 2r < n ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî t êîäîâûõ ñëîâ íàõîäèòñÿ â

ïðåäåëàõ

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

2r

) 6 t 6
2n(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

r

) .

Äîêàçàòåëüñòâî

t åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà

r, ïîìåùàþùèõñÿ â êóáå Bn.

Âåðõíÿÿ îöåíêà (ãðàíèöà Õýììèíãà) � øàð ðàäèóñà r
ñîäåðæèò òî÷êè: ñàì öåíòð+âñå òî÷êè ñ îäíîé, äâóìÿ, ..., r
èçìåíåííûìè êîîðäèíàòàìè, ò.å. âñåãî

(
n
0

)
+
(
n
1

)
+
(
n
2

)
+
(
n
r

)
øòóê è øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 16 / 147

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ

Òåîðåìà (Õýììèíãà)

Ïðè 2r < n ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî t êîäîâûõ ñëîâ íàõîäèòñÿ â

ïðåäåëàõ

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

2r

) 6 t 6
2n(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

r

) .

Äîêàçàòåëüñòâî

t åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà

r, ïîìåùàþùèõñÿ â êóáå Bn.

Âåðõíÿÿ îöåíêà (ãðàíèöà Õýììèíãà) � øàð ðàäèóñà r
ñîäåðæèò òî÷êè: ñàì öåíòð+âñå òî÷êè ñ îäíîé, äâóìÿ, ..., r
èçìåíåííûìè êîîðäèíàòàìè, ò.å. âñåãî

(
n
0

)
+
(
n
1

)
+
(
n
2

)
+
(
n
r

)
øòóê è øàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Äëÿ îöåíêè ñíèçó ïîñòðîèì íåãðóïïîâîé êîä:

1 áåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Bn è ñòðîèì âîêðóã íå¼ øàð

ðàäèóñà 2r;
2 áåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó âíå ïîñòðîåííîãî øàðà è

ñòðîèì âîêðóã íå¼ øàð ðàäèóñà 2r;
3 è ò.ä., êàæäàÿ íîâàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ âíå ïîñòðîåííûõ

øàðîâ. Â ðåçóëüòàòå:

øàðû, âîçìîæíî, ïåðåñåêàþòñÿ, íî êàæäûé øàð çàíèìàåò(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ . . .+

(
n
2r

)
òî÷åê ⇒ øàðîâ íå ìåíåå

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

2r

) ;
øàðû ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè â âûáðàííûõ òî÷êàõ íå

ïåðåñåêàþòñÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå Õýììèíãà



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 19 / 147

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ãðàíèöà Âàðøàìîâà�Ãèëüáåðòà

Çàìå÷àíèå: îöåíêà íèæíåé ãðàíèöû êîëè÷åñòâà t êîäîâûõ
ñëîâ, èñïðàâëÿþùèõ r îøèáîê â ïîëå GE(pn) �

pn(
n

0

)
(p− 1)0 +

(
n

1

)
(p− 1)1 + . . .+

(
n

2r

)
(p− 1)2r

6 t.

Ðîì Ðóáåíîâè÷ Âàðøàìîâ (1927�1999) �
÷ë.-êîðð. ÀÍ ÀðìÑÑÐ, îñíîâîïîëîæíèê
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Ýäãàð Ãèëüáåðò (Edgar Nelson Gilbert,
1923�2013) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,
ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 19 / 147

Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ãðàíèöà Âàðøàìîâà�Ãèëüáåðòà
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pn(
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0

)
(p− 1)0 +

(
n

1

)
(p− 1)1 + . . .+

(
n

2r

)
(p− 1)2r

6 t.

Ðîì Ðóáåíîâè÷ Âàðøàìîâ (1927�1999) �
÷ë.-êîðð. ÀÍ ÀðìÑÑÐ, îñíîâîïîëîæíèê
àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Ýäãàð Ãèëüáåðò (Edgar Nelson Gilbert,
1923�2013) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,
ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîä Õýììèíãà n = 2m − 1, r = 1: ïîñòðîåíèå

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå n = 2m − 1 ïîëó÷èì t = 2n

1+n , ò.å. âåðõíÿÿ
îöåíêà â òåîðåìå Õýììèíãà äîñòèãàåòñÿ.
Ïîñòðîèì êîä, à ïîòîì îïðåäåëèì åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå.
Ðàññìîòðèì òàáëèöó:

k=2m−(m+1)



100 . . . 000 1100 . . . 000
010 . . . 000 1010 . . . 000
001 . . . 000 1001 . . . 000

. . . . . .
000 . . . 100 1111 . . . 101
000 . . . 010 1111 . . . 110
000 . . . 001 1111 . . . 111︸ ︷︷ ︸
k=2m−(m+1)

︸ ︷︷ ︸
m

Ñëåâà � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2m − (m+ 1), ñïðàâà � âñå
áèíàðíûå íàáîðû äëèíû m, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå äâóõ åäèíèö.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîä Õýììèíãà n = 2m − 1, r = 1: êîäîâîå ðàññòîÿíèå

Ïðîñóììèðóåì âñåâîçìîæíûå ñîâîêóïíîñòè ñòðîê ýòîé
òàáëèöû, ïîëó÷èâ âñåãî 2k = 22

m−(m+1) ðàçëè÷íûõ
íàáîðîâ�êîäîâûõ ñëîâ. Íî

22
m−(m+1) = 22

m−1

2m = 2n

n+1 = max t.

Íàéä¼ì êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïîñòðîåííîãî êîäà:

â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû � íå ìåíåå 3 åäèíèö;
åñëè ñëîæèòü

äâå ñòðîêè � â ëåâîé ÷àñòè áóäåò 2 åäèíèöû, à â
ïðàâîé � õîòÿ áû 1,

íå ìåíåå òð¼õ ñòðîê � â ëåâîé ÷àñòè áóäåò íå ìåíåå 3
åäèíèö.

Ò.å. âñåãäà ρ
(
α̃, β̃

)
> 3 ⇒ øàðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ

öåíòðàìè â ïîëó÷åííûõ íàáîðàõ íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîä Õýììèíãà n = 2m − 1, r = 1: êîäîâîå ðàññòîÿíèå

Ïðîñóììèðóåì âñåâîçìîæíûå ñîâîêóïíîñòè ñòðîê ýòîé
òàáëèöû, ïîëó÷èâ âñåãî 2k = 22

m−(m+1) ðàçëè÷íûõ
íàáîðîâ�êîäîâûõ ñëîâ. Íî

22
m−(m+1) = 22

m−1

2m = 2n

n+1 = max t.

Íàéä¼ì êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïîñòðîåííîãî êîäà:

â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû � íå ìåíåå 3 åäèíèö;
åñëè ñëîæèòü

äâå ñòðîêè � â ëåâîé ÷àñòè áóäåò 2 åäèíèöû, à â
ïðàâîé � õîòÿ áû 1,

íå ìåíåå òð¼õ ñòðîê � â ëåâîé ÷àñòè áóäåò íå ìåíåå 3
åäèíèö.

Ò.å. âñåãäà ρ
(
α̃, β̃

)
> 3 ⇒ øàðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ

öåíòðàìè â ïîëó÷åííûõ íàáîðàõ íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîä Õýììèíãà äëèíû 7

Ïðèìåð (m = 3, n = 23 − 1 = 7, k = 7− 3 = 4)

Äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà m = 3 ñîñòàâèì òàáëèöó êîäà
Õýììèíãà:

1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

Ñêëàäûâàÿ ïî mod2 âñå ñîâîêóïíîñòè ïðèâåä¼ííûõ 4 ñòðîê
(âêëþ÷àÿ ïóñòóþ), ïîëó÷àåì 24 = 16 ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ
ñëîâ äëèíû 7, êîòîðûìè ìîæíî çàêîäèðîâàòü 16 ñîîáùåíèé.

Ýòè êîäîâûå ñëîâà ðàñïîëàãàþòñÿ â 0-ì, 3-ì, 4-ì è 7-ì ñëîÿõ
åäèíè÷íîãî êóáà B7.

ßâëÿåòñÿ ëè êîäîì Õåììèíãà òðèâèàëüíûé (3, 1)-êîä?
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîä Õýììèíãà äëèíû 7

Ïðèìåð (m = 3, n = 23 − 1 = 7, k = 7− 3 = 4)

Äëÿ äàííîãî ïàðàìåòðà m = 3 ñîñòàâèì òàáëèöó êîäà
Õýììèíãà:

1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

Ñêëàäûâàÿ ïî mod2 âñå ñîâîêóïíîñòè ïðèâåä¼ííûõ 4 ñòðîê
(âêëþ÷àÿ ïóñòóþ), ïîëó÷àåì 24 = 16 ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ
ñëîâ äëèíû 7, êîòîðûìè ìîæíî çàêîäèðîâàòü 16 ñîîáùåíèé.

Ýòè êîäîâûå ñëîâà ðàñïîëàãàþòñÿ â 0-ì, 3-ì, 4-ì è 7-ì ñëîÿõ
åäèíè÷íîãî êóáà B7.

ßâëÿåòñÿ ëè êîäîì Õåììèíãà òðèâèàëüíûé (3, 1)-êîä?
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Êîä Ãîëåÿ � (23, 12, 7)-êîä

Â äàííîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëà âëîæåííûõ øàðîâ
ðàäèóñà 3 â 23-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá

t =
223

1 + 23 + 23·22
1·2 + 23·22·21

1·2·3
=

223

2048
=

223

211
= 212 = 4096

òàêæå äîñòèãàåòñÿ, ò.å. èìååì ïëîòíóþ óïàêîâêó, êàê è â êîäàõ
Õýììèíãà.

Äðóãèõ ïàð (n, r), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

2n(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

r

) � öåëîå

íåèçâåñòíî.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ì. Ãîëåé

Ìàðñåëü Ãîëåé
(Marcel J. E. Golay, 1902�1989)

� øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê è ôèçèê,
ðàáîòàâøèé â ÑØÀ è çàíèìàâøèéñÿ
ïðîáëåìàìè ãàçîâîé õðîìàòîãðàôèè

è îïòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè.
Â ñâîåé åäèíñòâåííîé ðàáîòå ïî òåîðèè

èíôîðìàöèè (1949) ïðåäëîæèë
ñîâåðøåííûé äâîè÷íûé êîä, èñïðàâëÿþùèé òðè îøèáêè.

Â õîäå êîñìè÷åñêîé ïðîãðàììû
Âîÿäæåð (1979-81) äëÿ ïåðåäà÷è
öâåòíûõ èçîáðàæåíèé Þïèòåðà è Ñàòóðíà
èñïîëüçîâàëñÿ êîä Ãîëåÿ.
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Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

Ãðàíèöà Ïëîòêèíà

Ïóñòü t(n, d) � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîäîâûõ
ñëîâ ñðåäè âñåõ äâîè÷íûõ êîäîâ äëèíû n ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì d.

Ãðàíèöà Ïëîòêèíà äà¼ò âåðõíèé ïðåäåë t(n, d).

Òåîðåìà

Åñëè d �

1 ÷¼òíî è 2d > n, òî

t(n, d) 6 2

[
d

2d− n

]
;

2 íå÷¼òíî è 2d+ 1 > n, òî

t(n, d) 6 2

[
d+ 1

2d+ 1− n

]
.

Ñóùåñòâóþò êîäû, äëÿ êîòîðûõ ãðàíèöà Ïëîòêèíà äîñòèãàåòñÿ.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Ðàçäåëû I

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 27 / 147

Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ãðóïïîâûå êîäû: îïðåäåëåíèå

Á�îëüøàÿ ÷àñòü òåîðèè áëîêîâîãî êîäèðîâàíèÿ ïîñòðîåíà íà
ëèíåéíûõ êîäàõ, ïîçâîëÿþùèõ ðåàëèçîâûâàòü ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ. Â äâîè÷íîì ñëó÷àå èõ
íàçûâàþò ãðóïïîâûìè, ò.ê. îíè îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ⊕.

Óòâåðæäåíèå

Óñòîé÷èâàÿ ñîâîêóïíîñòü êîäîâûõ ñëîâ C =
{
α̃1, . . . , α̃t

}
îáðàçóåò ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕.

Äîêàçàòåëüñòâî

Óñòîé÷èâîñòü (ïðåäïîëàãàåòñÿ): äëÿ ëþáûõ êîäîâûõ ñëîâ

α̃i, α̃j ∈ C âûïîëíÿåòñÿ α̃i ⊕ α̃j = α̃k ∈ C;
Àññîöèàòèâíîñòü: ñâîéñòâî îïåðàöèè ⊕ ;

Ñóùåñòâîâàíèå 0: α̃⊕ α̃ = ( 0, . . . , 0 )
def
= 0̃ ∈ C;

Ïðîòèâîïîëîæíûå ýëåìåíòû: −α̃ = α̃ � ñì. âûøå.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ãðóïïîâûå êîäû: îïðåäåëåíèå

Á�îëüøàÿ ÷àñòü òåîðèè áëîêîâîãî êîäèðîâàíèÿ ïîñòðîåíà íà
ëèíåéíûõ êîäàõ, ïîçâîëÿþùèõ ðåàëèçîâûâàòü ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ. Â äâîè÷íîì ñëó÷àå èõ
íàçûâàþò ãðóïïîâûìè, ò.ê. îíè îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ⊕.

Óòâåðæäåíèå

Óñòîé÷èâàÿ ñîâîêóïíîñòü êîäîâûõ ñëîâ C =
{
α̃1, . . . , α̃t

}
îáðàçóåò ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕.

Äîêàçàòåëüñòâî

Óñòîé÷èâîñòü (ïðåäïîëàãàåòñÿ): äëÿ ëþáûõ êîäîâûõ ñëîâ

α̃i, α̃j ∈ C âûïîëíÿåòñÿ α̃i ⊕ α̃j = α̃k ∈ C;
Àññîöèàòèâíîñòü: ñâîéñòâî îïåðàöèè ⊕ ;

Ñóùåñòâîâàíèå 0: α̃⊕ α̃ = ( 0, . . . , 0 )
def
= 0̃ ∈ C;

Ïðîòèâîïîëîæíûå ýëåìåíòû: −α̃ = α̃ � ñì. âûøå.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ñâîéñòâî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ãðóïïîâîãî êîäà

Òåîðåìà

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå d ãðóïïîâîãî êîäà C ðàâíî

d = min
α̃ 6=β̃

ρ
(
α̃, β̃

)
= min

γ̃ 6=0̃
‖γ̃‖,

ãäå α̃, β̃ è γ̃ � êîäîâûå ñëîâà èç C.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîäîâûõ ñëîâ α̃ è β̃ âñåãäà ñóùåñòâóåò èõ

ñóììà � êîäîâîå ñëîâî γ: ρ
(
α̃, β̃

)
=
∥∥∥α̃⊕ β̃∥∥∥ = ‖γ̃‖,

ïðè÷åì γ̃ 6= 0̃ ïðè α̃ 6= β̃.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó min
α̃ 6=β̃

ρ
(
α̃, β̃

)
> min

γ̃ 6=0̃
‖γ̃‖, êîòîðàÿ

äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè β̃ = 0̃.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ñâîéñòâî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ãðóïïîâîãî êîäà

Òåîðåìà

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå d ãðóïïîâîãî êîäà C ðàâíî

d = min
α̃ 6=β̃

ρ
(
α̃, β̃

)
= min

γ̃ 6=0̃
‖γ̃‖,

ãäå α̃, β̃ è γ̃ � êîäîâûå ñëîâà èç C.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîäîâûõ ñëîâ α̃ è β̃ âñåãäà ñóùåñòâóåò èõ

ñóììà � êîäîâîå ñëîâî γ: ρ
(
α̃, β̃

)
=
∥∥∥α̃⊕ β̃∥∥∥ = ‖γ̃‖,

ïðè÷åì γ̃ 6= 0̃ ïðè α̃ 6= β̃.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó min
α̃ 6=β̃

ρ
(
α̃, β̃

)
> min

γ̃ 6=0̃
‖γ̃‖, êîòîðàÿ

äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè β̃ = 0̃.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Õàðàêòåðèñòèêè êîäà Õýììèíãà:

èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó;

èçáûòî÷íîñòü �
m

2m − 1
;

ñîâåðøåííûé êîä: îñóùåñòâëÿåò ïëîòíóþ óïàêîâêó �
êóá B2m−1 ðàçáèâàåòñÿ íà

t =
2n

n+ 1
= 22

m−(m+1).

øàðîâ ðàäèóñà r = 1 ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ ñëîâàõ;

êîä Õýììèíãà � ãðóïïîâîé ( 2m − 1, 2m − 1−m, 3 )-êîä.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ëèíåéíûå êîäû: îïðåäåëåíèå

{0, 1}n � n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
êîíå÷íûì ïîëåì F2 = {0, 1}.

Îïðåäåëåíèå

Áëîêîâûé (n, k)-êîä C íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îí îáðàçóåò
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà {0, 1}n (äâîè÷íûé ñëó÷àé).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëèíåéíîì êîäå C �

1 ñóììà ëþáûõ êîäîâûõ ñëîâ � êîäîâîå ñëîâî;

2 êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = min
γ̃∈C
‖γ̃‖;

3 ñóùåñòâóåò áàçèñ èç k âåêòîðîâ { g0, g1, . . . , gk−1 } è ëþáîé
âåêòîð v ∈ C ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

v =

k−1∑
i=0

uigi, ui ∈ {0, 1}.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ëèíåéíûå êîäû: îïðåäåëåíèå

{0, 1}n � n-ìåðíîå êîîðäèíàòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
êîíå÷íûì ïîëåì F2 = {0, 1}.

Îïðåäåëåíèå

Áëîêîâûé (n, k)-êîä C íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îí îáðàçóåò
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà {0, 1}n (äâîè÷íûé ñëó÷àé).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ëèíåéíîì êîäå C �

1 ñóììà ëþáûõ êîäîâûõ ñëîâ � êîäîâîå ñëîâî;

2 êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = min
γ̃∈C
‖γ̃‖;

3 ñóùåñòâóåò áàçèñ èç k âåêòîðîâ { g0, g1, . . . , gk−1 } è ëþáîé
âåêòîð v ∈ C ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê

v =

k−1∑
i=0

uigi, ui ∈ {0, 1}.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ëèíåéíûé êîä: ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

v =
k−1∑
i=0

uigi = Gu , ãäå Gn×k = [ g0 g1 . . . gk−1 ] �

� ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà.

Ïðèìåð ( (7, 4)-êîä Õýììèíãà)

Ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà òàáëèöà, ñëîæåíèåì ïðîèçâîëüíûõ ñòðîê
êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ âñå 24 = 16 êîäîâûõ ñëîâ. Ïîðîæäàþùàÿ
ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ýòîé òàáëèöû:

G7×4 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1


� ïðè êîäèðîâàíèè ýòîé ìàòðèöåé

èñõîäíûå ñîîáùåíèÿ ïîìåùàþòñÿ
â ïåðâûå 4 áèòà êîäîâîãî ñëîâà
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ëèíåéíûé êîä: ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

v =
k−1∑
i=0

uigi = Gu , ãäå Gn×k = [ g0 g1 . . . gk−1 ] �

� ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà.

Ïðèìåð ( (7, 4)-êîä Õýììèíãà)

Ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà òàáëèöà, ñëîæåíèåì ïðîèçâîëüíûõ ñòðîê
êîòîðîé ïîëó÷àþòñÿ âñå 24 = 16 êîäîâûõ ñëîâ. Ïîðîæäàþùàÿ
ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì ýòîé òàáëèöû:

G7×4 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1


� ïðè êîäèðîâàíèè ýòîé ìàòðèöåé

èñõîäíûå ñîîáùåíèÿ ïîìåùàþòñÿ
â ïåðâûå 4 áèòà êîäîâîãî ñëîâà



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 33 / 147

Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ëèíåéíûé êîä: ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Hm×n, m = n− k äëÿ ëèíåéíîãî
(n, k)-êîäà îáëàäàåò ñâîéñòâîì Hv = 0 äëÿ ëþáîãî êîäîâîãî
ñëîâà v.

Åñëè ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

[
Ik
P

]
, òî ìàòðèöà[

P Im
]
áóäåò ïðîâåðî÷íîé ( Ik è Im � åäèíè÷íûå ìàòðèöû).

Ïðèìåð ( (7, 4)-êîä Õýììèíãà, ïðîäîëæåíèå)

Äëÿ ïîñòðîåííîé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû G7×4 ïðîâåðî÷íîé
áóäåò

H3×7 =

1 1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1


Óïðàæíåíèå: Çàêîäèðóéòå ìàòðèöåé G êàêîå-íèáóäü 4-áèòíîå
ñîîáùåíèå, ïîëó÷èâ êîä v, è óáåäèòåñü, ÷òî Hv = 0.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Ëèíåéíûå êîäû: êîäèðîâàíèå

u v = Guw

êîäèðîâàíèå

èçáûòî÷íîñòü

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò

ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì k áèò èñõîäíîãî
ñîîáùåíèÿ êîïèðóþòñÿ â ôèêñèðîâàííûå ïîçèöèè êîäîâîãî
ñëîâà, à çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ îñòàëüíûåm = n−k ïðîâåðî÷íûõ
áèò.

Òàêàÿ âîçìîæíîñòü îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ìàòðèöà G
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòîëáöîâ (ïåðåõîä ê äðóãîìó áàçèñó).

Ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè 2-é ýòàï äåêîäèðîâàíèÿ
( v̂ → û, óäàëåíèå èçáûòî÷íîñòè) ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå: ïðèìåð

Ïóñòü ëèíåéíûé êîä çàäàí ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G.

Ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ
ìàòðèöà G ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó, â êîòîðîì (áåç
ïîòåðè îáùíîñòè) ïåðâûå k ñòðîê îáðàçóþò åäèíè÷íóþ
ïîäìàòðèöó Ik:

Gn×k −→ G̃n×k =

[
Ik

Pm×k

]
Òîãäà êîäèðîâàíèå v = G̃u áóäåò ñèñòåìàòè÷åñêèì:
ïåðâûå k áèò êîäîâîãî ñëîâà v ÿâëÿþòñÿ áèòàìè
èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ u.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó êîäà

Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà {0, 1}n â ïðÿìóþ ñóììó
ïîäïðîñòðàíñòâ:

ïðîñòðàíñòâî {0, 1}n ↔ C + C⊥

dim n k m = n− k

C⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (ïîäïðîñòðàíñòâî) ê
ïîäïðîñòðàíñòâó êîäà C, ò.å.

∀
(
v ∈ C, w ∈ C⊥

)
vT ×w︸ ︷︷ ︸

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

= 0

(vT � òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð v).
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Ëèíåéíûå êîäû: ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü {h0, . . . , hm−1 } ∈ {0, 1}n � áàçèñ C⊥. Òîãäà ìàòðèöà

Hm×n =


hT0
hT1
. . .

hTm−1


íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà C.

ßñíî, ÷òî

∀v ∈ C : Hv = 0;

ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Ïîñòðîåíèå ñèñòåìàòè÷åñêîé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû

Åñëè ëèíåéíûé êîä C çàäàí èñõîäíîé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé
G è ïîñòðîåíà ìàòðèöà

G̃n×k =

[
Ik

Pm×k

]
,

òî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H êîäà C áóäåò

Hm×n =
[
Pm×k Im

]
(Ik è Im � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ k è m).

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

Hv = HG̃u = (P + P )u = 0.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Ëèíåéíûé ñèñòåìàòè÷åñêèé êîä: çàäàíèå

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé êîä äëÿ ñîîáùåíèé äëèíû k èìååò
äëèíó n = k +m è çàäà¼òñÿ
ëèáî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé ðàçìåðà n×k,
ëèáî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé ðàçìåðà m×n.

Ýòè ìàòðèöû

îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñòîëáöîâ è ñòðîê ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
âûáîðó ðàçëè÷íûõ áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ C è C⊥,
îäíàêî ôèêñèðîâàíèå ïîçèöèé èíôîðìàöèîííûõ áèò ïðè
ñèñòåìàòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè çàäà¼ò ïîðîæäàþùóþ è
ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó îäíîçíà÷íî.

Óâåëè÷åíèå m âåä¼ò ê óâåëè÷åíèþ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d
(êàê êîíêðåòíî � òðóäíûé âîïðîñ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ê
óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà îøèáîê, êîòîðûå ìîæåò èñïðàâèòü êîä.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ

Äàíî: ëèíåéíûé (6, 3)-êîä C çàäàí ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

G6×3 =



0 0 1
1 0 1
1 0 0
1 1 1
1 1 0
0 1 1

 .

Òðåáóåòñÿ:

1 ñ èñïîëüçîâàíèå äàííîãî êîäà îñóùåñòâèòü
(à) íåñèñòåìàòè÷åñêîå è (á) ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå
âåêòîðîâ u1 = [0 1 1]T è u2 = [1 0 1]T ;

2 ïîñòðîèòü ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H êîäà C ;

3 îïðåäåëèòü êîäîâîå ðàññòîÿíèå d êîäà C .
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

1 (a). Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå íàõîäèì
íåïîñðåäñòâåííî:

[vn1 v
n
2 ] = G× [u1 u2 ] =



0 0 1
1 0 1
1 0 0
1 1 1
1 1 0
0 1 1

×
0 1
1 0
1 1

 =



1 1
1 0
0 1
0 0
1 1
0 1

 .
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

1 (á). Äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ âûäåëèì â ìàòðèöå
G åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðà 3×3 (íàä ñòðåëêîé óêàçàíî
ïðîâîäèìîå ïðåîáðàçîâàíèå íàä ñòîëáöàìè):

0 0 1
1 0 1
1 0 0
1 1 1
1 1 0
0 1 1


(1)+(2) 7→ (1)−−−−−−−−→



0 0 1
1 0 1
1 0 0
0 1 1
0 1 0
1 1 1

 = G̃.

Â ïîñëåäíåé ìàòðèöå â ñòðîêàõ 3, 5 è 1 ñòîèò åäèíè÷íàÿ
ïîäìàòðèöà � ýòî ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî 1, 2 è 3-é áèòû
èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåéäóò â 3, 5 è 1-é
áèòû êîäîâîãî ñëîâà.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

Íàéä¼ì ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå u1,u2:

[vs1 v
s
2 ] = G̃× [u1 u2 ] =



0 0 1
1 0 1
1 0 0
0 1 1
0 1 0
1 1 1

×
0 1
1 0
1 1

 =



1 1
1 0
0 1
0 1
1 0
0 0

 .

2. Íàõîäèì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó H, ôîðìèðóÿ ìàòðèöó P3×3
èç ñòðîê G̃, îòëè÷íûõ îò ñòðîê ñ åäèíè÷íîé ïîäìàòðèöåé:

P3×3 =

1 0 1
0 1 1
1 1 1

.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H íóæíî

ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçìåñòèòü ñòîëáöû P â 3, 5 è 1-ì å¼
ñòîëáöàõ ñîîòâåòñòâåííî,

îñòàëüíûå 2, 4 è 6-é ñòîëáöû H äîëæíû îáðàçîâûâàòü
åäèíè÷íóþ ïîäìàòðèöó.

Â èòîãå ïîëó÷èì

H3×6 =

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1

 .
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

Ïðîâåðèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàê ñèñòåìàòè÷åñêîãî, òàê è
íåñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèé áûëè äåéñòâèòåëüíî íàéäåíû
êîäîâûå ñëîâà:

H × [vn1 v
n
2 v

s
1 v

s
2 ] =

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1

×


1 1 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0
0 1 0 0

 =

=

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Áëîêîâûé ëèíåéíûé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

3. Íàéäåì êîäîâîå ðàññòîÿíèå d: ïîñòðîèì ìàòðèöó âñåõ 23 = 8
êîäîâûõ ñëîâ è íàéäåì ìèíèìàëüíûé íåíóëåâîé õýììèíãîâ âåñ:

[v1 . . . v8] = G× [u1 . . . u8] =

=



0 0 1
1 0 1
1 0 0
0 1 1
0 1 0
1 1 1

×
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1

 =

=



0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0

 .
u1, . . . , u8 � âñå 8
âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé,
v1, . . . , v8 � âñå 8
âîçìîæíûõ êîäîâûõ ñëîâ.
Îêàçàëîñü d = 3
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Äåêîäèðîâàíèå ãðóïïîâîãî êîäà: ñèíäðîì

Îïðåäåëåíèå

Ñèíäðîìîì ïðèíÿòîãî ñëîâà w, çàêîäèðîâàííîãî ãðóïïîâûì
(n, k)-êîäîì è, âîçìîæíî, ñîäåðæàùåãî îøèáêè, íàçîâ¼ì âåêòîð
s = Hw ∈ {0, 1}m, ãäå H � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà, m = n− k.

(Ñèíäðîì � ñîâîêóïíîñòü ÿâëåíèé, âûçâàííûõ îòêëîíåíèåì îò
íîðìû)

Ñâîéñòâà ñèíäðîìà:

s = 0 ⇔ w � êîäîâîå ñëîâî;

s = Hw = H(v + e) = Hv︸︷︷︸
=0

+He = He,

ò.å. âåêòîð îøèáîê e óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé Hm×ne = s.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Âû÷èñëåíèå âåêòîðà îøèáîê ïî ñèíäðîìó

Ðåøåíèå ÑËÀÓ

Hm×ne = s (∗)
îòíîñèòåëüíî âåêòîðà îøèáîê e áóäåì èñêàòü â âèäå ñóììû
÷àñòíîãî ê ðåøåíèÿ (∗) è îáùåãî Gu ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû: e = ê+Gu ∈ {0, 1}n.
Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (∗), ïîëó÷èì

Hê︸︷︷︸
= s

+ HG︸︷︷︸
O

u = s,

ãäå

ê � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Hê = s;
u � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð äëèíû k;
O � ìàòðèöà íóëåé ðàçìåðà m× k.

ßñíî, ÷òî Gu ∈ {0, 1}n � íåêîòîðîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé
ñèñòåìû Hx = 0.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Ãðóïïîâûå êîäû: îáùàÿ ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ê, âñå âîçìîæíûå
êîäîâûå ñëîâà u1, . . . , u2k âõîäíîãî âåêòîðà äàäóò 2k

âàðèàíòîâ âåêòîðà ei = ê+Gui.
Ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì õýììèíãîâûì âåñîì ‖ei‖ äàåò
èñêîìûé âåêòîð îøèáîê.

Ïîëó÷èâ âåêòîð îøèáîê e, äåêîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿþò ïî
ïðàâèëó v̂ = w + e.

Ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ:

w s = Hw e = ê+Gu v̂ = w + ew w

He=s
w

‖e‖→min

Äëÿ êàæäîãî èç 2m ñèíäðîìîâ íåîáõîäèìî ïåðåáèðàòü 2k

ðåøåíèé î÷åðåäíîé ÑËÀÓ, ò.å. àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ
ëèíåéíîãî êîäà â îáùåì ñëó÷àå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
òðóäî¼ìêîñòü è ïî ïàìÿòè, è ïî ÷èñëó îïåðàöèé.
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíîãî êîäà: ïðèìåð

Âîçüì¼ì ëèíåéíûé (6, 3) -êîä èç ðàññìîòðåííîãî ðàíåå
ïðèìåðà: âåêòîð ñîîáùåíèÿ åñòü u = [0 1 1]T .
Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå äëÿ íåãî áûëî ïîëó÷åíî ðàíüøå:

v = [1 1 0 0 1 0]T .
Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ïðîèñõîäèò îøèáêà âî âòîðîì áèòå, ò.å.
ïðèíÿòûé âåêòîð w = [1 0 0 0 1 0]T .

Äåêîäèðîâàíèå
1. Íàéä¼ì ñèíäðîì ïðèíÿòîãî ñîîáùåíèÿ w:

Hw =

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1

×


1
0
0
0
1
0

 =

10
0

 = s .
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíîãî êîäà: ïðèìåð...

2. Íàõîäèì âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû He = s.

2.à Íàõîäèì ÷àñòíîå ðåøåíèå ê ýòîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó â
ñòîëáöàõ 2, 4, 6 ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H ñòîèò åäèíè÷íàÿ
ïîäìàòðèöà, âîçüì¼ì êîîðäèíàòû 1, 3 è 5 âåêòîðà ê
íóëåâûìè: ê1 = ê3 = ê5 = 0 è òîãäà
ê2 = s1 = 1, ê4 = s2 = 0, ê6 = s3 = 0, ò.å. ê = [0 1 0 0 0 0]T .

2.à Âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû He = 0 óæå áûëè
íàéäåíû ðàíüøå ïðè âû÷èñëåíèè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d:

G× [u1 . . . u8 ] =



0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0

 .
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Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíîãî êîäà: ïðèìåð...

Òàêèì îáðàçîì, âñå 8 ðåøåíèé ñèñòåìû He = s
çàïèñûâàþòñÿ êàê ñóììà âåêòîðà ê = [0 1 0 0 0 0]T ñî âñåìè
ñòîëáöàìè ìàòðèöû G× [u1 . . . u8 ]:

0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0

 .

Âûáèðàåì ñðåäè íèõ ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì âåñîì � ýòî
ïåðâûé ñòîëáåö e = [0 1 0 0 0 0]T .
Îòñþäà
v̂ = w+e = [1 0 0 0 1 0]T+[0 1 0 0 0 0]T = [1 1 0 0 1 0]T = v
è èñõîäíîå ñîîáùåíèå âîññòàíîâëåíî âåðíî.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 55 / 147

Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

Ãðóïïîâîå êîäû (n, k): ðåçþìå

Òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü áîëåå
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ.

Êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ îñîáåííî ïðîñòî: äëÿ ýòîãî íàäî
óìíîæèòü âåêòîð-ñîîáùåíèÿ íà ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó.
Íî âîïðîñ ¾êàê íàéòè ïîäõîäÿùóþ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó?¿
îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Äåêîäèðîâàíèå òàêæå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ:

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåãêî âû÷èñëÿåìûõ ñèíäðîìîâ;

ýòàï 2 ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè ýëåìåíòàðåí.

Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü 2k ðåøåíèé
ÑËÀÓ, ò.å. íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå óïðîùåíèÿ, ïðîöåññ
äåêîäèðîâàíèÿ îñòà¼òñÿ âñ¼ åù¼ äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêèì
(ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü ïî k).
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Ðàçäåëû I

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 57 / 147

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëè÷åñêèå êîäû: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîä C íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì (ñäâèãîâûì), åñëè îí
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ, ò.å. äëÿ
ëþáîãî 0 6 s 6 n− 1 ñïðàâåäëèâî

(α0, . . . , αn−1) ∈ C ⇒ (αs, αs+1, . . . , αn−1, α0, . . . , αs−1) ∈ C.

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü è áûëî ïîêàçàíî:

Â êîëüöå Fp[x]/(x
n − 1), ðàññìàòðèâàåìîì êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Fp, èìååòñÿ áàçèñ{
1, x, . . . , xn−1

}
.

Öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò â ýòîì áàçèñå ðàâíîñèëåí
óìíîæåíèþ íà x.

Òåîðåìà: Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp[x]/(x
n − 1)

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì i� I � Fp[x]/(x
n − 1).
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëè÷åñêèå êîäû: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîä C íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì (ñäâèãîâûì), åñëè îí
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ, ò.å. äëÿ
ëþáîãî 0 6 s 6 n− 1 ñïðàâåäëèâî

(α0, . . . , αn−1) ∈ C ⇒ (αs, αs+1, . . . , αn−1, α0, . . . , αs−1) ∈ C.

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü è áûëî ïîêàçàíî:

Â êîëüöå Fp[x]/(x
n − 1), ðàññìàòðèâàåìîì êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Fp, èìååòñÿ áàçèñ{
1, x, . . . , xn−1

}
.

Öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò â ýòîì áàçèñå ðàâíîñèëåí
óìíîæåíèþ íà x.

Òåîðåìà: Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp[x]/(x
n − 1)

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì i� I � Fp[x]/(x
n − 1).
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëè÷åñêèå êîäû: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîä C íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì (ñäâèãîâûì), åñëè îí
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ, ò.å. äëÿ
ëþáîãî 0 6 s 6 n− 1 ñïðàâåäëèâî

(α0, . . . , αn−1) ∈ C ⇒ (αs, αs+1, . . . , αn−1, α0, . . . , αs−1) ∈ C.

Ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü è áûëî ïîêàçàíî:

Â êîëüöå Fp[x]/(x
n − 1), ðàññìàòðèâàåìîì êàê âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Fp, èìååòñÿ áàçèñ{
1, x, . . . , xn−1

}
.

Öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò â ýòîì áàçèñå ðàâíîñèëåí
óìíîæåíèþ íà x.

Òåîðåìà: Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊆ Fp[x]/(x
n − 1)

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì i� I � Fp[x]/(x
n − 1).
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëè÷åñêèå êîäû: èäåÿ ïîñòðîåíèÿ

Ïîýòîìó ïîñòðîèòü äâîè÷íûé öèêëè÷åñêèé êîä ìîæíî òàê:

1 âûáèðàåì íåêîòîðûé äåëèòåëü g(x) áèíîìà xn − 1;
ìíîãî÷ëåí g(x) íàçûâàþò ïîðîæäàþùèì.

2 â êîëüöå F2[x]/(x
n − 1) îáðàçóåì èäåàë (g(x)).

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè óäà÷íîì âûáîðå g(x) êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíîâ èç äàííîãî èäåàëà áóäóò äàâàòü õîðîøèé êîä � ñ
ìàëîé èçáûòî÷íîñòüþ m/n ïðè áîëüøîì d.

Îäíàêî:

åñòü òîëüêî íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé öèêëè÷åñêèõ êîäîâ
ñ õîðîøèìè ïàðàìåòðàìè;

â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ
öèêëè÷åñêîãî êîäà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî.

Öèêëè÷åñêèé êîä � àíãë. CRC, Cyclic Redundancy Code.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëè÷åñêèå êîäû: èäåÿ ïîñòðîåíèÿ

Ïîýòîìó ïîñòðîèòü äâîè÷íûé öèêëè÷åñêèé êîä ìîæíî òàê:

1 âûáèðàåì íåêîòîðûé äåëèòåëü g(x) áèíîìà xn − 1;
ìíîãî÷ëåí g(x) íàçûâàþò ïîðîæäàþùèì.

2 â êîëüöå F2[x]/(x
n − 1) îáðàçóåì èäåàë (g(x)).

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè óäà÷íîì âûáîðå g(x) êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíîâ èç äàííîãî èäåàëà áóäóò äàâàòü õîðîøèé êîä � ñ
ìàëîé èçáûòî÷íîñòüþ m/n ïðè áîëüøîì d.

Îäíàêî:

åñòü òîëüêî íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé öèêëè÷åñêèõ êîäîâ
ñ õîðîøèìè ïàðàìåòðàìè;

â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ
öèêëè÷åñêîãî êîäà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî.

Öèêëè÷åñêèé êîä � àíãë. CRC, Cyclic Redundancy Code.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ëèíåéíûå öèêëè÷åñêèå êîäû

Èç âñåõ ëèíåéíûõ (n, k)-êîäîâ áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü òå,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è öèêëè÷åñêèìè.

Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå âåêòîðà v êîîðäèíàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà {0, 1}n è ïîëèíîìà v(x) ∈ F2[x]:

v = [ v0, v1, . . . , vn−1 ]
T ↔ v(x) = v0 + v1x+ . . .+ vn−1x

n−1.

Òîãäà ñâîéñòâî ãëàâíîãî èäåàëà ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ:
äëÿ êàæäîãî (n, k)-öèêëè÷åñêîãî êîäà íàéäåòñÿ ïîðîæäàþùèé

ïîëèíîì g(x) òàêîé, ÷òî

1 g(x)
∣∣xn − 1;

2 ëþáîå êîäîâîå ñëîâî v(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

v(x) = g(x)q(x), ãäå q(x) � íåêîòîðûé ïîëèíîì.

Ëþáîé äåëÿùèé xn − 1 ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì äëÿ
íåêîòîðîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà äëèíû n.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå êîäû: êîäèðîâàíèå

Ïóñòü çàäàí ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x) ñòåïåíè m
(= ÷èñëó ïðîâåðî÷íûõ áèòîâ ó áóäóùåãî êîäà C).
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ
öèêëè÷åñêèõ (n, k)-êîäîâ (n = m+ k), êîäèðóþùèõ
ñîîáùåíèå�ïîëèíîì u(x) ñòåïåíè k − 1: u(x) 7→ v(x).
Ðåçóëüòàò � êîäîâîå ñëîâî�ïîëèíîì v(x) ∈ C ñòåïåíè n− 1.

Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì
óìíîæåíèÿ êîäèðóåìîãî âåêòîðà íà ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì:

u(x) 7→ v(x) = g(x)u(x).

Â ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå Gn×k = [ g0 . . . gk−1 ] äàííîãî êîäà
áàçèñíûå âåêòîðû gi ñîîòâåòñòâóþò ïîëèíîìàì xig(x),
i = 0, k − 1.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå êîäû: êîäèðîâàíèå

Ïóñòü çàäàí ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x) ñòåïåíè m
(= ÷èñëó ïðîâåðî÷íûõ áèòîâ ó áóäóùåãî êîäà C).
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíûõ
öèêëè÷åñêèõ (n, k)-êîäîâ (n = m+ k), êîäèðóþùèõ
ñîîáùåíèå�ïîëèíîì u(x) ñòåïåíè k − 1: u(x) 7→ v(x).
Ðåçóëüòàò � êîäîâîå ñëîâî�ïîëèíîì v(x) ∈ C ñòåïåíè n− 1.

Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì
óìíîæåíèÿ êîäèðóåìîãî âåêòîðà íà ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì:

u(x) 7→ v(x) = g(x)u(x).

Â ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå Gn×k = [ g0 . . . gk−1 ] äàííîãî êîäà
áàçèñíûå âåêòîðû gi ñîîòâåòñòâóþò ïîëèíîìàì xig(x),
i = 0, k − 1.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå êîäû: ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå...

Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì
¾äîïèñûâàíèÿ¿ ê êîäèðóåìîìó ñëîâó îñòàòêà r(x) îò äåëåíèÿ
xmu(x) íà g(x):

xmu(x) = g(x)q(x) + r(x) è deg r(x) < m.

Îòñþäà xmu(x) + r(x) = g(x)q(x) ∈ C,
ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ìîæåò áûòü çàäàíî êàê

v(x) = xmu(x) + r(x), ãäå r(x) ≡g(x) xmu(x),

è ïîëèíîì v(x) èìååò â k êðàéíèõ ïðàâûõ ïîçèöèÿõ (ò.å. ïðè
ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ x) k êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà u(x).

Â ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå Gn×k = [ g0 . . . gk−1 ] äàííîãî êîäà
áàçèñíûå âåêòîðû gi ñîîòâåòñòâóþò ïîëèíîìàì
xm+i + ri(x), ãäå ri(x) ≡g(x) xm+i, i = 0, k − 1.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n = 7.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòàåì â êîëüöå F2[x]/

(
x7 − 1

)
.

1. Íàõîäèì ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà x7 − 1 íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè.

Òàê êàê 7 = 23 − 1, òî êîðíÿìè x7 − 1 ÿâëÿþòñÿ âñå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ïîëÿ F

3
2.

Èçâåñòíî, ÷òî:

êàæäûé ìíîãî÷ëåí f íàä êîíå÷íûì ïîëåì ñîäåðæèò â
ðàñøèðåíèè ýòîãî ïîëÿ âìåñòå ñ ëþáûì ñâîèì êîðíåì β
òàêæå ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè âèäà β2, β2

2
, . . .;

åñëè f ïðèâîäèì, òî èìååòñÿ íåñêîëüêî ñåðèé òàêèõ
ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n = 7.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòàåì â êîëüöå F2[x]/

(
x7 − 1

)
.

1. Íàõîäèì ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà x7 − 1 íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè.

Òàê êàê 7 = 23 − 1, òî êîðíÿìè x7 − 1 ÿâëÿþòñÿ âñå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ïîëÿ F

3
2.

Èçâåñòíî, ÷òî:

êàæäûé ìíîãî÷ëåí f íàä êîíå÷íûì ïîëåì ñîäåðæèò â
ðàñøèðåíèè ýòîãî ïîëÿ âìåñòå ñ ëþáûì ñâîèì êîðíåì β
òàêæå ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè âèäà β2, β2

2
, . . .;

åñëè f ïðèâîäèì, òî èìååòñÿ íåñêîëüêî ñåðèé òàêèõ
ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíåé.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F = F
3
2.

Òîãäà ñ ó÷åòîì α7 = 1 íàõîäèì ðàçáèåíèå êîðíåé x7 − 1 (=
âñåõ ýëåìåíòîâ F ∗) íà îðáèòû:{

α, α2, α4
}
,
{
α3, α6, α5

}
, { 1 }.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí x7 + 1 èìååò îäèí íåïðèâîäèìûé
äåëèòåëü 1-é ñòåïåíè è äâà íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëÿ 3-é
ñòåïåíè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

x7 − 1 = x7 + 1 = (x+ 1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1).

2. Âûáèðàåì ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x).
Ìîæíî âûáðàòü ëþáîé äåëèòåëü x7 + 1 ⇒ âûáåðåì
g(x) = x3 + x+ 1, òîãäà deg g(x) = 3 = m, k = n−m = 4
è ïîñòðîåí öèêëè÷åñêèé (7, 4)-êîä.
Åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå � íàäî âûÿñíÿòü...



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 65 / 147

Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ...

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíûé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F = F
3
2.

Òîãäà ñ ó÷åòîì α7 = 1 íàõîäèì ðàçáèåíèå êîðíåé x7 − 1 (=
âñåõ ýëåìåíòîâ F ∗) íà îðáèòû:{

α, α2, α4
}
,
{
α3, α6, α5

}
, { 1 }.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí x7 + 1 èìååò îäèí íåïðèâîäèìûé
äåëèòåëü 1-é ñòåïåíè è äâà íåïðèâîäèìûõ äåëèòåëÿ 3-é
ñòåïåíè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

x7 − 1 = x7 + 1 = (x+ 1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1).

2. Âûáèðàåì ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x).
Ìîæíî âûáðàòü ëþáîé äåëèòåëü x7 + 1 ⇒ âûáåðåì
g(x) = x3 + x+ 1, òîãäà deg g(x) = 3 = m, k = n−m = 4
è ïîñòðîåí öèêëè÷åñêèé (7, 4)-êîä.
Åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå � íàäî âûÿñíÿòü...
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ g(x) = x3 + x+ 1...

3. Ïðîâåä¼ì êîäèðîâàíèå ïîëèíîìà u(x) = x3 + x2 èëè â
âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè u = [0011]T (k = 4).

3.1. Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå:

v(x) = u(x)g(x) = (x3 + x2)(x3 + x+ 1) = x6 + x5 + x4 + x2

èëè â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè v = [0010111]T (n = 7).

3.2. Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå. Íàõîäèì îñòàòîê r(x) îò
äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x3u(x) íà g(x):

x3(x3 + x2) = x6 + x5 = (x3 + x2 + x)(x3 + x2 + 1) + x,
ïîýòîìó v(x) = x3u(x) + r(x) = x6 + x5 + x

èëè â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè v = [0100011]T (n = 7),

ò.å. áèòû âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ u âîñïðîèçâîäÿòñÿ â êðàéíèõ
ïðàâûõ áèòàõ êîäîâîãî ñëîâà v.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ g(x) = x3 + x+ 1...

3. Ïðîâåä¼ì êîäèðîâàíèå ïîëèíîìà u(x) = x3 + x2 èëè â
âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè u = [0011]T (k = 4).

3.1. Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå:

v(x) = u(x)g(x) = (x3 + x2)(x3 + x+ 1) = x6 + x5 + x4 + x2

èëè â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè v = [0010111]T (n = 7).

3.2. Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå. Íàõîäèì îñòàòîê r(x) îò
äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x3u(x) íà g(x):

x3(x3 + x2) = x6 + x5 = (x3 + x2 + x)(x3 + x2 + 1) + x,
ïîýòîìó v(x) = x3u(x) + r(x) = x6 + x5 + x

èëè â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè v = [0100011]T (n = 7),

ò.å. áèòû âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ u âîñïðîèçâîäÿòñÿ â êðàéíèõ
ïðàâûõ áèòàõ êîäîâîãî ñëîâà v.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèé êîä: ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ g(x) = x3 + x+ 1...

3. Ïðîâåä¼ì êîäèðîâàíèå ïîëèíîìà u(x) = x3 + x2 èëè â
âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè u = [0011]T (k = 4).

3.1. Íåñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå:

v(x) = u(x)g(x) = (x3 + x2)(x3 + x+ 1) = x6 + x5 + x4 + x2

èëè â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè v = [0010111]T (n = 7).

3.2. Ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå. Íàõîäèì îñòàòîê r(x) îò
äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x3u(x) íà g(x):

x3(x3 + x2) = x6 + x5 = (x3 + x2 + x)(x3 + x2 + 1) + x,
ïîýòîìó v(x) = x3u(x) + r(x) = x6 + x5 + x

èëè â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè v = [0100011]T (n = 7),

ò.å. áèòû âõîäíîãî ñîîáùåíèÿ u âîñïðîèçâîäÿòñÿ â êðàéíèõ
ïðàâûõ áèòàõ êîäîâîãî ñëîâà v.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå êîäû: äåêîäèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå

Ñèíäðîìîì ïðèíÿòîãî ïîëèíîìà w(x), çàêîäèðîâàííîãî
öèêëè÷åñêèì (n, k)-êîäîì ñ ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì g(x)
(è, âîçìîæíî, ñîäåðæàùèì îøèáêè), íàçîâ¼ì îñòàòîê s(x) îò
äåëåíèÿ w(x) íà g(x): s(x) ≡g(x) w(x).

Îïðåäåëåíèå ñèíäðîìà äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà, î÷åâèäíî, åñòü
ïåðåôðàçèðîâêà â òåðìèíàõ ïîëèíîìîâ ñèíäðîìà äëÿ
ãðóïïîâûõ êîäîâ.

Ñâîéñòâà ñèíäðîìà w(x):

s(x) ≡ 0 ⇔ w(x) � êîäîâîå ñëîâî;

0 6 deg s(x) < m = n− k;
s(x) ≡g(x) (v(x) + e(x)) ≡g(x) e(x).
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå êîäû: äåêîäèðîâàíèå...

Äåêîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêîãî êîäà ïðîõîäèò ïî îáùåé ñõåìå
äåêîäèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî êîäà:

1 âû÷èñëÿåòñÿ ñèíäðîì s(x) ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x);

2 èùóòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû e(x) = s(x) + g(x)u(x) äëÿ âñåõ
2k âîçìîæíûõ ïîëèíîìîâ u(x) ñòåïåíè k − 1
(ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñëîæíîñòü ïî k);

3 îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíîì îøèáîê êàê ðåøåíèå ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ;

4 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïåðåäàííîå ñîîáùåíèå
u(x) = w(x) + e(x).

Ïðèìåðû äåêîäèðîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ (ñ îäíîé îøèáêîé)
áóäóò äàíû ïðè ðàññìîòðåíèè Á×Õ-êîäîâ.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïîâîå êîäû (n, k): ðåçþìå

Ëèíåéíû êîäû îáùåãî âèäà ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå
ïàðàìåòðû äëèíû n è ÷èñëà èíôîðìàöèîííûõ áèò k.
Ëèíåéíûå öèêëè÷åñêèå êîäû òàêæå ìîãóò èìåòü
ïðîèçâîëüíóþ äëèíó n, íî ïàðàìåòðû m è,
ñëåäîâàòåëüíî, k = n−m (÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ áèò)
óæå íå ïðîèçâîëüíû: ïîëèíîì g(x) ñòåïåíè m äîëæåí
äåëèòü áèíîì xn − 1.

Öèêëè÷åñêèé êîä áóäåò ãðóïïîâûì, òîëüêî åñëè îí
ïðèíàäëåæèò èäåàëó (g(x)) , deg g(x) = m êîëüöà
ìíîãî÷ëåíîâ F2[x]: â í¼ì öèêëè÷åñêèå ñäâèãè êîäîâîãî
ñëîâà ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì íà x, x2, . . ., ÷òî è
îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì xn = 1.
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Öèêëè÷åñêèå êîäû

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïîâîå êîäû (n, k): ðåçþìå...

Êîäèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ óìíîæåíèåì ñîîáùåíèÿ íà
ïîëèíîì g(x). Îäíàêî âûáîð g(x), ïîðîæäàþùåãî êîä ñ
áîëüøèì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d � ñëîæíàÿ çàäà÷à
(îöåíêà ñâåðõó: d 6 m+ 1 ÷èñëî ìîíîìîâ â g(x)).

Äåêîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëÿåìîãî
ñèíäðîìà ïðèíÿòîãî ïîëèíîìà, â ðåçóëüòàòå:

âìåñòî ìàòðè÷íûõ óìíîæåíèé è ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (êàê â
ëèíåéíûõ êîäàõ îáùåãî âèäà) èñïîëüçóþòñÿ îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ (ñ îñòàòêîì) ïîëèíîìîâ, ëåãêî
ðåàëèçóåìûå íà ðåãèñòðàõ ñäâèãà ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè;

îäíàêî îáùèé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî-ïðåæíåìó èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü ïî k.

Ñóùåñòâóþò è àëüòåðíàòèâíûå ìåòîäû äåêîäèðîâàíèÿ
öèêëè÷åñêèõ êîäîâ îáùåãî âèäà (äåêîäåðû Ìåããèòà,
Êàñàìè-Ðóäîëüôà, ìàæîðèòàðíûé, ...) � òîæå ïëîõèå.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Ðàçäåëû I

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 72 / 147

Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Á×Õ-êîäû: ïåðâûå ñâåäåíèÿ

Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà (Á×Õ, BCH) � ïîäêëàññ
öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ íå ìåíåå çàðàíåå çàäàííîãî
÷èñëà îøèáîê.

Ïðåäëîæåíû Ð.×. Áîóçîì è Ä.Ê. Ðåé-×îóäõóðè â 1960 ã.
íåçàâèñèìî îò îïóáëèêîâàííîé íà ãîä ðàíåå ðàáîòû
À. Õîêâèíãåìà.

Òåîðåòè÷åñêè êîäû Á×Õ ìîãóò èñïðàâëÿòü ïðîèçâîëüíîå
êîëè÷åñòâî îøèáîê, íî ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ
äëèíà êîäîâîãî ñëîâà n, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè
ïåðåäà÷è äàííûõ è óñëîæíåíèþ ïðè¼ìíî-ïåðåäàþùåé
àïïàðàòóðû.

Êîäû Õýììèíãà � ÷àñòíûé ñëó÷àé Á×Õ-êîäîâ.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ð.×. Áîóç è Ä.Ê. Ðåé-×îóäõóðè

Ðàäæ ×àíäðà Áîóç (Áîøó)
(Raj Chandra Bose, 1901�1987) �

èíäèéñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòàâøèé â ÑØÀ.
Èçâåñòåí ðàáîòîé (â ñîàâòîðñòâå),
îïðîâåðãàþùåé ãèïîòåçó Ë. Ýéëåðà

î íåñóùåñòâîâàíèè ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ
ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Äâàéäæåíäðà Êàìàð Ðåé-×îóäõóðè
(Dwijendra Kumar Ray-Chaudhuri, 1933) �

èíäèéñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòàþùèé â ÑØÀ.
Îáëàäàòåëü ìåäàëè Ýéëåðà, ïðèñóæäàåìîé
Èíñòèòóòîì êîìáèíàòîðèêè è ïðèëîæåíèé

(Institute of Combinatorics and its Applications,
Êàíàäà) çà âêëàä â ðàçâèòèå êîìáèíàòîðèêè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

À. Õîêâèíãåì

Àëåêñèñ Õîêâèíãåì
(Alexis Hocquenghem, 1908?�1990) �

ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê.
Â åãî ðàáîòå 1959 ã. ñîäåðæèòñÿ ïåðâîå
îïèñàíèå ëèíåéíûõ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ,

èñïðàâëÿþùèõ êðàòíûå îøèáêè.

Hocquenghem ÿâëÿåòñÿ ãàëèöèíèçèðîâàííîé ôîðìîé
ãåðìàíñêîé èëè ôëàìàíäñêîé ôàìèëèè.
Ïðàâèëüíîå å¼ ÷òåíèå � �Îêåíãåì.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ mβ(x) ïîëÿ F
n
p

Âñïîìèíàåì:

1 ∀β ∈ Fnp ∃!mβ(x) è degmβ(x) 6 n;

2 Åñëè F
n
p = Fp[x]/(a(x)), òî a−1n a(x) � ì.ì. äëÿ x;

3 f(β) = 0 ⇒ f(x)
...mβ(x);

4 Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì.

5 Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ãåíåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû ïîëÿ (ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà) íàçûâàåòñÿ
ïðèìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì.

Åñëè β � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà ϕ(x) ∈ Fp[x]
ñòåïåíè n, òî {

β, βp, βp
2
, . . . , βp

n−1
}

� âñå n ðàçëè÷íûõ (ñîïðÿæ¼ííûõ) êîðíåé ϕ(x).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëîòîìè÷åñêèé ñîïðÿæ¼ííûé êëàññ ýëåìåíòà ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå (äëÿ ñëó÷àÿ p = 2)

Ïóñòü n | N .
Öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññîì (èëè êëàññîì ñîïðÿæ¼ííîñòè) íàä
ïîëåì F

n
2 ýëåìåíòà α ∈ FN2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ F
N
2 , ÿâëÿþùèõñÿ 2n-ìè ñòåïåíÿìè α.

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ

Öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ò.å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïîëÿ F

N
2

îáðàçóåò åãî ðàçáèåíèå åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû.

Öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ
{
α, α2n , α22n , . . . , α2(k−1)n

}
íàä

ïîëåì F
n
2 ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α ïîëÿ F

kn
2 ñîäåðæèò

ðîâíî k ýëåìåíòîâ.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öèêëîòîìè÷åñêèé ñîïðÿæ¼ííûé êëàññ ýëåìåíòà ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå (äëÿ ñëó÷àÿ p = 2)

Ïóñòü n | N .
Öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññîì (èëè êëàññîì ñîïðÿæ¼ííîñòè) íàä
ïîëåì F

n
2 ýëåìåíòà α ∈ FN2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ F
N
2 , ÿâëÿþùèõñÿ 2n-ìè ñòåïåíÿìè α.

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ

Öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ò.å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ ïîëÿ F

N
2

îáðàçóåò åãî ðàçáèåíèå åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû.

Öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ
{
α, α2n , α22n , . . . , α2(k−1)n

}
íàä

ïîëåì F
n
2 ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α ïîëÿ F

kn
2 ñîäåðæèò

ðîâíî k ýëåìåíòîâ.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ...

Ïðèìåðû.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï ïîëåé F

kn
2

íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû íàä F
n
2 .

1 n = 1, k = 3 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
3
2 = F .

Òîãäà α7 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü

{ 1 }, {α, α2, α4 }, {α3, α6, α12 = α5 }.

2 n = 2, k = 2 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
4
2 = F .

Òîãäà α15 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F
2
2 åñòü

{ 1 }, {α, α4 }, {α2, α8 }, {α3, α12 }, {α5 }, {α10 },
{α6, α9 }, {α7, α13 }, {α11, α14 }.

3 n = 1, k = 4 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
4
2 = F .

Òîãäà α15 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü

{ 1 }, {α, α2, α4, α8 }, {α3, α6, α12, α24 = α9 },
{α5, α10 }, {α7, α14, α28 = α13, α26 = α11 }.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ...

Ïðèìåðû.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï ïîëåé F

kn
2

íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû íàä F
n
2 .

1 n = 1, k = 3 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
3
2 = F .

Òîãäà α7 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü

{ 1 }, {α, α2, α4 }, {α3, α6, α12 = α5 }.
2 n = 2, k = 2 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F

4
2 = F .

Òîãäà α15 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F
2
2 åñòü

{ 1 }, {α, α4 }, {α2, α8 }, {α3, α12 }, {α5 }, {α10 },
{α6, α9 }, {α7, α13 }, {α11, α14 }.

3 n = 1, k = 4 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
4
2 = F .

Òîãäà α15 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü

{ 1 }, {α, α2, α4, α8 }, {α3, α6, α12, α24 = α9 },
{α5, α10 }, {α7, α14, α28 = α13, α26 = α11 }.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ...

Ïðèìåðû.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ãðóïï ïîëåé F

kn
2

íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû íàä F
n
2 .

1 n = 1, k = 3 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
3
2 = F .

Òîãäà α7 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü

{ 1 }, {α, α2, α4 }, {α3, α6, α12 = α5 }.
2 n = 2, k = 2 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F

4
2 = F .

Òîãäà α15 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F
2
2 åñòü

{ 1 }, {α, α4 }, {α2, α8 }, {α3, α12 }, {α5 }, {α10 },
{α6, α9 }, {α7, α13 }, {α11, α14 }.

3 n = 1, k = 4 è α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò F
4
2 = F .

Òîãäà α15 = 1 è ðàçëîæåíèå F ∗ íàä F2 åñòü

{ 1 }, {α, α2, α4, α8 }, {α3, α6, α12, α24 = α9 },
{α5, α10 }, {α7, α14, α28 = α13, α26 = α11 }.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ...

Åñëè α ∈ FN2 è m � ìîùíîñòü íåêîòîðîãî åãî
öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà íàä ïîäïîëåì F

n
2 , òî ïîëèíîì

mα(x) =

m−1∏
i=0

(
x+ α2i

)
= xm−1 + λm−2x

m−2 + . . .+ λ1x + λ0

ÿâëÿåòñÿ ì.ì. α, à òàêæå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â
äàííûé öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ.

Îòñþäà âûâîäèòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ì.ì. äëÿ äàííîãî
ýëåìåíòà ïîëÿ α:

1 îïðåäåëèòü ÷èñëî m ýëåìåíòîâ öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà
ýëåìåíòà α;

2 íàéòè êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà mα(x) ïóòåì

ïåðåìíîæåíèÿ ñêîáîê
(
x+ α2i

)
äëÿ âñåõ i = 0,m− 1.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ...

Åñëè α ∈ FN2 è m � ìîùíîñòü íåêîòîðîãî åãî
öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà íàä ïîäïîëåì F

n
2 , òî ïîëèíîì

mα(x) =

m−1∏
i=0

(
x+ α2i

)
= xm−1 + λm−2x

m−2 + . . .+ λ1x + λ0

ÿâëÿåòñÿ ì.ì. α, à òàêæå äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â
äàííûé öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ.

Îòñþäà âûâîäèòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ì.ì. äëÿ äàííîãî
ýëåìåíòà ïîëÿ α:

1 îïðåäåëèòü ÷èñëî m ýëåìåíòîâ öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà
ýëåìåíòà α;

2 íàéòè êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà mα(x) ïóòåì

ïåðåìíîæåíèÿ ñêîáîê
(
x+ α2i

)
äëÿ âñåõ i = 0,m− 1.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñïåöèàëüíûå öèêëè÷åñêèå êîäû

Åñëè äëèíà öèêëè÷åñêîãî êîäà n = 2q − 1, òî:

1 êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà xn + 1 ÿâëÿþòñÿ âñå íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ïîëÿ F

q
2;

2 ïîðîæäàþùèìè ìíîãî÷ëåíàìè öèêëè÷åñêîãî êîäà ìîãóò
áûòü òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ
íåêîòîðûõ ñîâîêóïíîñòåé ýëåìåíòîâ F

q
2.

Òàêèå êîäû:

1 ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, èìåþùèì
óêàçàííóþ óäîáíóþ ñâÿçü ìåæäó ïîðîæäàþùèì
ïîëèíîìîì è ýëåìåíòàìè èç F

q
2;

2 óæå íå ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíûå äë�èíû (åñòü ñïîñîá
îáîéòè ýòî îãðàíè÷åíèå � èñïîëüçîâàíèå ò.í. óêîðî÷åííûõ
êîäîâ Á×Õ, êîòîðûå ìû íå ðàññìàòðèâàåì).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Á×Õ-êîäû: îïðåäåëåíèå (ïðîñòåéøèé ñëó÷àé)

Ïóñòü âûáðàíû ïàðàìåòðû: q, îïðåäåëÿþùèé äëèíó êîäà
n = 2q − 1 è êîíñòðóêòèâíîå ðàññòîÿíèå d 6 n.

Êîä Á×Õ åñòü öèêëè÷åñêèé (n, k)-êîä, â êîòîðîì ïîðîæäàþùèé
ìíîãî÷ëåí g(x) èìååò êîðíÿìè ýëåìåíòû α, α2, α3, . . . , αd−1

ïîëÿ F = F
q
2 (íàçûâàåìûå íóëÿìè Á×Õ-êîäà) è ãäå

α � ãåíåðàòîð ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗,
deg g(x) = m � ÷èñëî ïðîâåðî÷íûõ áèò,
k = n−m � ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ áèò.

Ïðè ýòîì:

g(x) âûáèðàþò êàê ÍÎÊ ïîëèíîìîâ (÷àñòî ýòî ïðîñòî èõ
ïðîèçâåäåíèå), ÿâëÿþùèõñÿ ìèíèìàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè
äëÿ âñåõ íóëåé êîäà, ïîïàâøèõ â äàííûé öèêëîòîìè÷åñêèé
êëàññ;

êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïîñòðîåííîãî êîäà îêàçûâàåòñÿ íå
ìåíåå âûáðàííîãî êîíñòðóêòèâíîãî ðàññòîÿíèÿ d.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Á×Õ-êîä: êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíåå êîíñòðóêòèâíîãî

Òåîðåìà

Ïóñòü Á×Õ-êîä äëèíîé n = 2q − 1 ñ êîíñòðóêòèâíûì

ðàññòîÿíèåì d çàäà¼òñÿ êîäèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì

g(x) = HOK(m1(x), . . . , md−1(x) ),

ãäå mi(x), i = 1, d− 1 � ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íóëåé

α, α2, . . . , αd−1 êîäà.

Òîãäà êîäîâîå ðàññòîÿíèå äàííîãî Á×Õ-êîäà íå ìåíåå d.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí h(x) ñ êîðíÿìè α, α2, . . . , αd−1

èìååò íå ìåíåå d íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà h(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

h(x) = b1x
n1 + b2x

n2 + . . .+ bd−1x
nd−1 .
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Á×Õ-êîä: êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíåå êîíñòðóêòèâíîãî...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïîñêîëüêó α, α2, . . . , αd−1 � êîðíè h(x), åãî êîýôôèöèåíòû

b1, . . . , bd−1 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ëèíåéíîé ñèñòåìå
b1α

n1 + . . . + bd−1α
nd−1 = 0

b1α
2n1 + . . . + bd−1α

2nd−1 = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

b1α
(d−1)n1 + . . . + bd−1α

(d−1)nd−1 = 0

Ìàòðèöà A ñèñòåìû íåâûðîæäåíà, ò.ê. å¼ îïðåäåëèòåëü

Âàíäåðìîíäà îòëè÷åí îò íóëÿ:

|A| =
∏
i>j

(αni − αnj ) 6= 0, nj < ni < 2q.

Ñëåäîâàòåëüíî, b1 = . . . = bd−1 = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäû Á×Õ: ñèíäðîìû

Ïîñêîëüêó âñå êîäîâûå ñëîâà öèêëè÷åñêîãî êîäà C äåëÿòñÿ íà
ïîëèíîì g(x) ñ êîðíÿìè α, α2, . . . , αd−1, òî

v(x) ∈ C ⇔ v(αi) = 0, i = 1, d− 1.

Îïðåäåëåíèå

Ñèíäðîìàìè ïðèíÿòîãî ïîëèíîìà w(x), çàêîäèðîâàííîãî
Á×Õ-êîäîì ñ íóëÿìè αi, i = 1, d− 1 è, âîçìîæíî, ñîäåðæàùåãî
îøèáêè, íàçîâ¼ì çíà÷åíèÿ w(x) â íóëÿõ êîäà: si = w(αi).

ßñíî, ÷òî

¾âñå ñèíäðîìû ðàâíû íóëþ¿ ⇔ w(x) � êîäîâîå ñëîâî.

Îïðåäåëåíèå ñèíäðîìà äëÿ Á×Õ-êîäà, î÷åâèäíî, åñòü
ïåðåôðàçèðîâêà â òåðìèíàõ íóëåé êîäà ïîëèíîìîâ ñèíäðîìà
äëÿ öèêëè÷åñêîãî êîäà.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 3, n = 7, a(x) = x3 + x+ 1

Ïóñòü q = 3, ò.å. ñòðîèì Á×Õ-êîäû äëÿ ïîëÿ F = F
3
2 è n = 7.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëå F = F2[x]/(a(x)) ìíîãî÷ëåíà
âîçüì¼ì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí a(x) = x3 + x+ 1.

a(x) � ì.ì. äëÿ ãåíåðàòîðà x = α ∈ F ∗ è F ∗ ðàçáèâàåòñÿ íà
ñëåäóþùèå öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû íàä F2 (áûëî ðàíåå):

{ 1 } ,
{
α, α2, α4

}
,
{
α3, α6, α5

}
.

1. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé r = 1 îøèáêó (êîä Õýììèíãà).

Òîãäà d− 1 = 2r = 2 è ýëåìåíòû α, α2 ïîïàäàþò â îäèí
öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ.
Ì.ì. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êëàññà � a(x), ïîýòîìó
ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x) = a(x), m = deg g(x) = 3 è â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûé (7, 4, 3)-êîä.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 3, n = 7, a(x) = x3 + x+ 1

Ïóñòü q = 3, ò.å. ñòðîèì Á×Õ-êîäû äëÿ ïîëÿ F = F
3
2 è n = 7.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëå F = F2[x]/(a(x)) ìíîãî÷ëåíà
âîçüì¼ì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí a(x) = x3 + x+ 1.

a(x) � ì.ì. äëÿ ãåíåðàòîðà x = α ∈ F ∗ è F ∗ ðàçáèâàåòñÿ íà
ñëåäóþùèå öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû íàä F2 (áûëî ðàíåå):

{ 1 } ,
{
α, α2, α4

}
,
{
α3, α6, α5

}
.

1. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé r = 1 îøèáêó (êîä Õýììèíãà).

Òîãäà d− 1 = 2r = 2 è ýëåìåíòû α, α2 ïîïàäàþò â îäèí
öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ.
Ì.ì. äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êëàññà � a(x), ïîýòîìó
ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x) = a(x), m = deg g(x) = 3 è â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíûé (7, 4, 3)-êîä.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 3, n = 7, a(x) = x3 + x+ 1...

2. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé íå ìåíåå r = 2 îøèáîê.

Ïîñêîëüêó d− 1 = 2r = 4, òî ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì g(x)
åñòü ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ñ êîðíÿìè α, α2, α3, α4

èç ïîëÿ F .
Äàííûå ýëåìåíòû âõîäÿò â äâà öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññà:{
α, α2, α4

}
è
{
α3, α6, α5

}
, ïîðîæäàåìûõ α è α3

ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî g(x) = gα(x) · gα3(x),
ãäå gα(x) è gα3(x) � ì.ì. äëÿ α è α3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ì.ì. äëÿ α èçâåñòåí: gα(x) = a(x) = x3 + x+ 1.

Íàéäåì ì.ì. äëÿ α3:

gα3(x) =
(
x+ α3

) (
x+ α5

) (
x+ α6

)
=

= x3 +
(
α3 + α5 + α6

)
x2 +

(
α8 + α9 + α11

)
x+ α14.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 3, n = 7, a(x) = x3 + x+ 1...

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû gα3(x).
Ïîñêîëüêó α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F2[x]/

(
x3 + x+ 1

)
,

òî α7 = 1, α3 = α+ 1 è

α3 + α5 + α6 = α+ 1 + (α+ 1)2 + α2(α+ 1) =

= α+ 1 + α2 + 1 + α3 + α2 = 1 ,

α8 + α9 + α11 = α2 + α+ α4 = α2 + α+ α(α+ 1) = 0 ,

α14 = 1 .

Òàêèì îáðàçîì, gα3(x) = x3 + x2 + 1 è

g(x) = gα(x) · gα3(x) = (x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1) =

= x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1, deg g(x) = 6, k = 7−6 = 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåí òðèâèàëüíûé (7, 1, 7)-êîä, ñîäåðæàùèé
âñåãî äâà êîäîâûõ ñëîâà v1 = [0000000], v2 = [1111111] è
èñïðàâëÿþùèé 3 îøèáêè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 4, n = 15, a(x) = x4 + x+ 1

Ìû âèäèì, ÷òî êîä ïîëó÷èëñÿ ïëîõîé: õîòÿ îí è èñïðàâëÿåò
áîëüøå îøèáîê, ÷åì ïëàíèðîâàëîñü, åãî ñêîðîñòü ðàâíà
R = 1/7, ò.å. î÷åíü ìàëà.

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ëó÷øèé êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ äâóõ
îøèáîê, âçÿâ á�îëüøóþ åãî äëèíó: q = 4, n = 2q − 1 = 15.

3. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé r = 2 îøèáêè.
Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëå F = F2[x]/(a(x)) ìíîãî÷ëåíà
âîçüì¼ì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí a(x) = x4 + x+ 1.

Åñëè α � ãåíåðàòîð â F ∗ , òî íóëÿìè êîäà áóäóò α, α2, α3, α4,
ðàñïîëàãàþùèåñÿ â äâóõ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññàõ:{

α, α2, α4, α8
}

è
{
α3, α6, α12, α9

}
.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 4, n = 15, a(x) = x4 + x+ 1

Ìû âèäèì, ÷òî êîä ïîëó÷èëñÿ ïëîõîé: õîòÿ îí è èñïðàâëÿåò
áîëüøå îøèáîê, ÷åì ïëàíèðîâàëîñü, åãî ñêîðîñòü ðàâíà
R = 1/7, ò.å. î÷åíü ìàëà.

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ëó÷øèé êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ äâóõ
îøèáîê, âçÿâ á�îëüøóþ åãî äëèíó: q = 4, n = 2q − 1 = 15.

3. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé r = 2 îøèáêè.
Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëå F = F2[x]/(a(x)) ìíîãî÷ëåíà
âîçüì¼ì ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí a(x) = x4 + x+ 1.

Åñëè α � ãåíåðàòîð â F ∗ , òî íóëÿìè êîäà áóäóò α, α2, α3, α4,
ðàñïîëàãàþùèåñÿ â äâóõ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññàõ:{

α, α2, α4, α8
}

è
{
α3, α6, α12, α9

}
.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 4, n = 15, a(x) = x4 + x+ 1...

Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ýòèõ êëàññîâ:

ïåðâîãî (α ): gα(x) = a(x).
âòîðîãî (α3 ): gα3(x) = (x− α3)(x− α6)(x− α9)(x− α12) =

... = x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì åñòü

g(x) = gα(x) · gα3(x) = x8 + x7 + x6 + x4 + 1.

Â ðåçóëüòàòå k = 15− 8 = 7 è, ìîæíî ïîêàçàòü, d = 5, ò.å.
ïîëó÷åí Á×Õ (15, 7, 5)-êîä ñî ñêîðîñòüþ óæå R = 7/15 > 1/7.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 4, n = 15, a(x) = x4 + x+ 1...

Â òîì æå ïîëå F ïîñòðîèì

4. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé r = 3 îøèáêè.
Ïóñòü α � ãåíåðàòîð F ∗ (ò.å. α15 = 1, α4 = α+ 1).
Íóëÿìè êîíñòðóèðóåìîãî Á×Õ-êîäà áóäóò α, α2, . . . , α6,
êîòîðûå ïîïàäàþò â öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû{

α, α2, α4, α8
}
,
{
α3, α6, α9, α12

}
,
{
α5, α10

}
.

Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ êëàññîâ ñóòü
gα(x) = x4 + x+ 1, gα3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 è
gα5(x) = x2 + x+ 1, à ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì ïîëó÷åííîãî
(15, 5, 7)-êîäà Á×Õ åñòü èõ ïðîèçâåäåíèå:

g(x) = gα(x)·gα3(x)·gα5(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1.

Ýòîò êîä ïðè òîé æå äëèíå, ÷òî è ïðåäûäóùèé, èñïðàâëÿåò
áîëüøå îøèáîê, íî èìååò ìåíüøóþ ñêîðîñòü.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Á×Õ äëÿ q = 4, n = 15, a(x) = x4 + x+ 1...

Â òîì æå ïîëå F ïîñòðîèì

4. Êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé r = 3 îøèáêè.
Ïóñòü α � ãåíåðàòîð F ∗ (ò.å. α15 = 1, α4 = α+ 1).
Íóëÿìè êîíñòðóèðóåìîãî Á×Õ-êîäà áóäóò α, α2, . . . , α6,
êîòîðûå ïîïàäàþò â öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû{

α, α2, α4, α8
}
,
{
α3, α6, α9, α12

}
,
{
α5, α10

}
.

Ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ êëàññîâ ñóòü
gα(x) = x4 + x+ 1, gα3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 è
gα5(x) = x2 + x+ 1, à ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì ïîëó÷åííîãî
(15, 5, 7)-êîäà Á×Õ åñòü èõ ïðîèçâåäåíèå:

g(x) = gα(x)·gα3(x)·gα5(x) = x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1.

Ýòîò êîä ïðè òîé æå äëèíå, ÷òî è ïðåäûäóùèé, èñïðàâëÿåò
áîëüøå îøèáîê, íî èìååò ìåíüøóþ ñêîðîñòü.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Êîäû Á×Õ: çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ
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¾Ñòóïåíüêè¿ íà ãðàôèêàõ ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà
ðåàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå
êîíñòðóêòèâíîãî, çàäàâàåìîãî ïðè ïîñòðîåíèè êîäà.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Ðàçäåëû

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà: êàê ýòî äåëàåòñÿ

Êîä Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì êîäîì Á×Õ, ó êîòîðîãî
r = 1, d = 3, è ïîýòîìó åãî íóëÿìè ÿâëÿþòñÿ α è α2, ãäå α �
ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F

n
2 , n = 2q − 1.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x) âû÷èñëÿåì ñèíäðîì
s1 = w(α) (ñèíäðîì s2 = w(α2) íàì íå ïîòðåáóåòñÿ).

Ïðè
s1 = 0 � ïîëàãàåì v̂(x) = w(x) è åñëè îøèáîê íå
ïðîèçîøëî, òî v̂(x) = v(x) (èíà÷å ïðîèçîøëî áîëåå 3-õ
îøèáîê è v̂(x) 6= v(x)).
s1 6= 0 � îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå j ∈ {0, . . . , n− 1}, äëÿ
êîòîðîãî αj = s1 , ïîëàãàåì v̂(x) = w(x) + xj è åñëè
ïðîèçîøëà åäèíè÷íàÿ îøèáêà, òî å¼ ïîçèöèÿ j è
v̂(x) = w(x) (èíà÷å ïðîèçîøëî á�îëüøåå êîëè÷åñòâî
îøèáîê è v̂(x) 6= v(x) ).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà: êàê ýòî äåëàåòñÿ
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êîòîðîãî αj = s1 , ïîëàãàåì v̂(x) = w(x) + xj è åñëè
ïðîèçîøëà åäèíè÷íàÿ îøèáêà, òî å¼ ïîçèöèÿ j è
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà: ïðèìåð

Ðàññìàòðèâàåì (7, 4)-êîä Õýììèíãà, ïîñòðîåííûé â ïðèìåðå
äëÿ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ (ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì
g(x) = x3 + x+ 1), ãäå áûëî íàéäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå
êîäèðîâàíèå âõîäíîãî ïîëèíîìà u(x) = x3 + x2 ↔ [0011]T :

v(x) = x6 + x5 + x ↔ [0100011]T .

Òåïåðü ìû ïîñòðîèëè ýòîò æå êîä ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëÿ
F = F2[x]/

(
x3 + x+ 1

)
, â êîòîðîì α3 = α+ 1 è α7 = 1 äëÿ

ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà α ∈ F ∗.
Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ðàññìàòðèâàåìîãî ñîîáùåíèÿ ïðîèçîøëà
îøèáêà â ïîçèöèè 5, ò.å. ïðèíÿòî ñëîâî w(x) = x6 + x
è (íåèçâåñòíûé) ïîëèíîì îøèáîê e(x) = x5.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ w(x) íàéäåì ñèíäðîì

s1 = w(α) = α6 + α =
(
α3
)2

+ α = (α+ 1)2 + α =

= α2 + α+ 1 6= 0.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Äåêîäèðîâàíèå êîäà Õýììèíãà: ïðèìåð...

Íàéä¼ì αj äëÿ j = 0, . . . , 6 , ò.å. âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ
F2[x]/

(
x3 + x+ 1

)
:

α0 = 1, α3 = α+ 1,

α1 = α, α4 = α(α+ 1) = α2 + α,

α2 = α2, α5 = α2(α+ 1) = α3 + α2 =

= α2 + α+ 1 = s1,

α6 = (α+ 1)2 = α2 + 1 � ìîæíî óæå íå âû÷èñëÿòü

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îøèáêà ïðîèçîøëà â ïîçèöèè 5 è, òàêèì
îáðàçîì, v̂(x) = w(x) + x5 = x6 + x5 + x = v(x).

Åñëè æå ïðîèçîøëî äâå îøèáêè, íàïðèìåð, â 5-é è 4-é
ïîçèöèÿõ, òî w(x) = x6 + x4 + x, s1 = 1, j = 0,
v̂(x) = x6 + x4 + x+ 1 ↔ [1100101]T è áóäåò ðàñêîäèðîâàíî
ñîîáùåíèå [0101]T âìåñòî ïîñëàííîãî u(x)↔ [0011]T .
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, çàêîäèðîâàíîãî êîäîì Á×Õ â
ïîëå F

q
2
∼= F[x]/(a(x)) ïðîèçîøëî ν îøèáîê.

Òîãäà e(x) = xj1 + xj2 + · · ·+ xjν , ãäå ñòåïåíè j1, . . . , jν �
ïîçèöèè îøèáîê, ν 6 r = [(d− 1)/2].

Çàïèøåì ðàâåíñòâà si = w(αi) = e(αi), i = 1, 2r êàê ñèñòåìó:
s1 = αj1 + αj2 + . . . + αjν ,
s2 = (αj1)2 + (αj2)2 + . . . + (αjν )2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s2r = (αj1)2r + . . . + (αjν )2r.

Ëþáîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ( j1, . . . , jν ) äëÿ íåêîòîðîãî
ν 6 r áóäåò èñêîìûì (òàêîå ðåøåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî, ò.ê. êîä ïî ïîñòðîåíèþ ñïîñîáåí èñïðàâëÿòü äî r
îøèáîê).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, çàêîäèðîâàíîãî êîäîì Á×Õ â
ïîëå F

q
2
∼= F[x]/(a(x)) ïðîèçîøëî ν îøèáîê.

Òîãäà e(x) = xj1 + xj2 + · · ·+ xjν , ãäå ñòåïåíè j1, . . . , jν �
ïîçèöèè îøèáîê, ν 6 r = [(d− 1)/2].

Çàïèøåì ðàâåíñòâà si = w(αi) = e(αi), i = 1, 2r êàê ñèñòåìó:
s1 = αj1 + αj2 + . . . + αjν ,
s2 = (αj1)2 + (αj2)2 + . . . + (αjν )2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s2r = (αj1)2r + . . . + (αjν )2r.

Ëþáîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ( j1, . . . , jν ) äëÿ íåêîòîðîãî
ν 6 r áóäåò èñêîìûì (òàêîå ðåøåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî, ò.ê. êîä ïî ïîñòðîåíèþ ñïîñîáåí èñïðàâëÿòü äî r
îøèáîê).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ, çàêîäèðîâàíîãî êîäîì Á×Õ â
ïîëå F

q
2
∼= F[x]/(a(x)) ïðîèçîøëî ν îøèáîê.

Òîãäà e(x) = xj1 + xj2 + · · ·+ xjν , ãäå ñòåïåíè j1, . . . , jν �
ïîçèöèè îøèáîê, ν 6 r = [(d− 1)/2].

Çàïèøåì ðàâåíñòâà si = w(αi) = e(αi), i = 1, 2r êàê ñèñòåìó:
s1 = αj1 + αj2 + . . . + αjν ,
s2 = (αj1)2 + (αj2)2 + . . . + (αjν )2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s2r = (αj1)2r + . . . + (αjν )2r.

Ëþáîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ( j1, . . . , jν ) äëÿ íåêîòîðîãî
ν 6 r áóäåò èñêîìûì (òàêîå ðåøåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî, ò.ê. êîä ïî ïîñòðîåíèþ ñïîñîáåí èñïðàâëÿòü äî r
îøèáîê).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ βi = αji , i = 1, 2r (âåëè÷èíû βi íàçûâàþò
ëîêàòîðàìè îøèáîê), ïåðåïèøåì ñèñòåìó:

s1 = β1 + β2 + . . . + βν ,
s2 = β21 + β22 + . . . + β2ν ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s2r = β2r1 + β2r2 + . . . + β2rν .

(1)

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê

σ(x) =
∏ν
i=1(1 + βix) = 1 + σ1x+ σ2x

2 + · · ·+ σνx
ν ,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû β−1i = α−ji , i = 1, 2r.

Äëÿ ïðîäâèíóòûõ: ýòî ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Ñâÿçü ìåæäó σk è βi îïðåäåëÿåò òåîðåìà Âèåòà:

σ1 = β1 + β2 + . . . + βν ,
σ2 = β1β2 + β2β3 + β1β3 + . . . + βν−1βν ,

σ3 =
∑

i1<i2<i3

βi1βi2βi3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σν = β1β2 . . . βν .

(2)

Ââåä¼ííûå ñèñòåìû çàäàþò âåëè÷èíû ñèíäðîìîâ è
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê ñîîòâåòñòâåííî
êàê çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ:

(1) � ñóììû k-ûõ ñòåïåíåé βi, k = 1, 2r;
(2) � ýëåìåíòàðíîãî.

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òèïàìè ñèììåòðè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ çàäàþòñÿ òîæäåñòâàìè Íüþòîíà-Æèðàðà.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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(2)
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Â äâîè÷íîé àðèôìåòèêå òîæäåñòâà Íüþòîíà-Æèðàðà
çàïèñûâàþòñÿ êàê

s1 + σ1 = 0,

s2 + σ1s1 + 2σ2 = 0,

s3 + σ1s2 + σ2s1 + 3σ3 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sν + σ1sν−1 + . . . + σν−1s1 + νσν = 0,
sν+1 + σ1sν + . . . + σν−1s2 + σνs1 = 0,

sν+2 + σ1sν+1 + . . . + σν−1s3 + σνs2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

s2r + σ1s2r−1 + . . . + σν−1s2r−ν+1 + σνs2r−ν = 0.

 ÑËÀÓ Ê.Ó.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Ïîñëåäíèå 2r − ν + 1 óðàâíåíèé äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî σ1, . . . , σν .

Å¼ ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x).

Äàëåå ïîëíûì ïåðåáîðîì ìîæíî îòûñêàòü âñå åãî êîðíè α−ji ,
à ïî íèì � ïîçèöèè îøèáîê ji, i = 1, 2r.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðåøåíèè äàííîé ÑËÀÓ ñîñòîèò â òîì,
÷òî çíà÷åíèå ν íåèçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå ïðîñòûõ ñïîñîáà å¼ ðåøåíèÿ � èõ
íàçûâàþò äåêîäåðàìè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Ïîñëåäíèå 2r − ν + 1 óðàâíåíèé äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî σ1, . . . , σν .

Å¼ ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x).

Äàëåå ïîëíûì ïåðåáîðîì ìîæíî îòûñêàòü âñå åãî êîðíè α−ji ,
à ïî íèì � ïîçèöèè îøèáîê ji, i = 1, 2r.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðåøåíèè äàííîé ÑËÀÓ ñîñòîèò â òîì,
÷òî çíà÷åíèå ν íåèçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå ïðîñòûõ ñïîñîáà å¼ ðåøåíèÿ � èõ
íàçûâàþò äåêîäåðàìè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

1. Äåêîäåð PGZ (Peterson-Gorenstein-Zierler) �
ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé ÑËÀÓ
äëÿ ν = r, r − 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà ìàòðèöà î÷åðåäíîé
ÑËÀÓ íå îêàæåòñÿ íåâûðîæäåííîé (ïðè ïåðåõîäå îò r ê r − 1
ïîëàãàåì σr = 0).

2. Äåêîäåð íà áàçå ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) è åãî
êîðíåé ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûé ñèíäðîìíûé ïîëèíîì

s(x) = 1 + s1x+ s2x
2 + . . .+ s2rx

2r,

ãäå si = w(αi), i = 1, . . . , 2r � ñèíäðîìû.

Äëÿ ïðîäâèíóòûõ: ýòî òîæå ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Ïåðåìíîæèì ïîëèíîìû � ñèíäðîìíûé è ëîêàòîðîâ îøèáîê:

λ(x) = s(x)σ(x) = 1 + λ1x + λ2x
2 + . . . + λ2r+νx

2r+ν .

Çäåñü êîýôôèöèåíòû λj =

j∑
i=0

siσj−i îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèåì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïîñêîëüêó σ0 = 1, ÑËÀÓ ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ
λν+1 = λν+2 = . . . = λ2r = 0, ò.å.

λ(x) =
(
1 + λ1x+ λ2x

2 + . . .+ λνx
ν
)
+

+
(
λ2r+1x

2r+1 + . . .+ λ2r+νx
2r+ν

)
.

Ðàññìîòðèì îñòàòîê îò äåëåíèÿ λ(x) íà x2r+1. ßñíî, ÷òî

λ(x) ≡x2r+1 1 + λ1x+ · · ·+ λνx
ν .
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Ïåðåìíîæèì ïîëèíîìû � ñèíäðîìíûé è ëîêàòîðîâ îøèáîê:

λ(x) = s(x)σ(x) = 1 + λ1x + λ2x
2 + . . . + λ2r+νx

2r+ν .

Çäåñü êîýôôèöèåíòû λj =

j∑
i=0

siσj−i îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèåì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïîñêîëüêó σ0 = 1, ÑËÀÓ ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ
λν+1 = λν+2 = . . . = λ2r = 0, ò.å.

λ(x) =
(
1 + λ1x+ λ2x

2 + . . .+ λνx
ν
)
+

+
(
λ2r+1x

2r+1 + . . .+ λ2r+νx
2r+ν

)
.

Ðàññìîòðèì îñòàòîê îò äåëåíèÿ λ(x) íà x2r+1. ßñíî, ÷òî

λ(x) ≡x2r+1 1 + λ1x+ · · ·+ λνx
ν .
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí λ(x) è ïîëèíîì
ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) óäîâëåòâîðÿþò êëþ÷åâîìó óðàâíåíèþ

s(x)σ(x) + x2r+1a(x) = λ(x) (∗)

(íàïîìèíàíèå: ðàáîòàåì â ïîëå F
q
2
∼= F2[x]/(a(x)) ).

Îòíîñèòåëüíî σ(x) äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ñ
ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ ïàðû
ìíîãî÷ëåíîâ

(
x2r+1, s(x)

)
ñî ñâîéñòâàìè:

óñëîâèå îñòàíîâêè � ñòåïåíü î÷åðåäíîãî îñòàòêà 6 r;

êîëè÷åñòâî ôàêòè÷åñêè ñîâåðøåííûõ îøèáîê �
ν = deg σ(x).

Çàìå÷àíèå: íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì äåêîäåðîì (íå ñëèøêîì
äëèííûõ) êîäîâ Á×Õ ÿâëÿåòñÿ äåêîäåð Áåðëåêýìïà-Ìýññè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: äåêîäèðîâàíèå...

Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí λ(x) è ïîëèíîì
ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) óäîâëåòâîðÿþò êëþ÷åâîìó óðàâíåíèþ

s(x)σ(x) + x2r+1a(x) = λ(x) (∗)

(íàïîìèíàíèå: ðàáîòàåì â ïîëå F
q
2
∼= F2[x]/(a(x)) ).

Îòíîñèòåëüíî σ(x) äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ñ
ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ ïàðû
ìíîãî÷ëåíîâ

(
x2r+1, s(x)

)
ñî ñâîéñòâàìè:

óñëîâèå îñòàíîâêè � ñòåïåíü î÷åðåäíîãî îñòàòêà 6 r;

êîëè÷åñòâî ôàêòè÷åñêè ñîâåðøåííûõ îøèáîê �
ν = deg σ(x).

Çàìå÷àíèå: íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì äåêîäåðîì (íå ñëèøêîì
äëèííûõ) êîäîâ Á×Õ ÿâëÿåòñÿ äåêîäåð Áåðëåêýìïà-Ìýññè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Ý. Áåðëåêýìï è Ä. Ìýññè

Ýëâèí Ðàëüô Áåðëåêýìï
(Elwyn Ralph Berlekamp, 1940)
� àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,

âíåñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ è êîìáèíàòîðíûõ èãð (èãðà Ãî).

Ïîìèìî ìàòåìàòèêè,
çàíèìàëñÿ èíâåñòèöèîííûì ìåíåäæìåíòîì.

Äæåéìñ Ëè Ìýññè
(James Lee Massey, 1934�2013)

� âûäàþùèéñÿ àìåðèêàíñêèé ó÷åíûé,
âíåñøèé çíà÷èòåëüíûé âêëàä â

òåîðèþ èíôîðìàöèè è êðèïòîãðàôèþ.
Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàë (â ñîàâòîðñòâå)

øèôðû SAFER è IDEA.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: îáùàÿ ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü ïðèíÿòî ñëîâî w(x), ÿâëÿþùååñÿ ñîîáùåíèåì,
çàêîäèðîâàííûì (n, k, d)-êîäîì Á×Õ è, âîçìîæíî, ñîäåðæàùåå
îøèáêè, à α � ãåíåðàòîð ìóëèòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ,
ïîðîæä¼ííîãî êîäèðóþùèì ïîëèíîìîì.

1 Äëÿ ñëîâà w(x) íàéòè âñå ñèíäðîìû si = w(αi), i = 1, d− 1.

2 Íàéòè ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x), èñïîëüçóÿ òîò èëè
èíîé äåêîäåð.

3 Íàéòè âñå êîðíè σ(x) ïîëíûì ïåðåáîðîì âñåõ ýëåìåíòîâ
ïîëÿ F

q
2 (èõ 2q − 1 = n, ò.å. àëãîðèòì ëèíåéíûé ïî n, ÷åãî

è äîáèâàëèñü!); ïóñòü íàéäåííûå êîðíè ñóòü αk1 , . . . , αkν .

4 Íàéòè ïîçèöèè îøèáîê ji ≡n −ki, i = 1, ν.

5 Èñïðàâèòü îøèáêè, ïîëó÷èâ ñëîâî
v̂(x) = w(x) + xj1 + . . .+ xjν .

6 Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ v̂(αi), i = 1, d− 1; åñëè íå âñå îíè
ðàâíû íóëþ, òî âûäàòü îòêàç îò äåêîäèðîâàíèÿ.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ

Ïóñòü Á×Õ (15, 5, 7)-êîä (ò.å. r = 3) ïîñòðîåí â ïîëå
F
4
2
∼= F2[x]/

(
x4 + x+ 1

)
.

Ïóñòü èìååòñÿ ñîîáùåíèå [01101]T ↔ u(x) = x4 + x2 + x.
Ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì êîäèðîâàíèè (îïóñòèì ýòîò ýòàï) êîäîâîå
ñëîâî åñòü

v(x) = x14 + x12 + x11 + x8 + x4 + x3 + x2 + x ↔
↔ [011110001001101]T

(óáåæäàåìñÿ, ÷òî áèòû ñîîáùåíèÿ íàõîäÿòñÿ â êðàéíå ïðàâûõ
ïîçèöèÿõ êîäîâîãî ñëîâà).

Ïóñòü îøèáêè ïðîèçîøëè â 0-é, 6-é è 12-é ïîçèöèÿõ, ò.å.
ïðèíÿòîå ñëîâî �

w(x) = x14 + x11 + x8 + x6 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 ↔
↔ [íàïèøèòå ñàìè!]T .
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ...

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
:

α1 α
α2 α2

α3 α3

α4 α+ 1
α5 α2 + α
α6 α3 + α2

α7 α3 + α+ 1
α8 α2 + 1
α9 α3 + α
α10 α2 + α+ 1
α11 α3 + α2 + α
α12 α3 + α2 + α+ 1
α13 α3 + α2 + 1
α14 α3 + 1
α15 1
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ...

1. Íàéä¼ì ñèíäðîìû äëÿ ïðèíÿòîãî ñëîâà (α4 = α+ 1):

s1 = w(α) =

= α3 + 1 + α3 + α2 + α+ α2 + 1 + α3 + α2 + α+ 1 + α3+

+ α2 + α+ 1 = α,

s2 = w(α2) = (w(α))2 = α2,

s3 = w(α3) = α42 + α33 + α24 + α18 + α12 + α9 + α6 + α3 + 1 = . . .

. . . = α6 + α3 + 1 = α3 + α2 + α3 + 1 = α2 + 1 = α8,

s4 = w(α4) = (w(α2))2 = α4,

s5 = w(α5) = α70 + α55 + α40 + α30 + α20 + α15 + α10 + α5 + 1 =

= α10 + α10 + α10 + 1 + α5 + 1 + α10 + α5 + 1 = 1,

s6 = w(α6) = (w(α3))2 = (α2 + 1)2 = α4 + 1 = α.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíäðîìíûé ïîëèíîì

s(x) = αx6 + x5 + α4x4 + α8x3 + α2x2 + αx+ 1.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ...

2. Âûáèðàåì äåêîäåð íà áàçå ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà
Åâêëèäà � ðåøàåì óðàâíåíèå x7a(x) + s(x)σ(x) = λ(x)
(íàõîäèì σ(x) ïî a(x) è s(x) ):

Øàã 0. r−2(x) = x7,
r−1(x) = s(x) = αx6 + x5 + α4x4 + α8x3+

+α2x2 + αx+ 1,
y−2(x) = 0,
y−1(x) = 1.

Øàã 1. r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),
q0(x) = α14x+ α13,
r0(x) = α8x5 + α12x4 + α11x3 + α13,
y0(x) = y−2(x) + y−1(x)q0(x) = q0(x) = α14x+ α13.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ...

Øàã 2. r−1(x) = r0(x)q1(x) + r1(x),
q1(x) = α8x+ α2,
r1(x) = α14x4 + α3x3 + α2x2 + α11x,
y1(x) = y−1(x) + y0(x)q1(x) = α7x2 + α11x.

Øàã 3. r0(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),
q2(x) = α9x,
r2(x) = α5x+ α13,
y2(x) = y0(x) + y1(x)q2(x) = αx3 + α5x2 + α14x+ α13.

Ýòî ïîñëåäíèé øàã àëãîðèòìà Åâêëèäà, ò.ê. òåêóùèé îñòàòîê
r2(x) èìååò ñòåïåíü 1 6 r = 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê íàéäåí:

σ(x) = y2(x) = αx3 + α5x2 + α14x+ α13

è ν = deg σ(x) = 3.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ...

3. Íàéä¼ì êîðíè σ(x) ïîëíûì ïåðåáîðîì (α4 = α+ 1):

σ(α) = α4 + α7 + 1 + α13 = α2,

σ(α2) = α7 + α9 + α+ α13 = α3 + α2 + α,

σ(α3) = α10 + α11 + α2 + α13 = 0,

σ(α4) = α13 + α13 + α3 + α13 = α2 + 1,

σ(α5) = α+ 1 + α4 + α13 = α13,

σ(α6) = α4 + α2 + α5 + α13 = α3 + α2,

σ(α7) = α7 + α4 + α6 + α13 = α3 + 1,

σ(α8) = α10 + α6 + α7 + α13 = α3 + α2 + 1,

σ(α9) = α13 + α8 + α8 + α13 = 0,

σ(α10) = α+ α10 + α9 + α13 = α,

σ(α11) = α4 + α12 + α10 + α13 = α2 + α,

σ(α12) = α7 + α14 + α11 + α13 = 1,

σ(α13) = α10 + α+ α12 + α13 = α2 + α+ 1,

σ(α14) = α13 + α3 + α13 + α13 = α2 + 1,

σ(α15) = α+ α5 + α14 + α13 = 0.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Á×Õ: ïðèìåð äåêîäèðîâàíèÿ...

4. Ïî íàéäåííûì êîðíÿì α3, α9, α15 âû÷èñëÿåì ïîçèöèè
îøèáîê:

j1 = −3 ≡15 12,

j2 = −9 ≡15 6,

j3 = −15 ≡15 0.

5. Èìååì: ïîëèíîì îøèáîê e(x) = x12 + x6 + 1 îïðåäåë¼í
ïðàâèëüíî, v̂(x) = w(x) + e(x) =

= x14 + x12 + x11 + x8 + x4 + x3 + x2 + x.

è êîäîâîå ñëîâî âîññòàíîâëåíî.

6. Ïðîâåðêà v̂(α) = v̂(α2) = . . . = v̂(α6) = 0 ãîâîðèò îò òîì,
÷òî âîññòàíîâëåíèå âåðíîå (èëè æå ïðîèçîøëî r � 3 îøèáîê,
÷òî êðàéíå ìàëîâåðîÿòíî).
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Á×Õ (n, k, d)-êîäû: èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Ïåðâûì ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçîâàííûì Á×Õ-êîäîì áûë
(127, 92, 11)-êîä.

Â ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è äàííûõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äâîè÷íûé
(255, 231, 7)-êîä, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ïðèìèòèâíîãî
ýëåìåíòà α ∈ F8

2 255-ãî ïîðÿäêà:

ñòåïåíü ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà g(x) � 24;

êîðíè g(x) � α, α2, α3, α4, α5 è α6.

â îáùåì ÷èñëå ñëîâ äëèíû 255 äîëÿ êîäîâûõ �
2−24 ≈ 1

16·106 (ïðè ââîäå ñëó÷àéíûõ ñëîâ òîëüêî ïðèìåðíî
îäíî èç øåñòíàäöàòè ìèëëèîíîâ îêàçàëîñü áû êîäîâûì).

Â òå÷åíèè ìíîãèõ ëåò íå áûëî ñëó÷àÿ, ÷òîáû îøèáêà ïåðåäà÷è
ïðîøëà íåçàìå÷åííîé.

Äëÿ âûáîðà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè ïîñòðîåíèè
Á×Õ-êîäîâ ñîñòàâëåíû ñïåöèàëüíûå òàáëèöû.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Á×Õ (n, k, d)-êîäû: ðåçþìå

Á×Õ-êîäû ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì öèêëè÷åñêèõ.

Ñàìîå öåííîå ñâîéñòâî � âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîäà ñ
çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d.

Êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùåãî
ïîëèíîìà, èìåþùåãî êîðíÿìè ñòåïåíè íåêîòîðîãî
ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà ïîëÿ.

Äåêîäèðîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ (Áåðëåêýìïà-Ìýññè,
Ïèòåðñîíà-Ãîðåíñòåéíà-Öèðëåðà, Åâêëèäîâ àëãîðèòì, ...).

Ñðåäè êîäîâ Á×Õ ïðè íåáîëüøèõ äëèíàõ ñóùåñòâóþò
õîðîøèå (íî, êàê ïðàâèëî, íå ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ) êîäû.
Ñ ðîñòîì n ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè êîäà, ê
ñîæàëåíèþ, d/n→ 0, è ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ äëèíàõ
ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü äðóãèå êîäû.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà: îáùèå ñâåäåíèÿ

Øèðîêî èñïîëüçóåìûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîäîâ Á×Õ ÿâëÿþòñÿ
êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà (Reed�Solomon codes), êîòîðûå
ïîçâîëÿþò èñïðàâëÿòü ïàêåòû îøèáîê.

Ïàêåò îøèáîê (error burst) � ãðóïïà áèòîâ, â êîòîðîé äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ îøèáî÷íûõ áèòà âñåãäà ðàçäåëåíû
ïðàâèëüíûìè áèòàìè, ÷èñëî êîòîðûõ ìåíåå óñòàíîâëåííîãî.

Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà:

íåáèíàðíûå (â ÷àñòíîñòè, î÷åíü ðàñïðîñòðàíåíû êîäû,
ðàáîòàþùèå ñ áàéòàìè);

÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â óñòðîéñòâàõ
öèôðîâîé çàïèñè çâóêà, â òîì ÷èñëå
íà êîìïàêò-äèñêè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Ïðèìåð íåãðóïïîâîãî áëîêîâîãî êîäà

Ïóñòü ïî äâîè÷íîìó ñèììåòðè÷íîìó êàíàëó ñ øóìîì òðåáóåòñÿ
ïåðåäàâàòü t = 4 áèòîâûõ ñîîáùåíèÿ S1, S2, S3, S4 äëèíû 2.
Áëîêîâûé ðàçäåëèìûé íåãðóïïîâîé êîä C, èñïðàâëÿþùèé 1
îøèáêó çàäà¼òñÿ òàáëèöåé

S C

0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0 0

¾Çàçîð¿: 25 − 4 · (1 + 5) = 8 ñëîâ;
ãðàíèöà Ïëîòêèíà äîñòèãàåòñÿ

(ïðîâåðüòå)

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïîñòðîåííîãî êîäà C ðàâíî 3 è ïîñòðîåí
ñèñòåìàòè÷åñêèé (5, 2, 3)-êîä, ñîäåðæàùèé èñõîäíîå ñîîáùåíèå
â ïåðâûõ äâóõ ïîçèöèÿõ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: (7, 4, 3)-êîä Õýììèíãà êîäèðóåò 16 ñîîáùåíèé
äëèíû 4.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Ïðèìåíåíèå ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ I

Äàëåêî íå âñåãäà îò êîäà òðåáóåòñÿ êîððåêöèÿ îøèáîê.
Ìíîãèå ñîâðåìåííûå êàíàëû ñâÿçè îáëàäàþò õîðîøèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè, è ïðèíèìàþùåé ñòîðîíå ÷àñòî
äîñòàòî÷íî ëèøü ïðîâåðèòü, óñïåøíî ëè ïðîøëà ïåðåäà÷à,
à êîíêðåòíûå ïîçèöèè íåâåðíûõ ñèìâîëîâ å¼ íå
èíòåðåñóþò.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿþòñÿ êîäû ñïåöèàëüíî
ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îáíàðóæåíèÿ îøèáîê, à íå äëÿ èõ
èñïðàâëåíèÿ.

Êîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàäåæíîé ñâÿçè, êîãäà
ìîùíîñòü ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà áëèçêà ê ìîùíîñòè
òåïëîâûõ øóìîâ.

Â âîåííûõ ïðèëîæåíèÿõ � äëÿ çàùèòû ïðîòèâ íàìåðåííî
îðãàíèçîâàííîé ïðîòèâíèêîì èíòåðôåðåíöèè.
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Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

Ïðèìåíåíèå ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ II

Ïåðåäà÷à äàííûõ â âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ îáû÷íî
÷óâñòâèòåëüíà äàæå ê î÷åíü ìàëîé äîëå îøèáîê. Çäåñü
ïîìåõîçàùèù¼ííûå êîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

çàùèòû äàííûõ âî âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ÇÓ (ëåíòû,
äèñêè...),
çàùèòû äàííûõ íåïðàâèëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èëè
øóìîâ â öèôðîâûõ ëîãè÷åñêèõ öåïÿõ,
ñæàòèÿ (ïëîòíîé óïàêîâêè) äàííûõ.

Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ
óñòîé÷èâûõ ïðèçíàêîâ èç áèîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
(ñåò÷àòêà ãëàçà, îòïå÷àòêè ïàëüöåâ, ...).

Âñÿ ìàòåìàòèêà äåëèòñÿ íà òðè ðàçäåëà: íåáåñíàÿ ìåõàíèêà,

ãèäðîäèíàìèêà è òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ.

Â. È. Àðíîëüä
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Ðàçäåëû I

1 Áëîêîâîå êîäèðîâàíèå. Êîäû Õýììèíãà

2 Ãðóïïîâûå (ëèíåéíûå) êîäû

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå ëèíåéíûìè êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå ëèíåéíûõ êîäîâ

3 Öèêëè÷åñêèå êîäû

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå öèêëè÷åñêèìè êîäàìè è äåêîäèðîâàíèå

4 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà

Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Êîäèðîâàíèå Á×Õ-êîäàìè

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Á×Õ

5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-1

Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà, çàäàííîãî ñâîåé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé

H =

 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0 0


òðåáóåòñÿ

1 ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G êîäà äëÿ

ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì áèòû

èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ ïåðåõîäÿò â ïîñëåäíèå áèòû êîäîâîãî

ñëîâà;

2 íàéòè òàêîå êîäèðîâàíèå äëÿ âåêòîðîâ

u1 = [1101]T , u2 = [1001]T .
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-1 (I4 è I3 � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 4 è 3)...

Ðåøåíèå
Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H èìååò ðàçìåðíîñòü 3× 7,
ñëåäîâàòåëüíî êîä ïðè äëèíå n = 7 ñîäåðæèò m = 3
ïðîâåðî÷íûõ è k = 7− 3 = 4 èíôîðìàöèîííûõ áèò.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà G, îáåñïå÷èâàþùàÿ òðåáóåìîå

ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå, äîëæíà èìåòü âèä

[
P
I4

]
.

Ìàòðèöó P ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèâåñòè ïðîâåðî÷íóþ
ìàòðèöó H ê âèäó

[
I3 P

]
:0 0 1 0 1 1 1

0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 1 1 0 0

 1↔3−−−→

1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

 1+3 7→1−−−−−→

−→

1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-1...

Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü òðåáóåìóþ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó è
îñóùåñòâèòü êîäèðîâàíèå äëÿ u1 = [1101]T , u2 = [1001]T :

G =



1 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


, [v1,v2] = G× [u1,u2] =



0 0
0 1
0 1
1 1
1 0
0 0
1 1


.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî áûë çàäàí (7, 4, 3)-êîä Õýììèíãà,
ïîìåùàþùèé ïðîâåðî÷íûå áèòû â ïåðâûõ 3 ïîçèöèÿõ êîäà.

Çàìåòèì, ÷òî òðàäèöèîííî ïðîâåðî÷íûå áèòû ðàñïîëàãàþòñÿ â
1, 2, 4, 8, . . . ïîçèöèÿõ êîäîâîãî ñëîâà.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-2

Öèêëè÷åñêèé (9, 3)-êîä çàäàí ñâîèì ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì

g(x) = x6 + x3 + 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà d, à òàêæå
îñóùåñòâèòü ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ïîëèíîìà

u(x) = x2 + x ↔ [011]T .

Ðåøåíèå
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d íàéä¼ì
âñå êîäîâûå ïîëèíîìû:

v(x) = g(x)(ax2 + bx+ c) = (x6 + x3 + 1)(ax2 + bx+ c) =

= ax8 + bx7 + cx6 + ax5 + bx4 + cx3 + ax2 + bx+ c,

a, b, c ∈ F2.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-2

Öèêëè÷åñêèé (9, 3)-êîä çàäàí ñâîèì ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì

g(x) = x6 + x3 + 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà d, à òàêæå
îñóùåñòâèòü ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ïîëèíîìà

u(x) = x2 + x ↔ [011]T .

Ðåøåíèå
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d íàéä¼ì
âñå êîäîâûå ïîëèíîìû:

v(x) = g(x)(ax2 + bx+ c) = (x6 + x3 + 1)(ax2 + bx+ c) =

= ax8 + bx7 + cx6 + ax5 + bx4 + cx3 + ax2 + bx+ c,

a, b, c ∈ F2.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-2...

Â âåêòîðíîì âèäå âñå êîäîâûå ñëîâà ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê

[ a, b, c, a, b, c, a, b, c ].

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé õýììèíãîâ âåñ íåíóëåâîãî
êîäîâîãî ñëîâà ðàâåí 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, d = 3.

Ïðîâîäèì ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ñîîáùåíèÿ u(x):

v(x) = x6u(x) + r(x) =

r(x) ≡ g(x)x6u(x) ≡x6+x3+1 x
8 + x7 = x5 + x4 + x2 + x,

= x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x ↔ [011011011]T

è óáåæäàåìñÿ, ÷òî áèòû ñîîáùåíèÿ íàõîäÿòñÿ â êðàéíå ïðàâûõ
ïîçèöèÿõ êîäîâîãî ñëîâà.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-2...

Â âåêòîðíîì âèäå âñå êîäîâûå ñëîâà ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê

[ a, b, c, a, b, c, a, b, c ].

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûé õýììèíãîâ âåñ íåíóëåâîãî
êîäîâîãî ñëîâà ðàâåí 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, d = 3.

Ïðîâîäèì ñèñòåìàòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå ñîîáùåíèÿ u(x):

v(x) = x6u(x) + r(x) =

r(x) ≡ g(x)x6u(x) ≡x6+x3+1 x
8 + x7 = x5 + x4 + x2 + x,

= x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x ↔ [011011011]T

è óáåæäàåìñÿ, ÷òî áèòû ñîîáùåíèÿ íàõîäÿòñÿ â êðàéíå ïðàâûõ
ïîçèöèÿõ êîäîâîãî ñëîâà.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-3

Ðàññìîòðèì êîä Õýììèíãà ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ñ

ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì α ∈ F2[x]/
(
x3 + x+ 1

)
.

Òðåáóåòñÿ äåêîäèðîâàòü ïîëó÷åííûå ïîëèíîìû

1 w1(x) = x6 + x2 + x,
2 w2(x) = x6 + x5 + x3 + x2 + x,
3 w3(x) = x6 + x3 + x2 + x.

Ðåøåíèå Î÷åâèäíî, èìååì (7, 4, 3)-êîä Õýììèíãà, â êîòîðîì
ñîîáùåíèå êîäèðóåò êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñòåïåíÿìè 3, 4, 5 è
6 ïîëèíîìà êîäîâîãî ñëîâà.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñèíäðîì s = w(α)
ïðèíÿòîãî ñëîâà. Åñëè s = 0, òî ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáîê ïðè
ïåðåäà÷å íå ïðîèçîøëî; èíà÷å íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå k, ÷òî
αk = s è ïåðåä âîññòàíîâëåíèåì ñîîáùåíèÿ èíâåðòèðîâàòü k-é
ðàçðÿä w(α) (÷òî, î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ïðè k ∈ [3, . . . , 6]).



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 126 / 147

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-3

Ðàññìîòðèì êîä Õýììèíãà ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ ñ

ïîðîæäàþùèì ïîëèíîìîì α ∈ F2[x]/
(
x3 + x+ 1

)
.

Òðåáóåòñÿ äåêîäèðîâàòü ïîëó÷åííûå ïîëèíîìû

1 w1(x) = x6 + x2 + x,
2 w2(x) = x6 + x5 + x3 + x2 + x,
3 w3(x) = x6 + x3 + x2 + x.

Ðåøåíèå Î÷åâèäíî, èìååì (7, 4, 3)-êîä Õýììèíãà, â êîòîðîì
ñîîáùåíèå êîäèðóåò êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñòåïåíÿìè 3, 4, 5 è
6 ïîëèíîìà êîäîâîãî ñëîâà.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñèíäðîì s = w(α)
ïðèíÿòîãî ñëîâà. Åñëè s = 0, òî ñ÷èòàåì, ÷òî îøèáîê ïðè
ïåðåäà÷å íå ïðîèçîøëî; èíà÷å íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå k, ÷òî
αk = s è ïåðåä âîññòàíîâëåíèåì ñîîáùåíèÿ èíâåðòèðîâàòü k-é
ðàçðÿä w(α) (÷òî, î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ïðè k ∈ [3, . . . , 6]).



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 127 / 147

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-3... (α3 = α+ 1)

1. w1(x) = x6 + x2 + x ↔ [0110001]

s = α6 + α2 + α = (α3)2 + α2 + α =

= (α+ 1)2 + α2 + α = α2 + 1 + α2 + α = α+ 1 6= 0.

Î÷åâèäíî, α+ 1 = α3, ò.å. k = 3, îøèáêà ïðîèçîøëà â 3-ì
ðàçðÿäå è v̂(x) = w(x)+ e(x) = x6+x3+x2+x ↔ [0111001],
u(x) ↔ [1001].

2. w2(x) = x6 + x5 + x3 + x2 + x ↔ [0111011]

s = α6+α5+α3+α2+α = (α+1)2+(α+1)α2+α+1+α2+α =

= α2 + 1 + α3 + α2 + α2 + 1 = α3 + α2 = α2 + α+ 1 6= 0.

Î÷åâèäíî, α3 + α2 = (α+ 1)α2 = α5, ò.å. k = 5, îøèáêà
ïðîèçîøëà â 5-ì ðàçðÿäå è ñíîâà u(x) ↔ [1001].

3. w3(x) = x6 + x3 + x2 + x ↔ [0111001]. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå s = 0, ò.å. îøèáîê íå ïðîèçîøëî è u(x) ↔ [1001]
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-3... (α3 = α+ 1)

1. w1(x) = x6 + x2 + x ↔ [0110001]

s = α6 + α2 + α = (α3)2 + α2 + α =

= (α+ 1)2 + α2 + α = α2 + 1 + α2 + α = α+ 1 6= 0.

Î÷åâèäíî, α+ 1 = α3, ò.å. k = 3, îøèáêà ïðîèçîøëà â 3-ì
ðàçðÿäå è v̂(x) = w(x)+ e(x) = x6+x3+x2+x ↔ [0111001],
u(x) ↔ [1001].

2. w2(x) = x6 + x5 + x3 + x2 + x ↔ [0111011]

s = α6+α5+α3+α2+α = (α+1)2+(α+1)α2+α+1+α2+α =

= α2 + 1 + α3 + α2 + α2 + 1 = α3 + α2 = α2 + α+ 1 6= 0.

Î÷åâèäíî, α3 + α2 = (α+ 1)α2 = α5, ò.å. k = 5, îøèáêà
ïðîèçîøëà â 5-ì ðàçðÿäå è ñíîâà u(x) ↔ [1001].

3. w3(x) = x6 + x3 + x2 + x ↔ [0111001]. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå s = 0, ò.å. îøèáîê íå ïðîèçîøëî è u(x) ↔ [1001]
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-3... (α3 = α+ 1)

1. w1(x) = x6 + x2 + x ↔ [0110001]

s = α6 + α2 + α = (α3)2 + α2 + α =

= (α+ 1)2 + α2 + α = α2 + 1 + α2 + α = α+ 1 6= 0.

Î÷åâèäíî, α+ 1 = α3, ò.å. k = 3, îøèáêà ïðîèçîøëà â 3-ì
ðàçðÿäå è v̂(x) = w(x)+ e(x) = x6+x3+x2+x ↔ [0111001],
u(x) ↔ [1001].

2. w2(x) = x6 + x5 + x3 + x2 + x ↔ [0111011]

s = α6+α5+α3+α2+α = (α+1)2+(α+1)α2+α+1+α2+α =

= α2 + 1 + α3 + α2 + α2 + 1 = α3 + α2 = α2 + α+ 1 6= 0.

Î÷åâèäíî, α3 + α2 = (α+ 1)α2 = α5, ò.å. k = 5, îøèáêà
ïðîèçîøëà â 5-ì ðàçðÿäå è ñíîâà u(x) ↔ [1001].

3. w3(x) = x6 + x3 + x2 + x ↔ [0111001]. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå s = 0, ò.å. îøèáîê íå ïðîèçîøëî è u(x) ↔ [1001]
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-3... (α3 = α+ 1)

Çàìåòèì, ÷òî äåêîäèðîâàíèå ñèñòåìàòè÷åñêîãî êîäà Õýììèíãà
ìîæíî ïðîñòî îñóùåñòâèòü äåëåíèåì ïðèíÿòîãî ïîëèíîìà íà
ïîðîæäàþùèé. Òîãäà îñòàòîê îò äåëåíèÿ åñòü ñèíäðîì s:

w(x) = q(x) · g(x) + r(x), r(x) = s.

Â íàøåì ñëó÷àå:

1 x6 + x2 + x = (x3 + x+ 1)2 + x+ 1;

2 x6 + x5 + x3 + x2 + x =
= (x3 + x2 + x+ 1)(x3 + x+ 1) + x2 + x+ 1;

3 x6 + x3 + x2 + x = (x3 + x)(x3 + x+ 1) + 0.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4

Äëÿ êîäà Á×Õ ñ íóëÿìè α, α2, α3 è α4, ãäå α � ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò ïîëÿ F = F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
è ïðèíÿòîãî ñëîâà

w(x) = x14 + x10 + x5 + x4.

íàéòè ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x).

Ðåøåíèå
Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé â ïîëå F ïîñòðîèì òàáëèöó
ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ñòåïåííûì è ïîëèíîìèàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ ïîëÿ.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 129 / 147

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4

Äëÿ êîäà Á×Õ ñ íóëÿìè α, α2, α3 è α4, ãäå α � ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò ïîëÿ F = F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
è ïðèíÿòîãî ñëîâà

w(x) = x14 + x10 + x5 + x4.

íàéòè ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x).

Ðåøåíèå
Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé â ïîëå F ïîñòðîèì òàáëèöó
ñîîòâåòñòâèé ìåæäó ñòåïåííûì è ïîëèíîìèàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ ïîëÿ.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4... (α4 = α+ 1)

α α
α2 α2

α3 α3

α4 α+ 1
α5 α2 + α
α6 α3 + α2

α7 α3 + α+ 1
α8 α2 + 1
α9 α3 + α
α10 α2 + α+ 1
α11 α3 + α2 + α
α12 α3 + α2 + α+ 1
α13 α3 + α2 + 1
α14 α3 + 1
α15 1
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4 w(x) = x14 + x10 + x5 + x4...

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òàáëèöû âû÷èñëèì ñèíäðîìû:

s1 = w(α) = α14 + α10 + α5 + α4 = α7,

s2 = w(α2) = (w(α))2 = α14,

s3 = w(α3) = α12 + 1 + 1 + α12 = 0,

s4 = w(α4) =
(
w(α2)

)2
= α13.

Ñèíäðîìíûé ïîëèíîì � s(x) = α13x4 + α14x2 + α7x+ 1.
Ñèíäðîìîâ âñåãî ÷åòûðå, ñëåäîâàòåëüíî, r = 2.

Ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

x2r+1a(x) + s(x)σ(x) = λ(x), deg λ(x) 6 r.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4 w(x) = x14 + x10 + x5 + x4...

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òàáëèöû âû÷èñëèì ñèíäðîìû:

s1 = w(α) = α14 + α10 + α5 + α4 = α7,

s2 = w(α2) = (w(α))2 = α14,

s3 = w(α3) = α12 + 1 + 1 + α12 = 0,

s4 = w(α4) =
(
w(α2)

)2
= α13.

Ñèíäðîìíûé ïîëèíîì � s(x) = α13x4 + α14x2 + α7x+ 1.
Ñèíäðîìîâ âñåãî ÷åòûðå, ñëåäîâàòåëüíî, r = 2.

Ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

x2r+1a(x) + s(x)σ(x) = λ(x), deg λ(x) 6 r.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4... ( x2r+1a(x) + s(x)σ(x) = λ(x), deg λ(x) 6 t)

Ðåøàåì ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà:

Øàã 0. r−2(x) = x5, // Èíèöèàëèçàöèÿ
r−1(x) = α13x4 + α14x2 + α7x+ 1,
y−2(x) = 0,
y−1(x) = 1.

Øàã 1. r−2(x) = r−1(x)q0(x) + r0(x),
// Äåëèì r−2(x) íà r−1(x) ñ îñòàòêîì
q0(x) = α2x,
r0(x) = αx3 + α9x2 + α2x,
y0(x) = y−2(x)− y−1(x)q0(x) = −q0(x) = α2x.

Øàã 2. r−1(x) = r0(x)q1(x) + r1(x),
// Äåëèì r−1(x) íà r0(x) ñ îñòàòêîì
q1(x) = α12x+ α5,
r1(x) = α14x2 + 1,
y1(x) = y−1(x)− y0(x)q1(x) =

= 1 + α2x(α12x+ α5) = α14x2 + α7x+ 1.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-4...

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ïîëèíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê

σ(x) = α14x2 + α7x+ 1.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-5

Ðàññìîòðèì êîä Á×Õ, íóëè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè

α, ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x) ïîëèíîì

ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) = α2x2 + α6x+ 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîçèöèè îøèáîê â w(x).

Ðåøåíèå
Íàéä¼ì êîðíè ïîëèíîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê ïîëíûì ïåðåáîðîì.

Äëÿ âû÷èñëåíèé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé ñîîòâåòñòâèé
ìåæäó ñòåïåííûì è ïîëèíîìèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ýëåìåíòîâ ïîëÿ, âû÷èñëåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ÒÊ-4.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-5

Ðàññìîòðèì êîä Á×Õ, íóëè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè

α, ãäå α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ F2[x]/
(
x4 + x+ 1

)
.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðèíÿòîãî ñëîâà w(x) ïîëèíîì

ëîêàòîðîâ îøèáîê σ(x) = α2x2 + α6x+ 1.

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîçèöèè îøèáîê â w(x).

Ðåøåíèå
Íàéä¼ì êîðíè ïîëèíîìà ëîêàòîðîâ îøèáîê ïîëíûì ïåðåáîðîì.

Äëÿ âû÷èñëåíèé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé ñîîòâåòñòâèé
ìåæäó ñòåïåííûì è ïîëèíîìèàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ýëåìåíòîâ ïîëÿ, âû÷èñëåííîé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ÒÊ-4.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-5... (α4 = α+ 1)

σ(x) = α2x2 + α6x+ 1

σ(α) = α4 + α7 + 1 = α3 + 1,

σ(α2) = α6 + α8 + 1 = α3,

σ(α3) = α8 + α9 + 1 = α3 + α2 + α,

σ(α4) = α10 + α10 + 1 = 1,

σ(α5) = α12 + α11 + 1 = 0,

σ(α6) = α14 + α12 + 1 = α2 + α+ 1,

σ(α7) = α+ α13 + 1 = α3 + α2 + 1,

σ(α8) = α3 + α14 + 1 = 0,

σ(α9) = α5 + 1 + 1 = α2 + α,

σ(α10) = α7 + α+ 1 = α3,
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-5...

σ(x) = α2x2 + α6x+ 1

σ(α11) = α9 + α2 + 1 = α3 + α2 + α+ 1,

σ(α12) = α11 + α3 + 1 = α2 + α+ 1,

σ(α13) = α13 + α4 + 1 = α3 + α2 + α+ 1,

σ(α14) = 1 + α5 + 1 = α2 + α,

σ(α15) = α2 + α6 + 1 = α3 + 1.

Îáðàòíûå ýëåìåíòû äëÿ îáíàðóæåííûõ êîðíåé α5 è α8 ðàâíû,
ñîîòâåòñòâåííî, α10 è α7 (α15 = 1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëèíîì îøèáîê åñòü

e(x) = x10 + x7.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-6

Ïîñòðîèòü Á×Õ-êîä äëèíû 15, èñïðàâëÿþùèé íå ìåíåå 2-õ
îøèáîê.

Ðåøåíèå Èìååì q = 4, n = 24 − 1 = 15 è d = 5.
Îáðàçóåì ïîëå F = F

4
2
∼= F2[x]/(a(x)), âçÿâ â êà÷åñòâå a(x)

íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè x4 + x+ 1 (ò.å. ïðèâîäèì
áîëåå ïîäðîáíîå ðåøåíèå ïðèìåðà 4 Ðàçäåëà 2).

Ïîëèíîì a(x) � ïðèìèòèâåí, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ì.ì. äëÿ α = x �
ãåíåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗ .
Íàõîäèì öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû äëÿ ýëåìåíòîâ α, α2, α3, α4

ïîëÿ F , ó÷èòûâàÿ, ÷òî α4 = α+ 1, α15 = 1, α16 = α, α24 = α3:{
α, α2, α4, α8

}
è
{
α3, α6, α9, α12

}
,

òàê ÷òî äëÿ ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà g(x) êîíñòðóèðóåìîãî
Á×Õ-êîäà áóäåì èìåòü g(x) = gα(x) · gα3(x).
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-6

Ïîñòðîèòü Á×Õ-êîä äëèíû 15, èñïðàâëÿþùèé íå ìåíåå 2-õ
îøèáîê.

Ðåøåíèå Èìååì q = 4, n = 24 − 1 = 15 è d = 5.
Îáðàçóåì ïîëå F = F

4
2
∼= F2[x]/(a(x)), âçÿâ â êà÷åñòâå a(x)

íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè x4 + x+ 1 (ò.å. ïðèâîäèì
áîëåå ïîäðîáíîå ðåøåíèå ïðèìåðà 4 Ðàçäåëà 2).

Ïîëèíîì a(x) � ïðèìèòèâåí, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ì.ì. äëÿ α = x �
ãåíåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F ∗ .
Íàõîäèì öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû äëÿ ýëåìåíòîâ α, α2, α3, α4

ïîëÿ F , ó÷èòûâàÿ, ÷òî α4 = α+ 1, α15 = 1, α16 = α, α24 = α3:{
α, α2, α4, α8

}
è
{
α3, α6, α9, α12

}
,

òàê ÷òî äëÿ ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà g(x) êîíñòðóèðóåìîãî
Á×Õ-êîäà áóäåì èìåòü g(x) = gα(x) · gα3(x).
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-6... α4 = α+ 1, α15 = 1

ßñíî, ÷òî gα(x) = a(x) = x4 + x+ 1.

Âû÷èñëèì ýëåìåíòû öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà, â êîòîðûé
âõîäèò α3:

α6 = α4α2 = (α+ 1)α2 = α3 + α2,

α9 =
(
α4
)2
α = (α+ 1)2 α = (α2 + 1)α = α3 + α,

α12 =
(
α4
)3

= (α+ 1)3 = α3 + α2 + α+ 1.

Âû÷èñëèì ì.ì. äëÿ öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà ýëåìåíòà α3:

gα3(x) = (x+ α3) · (x+ α6)
:::::::

· (x+ α9)
:::::::

· (x+ α12) =

=
(
x2 + (α3 + α12)x+ α15

)
·
(
x2 + (α6 + α9)x+ α15

)
:::::::::::::::::::::::

=

=
(
x2 + (α2 + α+ 1)x+ 1

)
·
(
x2 + (α2 + α)x+ 1

)
=

= x4 + x3 + x2 + x+ 1.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-6... α4 = α+ 1, α15 = 1

Òàêèì îáðàçîì,

g(x) = gα(x)·gα3(x) =
(
x4 + x+ 1

)
·
(
x4 + x3 + x2 + x+ 1

)
=

= x8 + x7 + x6 + x4 + 1,

deg g(x) = m = 8, k = 15− 8 = 7

è ïîëó÷åí ïîðîæäàþùèé ïîëèíîì äëÿ (15, 7, 5)-êîäà Á×Õ.

Çàìå÷àíèå. Ðàíåå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èìååòñÿ âñåãî 3
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíà 4-ãî ïîðÿäêà. Îäèí èç íèõ âûáðàí â
êà÷åñòâå a(x) = gα(x) è ïîýòîìó ì.ì. äëÿ α3 ìîæåò áûòü
îäèí èç äâóõ îñòàëüíûõ: x4 + x3 + 1 èëè x4 + x3 + x2 + x+ 1.
Óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà x 7→ α3 îáðàùàåò ïåðâûé â
α2 + 1, à âòîðîé � â 0, è ïîýòîìó îí è åñòü gα3(x).
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-7

Ïîñòðîèòü 15-ðàçðÿäíûé Á×Õ-êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ íå ìåíåå 3
îøèáîê.

Ðåøåíèå
Èìååì n = 15 = 24 − 1, r = 3, d = 7.
Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) êîíñòðóèðóåìîãî êîäà äîëæåí
èìåòü êîðíè α, α2, α3, α4, α5, α6, ãäå α � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ F = F

4
2.

Ïðè ðàçáèåíèè F ∗ íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû âñåãäà áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü ÷åòûð¼õýëåìåíòíûé êëàññ

{
α, α2, α4, α8

}
.

Îñòàëüíûå ðàññìàòðèâàåìûå ñòåïåíè α áóäóò âõîäèòü â
öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû{

α3, α6, . . .
}

è
{
α5, . . .

}
.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-7

Ïîñòðîèòü 15-ðàçðÿäíûé Á×Õ-êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ íå ìåíåå 3
îøèáîê.

Ðåøåíèå
Èìååì n = 15 = 24 − 1, r = 3, d = 7.
Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) êîíñòðóèðóåìîãî êîäà äîëæåí
èìåòü êîðíè α, α2, α3, α4, α5, α6, ãäå α � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ F = F

4
2.

Ïðè ðàçáèåíèè F ∗ íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû âñåãäà áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü ÷åòûð¼õýëåìåíòíûé êëàññ

{
α, α2, α4, α8

}
.

Îñòàëüíûå ðàññìàòðèâàåìûå ñòåïåíè α áóäóò âõîäèòü â
öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû{

α3, α6, . . .
}

è
{
α5, . . .

}
.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-7...

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî 4- è 2-ýëåìåíòíûå êëàññû
ñîîòâåòñòâåííî:{
α3, α6, α12, α24 = α9

}
,
(
ò.ê. 2 · 9 = 18 ≡15 3 è α18 = α3

)
;{

α5, α10
}
,
(
ò.ê. 2 · 10 = 20 ≡15= 5 è α20 = α5

)
.

Ðàíåå áûëè íàéäåíû íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ÷åòâ¼ðòîé
ñòåïåíè íàä F2:

¶ x4 + x+ 1, ¸ x4 + x3 + x2 + x+ 1,

· x4 + x3 + 1,

Ïåðâûå äâà ìíîãî÷ëåíà � ïðèìèòèâíûå (èõ êîðåíü α áóäåò
ãåíåðàòîðîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîëÿ).
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-7...

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãî÷ëåí �3 íå ïðèìèòèâíûé, ò.ê. ïîðÿäîê
åãî êîðíÿ α ðàâåí 5: ïðè óñëîâèè α4 = α3 +α2 +α+1 èìååì

α5 = αα4 = α(α3 + α2 + α+ 1) = α4 + α3 + α2 + α =

= 6α3+ 6α2+ 6α+ 1+ 6α3+ 6α2+ 6α = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëå ïîëèíîìà a(x)
ìîãóò áûòü âûáðàí òîëüêî êàêîé-ëèáî èç ïåðâûõ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ.
Ïîëîæèì a(x) = x4 + x3 + 1 (ìíîãî÷ëåí �2) è òîãäà
gα(x) = a(x), α4 = α3 + 1, α15 = 1.

Äàëåå, ñðàçó ÿñíî, ÷òî ì.ì. äëÿ ýëåìåíòà α5 (è α10 ) áóäåò
åäèíñòâåííûé íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì 2-é ñòåïåíè �
gα5(x) = x2 + x+ 1.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. ×àñòü II: Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè 143 / 147

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-7... (α4 = α3 + 1, α15 = 1)

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ì.ì. äëÿ α3 (è âñåãî åãî
÷åòûð¼õýëåìåíòíîãî öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà) � èì äîëæåí
áûòü ëèáî ìíîãî÷ëåí �1, ëèáî ìíîãî÷ëåí �3.
Ïîäñòàíîâêà â ìíîãî÷ëåí �1 äà¼ò

(x4 + x+ 1)
∣∣
x=α3 = α12 + α3 + 1 = (α3 + 1)3 + α3 + 1 =

= (α3 + 1)
(
(α3 + 1)2 + 1

)
= α4(α6+ 61+ 61) = α10 6= 0.

Ïîýòîìó (ìîæíî íå ïðîâåðÿòü) ì.ì. ýëåìåíòà α3 áóäåò
îñòàâøèéñÿ ìíîãî÷ëåí �3 è

g(x) = gα(x) · gα3(x) · gα5(x) =

= (x4 + x3 + 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1)(x2 + x+ 1) =

= x10 + x8 + x5 + x4 + x2 + x+ 1, m = 10, k = 5.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåí Á×Õ (15, 5)-êîä ñ ïîðîæäàþùèì
ïîëèíîìîì g(x), óæå ïîëó÷åííûé ðàíåå â Ðàçäåëå 2.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-8

Ïîñòðîèòü 31-ðàçðÿäíûé Á×Õ-êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ íå ìåíåå 3
îøèáîê.

Ðåøåíèå
Èìååì n = 31 = 25 − 1, r = 3, d = 7.
Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) êîíñòðóèðóåìîãî êîäà äîëæåí
èìåòü êîðíè α, α2, α3, α4, α5, α6, ãäå α � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ F = F

5
2.

Ïðè ðàçáèåíèè F ∗ íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû âñåãäà áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü ïÿòèýëåìåíòíûé êëàññ

{
α, α2, α4, α8, α16

}
.

Îñòàëüíûå ðàññìàòðèâàåìûå ñòåïåíè α áóäóò âõîäèòü â
öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû{

α3, α6, . . .
}

è
{
α5, . . .

}
.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-8

Ïîñòðîèòü 31-ðàçðÿäíûé Á×Õ-êîä äëÿ èñïðàâëåíèÿ íå ìåíåå 3
îøèáîê.

Ðåøåíèå
Èìååì n = 31 = 25 − 1, r = 3, d = 7.
Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí g(x) êîíñòðóèðóåìîãî êîäà äîëæåí
èìåòü êîðíè α, α2, α3, α4, α5, α6, ãäå α � ïðèìèòèâíûé
ýëåìåíò ïîëÿ F = F

5
2.

Ïðè ðàçáèåíèè F ∗ íà öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû âñåãäà áóäåò
ïðèñóòñòâîâàòü ïÿòèýëåìåíòíûé êëàññ

{
α, α2, α4, α8, α16

}
.

Îñòàëüíûå ðàññìàòðèâàåìûå ñòåïåíè α áóäóò âõîäèòü â
öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû{

α3, α6, . . .
}

è
{
α5, . . .

}
.
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÒÊ-8...

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòè êëàññû òàêæå áóäóò
ïÿòèýëåìåíòíûìè:{

α3, α6, α12, α24, α48 = α17
}
, (ò.ê. 34 ≡31 3) ;{

α5, α10, α20, α40 = α9, α18
}
, (ò.ê. 36 ≡31 5) .

Ïî ñïåöèàëüíûì òàáëèöàì∗) íàéä¼ì íåïðèâîäèìûå
ìíîãî÷ëåíû ïÿòîé ñòåïåíè íàä F2: èõ øåñòü �

¶ x5 + x2 + 1, ¹ x5 + x4 + x2 + x+ 1,

· x5 + x3 + 1, º x5 + x4 + x3 + x+ 1,

¸ x5 + x3 + x2 + x+ 1, » x5 + x4 + x3 + x2 + 1.

�����������������������������������
∗) èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ
Ëèäë Ð., Íèäåððàéòåð Ã. Êîíå÷íûå ïîëÿ (Òîì 1, Òàáëèöà C).
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Çàäà÷à ÒÊ-8...

Âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè (èõ êîðåíü
α = x áóäåò ãåíåðàòîðîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ) è âñå îíè ìîãóò áûòü âûáðàíû â
êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî ïîëå ïîëèíîìà a(x).

Ïîëîæèì a(x) = x5 + x3 + 1 (ìíîãî÷ëåí �2).
Òîãäà gα(x) = a(x), α5 = α3 + 1, α31 = 1.

Îïðåäåëèì, êàêèå èç îñòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîîòâåòñòâóþò
öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññàì äëÿ α3 è α5.
Èìååì:
äëÿ ìíîãî÷ëåíà �3 �

(x5 + x3 + x2 + x+ 1)
∣∣
x=α3 = α15 + α9 + α6 + α3 + 1 =

= (α3 + 1)3 + α4(α3 + 1) + α(α3 + 1) + α3 + 1 = . . . = 0,
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äëÿ ìíîãî÷ëåíà �5 �

(x5 + x4 + x3 + x+ 1)
∣∣
x=α5 = α25 + α20 + α15 + α5 + 1 =

= (α3 + 1)5 + (α3 + 1)4 + (α3 + 1)3 + α5 + 1 = . . . = 0.

Òàêèì îáðàçîì, gα3(x) = x5 + x3 + x2 + x+ 1,
gα5(x) = x5 + x4 + x3 + x+ 1 (ñîâïàäåíèå íîìåðîâ
ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòåïåíÿìè ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíî) è

g(x) = gα(x) · gα3(x) · gα5(x) =

= x15 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x5 + x3 + x2 + x+ 1.

Èìååì deg g(x) = m = 15, k = n−m = 16 è ïîðîæäàþùèé
ìíîãî÷ëåí äëÿ (31, 16)-êîäà Á×Õ, èñïðàâëÿþùåãî íå ìåíåå 3
îøèáîê, ïîñòðîåí.
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