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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Ðàçäåëû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå
óðàâíåíèÿ â 2

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì
â àëãåáðå ëîãèêè

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâà àëãåáðà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Áóëåâîé àëãåáðîé B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî B, ñîäåðæàùåå ïî
êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà � o (íóëü) è ι (åäèíèöà), ñ
çàäàííûìè íà í¼ì áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè t (îáúåäèíåíèÿ),
u (ïåðåñå÷åíèÿ) è óíàðíîé îïåðàöèåé ′ (äîïîëíåíèÿ).
Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ B âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
çàêîíû (àêñèîìû) áóëåâîé àëãåáðû:

Comt : x t y = y t x, Comu : x u y = y u x,
Dtr1 : (x t y) u z = (x u z) t (y u z),
Dtr2 : (x u y) t z = (x t z) u (y t z),
t o : x t o = x, u ι : x u ι = x,

Cmp ′ : x t x ′ = ι, Isl ′ : x u x ′ = o,
Inv ′ : (x ′) ′ = x,
ι ′ : ι ′ = o, o ′ : o ′ = ι,
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâà àëãåáðà: îïðåäåëåíèå...

Îïðåäåëåíèå (ïðîäîëæåíèå)

DeM1 : (x t y) ′ = x ′ u y ′, DeM2 : (x u y) ′ = x ′ t y ′,
t ι : x t ι = ι, u o : x u o = o,

Asst : x t (y t z) = (x t y) t z,
Assu : x u (y u z) = (x u y) u z,
Idt : x t x = x, Idu : x u x = x,
Abs1 : x u (x t y) = x, Abs2 : x t (x u y) = x.

Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì áóëåâîé àëãåáðû B, à o è
ι � âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè èëè óíèâåðñàëüíûìè ãðàíÿìè.

Ââåä¼ííûå îïåðàöèè íàçûâàþò àáñòðàêòíûìè, ïîñêîëüêó íè
îíè ñàìè, íè íîñèòåëü, íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, íèêàê íå
êîíêðåòèçèðóþòñÿ.
Â ïðèëîæåíèÿõ ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ, ñîáûòèÿ,
âûñêàçûâàíèÿ, ñèãíàëû è äð.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â áóëåâîé àëãåáðå

:::::::
Ëåììà. (îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû)

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y áóëåâîé àëãåáðû ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) x t y = o ⇔ x = y = o è x u y = ι ⇔ x = y = ι;

2) ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû �

x u y = x , x t y = y , x ′ t y = ι , x u y ′ = o;

3) ëåììà î åäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ �{
x u y = o
x t y = ι

⇔ y = x ′
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ïóñòü V � âûðàæåíèå èëè ðàâåíñòâî áóëåâîé àëãåáðû.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòà îäíîâðåìåííîé çàìåíû âñåõ
ñèìâîëîâ â V :

V ] � u ↔ t è ι↔ o;

V [ � x↔ x ′, ãäå x � ýëåìåíò íîñèòåëÿ, íå
ÿâëÿþùèéñÿ óíèâåðñàëüíîé ãðàíüþ;

V ∗ � êîãäà ïðîèçâîäÿòñÿ îáå óêàçàííûå çàìåíû.

Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè

Åñëè V �

� áóëåâî ðàâåíñòâî, èñòèííîå äëÿ ëþáûõ âõîäÿùèõ â íåãî
ýëåìåíòîâ, òî ðàâåíñòâà V ], V [ è V ∗ òàêæå èñòèííû.

� âûðàæåíèå áóëåâîé àëãåáðû, òî V ∗ = V ′.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Ñèñòåìû àêñèîì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû

Ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìû èç 21-îé àêñèîìû èçáûòî÷íà.

1. Ïàðû àêñèîì Com, Dtr, âìåñòå ñ t o, u ι, Cmp ′ è Isl ′
(ïåðâûå 8 èç ïðèâåäåííûõ âûøå çàêîíîâ).
Äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé:
íàïðèìåð, êàæäûé èç çàêîíîâ t o è u ι âûâîäèì èç
îñòàëüíûõ ñåìè.

2. Ïàðû çàêîíîâ çàêîíîâ Dtr, Abs âìåñòå ñ Cmp ′ è Isl ′.
Ýòî åäèíñòâåííàÿ êðàò÷àéøàÿ (6 àêñèîì) èçâåñòíàÿ íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü áåçûçáûòî÷íàÿ ñàìîäâîéñòâåííàÿ
ñèñòåìà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû.

3. Comt, Asst è óðàâíåíèå Ðîááèíñà:

((x t y) ′ t (x t y ′) ′) ′ = x.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Àëãåáðû ìíîæåñòâ: îïðåäåëåíèå

I A 6= ∅ � ìíîæåñòâî, P(A) � ìíîæåñòâî âñåõ
ïîäìíîæåñòâ (áóëåàí) A ;

I S(A) � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ A,
óñòîé÷èâàÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ ∪, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è
äîïîëíåíèÿ äî A (−), à òàêæå ñîäåðæàùàÿ ∅ è A.

I Ïîíÿòíî, ÷òî {∅, A } ⊆ S(A) ⊆ P(A).

ÀÑ 〈 S(A), ∪, ∩, −, ∅, A︸ ︷︷ ︸
ñèãíàòóðà

〉 � àëãåáðà ìíîæåñòâ.

Àëãåáðà ìíîæåñòâ ñ íîñèòåëåì P(A) � òîòàëüíàÿ (íàä A),
à ñ äâóõýëåìåíòíûì íîñèòåëåì {∅, A} � òðèâèàëüíàÿ.

::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå.

Âñÿêàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ S(A) åñòü áóëåâà àëãåáðà ñ íóë¼ì ∅
è åäèíèöåé A .
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

σ- è ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû

Ïðèìåð (èç àêñèîìàòèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé)

σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
åñòü àëãåáðà ìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóëåâà àëãåáðà.

Áóëåâà àëãåáðà, â êîòîðîé îïåðàöèè t è u îïðåäåëåíû äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè å¼ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé.

Ëþáàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ � ïîëíàÿ

ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû
...

σ-àëãåáðû
...

áóëåâû àëãåáðû
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâà àëãåáðà îòîáðàæåíèé

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü B = 〈B,t,u,′ o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà è A � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâî BA âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B
òàêæå áóäåò áóëåâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ¾ïîòî÷å÷íûõ¿

îïåðàöèé
�
t,

�
u è 8: (f 8)(x) = (f (x)) ′

(f
�
t g)(x) = f(x) t g(x), (f

�
u g)(x) = f(x) u g(x),

äëÿ ëþáûõ f, g ∈ BA. Íóë¼ì è åäèíèöåé BA áóäóò ïîñòîÿííûå
îòîáðàæåíèÿ f0(x) ≡ o è f1(x) ≡ ι ñîîòâåòñòâåííî; x ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîâåðêà àêñèîì áóëåâîé àëãåáðû.

Ïðè A = Bn ïîëó÷èì áóëåâó àëãåáðó BBn
âñåõ ôóíêöèé èç

Bn â B, è åñëè B = 2 � áóëåâó àëãåáðó 22
n
âñåõ áóëåâûõ

ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàíû äâå áóëåâû àëãåáðû B1 è B2 è áèåêöèÿ
ϕ : B1 → B2 òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâà

ϕ(xty) = ϕ(x)tϕ(y) , ϕ(xuy) = ϕ(x)uϕ(y) , ϕ(x ′) = ϕ(x) ′

ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ x, y ∈ B1.
Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ϕ � áóëåâ èçîìîðôèçì ìåæäó B1 è B2, à
äàííûå àëãåáðû áóëåâî èçîìîðôíû (ñèìâîëè÷åñêè B1

∼=b B2).

Çàìå÷àíèå

Èç óêàçàííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò

ϕ(o) = o è ϕ(ι) = ι :

Äåéñòâèòåëüíî:
ϕ(o) = ϕ(x u x ′) = ϕ(x) u ϕ(x ′) = ϕ(x) u ϕ(x)′ = o è
àíàëîãè÷íî äëÿ ϕ(ι).
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Èçîìîðôèçì áóëåâûõ àëãåáð: ïðèìåðû

Ïðèìåð

1. Òðèâèàëüíàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ, î÷åâèäíî, èçîìîðôíà
àëãåáðå 2 = 〈 { 0, 1 } , ∨, ·, ¯ , 0, 1 〉, êîòîðóþ áóäåì
íàçûâàòü àëãåáðîé âûñêàçûâàíèé èëè àëãåáðîé Áóëÿ
(ñèìâîë · â ôîðìóëàõ áóäåì, êàê ïðàâèëî, îïóñêàòü, íî
èíîãäà èñïîëüçîâàòü âìåñòî íåãî ñèìâîë N).

2. Îïðåäåëèì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉
äâîéñòâåííóþ ê íåé B∗ = 〈B∗, t∗, u∗, ′∗, o∗, ι∗ 〉 ,
ïîëîæèâ B∗ = B, t∗ = u, u∗ = t, ′∗ =′, o∗ = ι, ι∗ = o.
Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè áóäåì èìåòü B∗ ∼=b B.

3. Òîòàëüíàÿ àëãåáðà íàä n-ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì
A = {a1, . . . , an} èçîìîðôíà áóëåâîé àëãåáðå n-ìåðíûõ
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ 2n.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ïîäàãåáðû. Òåîðåìà Ñòîóíà î ïðåäñòàâëåíèè

Åñëè B � áóëåâà àëãåáðà è B1 òàêîå ïîäìíîæåñòâî å¼
íîñèòåëÿ, ÷òî âñå îïåðàöèè íà B1 ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè
îïåðàöèé íà B, òî B1 � ïîäàëãåáðà B (ñèìâîëè÷åñêè
B1 6 B).

::::::::
Òåîðåìà (Ñòîóí)

Âñÿêàÿ áóëåâà àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäõîäÿùåé àëãåáðå
ìíîæåñòâ: äëÿ ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû B ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî M , ÷òî B ↪→ P(M).

Òåîðåìà Ñòîóíà óòâåðæäàåò, ÷òî B ∼=b B1 6 P(M).
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Àëãåáðàè÷åñêèå êîëüöà

Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ÀÑ 〈R, +, ·, 0 〉, ãäå R � ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùåå ýëåìåíò íóëü (0), íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå
áèíàðíûå îïåðàöèè ñëîæåíèå (+) è óìíîæåíèå (·) òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(x+ y) + z = x+ (y + z) , x+ y = y + x ,

x+ 0 = x, ∀x ∃ y : (x+ y = 0 )

(óêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ðåäóêò 〈R, +, 0 〉 êîëüöà åñòü àáåëåâà
ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, èëè ìîäóëü) è

(x+ y) · z = x · z + y · z , x · (y + z) = x · y + x · z,

(äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ).
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Àëãåáðàè÷åñêèå êîëüöà: íàïîìèíàíèå

Íóëü êîëüöà åäèíñòâåíåí.
Ýëåìåíò y òàêîé, ÷òî x+ y = 0 íàçûâàþò îáðàòíûì ê x, åãî
îáîçíà÷åíèå (−x) â ñèëó åäèíñòâåííîñòè.

Åñëè óìíîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè

(x · y) · z = x · (y · z)
è/èëè êîììóòàòèâíîñòè

x · y = x · y,
òî è êîëüöî íàçûâàþò ñîîòâåòñòâóþùå.

Åñëè êîëüöî ñîäåðæèò åäèíèöó 1 � óíèêàëüíûé ýëåìåíò, äëÿ
êîòîðîãî

x · 1 = 1 · x = x,

òî ãîâîðÿò î êîëüöå ñ åäèíèöåé (óíèòàëüíîì): 〈R, +, ·, 0, 1 〉.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå

Àññîöèàòèâíîå êîëüöî, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì x2 = x äëÿ
ëþáîãî ñâîåãî ýëåìåíòà íàçûâàåòñÿ áóëåâûì êîëüöîì.

::::::::
Òåîðåìà

Áóëåâî êîëüöî 〈R, +, ·, 0 〉 êîììóòàòèâíî è −x = x.

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà.
Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ B ïîëîæèì

x+ y = (x u y ′) t (x ′ u y) , x · y = x u y.
Òîãäà ÀÑ B∗ = 〈B, +, ·, o, ι 〉 � áóëåâî êîëüöî ñ åäèíèöåé ι.

Îñíîâíûì ïðèìåðîì áóëåâà êîëüöà è ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç êîëüöî
〈 P(A), ⊕, ∩, ∅, A 〉.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Îò áóëåâà êîëüöà ê áóëåâîé àëãåáðå

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü R = 〈R, +, ·, 0, 1 〉 � áóëåâî êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R ïîëîæèì

x t y = x+ y + x · y, x u y = x · y , x ′ = x+ 1.

Òîãäà ÀÑ R∗ = 〈R, t, u, ′, 0, 1 〉 � áóëåâà àëãåáðà.

Îïðåäåëåíèå

ÀÑ 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉 òàêàÿ, ÷òî 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà
àëãåáðà, à îòíîøåíèå v çàäàþòñÿ ïî ïðàâèëó

x v y def
= x u y = x (èëè x v y def

= x t y = y)

íàçûâàåòñÿ áóëåâîé ñòðóêòóðîé.

Áóëåâà àëãåáðà = äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà ñ äîïîëíåíèÿìè è â
íåé ñïðàâåäëèâ ìîäóëÿðíûé çàêîí

Mod : x v y ⇒ x t (y u z) = y u (x t z)
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Êîíóñû è ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P .
Ìíîæåñòâà AM è AO îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

AM =
{
x ∈ P | ∀

A
a ( a v x)

}
è AO =

{
x ∈ P | ∀

A
a (x v a)

}
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà A,
à èõ ýëåìåíòû � âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíîæåñòâà A
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a} èñïîëüçóþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ aM è aO.

Ïîíÿòíî, íàïðèìåð, ÷òî åñëè a v b, òî aM ∩ bO = [ a, b ].
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Òî÷íûå ãðàíè ÷.ó. ìíîæåñòâà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈P, v〉 � ÷.ó. ìíîæåñòâî è A ⊆ P .
Åñëè â AM ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ sup A.
Åñëè â AO ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ inf A.

Åñëè sup A èëè inf AM ñóùåñòâóåò, òî sup A = inf AM è
äâîéñòâåííî,
åñëè inf A èëè sup AO ñóùåñòâóåò, òî inf A = sup AO.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ðàçäåëû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå
óðàâíåíèÿ â 2

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì
â àëãåáðå ëîãèêè

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü Xn = {x1, . . . , xn } � n -ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
íåèçâåñòíûõ èëè ïåðåìåííûõ.

Áóëåâûìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä Xn íàçûâàþò ñòðîêè ñèìâîëîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) x1, . . . , xn, 0, 1 � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû;

2) åñëè p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû, òî òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ
è (p t q), (p u q), (p ′).

Òàêèì îáðàçîì, áóëåâû ìíîãî÷ëåíû � ôîðìóëû èç ïåðåìåííûõ
è êîíñòàíò 0 è 1 íàä ìíîæåñòâîì ñèìâîëîâ {t, u, ′ }.

Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Xn îáîçíà÷àåì Mn.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû: ñèíòàêñè÷åñêîå òîæäåñòâî

Çàïèñü p = q (÷èòàåòñÿ: äàííûå ìíîãî÷ëåíû ðàâíû) îçíà÷àåò
ñèíòàêñè÷åñêîå òîæäåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ p è q, ò.å. îíè
ñîâïàäàþò êàê ñòðîêè ñèìâîëîâ.

Äàëåå ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ïðàâèëàìè ýêîíîìèè ñêîáîê
(îïóñêàåì âíåøíèå ñêîáêè, ó÷èòûâàåì ïðèîðèòåò îïåðàöèé) è
ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ðàâíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò ïðè
âîññòàíîâëåíèè âñåõ ñêîáîê.

Áóëåâ ìíîãî÷ëåí íàä n (äàëåå n > 1) ïåðåìåííûìè ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåí íàä n+ 1 ïåðåìåííîé, ïîýòîìó

M1 ⊂M2 ⊂ . . . ⊂Mn ⊂Mn+1 ⊂ . . . .
Mn íå åñòü áóëåâà àëãåáðà, ò.ê., íàïðèìåð, x1 t x2 6= x2 t x1.
Äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé ââåä¼ì ïîíÿòèå
ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ áóëåâà ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà è p � áóëåâ
ìíîãî÷ëåí èç Mn.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç pB(b1, . . . , bn) ýëåìåíò èç B, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç p çàìåíàìè xi 7→ bi ∈ B, i = 1, . . . , n, 0 7→ o,
1 7→ ι. Òîãäà îòîáðàæåíèå

pB : Bn → B

íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé (ï.ô.), èíäóöèðîâàííîé
áóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì p íà B.

Ïðèìåð. Ïóñòü p = x1 t x2 è B = 23 ñ íîñèòåëåì
{0, a, b, c, ab, ac, bc, 1}.
Òîãäà

pB(a, b) = a∨b = ab; pB(a, 1) = a∨1 = 1; pB(a, ab) = a∨ab = ab.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ áóëåâà ìíîãî÷ëåíà: ïðèìåð

Ðàçíûå áóëåâû ìíîãî÷ëåíû ìîãóò èíäóöèðîâàòü îäíó è òó æå
ïîëèíîìèàëüíóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåð (âåçäå n = 2)

1. Ïóñòü p = x1 t x2, q = x2 t x1 è B = 2. Òîãäà

p 6= q, pB = a ∨ b, qB = b ∨ a, a, b ∈ {0, 1}, ò.å. pB = qB,

ïîñêîëüêó ïðè ëþáîé çàìåíå â ýòèõ âûðàæåíèÿõ áóêâ a è
b ýëåìåíòàìè {0, 1} = 2 ïîëó÷èì îäèí è òîò æå ýëåìåíò.

2. Ïóñòü p = (x1 t x2)′, q = x′1 u x′2 è B = P(A), A 6= ∅.
Òîãäà îïÿòü

p 6= q, è pB = X ∪ Y , qB = X ∩ Y ,
ãäå X,Y ⊆ A, è ñíîâà pB = qB.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû: ýêâèâàëåíòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Äâà áóëåâûõ ìíîãî÷ëåíà p, q ∈Mn íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, ñèìâîëè÷åñêè p ∼ q, åñëè ðàâíû èõ
ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè íà 2: p ∼ q ⇔ p2 = q2.

∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Mn (ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ).

Ïðèìåð (ïðåäûäóùèé, n = 2; a, b ∈ {0, 1} = 2)

1. Åñëè p = x1 t x2, q = x2 t x1, òî
p2 = a ∨ b = b ∨ a = q2 è p ∼ q.

2. Åñëè p = (x1 t x2)′, q = x′1 u x′2, òî
p2 = a ∨ b = a · b = q2 è ñíîâà p ∼ q.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(B) = { pB | p ∈Mn } ìíîæåñòâî
ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàííûõ âñåìè
ìíîãî÷ëåíàìè èç Mn íà B.

Íàïðèìåð, ïóñòü B = 23 =
〈
{0, 1}3,∨, ·, −, 0, 1

〉
.

Òîãäà Pn(23) � âñå ôóíêöèè, âûðàæàþùèåñÿ ôîðìóëàìè îò
àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn íàä ìíîæåñòâîì ñâÿçîê {∨, ·, − },
ïðè÷¼ì êàæäûé àðãóìåíò ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç 8
çíà÷åíèé {0, 1}3.

Îáîçíà÷èì äëÿ áóëåâîé àëãåáðû B ñ íîñèòåëåì B ÷åðåç

Fn(B) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Bn â B : Fn(B)
def
= BBn

.
ßñíî, ÷òî ýòî åñòü áóëåâà àëãåáðà è |Pn(B)| ⊂ Fn(B).

Òîãäà, íàïðèìåð,
∣∣F1(2

3)
∣∣ = 88 = 16 777 216, à

P1(2
3) = { [0]∼, [1]∼, [x]∼, [x̄]∼ }, ò.å.

∣∣P1(2
3)
∣∣ = 4.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ôàêòîðìíîæåñòâî ï.ô. � áóëåâà àëãåáðà

::::::::
Òåîðåìà

Åñëè B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà, òî

1. Pn(B) 6 Fn(B); 2. Pn(B)/∼ ∼=b Pn(2).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Óáåäèìñÿ â óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà ôóíêöèé Pn(B)
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé t, u, ′, à òàêæå â ïðèíàäëåæíîñòè åìó
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé f0 ≡ o è f1 ≡ ι.
Äëÿ t è b = (b1, . . . , bn) ∈ Bn èìååì

(pB t qB)(b) = pB(b) t qB(b) = (p t q)B(b) ∈ Pn(B)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b ∈ Bn è àíàëîãè÷íî äëÿ u è ′.
Êðîìå òîãî, pB(0) = o, pB(1) = ι.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ôàêòîðìíîæåñòâî ï.ô. � áóëåâà àëãåáðà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Pn(2) → Pn(2)/∼,
ïåðåâîäÿùåå ï.ô. p2 â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [p]∼ ∈ Pn(2)/∼.
Äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê.

p2 = q2 ⇒ p ∼ q ⇒ [p]∼ = [q]∼.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ϕ è åñòü èñêîìûé áóëåâ èçîìîðôèçì.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñòîóíà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâàëåíòíûì
ìíîãî÷ëåíàì, ñîâïàäàþò íà ëþáîé áóëåâîé àëãåáðå, à íå
òîëüêî íà 2, òî åñòü ñïðàâåäëèâà

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü p, q ∈Mn è p ∼ q. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé
àëãåáðû B ñïðàâåäëèâî pB = qB.
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ïîëíîòà àëãåáðû Áóëÿ 2

::::::::::
Ñëåäñòâèÿ

1. Fn(2) = P2 è |Pn(2)/∼ | = 22
n
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ (èç 2n â 2)
ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìàëüíîé ôóíêöèåé.
Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà 2 ïîëèíîìèàëüíî ïîëíà.

2. Åñëè B 6∼=b 2 è ìîùíîñòü íîñèòåëÿ B åñòü m (â
êîí÷åíîì ñëó÷àå m = 2k), òî

|Pn(B)| = |Pn(B)/∼| = 22
n
< mmn

= |Fn(B)|,
ò.å. Pn(B) ⊂ Fn(B).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 2 � åäèíñòâåííàÿ ïîëèíîìèàëüíî
ïîëíàÿ àëãåáðà.

Òðàäèöèîííîå äëÿ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè îáîçíà÷åíèå
Fn(2) = P2 èëè Pn2 .
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Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ýêâèâàëåíòíûå ìíîãî÷ëåíû ñòàíäàðòíîãî âèäà

×àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü çàìåíèòü äàííûé ìíîãî÷ëåí
ýêâèâàëåíòíûì åìó áîëåå ïðîñòûì ìíîãî÷ëåíîì.

Äëÿ ýòîãî ââîäÿò ò.í. íîðìàëüíûå ôîðìû ìíîãî÷ëåíîâ: ÄÍÔ,
ÊÍÔ è, àíàëîãè÷íî, ÀÍÔ (ïîëèíîìû Æåãàëêèíà) äëÿ áóëåâà
êîëüöà ñîîòâåòñòâóþùåé áóëåâîé àëãåáðû.

Ñîâîêóïíîñòü íîðìàëüíûõ ôîðì îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå
ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
ìíîæåñòâà Mn.

Ðàçëîæåíèå Øåííîíà áóëåâîé ôóíêöèè f(x) ∈ P2

f(x) = ax ∨ bx = f(1)x ∨ f(0)x
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Ðàçäåëû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå
óðàâíåíèÿ â 2

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì
â àëãåáðå ëîãèêè

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Áóëåâû óðàâíåíèÿ: îïðåäåëåíèå

Áóäåì ðåøàòü ¾áóëåâû óðàâíåíèÿ¿ çàäàâàåìûå ïîëèíîìàìè.
Ðàâåíñòâî p = q ãîâîðèò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû p è q èäåíòè÷íû.

Îïðåäåëåíèå

Ïàðó (p, q), ãäå p, q ∈Mn, íàçîâ¼ì (áóëåâûì) óðàâíåíèåì.

Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà ñ íîñèòåëåì B.
Ýëåìåíò (b1, . . . , bn) ∈ Bn íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(p, q) â áóëåâîé àëãåáðå B, åñëè

pB(b1, . . . , bn) = qB(b1, . . . , bn).

Ìíîæåñòâî
{

(pi, qi) | i = 1,m
}
îáðàçóåò ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàþò îáùåå ðåøåíèå âñåõ å¼ óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå (p, q) äîïóñòèìî çàïèñûâàòü â âèäå p = q.

Íàïðèìåð, x1x2 ∨ x3 = x1(x2 ∨ x3) � óðàâíåíèå â 2, à
(101) � åãî ðåøåíèå, ïîñêîëüêó â (1 · 0) ∨ 1 = 1 · (0 ∨ 1).
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ p = q ê âèäó r = 0

::::::::
Òåîðåìà (î ïðåîáðàçîâàíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé)

Óðàâíåíèÿ p = q è (pu q ′)t (p ′ u q) = 0 èìåþò îäíè è òå æå
ðåøåíèÿ, ãäå p è q � áóëåâû ìíîãî÷ëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü p, q ∈Mn, B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà è
(b1, . . . , bn) ∈ Bn.
Ïîëîæèì a = pB(b1, . . . , bn) è b = qB(b1, . . . , bn). Òîãäà

a = b ⇒ (a u b ′) t (a ′ u b) = (a u a ′) t (a ′ u a) = o t o = o,

è

(aub ′)t(a ′ub) = o ⇔
{
a u b ′ = o
a ′ u b = o

DeM1⇐⇒
{
a u b ′ = o
a t b ′ = ι

⇔

⇔ a = b ′′ ⇔ a = b .
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ p = q ê âèäó r = 0

::::::::::
Ñëåäñòâèÿ

1. Óðàâíåíèÿ p = q è (p u q) t (p ′ u q ′) = 0 èìåþò îäíè è
òå æå ðåøåíèÿ â ëþáîé áóëåâîé àëãåáðå.
Óðàâíåíèå áóäåì, êàê ïðàâèëî, ñðàçó çàïèñûâàòü â
ñèãíàòóðå óêàçàííîé áóëåâîé àëãåáðû è ñ÷èòàòü
ïåðåìåííûå x1, . . . å¼ ýëåìåíòàìè.

2. Ëþáîå áóëåâî óðàâíåíèå (èëè ñèñòåìó), çàäàííóþ â
àëãåáðå ëîãèêè 2 ìîæíî ïðèâåñòè ê ýêâèâàëåíòíûì âèäàì
p = 0 è q = 1, ãäå p, q � ÄÍÔ è/èëè ÊÍÔ.
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ïîëèíîìèàëüíîé
ïîëíîòû àëãåáðû 2.

3. Ñèñòåìà
{

(pi, qi) | i = 1,m
}
ýêâèâàëåíòíà îäíîìó

óðàâíåíèþ

p1q
′
1 ∨ p′1q1 ∨ p2q′2 ∨ p′2q2 ∨ . . . ∨ pmq′m ∨ p′mqm = 0.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé: ïðèìåðû

¬ Ðåøèì áóëåâî óðàâíåíèå x1 = x2 â 2.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå

x1 = x2 ⇔ (x1x2) ∨ (x1x2) = 0 ⇔
⇔ (x1 ∨ x1) · (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x2) · (x2 ∨ x2) ⇔

⇔ (x1 ∨ x2) · (x1 ∨ x2) = 0.

Â 2 ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì[
x1 ∨ x2 = 0,
x′1 ∨ x′2 = 0,

îòêóäà

[
x1 = x2 = 0,
x1 = x2 = 1.

Ò.î. ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò íàáîðû (00) è (11)
èç 22.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé: ïðèìåðû

 Ðåøèì áóëåâî óðàâíåíèå x1 · x2 = x3 â 2.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå

x1 · x2 = x3 ⇒ (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3) = 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì èñêîìûå ðåøåíèÿ: (000), (010), (100), (111).

Çàìå÷àíèå: ïîëó÷åíèå äëÿ äàííîé ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíîé
ÊÍÔ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîïðÿæåíî ñî ñòîëü çíà÷èòåëüíûìè
âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé I 37 / 83

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé: ïðèìåðû...

® Ðåøèòü çàäàííóþ â 2 ñèñòåìó ÁÓ

{ (x1x2, x1x3 ∨ x2), (x1 ∨ x2, x3) }.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ïðèâû÷íîì âèäå{
x1x2 = x1x3 ∨ x2,
x1 ∨ x2 = x3.

Ïî òåîðåìå î ïðåîáðàçîâàíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé ýòà ñèñòåìà
ýêâèâàëåíòíà åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ

x1x2(x1x3 ∨ x2)∨ (x1x2)(x1x3∨x2)∨ (x1∨x2)x3 ∨ (x1 ∨ x2)x3 = 0.

Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü â ÑÊÍÔ, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå
çàäàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå

(x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3) = 0,

ò.å. ðåøåíèÿìè ñèñòåìû áóäóò íàáîðû (001) è (111) èç 23.
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ â 2

Âàæíîå çàìå÷àíèå

Êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ íå â ïðîñòåéøåé àëãåáðå 2, à â
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðå, ñëåäîâàíèå

D1 u . . . uDl = o ⇒

 D1 = o,
. . .
Dl = o

íå èìååò ìåñòà.

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðå
B = 〈B, t, u, ′, o, ι 〉 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x1 u x2 = o

áóäåò ( b, (b ′)O ) ∈ B2 è äëÿ B = 23 ïîäõîäèò ïàðà íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ

( (100), (010) ) ∈ (23)2.
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðàçäåëû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå
óðàâíåíèÿ â 2

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì
â àëãåáðå ëîãèêè

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ïàðàìåòðû ÁÓ

Äàëåå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé îäíèõ
íåèçâåñòíûõ ðåøåíèÿ ÁÓ îò äðóãèõ.

I Ïóñòü (p, q) � óðàâíåíèå â áóëåâîé àëãåáðå B è
p, q ∈Mn+m, n,m > 0, n+m > 1.

I Ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ ñ èíäåêñàìè m,m+ 1, . . . , n+m
íàçîâ¼ì ïàðàìåòðàìè.

I Ýëåìåíòû íîñèòåëÿ B, ñîîòâåòñòâóþùèå
àðãóìåíòàì-ïàðàìåòðàì ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé pB è
qB áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè a, b, . . ..

I Ôîðìóëó âèäà pB(x1, . . . , xn, a, . . .) = qB(x1, . . . , xn, a, . . .)
áóäåì íàçûâàòü áóëåâûì óðàâíåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè è n
íåèçâåñòíûìè (â àëãåáðå B).
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÁÓ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ïóñòü äàíî ÁÓ p = q ñ îäíèì íåèçâåñòíûì x â áóëåâîé
ñòðóêòóðå B = 〈B, t, u, ′, v, o, ι 〉.

Àëãîðèòì 1

Øàã ¬ Ïðèâîäèì óðàâíåíèå p = q ê ðàâíîñèëüíîìó ñ o â
ïðàâîé ÷àñòè: r = 0.

Øàã  Ïðèâîäèì óðàâíåíèå r = 0 ê ðàâíîñèëüíîìó
óðàâíåíèþ âèäà

(a u x) t (b u x ′) = o,

ãäå ýëåìåíòû B a è b � ïàðàìåòðû.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé I 42 / 83

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÁÓ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì...

Øàã ® Çàìåíÿåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ýêâèâàëåíòíóþ
ñèñòåìó {

a u x = o,
b u x ′ = o.

Øàã ¯ Åñëè b 6v a ′, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåøåíèÿ íå èìååò.
Èíà÷å b v a ′ ⇔ a u b = o � óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèå � ëþáîé ýëåìåíò x èç B òàêîé, ÷òî

b v x v a ′ � ðåøåíèå â èíòåðâàëüíîé ôîðìå
(
⇔ x ∈ bM ∩ (a ′)O

)
èëè

x = (b t u) u a ′ = (a ′ u u) t b, u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B

� ðåøåíèå â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ( =

= (a ′ u u) t (b u u ′) � ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìà
)
.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé I 43 / 83

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðåøåíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé

::::::::
Òåîðåìà (îñíîâíàÿ î ðåøåíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé)

Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ Àëãîðèòìà 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå áóëåâà
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî åäèíñòâåííîãî íåèçâåñòíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîâåä¼ì îáîñíîâàíèå øàãîâ àëãîðèòìà.

Øàã ¬ Îñíîâàíèåì äëÿ ðàâíîñèëüíîé çàìåíû p = q ⇒ r = 0
ñëóæèò òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé.

Øàã  Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ âèäà r = 0 ê ðàâíîñèëüíîìó
(a u x) t (b u x ′) = o îñíîâàíî íà ðàçëîæåíèè Øåííîíà ïî
ïåðåìåííîé x.

Âûðàæåíèå ïîñëåäíåãî âèäà íàçîâ¼ì êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé
áóëåâà óðàâíåíèÿ.
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðåøåíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Øàã ® Çàìåíà óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå íà
ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó a u x = o, b u x ′ = o îñíîâûâàåòñÿ
íà ëåììå îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû.

Øàã ¯ Îáîñíîâàíèå:
1. Èìååì b v x v a ′,
a u x = o ⇔ (a u x) t a ′ = a ′ ⇔ (a t a ′) u (x t a ′) = a ′ ⇔
⇔ xta ′ = a ′ ⇔ x v a ′ è àíàëîãè÷íî b u x ′ = 0 ⇔ b v x.

2. b v a ′ ⇔ b u a ′ = b ⇔ a u b = o � óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ.
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ðåøåíèè áóëåâûõ óðàâíåíèé...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

3. Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû ðåøåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå
ñëåäóåò èç{

b v x
x v a ′ ⇔

{
x = b t u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ B
x u a ′ = x

⇔

⇔ x = (b t u) u a ′.

Ðàâåíñòâî x = (b t u) u a ′ = (a ′ u u) t b ïðè b v a ′
âûðàæàåò ìîäóëÿðíûé çàêîí.

Ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìà:

x = (a ′ u u) t b = (a ′ u u) t (b u (u t u ′) = (a ′ u u) t (b u u ′),
ïîñêîëüêó b u u ′ v b v a ′ v x.
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðåøåíèå ÁÓ (A ∩X) ∪ (B ∩X): äèàãðàììà Âåííà



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé I 47 / 83

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðåøåíèå ÁÓ (A ∩X) ∪ (B ∩X): äèàãðàììà Âåííà
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðåøåíèå ÁÓ ax ∨ bx â 2

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå B = 2 ïî èíòåðâàëüíîé ôîðìóëå ïîëó÷èì
ðåøåíèÿ:

a b x

0 0 {0, 1}
0 1 1
1 0 0
1 1 ∅

Ýòè ðåøåíèÿ, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè ïî
ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìóëå, åñëè ïîëîæèòü u = 0 è u = 1:

b 6 a ⇒ b 6 x 6 a ⇔
[
x = a,
x = b.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé I 49 / 83

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðåøåíèå ÁÓ α̃ · x̃ ∨ β̃ · x̃ â 2n

Åñëè B = 2n, òî èìååì ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ïðåäûäóùåãî
ñëó÷àÿ:

I èíòåðâàëüíàÿ ôîðìà ïðè β̃ 4 α̃ çàäà¼ò áóëåâ ïîäêóá 2n,
íàòÿíóòûé íà âåðøèíû β̃ è α̃ (ïðè β̃ < α̃ ðåøåíèé íåò);

I â ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå x̃ = (β̃ ∨ υ̃) · α̃ ïîëàãàåì
υ = (− . . .−), îïåðàöèè ∨ è · ïðèìåíÿåì ê âåêòîðàì èç
2n ïîêîìïîíåíòíî ïî ïðàâèëàì

α̃∨ β̃ = max
{
α̃, β̃

}
, α̃ · β̃ = min

{
α̃, β̃

}
, 0 6 − 6 1,

è â ïîëó÷åííîì âåêòîðå x̃ ñèìâîëû (−) çàìåíÿåì íà 0 è
1 âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.

Íàïðèìåð, åñëè â 24 èìååì α̃ = (0001) è β̃ = (1000), òî
x̃ = (1−−0) è ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ëþáîé
èç âåêòîðîâ (1000), (1010), (1100), (1110).
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðåøåíèå ÁÓ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì: ïðèìåð

Ðåøèì áóëåâî óðàâíåíèå x t c = d â ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé
ñòðóêòóðå B = 〈B, t, u, ′,v, o, ι 〉.

Øàã ¬ x t c = d ⇔ ((x t c)′ u d) t ((x t c) u d ′) = o.

Øàã  ((x t c)′ u d) t ((x t c) u d ′) =

= (x ′ u c ′ u d) t (x u d ′) t (c u d ′) =

= (x ′ u c ′ u d ′) t (x u d ′) t (x u c u d ′) t (x ′ u c u d ′) =

= (x u (d ′ t (c u d ′))︸ ︷︷ ︸
d ′

) t
(
x ′ u ((c ′ u d) t (c u d ′))

)
= o.

Øàã ® Èìååì {
d ′ u x = o,
((c ′ u d) t (c u d ′)) u x ′ = o

.
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ðåøåíèå ÁÓ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì: ïðèìåð...

Øàã ¯ Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, åñëè è òîëüêî åñëè

(c ′ u d) t (c u d ′) v d.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî c v d:

((c ′ u d) t (c u d ′)) v d ⇔ (c ′ u d) t (c u d ′) t d = d ⇔
⇔ d t (c u d ′) = d ⇔ (d t (c u d ′)) u c = d u c ⇔
⇔ (c u d) t (c u d ′) = d u c ⇔ c = c u d ⇔ c v d.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ �

x = ((c ′ud)t (cud ′)tu)ud = (c ′ud)t (uud) = d u (c ′ t u),

ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B.
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Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áóëåâû ¾íåðàâåíñòâà¿

Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â áóëåâîé àëãåáðå ïîçâîëÿþò
ðåøàòü è ¾íåðàâåíñòâà¿

::::::::
Òåîðåìà

Ñëåäîâàíèå p v q è óðàâíåíèå p u q ′ = o èìåþò îäíè è òå
æå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

p v q ⇔ p u q = p ⇔

= o︷ ︸︸ ︷(
(p u q) u p ′

)
t
(
(p u q)′ u p

)
= o ⇔

⇔
(
p ′ t q ′

)
u p = o ⇔ p u q ′ = o.
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Ðàçäåëû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå
óðàâíåíèÿ â 2

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì
â àëãåáðå ëîãèêè

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ

Èäåÿ ìåòîäà � ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå Àëãîðèòìà 1 ïðè
ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè áóëåâûõ íåèçâåñòíûõ.

Îïèøåì ìåòîä äëÿ óðàâíåíèé â áóëåâîé ñòðóêòóðå

2 = 〈 {0, 1}, ∨, ·, −, 6, 0, 1 〉.

Ïóñòü ÁÓ çàäàíî â âèäå f(x1, . . . , xn) = 0 (∗),
ãäå f � ïîëèíîì.

Îïðåäåëèì ôîðìóëû

fp(x1, . . . , xp) = &
(αp+1, ..., αn)

f(x1, . . . , xp, αp+1, . . . , αn), (∗∗)

αi ∈ {0, 1}, i = p+ 1, n, p = 1, n,

ãäå êîíúþíêöèÿ áåð¼òñÿ ïî âñåì äâîè÷íûì íàáîðàì
(αp+1, . . . , αn).
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Èòåðöèîííûé àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

Àëãîðèòì 2

Øàã 1. Çàïèñûâàåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â ôîðìå fn = 0, ê
êîòîðîé ïðèìåíÿåì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé xn:

fn(x1, . . . , xn−1, 1) · xn ∨ fn(x1, . . . , xn−1, 0) · xn = 0.

Èç îáîñíîâàíèÿ Àëãîðèòìà 1 ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî
ýêâèâàëåíòíî

fn(x1, . . . , xn−1, 0) 6 xn 6 fn(x1, . . . , xn−1, 1)

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

fn(x1, . . . , xn−1, 1) · fn(x1, . . . , xn−1, 0)︸ ︷︷ ︸
fn−1(x1, ..., xn−1)

= 0.

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåì óðàâíåíèå fn−1(x1, . . . , xn−1) = 0.
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Èòåðöèîííûé àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ...

Øàã n− p+ 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

fp(x1, . . . , xp) = 0 , p ∈ {n, n− 1, . . . , 1 },

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå (ðàçëîæåíèå ïî xp)

fp(x1, . . . , xp−1, 1) · xp ∨ fp(x1, . . . , xp−1, 0) · xp = 0.

Â ñâîþ î÷åðåäü, äàííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

fp(x1, . . . , xp−1, 0) 6 xp 6 fp(x1, . . . , xp−1, 1),

ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè

fp(x1, . . . , xp−1, 1) · fp(x1, . . . , xp−1, 0)︸ ︷︷ ︸
fp−1(x1, ..., xp−1)

= 0 .

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåì óðàâíåíèå fp−1(x1, . . . , xp−1) = 0.
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Èòåðöèîííûé àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ...

Øàã n. Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå

f1(x1) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì
f1(0) 6 x1 6 f1(1)

è óñëîâèå åãî ðàçðåøèìîñòè

f0 = f1(0) · f1(1) = 0.

Èç îáîñíîâàíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà âûòåêàåò

::::::::
Òåîðåìà

Åñëè f0 6= 0, òî óðàâíåíèå (∗) íå èìååò ðåøåíèé.
Èíà÷å, åãî ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì
( p = n, n− 1, . . . , 1)

fp(x1, . . . , xp−1, 0) 6 xp 6 fp(x1, . . . , xp−1, 1).
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Àëãîðèòì 2: îáñóæäåíèå...

Ïðèìåíÿÿ Àëãîðèòì 2 ê óðàâíåíèþ (∗): äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè � íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü f0;

íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ � èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà f1(0) 6 x1 6 f1(1) íåîáõîäèìî
íàéòè îäíî çíà÷åíèå b1 = x1, ïî êîòîðîìó èç
ïðåäïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íàéòè îäíî çíà÷åíèå
b2 è ò.ä.
Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åí íàáîð (b1, . . . , bn) �
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

íàõîæäåíèÿ âñåõ ðåøåíèé � èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà
íàõîäÿò âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ b1 = x1, çàòåì
äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ b1 èç ïðåäïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà íàõîäÿò âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ b2
è ò.ä.
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Àëãîðèòì 2: îáñóæäåíèå

Ðàçäåëåíèå çàäà÷ íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ ÁÓ è
âñåõ åãî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÁÓ ìîæåò èìåòü î÷åíü áîëüøîå
÷èñëî êîðíåé. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåì ÁÓ âèäà

ÄÍÔi = 1, i = 1,m,

ó êîòîðûõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàâíî n, ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé âî âñåõ ÄÍÔ îäèíàêîâî è ðàâíî t, ÷èñëî áóêâ âî
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèÿõ îäèíàêîâî è ðàâíî r ñðåäíåå
÷èñëî ðåøåíèé ðàâíî 2n(1− (1− 2−r)t)m.

Ýòè çàäà÷è â êîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáðàõ ìîãóò áûòü ðåøåíû
òðèâèàëüíîé ïðîâåðêîé âñåõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ,
îäíàêî ýòî òðåáóåò ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøîãî ïåðåáîðà.

Âñå ñóùåñòâóþùèå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ÁÓ
íå ïîçâîëÿþò ýëèìèíèðîâàòü ýòîò ïåðåáîð. Ïðè÷¼ì îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì âîïðîñ î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè òàêîé
ýëèìèíàöèè.
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Àëãîðèòì 2: ïðèìåð 1

Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x1
��x2 = 1 â ñòðóêòóðå 2.

Øàã ¬ Çàïèñûâàåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â ôîðìå

f2(x1, x2) = x1 · x2 = 0.

Ïðèìåíÿåì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x2 èìååì

x1 · x2 = f2(x1, 1) · x2 ∨ f2(x1, 0) · x2 = 0,

îòêóäà f2(x1, 1) = 0 è f2(x1, 0) = x1.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ¾äâîéíîìó íåðàâåíñòâó¿

f2(x1, 0) 6 x2 6 f2(x1, 1)

èëè
x1 6 x2 6 1. (1)

ïðè óñëîâèè f1(x1) = f2(x1, 0) · f2(x1, 1)︸ ︷︷ ︸
≡ 0

= 0, êîòîðîå

òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ.
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Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì â àëãåáðå ëîãèêè

Àëãîðèòì 2: ïðèìåð x1 · x2 = 0...

Øàã  Óðàâíåíèå

f1(x1) = f2(x1, 0) · f2(x1, 1) = 0,

çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

f1(1) · x1 ∨ f1(0) · x1 = 0,

ãäå f1(1) = f1(0) = 0, à åãî ðåøåíèå â èíòåðâàëüíîé ôîðìå
çàïèñûâàåòñÿ êàê

f1(0) 6 x1 6 f1(1)

èëè
0 6 x1 6 1 (2)

ïðè òðèâèàëüíîé âûïîëíèìîñòè óñëîâèÿ

f0 = f1(1) · f1(0)︸ ︷︷ ︸
≡ 0

= 0.
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Àëãîðèòì 2: ïðèìåð x1 · x2 = 0, x1 6 x2 6 1 (∗)...
Íàéä¼ì ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ äëÿ x1 :

x
(0)
1 = 0, è x

(1)
1 = 1.

Èõ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â (1) äëÿ îïðåäåëåíèÿ x2 .

Ïîäñòàâëÿÿ x
(0)
1 , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

0 6 x2 6 1,

îòêóäà x
(00)
2 = 0 è x

(01)
2 = 1, à ïîäñòàâëÿÿ x

(1)
1 �

1 6 x2 6 1,

îòêóäà x
(1)
2 = 1.

Ò.î. ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò âåêòîðû (00), (01),
(11) èç 22, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêàì ñ åäèíè÷íûì çíà÷åíèåì
ôóíêöèè â òàáëèöå îïåðàöèè èìïëèêàöèè.
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Àëãîðèòì 2: ïðèìåð 2

Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x1 · x2 = x3 â àëãåáðå ëîãèêè.

Øàã ¬ Ïðåîáðàçîâûâàåì èñõîäíîå óðàâíåíèå:

f3(x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ (x1x2)x3 =

= x1x2x3 ∨ (x1 ∨ x2)x3 = x1x2x3 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = 0

è ïðèìåíÿåì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x3:

f3(x1, x2, x3) = (x1 ∨ x2)︸ ︷︷ ︸
f3(x1, x2, 1)

·x3 ∨ x1x2︸︷︷︸
f3(x1, x2, 0)

·x3 = 0.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ â èíòåðâàëüíîì âèäå:

x1x2 6 x3 6 x1 ∨ x2 = x1x2. (1)
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Àëãîðèòì 2: ïðèìåð 2...

Óñëîâèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �

f2(x1, x2) = f3(x1, x2, 1) · f3(x1, x2, 0) = (x1 ∨ x2)x1x2 = 0

âûïîëíÿåòñÿ.

Øàã  Ïîäñòàâëÿÿ â f2(x1, x2) âìåñòî x2 çíà÷åíèÿ 0 è 1,
ïîëó÷àåì

f2(x1, 1) = f2(x1, 0) = 0 .

Ýòî âëå÷¼ò
0 6 x2 6 1 (2)

ïðè òðèâèàëüíî âûïîëíÿåìîì óñëîâèè

f1(x1) = f2(x1, 1) · f2(x1, 0) = 0

òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Àëãîðèòì 2: ïðèìåð 2...

Øàã ® Äëÿ x1 ïîëó÷àåì èíòåðâàëüíîå ðåøåíèå

0 6 x1 6 1 (3)

ïðè f0 = f1(1) · f1(0) = 0.

Ò.î. èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå è èç (3) è (2) ïîëó÷àåì
x1, x2 ∈ {0, 1}, à èç (2.1) � x1 · x2 6 x3 6 x1 · x2.

Îòñþäà ðåøåíèÿ: (000), (010), (100), (111), ñîâïàäàþùèå ñ
ðàíåå íàéäåííûìè.
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Àëãîðèòì 2'

Àëãîðèòì 2 ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí: íà (n− p+ 1)-ì øàãå
ïðîâîäèòü ðàçëîæåíèå Øåííîíà âîçìîæíî ïî ëþáîé
ïåðåìåííîé ñ èíäåêñîì 1, 2, . . . , p è íå îáÿçàòåëüíî ïî xp.

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèè

fp(x̃) = &
α̃

f(x̃, α̃) , p = 1, n, (∗∗′)

ãäå x̃ = (xj1 , . . . , xjp ), α̃ = (αip+1 , . . . , αin ) ∈ 2n−p è

fp,k(x̃
′, 1) = fp(x̃)

∣∣
xk=1

, fp,k(x̃
′, 0) = fp(x̃)

∣∣
xk=0

.

Àëãîðèòì, ïîëó÷àþùèéñÿ èç àëãîðèòìà Àëãîðèòì 2 çàìåíîé
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé fp ñ (∗∗) íà (∗∗′), âûáîðîì òåì èëè
èíûì ñïîñîáîì íà êàæäîì, êðîìå ïîñëåäíåãî, øàãå èíäåêñà
k ∈ { j1, . . . , jp } è çàìåíàìè fp(x1, . . . , xp−1, 1) 7→ fp,k(x̃

′, 1)
fp(x1, . . . , xp−1, 0) 7→ fp,k(x̃

′, 0), íàçîâ¼ì Àëãîðèòìîì 2'.
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Àëãîðèòì 2': ïðèìåð

Íàéòè ïî Àëãîðèòìó 3' âñå ðåøåíèÿ (óæå ðåø¼ííîãî)
óðàâíåíèÿ x1 · x2 = x3 â 2.

Øàã ¬ Äëÿ óðàâíåíèÿ x1x2x3 ∨ x1x3 ∨ x2x3 = 0 ïðèìåíèì
ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x1 (k = 1):

f3(x1, x2, x3) = (x2∨x3)(x2∨x3)·x1 ∨ (x2∨x3)(x2∨x3)·x1 = 0,

îòêóäà

f3,1(x2, x3, 1) = x2x3 ∨ x2x3, f3,1(x2, x3, 0) = x3.

Çàïèñûâàåì ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â èíòåðâàëüíîì âèäå:

x3 6 x1 6 x2x3 ∨ x2x3 = x2x3 ∨ x2x3.

Óñëîâèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �

f2(x1, x2) = f3(x1, x2, 1) · f3(x1, x2, 0) = x2x3 = 0.
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Àëãîðèòì 2': ïðèìåð...

Øàã  Ïîäñòàâëÿÿ â f2(x2, x3) âìåñòî x2 (k = 2) çíà÷åíèÿ
0 è 1, ïîëó÷àåì

f2,2(x3, 1) = 0 , f2,2(x3, 0) = x3 .

Ýòî âëå÷¼ò
x3 6 x2 6 1

ïðè òðèâèàëüíî âûïîëíÿåìîì óñëîâèè

f1(x3) = f2,2(x3, 1) · f2,2(x3, 0) = 0.

òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Øàã ® Äëÿ x3 ïîëó÷àåì èíòåðâàëüíîå ðåøåíèå

0 6 x3 6 1

ïðè f0 = 0.
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Àëãîðèòì 2': ïðèìåð...

Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ x3, x2 è x1 (â äàííîì ïîðÿäêå) ñ
ó÷¼òîì óñëîâèÿ (∗), ïîëó÷àåì èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

x3 = 1 ⇒ x2 = 1 ⇒ x1 = 1,

x3 = 0 ⇒ x2 = 0 ⇒ x1 ∈ {0, 1},
x3 = 0 ⇒ x2 = 1 ⇒ x1 = 0.

ò.å. ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñóòü òå æå âåêòîðû (000),
(010), (100) è (111).

Íàèáîëåå òðóäî¼ìêîé ïðîöåäóðîé äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ôîðìóë fp. Â ïðîöåññå èõ ïîñòðîåíèÿ íåîáõîäèìî
ïðîèçâîäèòü ïîäñòàíîâêè íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â fp.
Â ÷àñòíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè f0 íàäî ïîäñòàâèòü 2n íàáîðîâ è
îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé áóäåò ïîðÿäêà ω · 2n,
ãäå ω � ñëîæíîñòü ïîäñòàíîâêè îäíîãî íàáîðà.
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Ðàçäåëû

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ áóëåâîé àëãåáðû (íàïîìèíàíèå)

Áóëåâû ìíîãî÷ëåíû

Ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòåéøèå
óðàâíåíèÿ â 2

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Áåñïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûì
â àëãåáðå ëîãèêè

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ
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Àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîíñòàíòó 1 è âûðàæåíèÿ âèäà xi1 · . . . · xir , ãäå
∅ 6= {i1, . . . , ir} ⊆ {1, . . . n} íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè
ìîíîòîííûìè êîíúþíêöèÿìè íàä Xn = { 0, 1, x1, . . . , xn}.
Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì íàä Xn åñòü ëèáî 1 (ïîëèíîì äëèíû
0), ëèáî âûðàæåíèå âèäà

K1 + . . .+Ks,

ãäå Ki � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòàðíûå ìîíîòîííûå
êîíúþíêöèè íàä Xn; i = 1, . . . , s, s � äëèíà ïîëèíîìà.

Ïîä çàïèñüþ p = q ïîíèìàþò ñèíòàêñè÷åñêîå òîæäåñòâî
ïîëèíîìîâ p è q.

Pln � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íàä Xn.

ßñíî, ÷òî Pl1 ⊂ Pl2 ⊂ . . . ⊂ Pln ⊂ Pln+1 ⊂ . . ..
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Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Çàìåòèì, ÷òî Pln íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð,
x1 · x1 6= x1, x1 · x2 6= x2 · x1 è K1 +K2 6= K2 +K1.

Äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ïîäîáíûõ âûðàæåíèé âîñïîëüçóåìñÿ
ïîíÿòèåì ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü R = 〈R, +, ·, 0, 1 〉 � áóëåâî êîëüöî è p � ïîëèíîì èç
Pln.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç pR(r1, . . . , rn) ýëåìåíò èç R, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç p çàìåíàìè xi 7→ ri ∈ R, i = 1, . . . , n, 0 7→ o,
1 7→ ι. Òîãäà îòîáðàæåíèå

pR : Rn → R

íàçîâ¼ì ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèåé, èíäóöèðîâàííîé
àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîì p íà R.
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Àëãåáðàè÷åñêèå ïîëèíîìû: ýêâèâàëåíòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Äâà ìíîãî÷ëåíà p, q ∈ Pln íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
(ñèìâîëè÷åñêè p ∼ q ), åñëè ðàâíû èõ ïîëèíîìèàëüíûå
ôóíêöèè íà {0, 1} = 2, ò.å. p ∼ q ⇔ p2 = q2.

Îáîçíà÷èì Pn(R) = {pR | p ∈ Pln} � ìíîæåñòâî âñåõ
ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, èíäóöèðîâàííûõ ïîëèíîìàìè èç
Pln íà R.

::::::::
Òåîðåìà

Pln/∼ åñòü áóëåâî êîëüöî, è Pln/∼ ∼= Pn(2).

Ýëåìåíòû Pln/∼ íàçûâàþò ïîëèíîìàìè Æåãàëêèíà (ÏÆ).
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Òåîðåìà Æåãàëêèíà è ðàçëîæåíèå Ðèäà

::::::::
Òåîðåìà (È.È.Æåãàëêèí)

Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

Ðàçëîæåíèå Ðèäà áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ P2

f(x) = a · x+ b = (f(0) + f(1)) · x+ f(0)
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Óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå

Ðàññìîòðèì â áóëåâîì êîëüöå óðàâíåíèå âèäà

a1Q1(x1, . . . , xn) + . . . + arQr(x1, . . . , xn) = b, (∗)

ãäå a1, . . . , ar, b ∈ {0, 1} � èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû,
Q1(x1, . . . , xn), . . . , Qr(x1, . . . , xn) � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
ìîíîòîííûå êîíúþíêöèè íàä

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåíèåì

a = a+ 1.

::::::::
Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â áóëåâîì
êîëüöå)

Óðàâíåíèå (∗) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, åñëè

b · a1 · . . . · ar = 0. (∗∗)
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Óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå... b · a1 · . . . · ar = 0

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü óðàâíåíèå (∗) èìååò êîðíè, à óñëîâèå
(∗∗) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïîäñòàâèâ êîðíè â (∗), ïîëó÷èì òîæäåñòâî

a1Q1 · . . . · arQr = b,

óìíîæèâ êîòîðîå íà a1 · . . . · ar, ïîëó÷èì (∗∗), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

a · x+ b = 0. (1)

Ïóñòü óñëîâèå a · b ≡ 0 âûïîëíÿåòñÿ.
Òîãäà x = b åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ (1): äåéñòâèòåëüíî, èìååì
a · b+ b = ab.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå... b · a1 · . . . · ar = 0

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü óñëîâèå a · b = 0 âûïîëíÿåòñÿ.
Òîãäà x = b åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ (1): äåéñòâèòåëüíî, èìååì

a · b+ b = ab.

Ïóñòü óñëîâèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (∗) ñ n
íåèçâåñòíûìè. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ
óðàâíåíèÿ âèäà (∗) ñ n+ 1 íåèçâåñòíûìè.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå ñ n+ 1 íåèçâåñòíûìè â âèäå:

(a0 + a1Q1(x1, . . . , xn) + . . . + arQr(x1, . . . , xn))xn+1 + b0 +

+ b1P1(x1, . . . , xn) + . . . + bkQk(x1, . . . , xn) = 0 .

Çàïèøåì óñëîâèå (∗∗) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn:

a0xn+1 · . . . · arxn+1 · b0b1 . . . bk = 0. (2)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå... b · a1 · . . . · ar = 0

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

ßñíî, ÷òî áóëåâó ôóíêöèþ f(x) îò ïåðåìåííîé x ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = x(f(0) + f(1)) + f(0) . (3)

Èç (2) è (3) ïîëó÷èì

xn+1(b0b1 . . . bk + a0a1 . . . ar · b0b1 . . . bk) + b0b1 . . . bk = 0 .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå, ïîëó÷åííîå äëÿ (1), ïîëó÷àåì

a0a1 . . . ar · b0b1 . . . bk = 0 .
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ b = 0 â áóëåâîì êîëüöå

::::::::
Òåîðåìà (î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå)

Åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå, òî âñå îíè îïèñûâàþòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

x = b+ a · λ(x), (4)

ãäå λ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé x.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (4) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (1).

Ïåðåïèøåì (1) â âèäå ax = b .
Ïî (∗∗) ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, åñëè ba ≡ 0. Ïîäñòàâèâ
(4) â (1), ïîëó÷èì ab+ b = 0 èëè ab = b, ÷òî, ïî ëåììå îá
îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ýëåìåíòîâ áóëåâîé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíî
0 = ba.
Ò.î. âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé
âëå÷¼ò ñïðàâåäëèâîñòü òîãî, ÷òî (4) åñòü êîðåíü (1).
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ b = 0 â áóëåâîì êîëüöå...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî (4) îïèñûâàåò âñå êîðíè (1).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé êîðåíü β, ÷òî

β 6= b+ a · λ(x) (5)

íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè λ(x).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (β + b)a 6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè òàêîå ε 6≡ 0, ÷òî (β + b) · a = ε,
îòêóäà

β · a = b · a+ ε . (6)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ b = 0 â áóëåâîì êîëüöå...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïîäñòàâëÿÿ β â (1) ìû äîëæíû ïîëó÷èòü òîæäåñòâî

(β + b) · a = ε ,

èëè, èñïîëüçóÿ (6) � b · a+ ε+ b ≡ 0 , b · a+ ε ≡ 0.

Íî, ñîãëàñíî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â
áóëåâîì êîëüöå, ba ≡ 0 è òîãäà ε ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5).
Çíà÷èò, β íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (1).

Èòåðàöèîííî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ
îäíèì íåèçâåñòíûì, ìîæíî ïîëó÷èòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé âèäà (∗) ñî ìíîãèìè íåèçâåñòíûìè.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé I 82 / 83

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå: ïðèìåð

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

a0 + a1x1x2x3 + a2x3 = 0. (7)

Ïóñòü óñëîâèå (∗∗) âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. a0a1a2 = 0.
Çàïèøåì óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè îòíîñèòåëüíî x3 �

a0(a1x1x2 + a2) = 0 (8)

è ðàçðåøèìîñòè ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî x2 �

a0a2(a0a1x1 + 1) = 0 .

Îòñþäà íàõîäèì x1:

x1 = a0a2 + a0a1a2 · λ1, (9)

ãäå λ ∈ {0, 1}.
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ÀÍÔ

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â áóëåâîì êîëüöå: ïðèìåð...

Èç (8) è (9) ïîëó÷àåì x2:

x2 = a0a2 + a0a1a2 + a0a1a2λ1 · λ2, (10)

à èç (9), (10) è (7) � x3:

x3 = a0 + a0a1a2 + a0λ1λ2 · λ3.
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