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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

X � îáúåêòû, Y � îòâåòû, X × Y � â.ï. ñ ïëîòíîñòüþ p(x , y);
Äàíî:

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ∼ p(x , y) � ïðîñòàÿ âûáîðêà (i.i.d.);

Íàéòè:

êëàññè�èêàòîð a : X → Y ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè.

Âðåìåííîå äîïóùåíèå: ïóñòü èçâåñòíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

p(x , y) = p(x) P(y |x) = P(y)p(x |y).

P(y) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà y ;

p(x |y) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññà y ;

P(y |x) � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà y ;

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè:

a(x) = argmax
y∈Y

P(y |x) = argmax
y∈Y

P(y)p(x |y).
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Êëàññè�èêàöèÿ ïî ìàêñèìóìó �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ

×àñòíûé ñëó÷àé: a(x) = argmax
y∈Y

p(x |y) ïðè ðàâíûõ P(y).
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Âåðîÿòíîñòü îøèáêè è �óíêöèîíàë ñðåäíåãî ðèñêà

a : X → Y ðàçáèâàåò X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè:

Ay = {x ∈ X | a(x) = y}, y ∈ Y .

Îøèáêà: îáúåêò x êëàññà y ïîïàäàåò â As , s 6= y .

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè: P(As , y) =
∫

As
p(x , y)dx .

Ïîòåðÿ îò îøèáêè: çàäàíà λys > 0, äëÿ âñåõ (y , s) ∈ Y × Y .

Ñðåäíèé ðèñê�ìàò.îæèäàíèå ïîòåðè äëÿ êëàññè�èêàòîðà a:

R(a) =
∑

y∈Y

∑

s∈Y

λys P(As , y),
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Òåîðåìà

Åñëè èçâåñòíû P(y) è p(x |y), òî ìèíèìóì ñðåäíåãî ðèñêà R(a)
äîñòèãàåòñÿ áàéåñîâñêèì êëàññè�èêàòîðîì

a(x) = argmin
s∈Y

∑

y∈Y

λysP(y)p(x |y).

Òåîðåìà

Åñëè ê òîìó æå λyy = 0 è λys ≡ λy äëÿ âñåõ y , s ∈ Y ,

òî ìèíèìóì ñðåäíåãî ðèñêà R(a) äîñòèãàåòñÿ ïðè

a(x) = argmax
y∈Y

λyP(y)p(x |y).
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Èòàê, åñòü äâå ïîäçàäà÷è, ïðè÷¼ì âòîðóþ ìû óæå ðåøèëè!

1

Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âûáîðêå

Äàíî: X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà.

Íàéòè: ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè P̂(y) è p̂(x |y), y ∈ Y

2

Ïîñòðîåíèå êëàññè�èêàòîðà

Äàíî: âåðîÿòíîñòè P(y) è ïëîòíîñòè p(x |y), y ∈ Y .

Íàéòè: êëàññè�èêàòîð a : X × Y , ìèíèìèçèðóþùèé R(a).

Çàìå÷àíèå 1: ïîñëå çàìåíû P(y) è p(x |y) èõ ýìïèðè÷åñêèìè
îöåíêàìè áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð óæå íå îïòèìàëåí.

Çàìå÷àíèå 2: çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ �

áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì çàäà÷à êëàññè�èêàöèè.
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Çàäà÷è ýìïèðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ

×àñòîòíàÿ îöåíêà àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè:

P̂(y) = ℓy/ℓ, ℓy = |Xy |, Xy =
{
xi ∈ X : yi = y

}
.

Îöåíêè ïëîòíîñòè p̂(x) ïî i.i.d. âûáîðêå Xy = {x1, . . . , xm}

1

Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ÌÏ-îöåíêà p̂(x) = ϕ(x , θ):
m∑

i=1
logϕ(xi , θ) → max

θ
.

2

Îöåíêà ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé p̂(x) =
∑k

j=1 wjϕ(x , θj )

m∑

i=1

log
k∑

j=1

wjϕ(xi , θj) → max
w ,θ

.

3

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè:

p̂(x) =
m∑

i=1

wiK

(
ρ(x , xi )

h

)

.
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Äîïóùåíèå (äåéñòâèòåëüíî íàèâíîå):

Ïðèçíàêè fj : X → Dj � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, pj(ξ|y), y ∈ Y , j = 1, . . . , n.

Òîãäà �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êëàññîâ ïðåäñòàâèìû â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé ïî ïðèçíàêàì:

p(x |y) = p1(ξ1|y) · · · pn(ξn|y), x = (ξ1, . . . , ξn), y ∈ Y .

Ïðîëîãàðè�ìèðóåì (äëÿ óäîáñòâà). Ïîëó÷èì êëàññè�èêàòîð

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλy P̂(y) +

n∑

j=1

ln p̂j(ξj |y)

)

.

Âîññòàíîâëåíèå n îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

� íàìíîãî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à, ÷åì îäíîé n-ìåðíîé.
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Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé: |X | ≪ m. �èñòîãðàììà çíà÷åíèé xi :

p̂(x) =
1

m

m∑

i=1

[xi = x ].

Îäíîìåðíûé íåïðåðûâíûé ñëó÷àé: X = R. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïëîòíîñòè, åñëè P [a, b] � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îòðåçêà [a, b]:

p(x) = lim
h→0

1

2h
P [x − h, x + h],

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h

(çàìåíÿåì âåðîÿòíîñòü íà äîëþ îáúåêòîâ âûáîðêè):

p̂h(x) =
1

2h

1

m

m∑

i=1

[
|x − xi | < h

]
.

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron�foresys.ru) Áàéåñîâñêàÿ òåîðèÿ êëàññè�èêàöèè 10 / 29



Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Ëîêàëüíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

mh

m∑

i=1

1

2

[
|x − xi |

h
< 1

]

.

Îáîáùåíèå: îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

mh

m∑

i=1

K

(
x − xi

h

)

,

ãäå K (r) � ÿäðî, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì:

� ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ;

� íîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ:

∫
K (r) dr = 1;

� íåâîçðàñòàþùàÿ ïðè r > 0, íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè K (r) = 1
2

[
|r | < 1

]
èìååì ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó.
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Îáîñíîâàíèå îöåíêè Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Òåîðåìà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé, X = R)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Xm
� ïðîñòàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x);

2) ÿäðî K (z) íåïðåðûâíî è îãðàíè÷åíî:

∫

X
K 2(z) dz < ∞;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hm: lim
m→∞

hm = 0 è lim
m→∞

mhm = ∞.

Òîãäà:

1) p̂hm(x) → p(x) ïðè m → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ;

2) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èìååò ïîðÿäîê O(m−2/5).

À êàê áûòü â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà X = R
n
?
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Äâà âàðèàíòà îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

1. Åñëè îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n ÷èñëîâûìè ïðèçíàêàìè

fj : X → R, j = 1, . . . , n.

p̂h(x) =
1

m

m∑

i=1

n∏

j=1

1

hj
K

(
fj(x)− fj(xi )

hj

)

.

2. Åñëè íà X çàäàíà �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′):

p̂h(x) =
1

mV (h)

m∑

i=1

K

(
ρ(x , xi )

h

)

,

ãäå V (h) =
∫

X
K
(
ρ(x ,xi )

h

)

dx � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü.

Óïðàæíåíèå: Ïðèâåäèòå ïðèìåðû òàêèõ K è ρ, ÷òîáû
âàðèàíòû 1 è 2 îêàçàëèñü ýêâèâàëåíòíûìè.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà (Parzen window)

Ïàðçåíîâñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y :

p̂h(x |y) =
1

ℓyV (h)

∑

i : yi=y

K

(
ρ(x , xi )

h

)

,

Ìåòîä îêíà Ïàðçåíà � ýòî ìåòðè÷åñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x ;X ℓ, h) = argmax
y∈Y

λy

P(y)

ℓy

∑

i : yi=y

K

(
ρ(x , xi )

h

)

.

Çàìå÷àíèå 1: ìíîæèòåëü V (h) íå äîëæåí çàâèñåòü îò xi
(òðåáîâàíèå îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà 〈X , ρ〉).

Çàìå÷àíèå 2: èìååì ïðîáëåìû âûáîðà

ÿäðà K (r), øèðèíû îêíà h, �óíêöèè ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′).
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Âûáîð ÿäðà

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

E     Q

T

П

G

E (r) = 3
4(1− r2)

[
|r | 6 1

]
� îïòèìàëüíîå (Åïàíå÷íèêîâà);

Q(r) = 15
16(1− r2)2

[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå;

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå;

G (r) = (2π)−1/2 exp(−1
2 r

2) � ãàóññîâñêîå;

Π(r) = 1
2

[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Âûáîð ÿäðà ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè:

J(K ) =

∫ +∞

−∞
E
(
p̂h(x)− p(x)

)2
dx .

ÿäðî K (r) ñòåïåíü ãëàäêîñòè J(K ∗)/J(K )

Åïàíå÷íèêîâà K ∗(r) p̂′h ðàçðûâíà 1.000

Êâàðòè÷åñêîå p̂′′h ðàçðûâíà 0.995

Òðåóãîëüíîå p̂′h ðàçðûâíà 0.989

�àóññîâñêîå ∞ äè��åðåíöèðóåìà 0.961

Ïðÿìîóãîëüíîå p̂h ðàçðûâíà 0.943

Çàìå÷àíèå: â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ

J(K∗)/J(K) ïðè m → ∞, ïðè÷¼ì ýòî îòíîøåíèå íå çàâèñèò îò p(x).
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Ïðèìåð. Çàâèñèìîñòü îöåíêè ïëîòíîñòè îò øèðèíû îêíà

Îöåíêà p̂h(x) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò øèðèíû îêíà h:
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Âûáîð øèðèíû îêíà

Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü Leave One Out:

LOO(h) =

ℓ∑

i=1

[

a
(
xi ;X

ℓ\xi , h
)
6= yi

]

→ min
h
,

Òèïè÷íûé âèä çàâèñèìîñòè LOO(h):

LOO

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

h
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà

Îêíà ïåðåìåííîé øèðèíû

Ïðîáëåìà:

ïðè íàëè÷èè ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé ëþáàÿ h íå îïòèìàëüíà.

Èäåÿ:

çàäàâàòü íå øèðèíó îêíà h, à ÷èñëî ñîñåäåé k .

hk(x) = ρ
(
x , x(k+1)

)
,

ãäå x(i) � i -é ñîñåä îáúåêòà x ïðè ðàíæèðîâàíèè âûáîðêè X ℓ
:

ρ(x , x(1)) 6 · · · 6 ρ(x , x(ℓ)).

Çàìå÷àíèå 1: íîðìèðîâêà V (hk) íå äîëæíà çàâèñåòü îò y ,

ïîýòîìó âûáîðêà ðàíæèðóåòñÿ öåëèêîì, à íå ïî êëàññàì Xy .

Çàìå÷àíèå 2: îïòèìèçàöèÿ LOO(k) àíàëîãè÷íà LOO(h).
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëîòíîñòè

p(x) = ϕ(x ; θ),

ãäå θ � ïàðàìåòð, ϕ � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ.

Íàéä¼ì îïòèìàëüíîå θ ïî i.i.d. âûáîðêå Xm = {x1, . . . , xm}.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(θ;Xm) =
m∑

i=1

lnϕ(xi ; θ) → max
θ

.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìóìà:

∂

∂θ
L(θ;Xm) =

m∑

i=1

∂

∂θ
lnϕ(xi ; θ) = 0,

ãäå �óíêöèÿ ϕ(x ; θ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïî ïàðàìåòðó θ.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü X = R
n
� îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n ÷èñëîâûìè ïðèçíàêàìè.

�èïîòåçà: êëàññû èìåþò n-ìåðíûå ãàóññîâñêèå ïëîòíîñòè:

p(x |y) = N (x ;µy ,Σy ) =
e−

1
2 (x−µy )òΣ

−1
y (x−µy )

√

(2π)n detΣy

, y ∈ Y ,

ãäå µy ∈ R
n
� âåêòîð ìàòîæèäàíèÿ (öåíòð) êëàññà y ∈ Y ,

Σy ∈ R
n×n

� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà êëàññà y ∈ Y

(ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ).

Òåîðåìà

1. �àçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü

{
x ∈ X

∣
∣ λyP(y)p(x |y) = λsP(s)p(x |s)

}

êâàäðàòè÷íà äëÿ âñåõ y , s ∈ Y , y 6= s.

2. Åñëè Σy = Σs , òî îíà âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíóþ.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíò

Òåîðåìà

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ n-ìåðíûõ

ãàóññîâñêèõ ïëîòíîñòåé êëàññîâ y ∈ Y :

µ̂y =
1

ℓy

∑

i : yi=y

xi ;

Σ̂y =
1

ℓy

∑

i : yi=y

(xi − µ̂y )(xi − µ̂y )
ò.

Êâàäðàòè÷íûé äèñêðèìèíàíò � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλyP(y)−
1
2(x− µ̂y)

òΣ̂−1
y (x− µ̂y )−

1
2 ln det Σ̂y

)

.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåäïîëîæåíèÿ î íîðìàëüíîñòè êëàññîâ

Êàæäûé êëàññ � îáëàêî òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû:

Åñëè Σ = diag(σ2
1 , . . . , σ

2
n): îñè ýëëèïñîèäà ïàðàëëåëüíû îðòàì

Â îáùåì ñëó÷àå: Σ = VSV ò

� ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå,

V = (v1, . . . , vn) � îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû Σ,
S = diag(λ1, . . . , λn) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

(x−µ)òΣ−1(x−µ) = (x−µ)òVS−1V ò(x−µ) = (x ′−µ′)òS−1(x ′−µ′).

x ′ = V òx � äåêîððåëèðóþùåå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà

Äîïóùåíèå:

êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû êëàññîâ ðàâíû: Σy = Σ, y ∈ Y .

Îöåíêà ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ Σ:

Σ̂ =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

(xi − µ̂yi )(xi − µ̂yi )
ò

Ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò � ïîäñòàíîâî÷íûé àëãîðèòì:

a(x) = argmax
y∈Y

λy P̂(y)p̂(x |y) =

= argmax
y∈Y

(
ln(λy P̂(y))−

1
2 µ̂

ò

y Σ̂
−1µ̂y

︸ ︷︷ ︸

βy

+xò Σ̂−1µ̂y
︸ ︷︷ ︸

αy

)
;

a(x) = argmax
y∈Y

(
xòαy + βy

)
.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êâàäðàòè÷íîãî äèñêðèìèíàíòà

Ïðèìåð. Èðèñû Ôèøåðà: òðè êëàññà ïî 50 îáúåêòîâ,

ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè � êâàäðàòè÷íûå

Åñëè Σs = Σt , òî ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ëèíåéíàÿ:

(x − µst)
òΣ−1(µs − µt) = ln(λtP(t)/λsP(s)),

ãäå µst =
1
2 (µs + µt) � ñåðåäèíà ìåæäó öåíòðàìè êëàññîâ.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êâàäðàòè÷íîãî äèñêðèìèíàíòà
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòà

Â îäíîìåðíîé ïðîåêöèè íà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ðàçäåëÿþùåé

ãèïåðïëîñêîñòè êëàññû ðàçäåëÿþòñÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì,

òî åñòü ñ ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè.
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Îïòèìàëüíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç

Ïðîáëåìà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Ïðîáëåìà ìóëèòèêîëëèíåàðíîñòè

Ìàòðèöà Σ̂y âûðîæäåíà ïðè ℓy < n

è ìîæåò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåíà ïðè ℓy > n

�åãóëÿðèçàöèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû:

1) îáðàùåíèå Σ̂ + τ In âìåñòî Σ̂
2) âûáîð ïàðàìåòðà τ ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ

Äèàãîíàëèçàöèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû,

íîðìàëüíûé íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

a(x) = argmax
y∈Y

(

lnλy P̂(y) +
n∑

j=1
ln p̂j(ξj |y)

)

, x ≡ (ξ1, . . . , ξn);

p̂j (ξ|y) =
1√

2πσ̂yj
exp

(

−
(ξ−µ̂yj )

2

2σ̂2
yj

)

, y ∈ Y , j = 1, . . . , n;

µ̂yj è σ̂yj � îöåíêè ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ïðèçíàêà j â Xy .
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�åçþìå

Ýòó �îðìóëó ïîëåçíî ïîìíèòü:

a(x) = argmax
y∈Y

λyP(y)p(x |y).

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð:

ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ.

Êàê íè ñòðàííî, èíîãäà ýòî ðàáîòàåò.

Òðè ïîäõîäà ê âîññòàíîâëåíèþ ïëîòíîñòè p(x |y) ïî âûáîðêå:

Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä = ìîäåëü ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ + ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä íàèáîëåå ïðîñò è ïðèâîäèò

ê ìåòîäó ïàðçåíîâñêîãî îêíà.

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé � â ñëåäóþùåé ëåêöèè
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