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1. Ââåäåíèå

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç � ìåòî ä ìî äåëèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ èçìåð ÿåìûõ äàííûõ. Äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðû
çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé (ïåðåìåííîé îòêëèêà) è íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé (îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé). Ðåãðåññèîííàÿ ìî-
äåëü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðîâ
ñ äîáàâëåííîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Ïàðàìåòðû ðåãðåññèîííîé
ìî äåëè íàñòðàèâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìî äåëü íàèëó÷øèì
îáðàçîì ïðèáëèæàëà äàííûå. Êðèòåðèåì êà÷åñòâàïðèáëèæåíèÿ
(öåëåâîé ôóíêöèåé) îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèá-
êà: ñóììà êâàäðàòîâ ðàçíîñòè çíà÷åíèé ìî äåëè è çàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé äëÿ âñåõçíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, âçÿòûõ â êà-
÷åñòâåàðãóìåíò à.

Ïðåäïîëàã àåòñÿ, ÷òî çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ åñòüñóììà çíà-
÷åíèé ìî äåëè è íåê îòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïðåäïîëî æåíèå
î õàðàêòåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé
ïîðî æäåíèÿ äàííûõ. Äëÿ ïî äòâåðæäåíèÿ èëè îïðîâåð æåíèÿ ýòîé
ãèïîòåçû âûïîëíÿþòñ ÿ ñòàòèñòè÷åñêèåòåñòû,íàçûâàåìûå àíàëè-
çîì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåçàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ íå ñîäåðæèò îøèáîê.

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç èñïîëüçó åòñÿ äëÿ ïðîãíîçà, àíàëèçà
âðåìåííûõ ðÿäîâ, ïðîâåðîê ãèïîòåç è âûÿâëåíèÿ ñêðûòûõ çàêî-
íîìåðíîñòåé â äàííûõ.

1.1. Îïðåäåëåíèå ðåãðåññèè

Ðåãðåññèÿ� ýòî çàâèñèìîñòü E(yjx) = f (x) ìàòåìàòè÷åñêîãî
î æèäàíèÿ íåê îòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y (çàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé) îò î äíîé èëè íåñêîëüêèõ äðóãèõâåëè÷èí x (íåçàâèñèìûõ ïå-
ðåìåííûõ). Çàäà÷à ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñê å
òàêîé ôóíêöèè f , êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýòó çàâèñèìîñòü. Ðåãðåññèÿ
ìî æåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåñóììû íåñëó÷àéíîé è ñëó÷àéíîé
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ñîñòàâëÿþùèõ
y = f (x) + � ;

ãäå f � ôóíêöèÿ ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè, à � � àääèòèâíàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íó ëåâûì ìàòî æèäàíèåì.

Îáû÷íî ïðåäïîëàã àåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà � èìååò ãàóññîâñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ íó ëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé � 2

� .
Çàäà÷à ïîèñê à ðåãðåññèîííîé ìî äåëè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Ïó ñòü çàäàíà âûáîðê à � ìíî æåñòâî f x 1; :::; xN jx 2 RM g
çíà÷åíèé ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé è ìíî æåñòâî f y1; :::; yN jy 2 Rg ñî-
îòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ýòè ìíî æåñòâà
îáîçíà ÷àþòñÿ êàê D, ìíî æåñòâî èñõî äíûõ äàííûõ f (x ; y) i g. Çà-
äàíà ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëü � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé f (w ; x). Ìî äåëü çàâèñèòîò ïàðàìåòðîâ w 2 RW . Òðåáóåòñÿ
íàéòè íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ �w :

�w = arg max
w 2 RW

p(yjx; w ; f ) = p(D jw; f ):

Ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè p çàâèñèòîò ãèïîòåçû ïîðî æäåíèÿ äàííûõ
è çàäàåòñÿ áàéåñîâñêèì âûâî äîì èëè ìåòî äîì íàèáîëüøåãî ïðàâ-
äîïî äîáèÿ.

1.2. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Ïó ñòüôóíêöèÿ f ëèíåéíî çàâèñèòîò ïàðàìåòðîâ w. Ïðè ýòîì
ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé x íå ïðåäïîëàã à-
åòñÿ,

y = f (w ; x) + � =
WX

j =1

wj gj (x) + � :

Â ñëó÷àå,êîãäà ôóíêöèÿ g � id, ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿèìååò âèä

y =
WX

j =1

wj x j + � = hw; x i + � ;
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Ðèñ. 1. Ïðèìåðû âûáîðîê

ãäå x j � êîìïîíåíòû âåêòîðà x.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íàõ î äÿò ñ ïîìîùüþ ìåòî äà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàã àåòñÿ ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì î äíèì èç âàæíûõ êðèòåðèåâêà-
÷åñòâàïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ îøè-
áîê

SSE= kf (x i ) � yi k2 =
NX

i =1

(yi � f (w ; x i ))2;

SSE� Sum of SquaredErrors. Ðàçíîñòü ìåæäó ôàêòè÷åñêèì è âû-
÷èñëåííûì çíà÷åíèåì çàâèñèìîé ïåðåìåííîé f (x i ) � yi íàçûâàåòñÿ
íåâÿçêîé. Âåêòîð íåâÿçîê îáîçíà ÷àåòñÿ f (x) � y . Ýòîò âåêòîð òàê-
æå íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ (residuals). Àíà-
ëèçó ýòîãî âåêòîðà ïîñâÿùåí îòäåëüíûé ðàçäåëäàííîé îáëàñòè,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ¾àíàëèçðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ¿. Â ÷àñòíî-
ñòè, â íåãî âõî äèò âû÷èñëåíèå äèñïåðñèè îñòàòêîâ:

�� 2
� =

SSE
N � 2

= MSE:

ÇäåñüMSE � Mean SquareError, ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáê à.
Íà ðèñ. 1 âûáîðêè îáîçíà ÷åíû òî÷êàìè, à ðåãðåññèîííûå

çàâèñèìîñòè � ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Ïî îñè àáñöèññ îòëî-
æåíà ñâîáî äíàÿ ïåðåìåííàÿ, à ïî îñè îð äèíàò � çàâèñèìàÿ.
Âûáîðê à ìî æåò áûòü íå ôóíêöèåé, à îòíîøåíèåì. Íàïðè-
ìåð, äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè ìîãóò áûòü òàêèìè:
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f (0; 0); (0; 1); (0; 2); (1; 1); (1; 2); (1; 3)g, ñì. ðèñ.1, ñïðàâà. Â òàêîé
âûáîðê å î äíîìó çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé x ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëü-
êî çíà÷åíèé ïåðåìåííîé y.

1.3. Î òåðìèíàõ

Òåðìèí ¾ðåãðåññèÿ¿áûë ïðåäëî æåí Ôðýíñèñîì Ãàëüòîíîì
â êîíöå XIX â. Ãàëüòîí îáíàðóæèë, ÷òî äåòè ðî äèòåëåéñ âûñî-
êèì èëè íèçêèì ðîñòîì îáû÷íî íå íàñëåäóþò âûäàþùèéñ ÿ ðîñò
è íàçâàë ýòîò ôåíîìåí ¾ðåãðåññèÿê ïîñðåäñòâåííîñòè¿ . Ñíà ÷à-
ëà ýòîò òåðìèí èñïîëüçîâàëñ ÿ èñêëþ÷èòåëüíî â áèîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå. Ïîñëå ðàáîò Êàðëà Ïèðñîíà åãî ñòàëè èñïîëüçîâàòü è
â ñòàòèñòèêå.

Ðàçëè÷àþò îäíî ìåðíóþ è ìíîãî ìåðíóþ ðåãðåññèþ ñ î äíîé
è ñ íåñêîëüêèìè ñâîáî äíûìè ïåðåìåííûìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñâîáî äíàÿ ïåðåìåííàÿ � âåêòîð x 2 RN . Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,êî-
ãäà ñâîáî äíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, îíà áóäåò îáîçíà-
÷àòüñÿ x. Ðàçëè÷àþò ëèíåéíóþ è íåëèíåéíóþ ðåãðåññèþ.Åñëè ðå-
ãðåññèîííàÿ ìî äåëü íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé
ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ, òî ãîâîð ÿò î íåëèíåéíîé ðåãðåññèè.Ïðè
ýòîì ìî äåëüìî æåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåñóïåðïîçèöèè ôóíê-
öèé ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ g èç íåê îòîðîãî íàáîðà. Íåëèíåéíûå
ìî äåëèâêëþ÷àþò ýêñïîíåíöèàëüíûå, òðèãîíîìåòðè÷åñêè å,è äðó-
ãèå (íàïðèìåð, ðàäèàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè èëè ïåðñåïòðîí
Ðîçåíáëàòòà).

Ðàçëè÷àþò ïàðàìåòðè÷åñêóþ è íåïàð àìåòðè÷åñêóþ ðåãðåñ-
ñèþ. Ñòðîãóþ ãðàíèöó ìåæäó ýòèìè òåðìèíàìè ïðîâåñòè ñëîæíî.
Â íàñòî ÿùåå âðåìÿ íåò îáùåïðèíÿòîãî êðèòåðèÿ îòëè÷èÿ î äíîãî
òèïà ìî äåëåéîò äðóãîãî. Íàïðèìåð, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíûå ìî-
äåëè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè, à ìî äåëè, âêëþ÷àþùèå óñðåä-
íåíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïî ïðîñòðàíñòâó ñâîáî äíîé ïåðå-
ìåííîé �íåïàðàìåòðè÷åñêè ìè. Ïðèìåðû ðåãðåññèîííûõ ìî äåëåé:
ëèíåéíûå ôóíêöèè, àëãåáðàè÷åñêèåïîëèíîìû, ðÿäû ×åáûø¼âà,
íåéðîííûå ñåòè áåç îáðàòíîé ñâÿçè (â ÷àñòíîñòè, î äíîñëîéíûé
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ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà). Ïðèìåð ñìåøàííîé ìî äåëè � ôóíê-
öèè ðàäèàëüíîãî áàçèñà.Íåïàðàìåòðè÷åñê àÿ ìî äåëü � ñêîëüçÿ-
ùåå óñðåäíåíèå â îêíå íåê îòîðîé øèðèíû. Â öåëîì íåïàðàìåò-
ðè÷åñêèåìî äåëè îòëè÷àþòñÿ îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ òåì, ÷òî çàâè-
ñèìàÿ ïåðåìåííàÿ çàâèñèòíå îò äèñêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ñâîáî äíîé
ïåðåìåííîé, à îò íåê îòîðîé çàäàííîé åãî îêðåñòíîñòè.

Ðàçëè÷èå ìåæäó òåðìèíàìè ¾ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé¿ , ¾àï-
ïðîê ñèìàöèÿ¿, ¾èíòåðïîëÿöèÿ¿ , è ¾ðåãðåññèÿ¿çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-
äóþùåì.

Ïðèá ëèæåíèå ôóíêöèé . Äàíà ôóíêöèÿ u äèñêðåòíîãî èëè
íåïðåðûâíîãî àðãóìåíò à. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ f èç íåê î-
òîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåìåéñòâà, íàïðèìåð ñðåäèàëãåáðàè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ çàäàííîé ñòåïåíè. Ïàðàìåòðû ôóíêöèè f äîëæ-
íû äîñòàâëÿòü ìèíèìóì íåê îòîðîìó ôóíêöèîíàëó , íàïðèìåð

� (f ; u) =
�

1
b� a

Z b

a
jf (x) � u(x)j2dx

� 1
2

:

Ðèñ. 2. Àïïðîê ñèìàöèÿ ôóíêöèé: íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f
ïðèáëèæàåòíåïðåðûâíóþ èëè äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ u

Òåðìèí àïïðîêñèìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèíîíèìîì òåðìèíà ¾ïðè-
áëèæåíèå ôóíêöèé¿ . ×àùå èñïîëüçó åòñÿ, êîãäà ðå÷üèäåòî çàäàí-
íîé ôóíêöèè êàê î ôóíêöèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíò à. Çäåñüòàêæå
òðåáóåòñÿ îòûñê àòü òàêóþ ôóíêöèþ f , êîòîðàÿ ïðî õî äèò íàèáî-
ëååáëèçêî êî âñåì òî÷êàì çàäàííîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ââîäèò-
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ñÿ ïîíÿòèå íåâÿçêè � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f è ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ôóíêöèè u äèñêðåòíîãî
àðãóìåíò à.

Èíòåðïî ëÿöèÿ ôóíêöèé � ÷àñòíûé ñëó÷àéçàäà÷è ïðèáëèæå-
íèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ, íàçûâàåìûõ
óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u è ïðèáëèæàþùåé
åå ôóíêöèè f ñîâïàäàëè. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àåíàêëàäûâàþòñ ÿ
îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ íåê îòîðûõ ïðîèçâî äíûõ f ïðîèçâî äíûõ,
ò. å. äàíà ôóíêöèÿ u äèñêðåòíîãî àðãóìåíò à. Òðåáóåòñÿ îòûñê àòü
òàêóþ ôóíêöèþ f , êîòîðàÿ ïðî õî äèò ÷åðåçâñåòî÷êè u. Ïðè ýòîì
ìåòðèê à îáû÷íî íå èñïîëüçó åòñÿ, î äíàê î ÷àñòî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
¾ãëàäêîñòè¿ èñêîìîé ôóíêöèè.

Ðèñ. 3. Èíòåðïîëÿöèÿ: ôóíêöèÿ f çàäàíà çíà÷åíèÿìè
óçëîâûõ òî÷åê

Ðåãðåññèÿè êëàññèôèêàöèÿ òåñíî ñâÿçàíû äðóãñ äðóãîì. Òåð-
ìèí àëãîðèòì â êëàññèôèêàöèè ìîã áû ñòàòü ñèíîíèìîì òåðìè-
íà ìîäå ëü â ðåãðåññèè,åñëè áû àëãîðèòì íå îïåðèðîâàë ñ äèñ-
êðåòíûì ìíî æåñòâîì îòâåòîâ-êëàññîâ, à ìî äåëü � ñ íåïðåðûâíî-
îïðåäåëåííîé ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé.

1.4. Ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëü

Òåðìèíó ðåãðåññèîííàÿ ìîäå ëü, èñïîëüçó åìîìó â ðåãðåññèîí-
íîì àíàëèçå, ìî æíî ñîïîñò àâèòüñèíîíèìû ¾òåîðèÿ¿, ¾ãèïîòåçà¿.
Ýòè òåðìèíû ïðèøëè èç ñòàòèñòèêè,â ÷àñòíîñòè èç ðàçäåëà¾ïðî-
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âåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõãèïîòåç¿. Ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëüåñòüïðåæ-
äå âñåãîãèïîòåçà, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïî äâåðãíóòà ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ïðîâåðê å, ïîñëå ÷åãî îíà ïðèíèìàåòñ ÿ èëè îòâåðãàåòñÿ.

Ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëü f (w; x) � ýòî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé, çàäàþùåå îòîáðàæ åíèå

f : W � X � ! Y;

ãäå w 2 W � ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ, x 2 X � ïðîñòðàíñòâî
ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ, Y � ïðîñòðàíñòâî çàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ.

Òàê êàê ðåãðåññèîííûé àíàëèç ïðåäïîëàã àåòïîèñê çàâèñèìî-
ñòè ìàòî æèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ
E(yjx) = f (x), òî â ååñîñòàâ âõî äèò àääèòèâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà " :

y = f (w ; x) + ":

Ïðåäïîëî æåíèå î õàðàêòåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû � íàçûâàþòñ ÿ ãèïîòåçîé ïîðî æäåíèÿ äàííûõ. Ýòà ãèïîòåçà
èãðàåòöåíòðàëüíóþ ðîëü â âûáîðå êðèòåðèÿ îöåíêè êà÷åñòâàìî-
äåëè è, êàê ñëåäñòâèå,â ñïîñîáå íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ìî äåëè.

Ìî äåëü ÿâëÿåòñÿ íàñòðîåííîé (èäåíòèôèöèðîâàííî é, îáó÷åí-
íîé) åñëè çàôèêñèðîâàíû åå ïàðàìåòðû, òî åñòüìî äåëü çàäàåò
îòîáðàæ åíèå

f j �w : X � ! Y

äëÿ ôèê ñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ �w (âûðàæåíèå ÷èòàåòñÿ ¾ñóæåíèå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ¿).

Ðàçëè÷àþò ¾ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî äåëü¿ è ¾ðåãðåññèîííóþ ìî-
äåëü¿. Ìàòåìàòè÷åñê àÿ ìî äåëü ïðåäïîëàã àåò ó÷àñòèåàíàëèòèêà
â êîíñòðóèðîâàíèè ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò íåê îòîðóþ èç-
âåñòíóþ çàêîíîìåðíîñòü. Ìàòåìàòè÷åñê àÿ ìî äåëü ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðïðåòèðóåìîé � îáúÿñíÿåìîé â ðàìê àõ èññëåäóåìîé çàêîíîìåð-
íîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìî äåëè ñíà÷àëàñîçäàåòñÿ
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ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé, çàòåì ñ ïîìîùüþ èçìåð ÿå-
ìûõ äàííûõ âûïîëíÿåòñ ÿ ¾èäåíòèôèêàöèÿ ìî äåëè¿ � íàõ î æäå-
íèå ååïàðàìåòðîâ. Èçâåñòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü îáú-
ÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé è ïåðåìåííîé îòêëèêà � îñíîâíîå îòëè-
÷èå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî äåëèðîâàíèÿ îò ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.
Íåäîñò àòîê ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî äåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
èçìåð ÿåìûå äàííûå èñïîëüçóþòñ ÿ äëÿ âåðèôèêàöèè, íî íå äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìî äåëè, âñëåäñòâèå÷åãî ìî æíî ïîëó÷èòü íåàäåêâàò-
íóþ ìî äåëü. Òàêæå çàòðóäíèòåëüíî ïîëó÷èòü ìî äåëü ñëîæíîãî
ÿâëåíèÿ, â êîòîðîì âçàèìîñâÿçàíî áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôàê-
òîðîâ.

Ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëüîáúåäèíÿåò øèðîêèé êëàññóíèâåðñàëü-
íûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îïèñûâàþò íåê îòîðóþ çàêîíîìåðíîñòü.
Ïðè ýòîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìî äåëè â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñ ÿ èçìå-
ðÿåìûå äàííûå, à íå çíàíèå ñâîéñòâèññëåäóåìîé çàêîíîìåðíîñòè.
Òàêàÿ ìî äåëü÷àñòî íåèíòåðïðåòèðó åìà, íî áîëåå òî÷íà. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ ëèáî áîëüøèì ÷èñëîì ìî äåëåé-ïðåòåíäåíòîâ , êîòîðûå
èñïîëüçóþòñ ÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ìî äåëè,ëèáî áîëüøîé
ñëîæíîñòüþ ìî äåëè.

Íåäîñò àòêîì ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìî äåëè,
èìåþùèå ñëèøêîì ìàëóþ ñëîæíîñòü, ìîãóò îê àçàòüñÿ íåòî÷íû-
ìè, à ìî äåëè èçáûòî÷íîé ñëîæíîñòè ìîãóò îê àçàòüñÿ ¾ïåðåîáó-
÷åííûìè¿ .

È ðåãðåññèîííàÿ, è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî äåëü, êàê ïðàâèëî, çà-
äàþò íåïðåðûâíîå îòîáðàæ åíèå. Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè îáó-
ñëîâëåíî êëàññîì ðåøàåìûõ çàäà÷: ÷àùå âñåãîýòî îïèñàíèå ôèçè-
÷åñêèõ,õèìè÷åñêèõ è äðóãèõ ÿâëåíèé, ãäå òðåáîâàíèå íåïðåðûâ-
íîñòè âûñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Èíîã äà íà îòîáðàæ å-
íèå f ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ ìîíîòîííîñòè, ãëàäêî-
ñòè, èçìåðèìîñòè è íåê îòîðûå äðóãèå.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà âñòàþò ñëåäóþùèå
âîïðîñû.

� Êàê âûáðàòüòèï è ñòðóêòóðóìî äåëè,êàêîìó èìåííî ñåìåé-

� 10 �



ñòâóîíà äîëæíà ïðèíàäëåæ àòü?

� Êàêîâà ãèïîòåçà ïîðî æäåíèÿ äàííûõ, êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé?

� Êàêîé öåëåâîé ôóíêöèåé îöåíèòü êà÷åñòâî àïïðîê ñèìàöèè?

� Êàê îòûñê àòü ïàðàìåòðû ìî äåëè, êàêîâ äîëæåí áûòü àëãî-
ðèòì îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ?

2. Ëèíåéíûå ìåòî äû

Ìåòî ä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ � ìåòî ä íàõ î æäåíèÿ îïòèìàëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ ìî äåëåé ëèíåéíûõ ðåãðåññèè,òàêèõ ÷òî ñóììà
êâàäðàòîâ íåâÿçîê ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ ìèíèìàëüíà. Ìåòî ä
çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè åâêëèäîâà ðàññòîÿíèÿ kAw � yk ìåæ-
äó äâóìÿ âåêòîðàìè.

2.1. Ìåòî ä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Çàäà÷à ìåòî äà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñîñòîèò â âûáîðå âåê-
òîðà w, ìèíèìèçèðóþùåãî îøèáêó (äëèíó âåêòîðà íåâÿçêè) S =
kAw � yk2. Ýòà îøèáê à åñòüðàññòîÿíèå îò âåêòîðà y äî âåêòî-
ðà Aw. Âåêòîð Aw ëåæèò â ïðîñò àíñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A,
òàê êàê Aw åñòüëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû ñ
êîýôôèöèåíò àìè w1; :::; wN .

Îòûñê àíèå ðåøåíèÿ w ìåòî äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ýêâè-
âàëåíòíî çàäà÷å îòûñê àíèÿ òàêîé òî÷êè p = Aw, êîòîðàÿ ëåæèò
áëèæå âñåãî (â åâêëèäîâîé ìåòðèê å) ê y è íàõ î äèòñÿ ïðè ýòîì
â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Âåêòîð p äîëæåí áûòü ïðî-
åêöèåéy íà ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ, âåêòîð íåâÿçêè Aw � y äîë-
æåí áûòü îðòîãîíàëåí ýòîìó ïðîñòðàíñòâó . Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A åñòüëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñòîëáöîâ ñ íåê îòîðûìè êîýôôèöèåíò àìè v1; :::; vN , ò. å. ýòî âåê-
òîð Av . Äëÿ âñåõv â ïðîñòðàíñòâå Av, ýòè âåêòîðû äîëæíû áûòü
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ïåðïåíäèêó ëÿðíû íåâÿçêå Aw � y :

(Av)T (Aw � y ) = v T (AT Aw � AT y) = 0:

Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî âåêòîðà v , òî

AT Aw � AT y = 0:

Ðåøåíèå ïî ìåòî äó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íåñîâìåñòíîé ñè-
ñòåìû Aw = y, ñîñòîÿùåé èç M óðàâíåíèé ñ N íåèçâåñòíûìè,
åñòüóðàâíåíèå

AT Aw = AT y ;

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íîð ìàëüíûì óðàâíåíèå ì . Åñëè ñòîëáöû ìàò-
ðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ìàòðèöà AT A îáðàòèìà è åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

w = (AT A) � 1AT y :

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà y íà ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû èìååò
âèä

p = Aw = A(AT A) � 1AT y = Py:

Ìàòðèöà P = A(AT A) � 1AT íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïðîåêòèðîâà-
íèÿ âåêòîðà y íà ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ýòà ìàòðèöà
èìååò äâà îñíîâíûõ ñâîéñòâà: îíà èäåìïîòåíòíà, P 2 = P, è ñèì-
ìåòðè÷íà, PT = P. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: ìàòðèöà, îáëàäàþùàÿ
ýòèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè, åñòüìàòðèöà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñâîå
ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ.

2.2. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Çàäàíà âûáîðê à � òàáëèöà

D =

0

B
B
@

x1 y1

x2 y2

: : : : : :
xM yM

1

C
C
A :
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Çàäàíà ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëü � êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì

f = w3x2 + w2x + w1 =
3X

j =1

wj x j � 1:

Íàçíà ÷åííàÿ ìî äåëü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Äëÿ íàõ î æäåíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w = hw1; :::; w3i T âûïîë-
íÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïî äñòàíîâê à:

x0
i 7! ai 1; x1

i 7! ai 2; x2
i 7! ai 3:

Òîãäà ìàòðèöà A çíà÷åíèé ïî äñòàíîâîê ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé x i

áóäåò èìåòü âèä

A =

0

B
B
@

a11 a12 a13

a21 a22 a23

� � � � � � � � �
aM 1 aM 2 aM 3

1

C
C
A :

Çàäàí êðèòåðèéêà÷åñòâàìî äåëè: ôóíêöèÿ îøèáêè

S =
MX

i =1

(f (w ; x i ) � yi )2 = kAw � yk2 � ! min :

Çäåñüâåêòîð y = hy1; : : : ; yM i . Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ïàðàìåò-
ðû w, êîòîðûå áû äîñòàâëÿëè ìèíèìóì ýòîìó ôóíêöèîíàëó ,

w = arg min
w 2 R3

(S):

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèåïàðàìåòðû w, êîòîðûå äîñòàâëÿþò ìè-
íèìóì íîðìå S âåêòîðà íåâÿçîê Aw � y .

S = kAw � yk2 = (Aw � y )T (Aw � y ) =
= y T y � y T Aw � w T AT y + w T AT Aw =
= y T y � 2y T Aw + w T AT Aw:
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè íåâÿçêè, òðåáóåòñÿ ïðè-
ðàâíÿòü ååïðîèçâî äíûå ê íó ëþ:

@S
@w

= � 2AT y + 2AT Aw = 0:

Ýòî âûðàæåíèå òàêæå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì. Ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé

AT Aw = AT y ;

òî åñòü
w = (AT A) � 1(AT y):

Ïðåäïîëàã àåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà AT A íå âûðî æäåíà.

2.3. Ñèíãó ëÿðíîå ðàçëî æåíèå

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå (Singular Value Decomposition,
SVD) � äåêîìïîçèöèÿ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ñ öåëüþ ïðèâåäå-
íèÿ ååê êàíîíè÷åñê îìó âèäó. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
óäîáíûì ìåòî äîì ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè. Îíî ïîê àçûâàåò ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ñòðóêòóðóìàòðèöû è ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü
èìåþùèåñ ÿ äàííûå. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå èñïîëüçó åòñÿ ïðè
ðåøåíèè ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷ � îò ïðèáëèæåíèÿ ìåòî äîì íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äî ñæàòèÿ èçîá-
ðàæåíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñ ÿ ðàçíûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíî-
ãî ðàçëîæåíèÿ, íàïðèìåð ñïîñîáíîñòü âû÷èñëèòü ðàíã ìàòðèöû,
ïðèáëèæàòü ìàòðèöû äàííîãî ðàíãà. SVD ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü
îáðàòíûå è ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òî äåëà-
åòåãî ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðåãðåññèîííîãî
àíàëèçà.

Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé (n � n)-ìàòðèöû A ñóùåñòâóþò äâå
âåùåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå (n � n)-ìàòðèöû U è V òàêèå, ÷òî
UT AV � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà � ,

UT AV = � :

� 14 �



Ìàòðèöû U è V âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû � èìåëè âèä

� 1 � � 2 � ::: � � r > � r +1 = ::: = � n = 0;

ãäå r � ðàíã ìàòðèöû A. Â ÷àñòíîñòè, åñëèA íå âûðî æäåíà, òî

� 1 � � 2 � ::: � � n > 0:

Èíäåê ñ r ýëåìåíò à � r åñòüôàêòè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû A.

Ñòîëáöû ìàòðèö U è V íàçûâàþòñ ÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûìè
è ïðàâûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè, à çíà÷åíèÿ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû � � ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè.

Ýêâèâàëåíòíàÿ çàïèñü ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ � A =
U� V T .

Íàïðèìåð, ìàòðèöà

A =
�

0:96 1:72
2:28 0:96

�

èìååò ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

A = U� V T =
�

0:6 0:8
0:8 � 0:6

� �
3 0
0 1

� �
0:8 � 0:6
0:6 0:8

� T

Ëåãêî óâèäåòü,÷òî ìàòðèöû U è V îðòîãîíàëüíû,

UT U = UUT = I ; V T V = VV T = I ;

è èõ âåêòîðû-ñòîëáöû íîðìèðîâàíû.

2.3.à. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë SVD

Ïó ñòü ìàòðèöå A ïîñò àâëåí â ñîîòâåòñòâèåëèíåéíûé îïåðà-
òîð. Cèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìî æíî ïåðåôîðìó ëèðîâàòü â ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðàæ àþùèé ýëå-
ìåíòû ïðîñòðàíñòâà Rn â ñåáÿ ïðåäñòàâèì â âèäåïîñëåäîâàòåëüíî
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âûïîëíÿåìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âðàùåíèÿ, ðàñòÿæåíèÿ è âðà-
ùåíèÿ. Ïîýòîìó êîìïîíåíòû ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ íàãëÿäíî
ïîê àçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ïðè îòîáðàæ åíèè ëèíåé-
íûì îïåðàòîðîì A ìíî æåñòâàâåêòîðîâ èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâàâ ñåáÿ èëè â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äðóãîé ðàçìåðíîñòè.

2.3.á. Ïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû è SVD

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè îðòîãîíàëüíûå áà-
çèñû ðàçëè÷íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçëàãàåìîé ìàòðèöû

A (n� n) = U(n� n) � (n� n)V
T

(n� n) :

Äëÿ ïð ÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìîå ýêîíîì-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû.

A (m� n) = U(m� m) � (m� n)V
T

(n� n)

Ñîãëàñíî ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïðè m > n, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðè-
öà � èìååò ïó ñòûå ñòðîêè (èõ ýëåìåíòû ðàâíû íó ëþ), à ïðè m <
n � ïó ñòûå ñòîëáöû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åùå î äíî ýêîíîìíîå
ïðåäñòàâëåíèå

A (m� n) = U(m� r ) � (r � r )V
T

(r � n) ;

â êîòîðîì r = min(m; n).
Íó ëü-ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A � íàáîð âåêòîðîâ x, äëÿ êî-

òîðîãî ñïðàâåäëèâî âûñêàçûâàíèå Ax = 0. Ñîáñòâåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ìàòðèöû A � íàáîð âåêòîðîâ b, ïðè êîòîðîì óðàâíå-
íèå Ax = b èìååò íåíó ëåâîå ðåøåíèå äëÿ x. Îáîçíà ÷èì uk è vk
ñòîëáöû ìàòðèö U è V . Òîãäà ðàçëîæåíèå A = U� V T ìî æåòáûòü
çàïèñàíî â âèäå A =

P r
k=1 Ak , ãäå Ak = uk � kv T

k .
Åñëè ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî � k = 0, òî Av k = 0 è vk íàõ î äèòñÿ

â íó ëü-ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöû A, à åñëèñèíãóëÿðíîå ÷èñëî � k 6= 0,
òî âåêòîð uk íàõ î äÿòñÿ â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöû A.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìî æíî ñêîíñòðóèðîâàòü áàçèñû äëÿ ðàçëè÷íûõ
âåêòîðíûõ ïî äïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííûõ ìàòðèöåé A.

Hàáîð âåêòîðîâ v1; : : : ; vk â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ôîð-
ìèðó åò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ V , åñëè ëþáîé âåê-
òîð x èç V ìî æíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåê-
òîðîâ v1; : : : ; vk åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.

Ïó ñòüV0 áóäåò íàáîðîì òåõñòîëáöîâ vk, äëÿ êîòîðûõ � k 6= 0,
à V1 � âñåîñòàëüíûå ñòîëáöû vk. Òàêæå ïó ñòüU0 áóäåò íàáîðîì
ñòîëáöîâ uk, äëÿ êîòîðûõ � k 6= 0, à U1 � íàáîð âñåõîñòàëüíûõ
ñòîëáöîâ uk, âêëþ÷àÿ è òå, äëÿ êîòîðûõ k > n. Òîãäà, åñëè r �
êîëè÷åñòâî íåíó ëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë,òî èìååòñÿ r ñòîëáöîâ
â íàáîðå V0, n � r ñòîëáöîâ â íàáîðàõ V1 è U1, à òàêæå m � n + r
ñòîëáöîâ â íàáîðå U0.

Êàæäûé èç ýòèõ íàáîðîâ ôîðìèðó åò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâàìàòðèöû A:

� V0 � îðòîíîðìàëüíûé áàçèñäëÿ îðòîãîíàëüíîãî êîìïëåìåí-
òàðíîãî íó ëü-ïðîñòðàíñòâà A,

� V1 � îðòîíîðìàëüíûé áàçèñäëÿ íó ëü-ïðîñòðàíñòâà A,

� U0 � îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâàA,

� U1 � îðòîíîðìàëüíûé áàçèñäëÿ îðòîãîíàëüíîãî êîìïëåìåí-
òàðíîãî íó ëü-ïðîñòðàíñòâà A.

2.3.â. SVD è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êîòîðîå ñâÿçû-
âàåòçàäà÷ó îòûñê àíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ è çàäà÷ó îòûñ-
êàíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ñîáñòâåííûé âåêòîð x ìàòðèöû A �
òàêîé âåêòîð, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñ ÿ óñëîâèå Ax = � x, ÷èñëî �
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì. Òàê êàê ìàòðèöû U è V îðòîãî-
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íàëüíûå, òî

AA T = U� V T V � UT = U� 2UT ;
AT A = V � UT U� V T = V � 2V T :

Óìíî æàÿ îáà âûðàæåíèÿ ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî íà U è V , ïîëó-
÷àåì

AA T U = U� 2;
AT AV = V � 2:

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû U ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû AA T , à êâàäðàòû ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë
� = diag(� 1; :::; � r ) � åå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Òàêæå ñòîëá-
öû ìàòðèöû V ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû AT A,
à êâàäðàòû ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåëÿâëÿþòñÿ ååñîáñòâåííûìè ÷èñëà-
ìè.

2.3.ã. SVD è íîðìà ìàòðèö

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå äëèíû âåêòîðà x äî è ïîñëå åãî óìíî-
æåíèÿ ñëåâàíà ìàòðèöó A. Åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà îïðåäåëåíà
êàê

kxkE = xT x:

Åñëè ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíà, äëèíà âåêòîðà Ax îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåìî æíî âû÷èñëèòü,íàñêîëüê î ìàòðè-
öà A ðàñòÿíó ëà âåêòîð x.

Åâêëèäîâà íîðìà ìàòðèöû åñòüìàê ñèìàëüíûé êîýôôèöèåíò
ðàñòÿæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x çàäàííîé ìàòðèöåé A

kAkE = max
kx k=1

�
kAxk
kxk

�
:

Àëüòåðíàòèâîé åâêëèäîâîé íîðìå ÿâëÿåòñÿ íîðìà Ôðîáåíèó ñà:

kAkF =

vu
u
t

mX

i =1

nX

j =1

a2
ij :
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Åñëè èçâåñòíî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, òî îáå ýòè íîðìû ëåãêî
âû÷èñëèòü.Ïó ñòü� 1; : : : ; � r � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëàìàòðèöû A, îò-
ëè÷íûå îò íó ëÿ. Òîãäà

kAkE = � 1;

è

kAkF =

vu
u
t

rX

k=1

� 2
k :

Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëàìàòðèöû A � ýòî äëèíû îñåé ýëëèïñîèäà,
çàäàííîãî ìíî æåñòâîì

f Axj kxkE = 1g:

2.3.ä. Íàõ î æäåíèå ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû
ñ ïîìîùüþ SVD

Åñëè (m � n)-ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ âûðî æäåííîé èëè ïð ÿìî-
óãîëüíîé, òî îáðàòíîé ìàòðèöû A � 1 äëÿ íåå íå ñóùåñòâóåò. Îä-
íàê î äëÿ A ìî æåò áûòü íàéäåíà ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A+ �
òàêàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñ ÿ óñëîâèÿ

A+ A = I n ;
AA + = I m ;
A+ AA + = A+ ;
AA + A = A:

Ïó ñòüíàéäåíî ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A âèäà

A = U� V T ;

ãäå � = diag(� 1; :::; � r ), r = min(m; n) è UT U = I m ; VV T = I n .
Òîãäà ìàòðèöà A+ = V T � � 1U ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìàòðèöû A ïñåâäî-
îáðàòíîé. Äåéñòâèòåëüíî, A+ A = V � � 1UT U� V T = I n , AA + =
U� V T V � � 1UT = I m .
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2.3.å. Ìåòî ä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ÷èñëî
îáó ñëîâëåííîñòè

Çàäà÷à íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñòàâèòüñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äàíû äåéñòâèòåëüíàÿ (m� n)-ìàòðèöà A è äåé-
ñòâèòåëüíûé (m)-âåêòîð Y . Òðåáóåòñÿ íàéòè äåéñòâèòåëü-
íûé (n)-âåêòîð w, ìèíèìèçèðóþùèé åâêëèäîâó äëèíó âåêòîðà
íåâÿçêè,

kY � AwkE � ! min :

Ðåøåíèå çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

w = (AT A) � 1(AT Y):

Äëÿ îòûñê àíèÿ ðåøåíèÿ w òðåáóåòñÿ îáðàòèòü ìàòðèöó AT A.
Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè �( A) îïðåäå-
ëåíî îòíîøåíèåì

�( A) = kAkE kA � 1kE :

Èç ôîðìó ëû åâêëèäîâîé íîðìû ìàòðèöû è ïðåäûäóùåé ôîðìó ëû
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû åñòüîòíîøåíèå åå
ïåðâîãî ñèíãóëÿðíîãî ÷èñëàê ïîñëåäíåìó .

�( A) =
� 1

� n
:

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû AT A åñòü
êâàäðàò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A. Ýòî âûñêàçûâàíèå
ñïðàâåäëèâî è äëÿ âûðî æäåííûõ ìàòðèö, åñëè ïîëàã àòü ÷èñëî
îáóñëîâëåííîñòè êàê îòíîøåíèå � 1=� r , r � ðàíã ìàòðèöû A. Ïî-
ýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáðàùåíèÿ, óñòîé÷èâîãî ê ìàëûì èçìåíåíè-
ÿì çíà÷åíèé ìàòðèöû A, èñïîëüçó åòñÿ óñå÷åííîå SVD.

2.3.æ. Óñå÷åííîå SVD ïðè îáðàùåíèè ìàòðèö

Ïó ñòü ìàòðèöà A ïðåäñòàâëåíà â âèäå A = U� V T . Òîãäà ïðè
íàõ î æäåíèè îáðàòíîé ìàòðèöû A+ = V � � 1UT â ñèëóîðòîãîíàëü-
íîñòè ìàòðèö U è V è â ñèëó óñëîâèÿ óáûâàíèÿ äèàãîíàëüíûõ
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ýëåìåíòîâ ìàòðèöû � = diag(� 1; :::; � n ), ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðè-
öà A+ áóäåò áîëåå çàâèñåòüîò òåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû � , êîòî-
ðûå èìåþò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ, ÷åì îò ïåðâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷è-
ñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà A èìååò ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà
� 1 � � 2 � ::: � � n , òî ñèíãóëÿðíûå ÷èñëàìàòðèöû A+ ðàâíû

� � 1 = diag(
1
� 1

; :::;
1

� n
) è

1
� 1

�
1
� 2

::: �
1

� n
:

Ñ÷èòàÿ ïåðâûå s ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåëîïðåäåëÿþùèìè ñîáñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A, èñïîëüçó åì ïðè îáðàùåíèè ìàòðèöû A
ïåðâûå s ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë,s � rankA. Òîãäà îáðàòíàÿ ìàòðè-
öà A+ áóäåò íàéäåíà êàê A+ = V � � 1

s UT .
Îïðåäåëèì óñå÷åííóþ ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó A+

s êàê

A+
s = V � � 1

s UT ;

ãäå � � 1
s = diag(� � 1

1 ; :::; � � 1
s ; 0; :::; 0) � (n � n)-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðè-

öà.

2.4. Èñïîëüçîâàíèå SVD äëÿ àíàëèçà âðåìåííûõ
ðÿäîâ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð-èëëþñòðàöèþ èñïîëüçîâàíèÿ ñèíãóëÿð-
íîãî ðàçëîæåíèÿ. Æèçíü áèîñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì
ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþùèõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïðèìåð,
ïó ñòüx1; x2 � êîíöåíòðàöèÿ êèñëîðî äà â êðîâè è ÷àñòîòà ñåðäå÷-
íûõ ñîêðàùåíèé ïàöèåíò à. Ýòè ïàðàìåòðû, èçìåíÿÿñü âî âðåìåíè,
îáðàçóþò òðàåêòîðèþ åãî æèçíè. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçáèòî
íà òðè íåïåðåñåêàþùèõ ñÿ îáëàñòè: æèçíè A � alive, ñìåðòè D �
dead è ãðàíèöó ìåæäó íèìè B � boundary, ðèñ. 4. Ãèïîòåçà: â òî÷-
êå, ìàê ñèìàëüíî óäàëåííîé îò ãðàíèö B âíóòðè îáëàñòè A ýíòðî-
ïèÿ ñèñòåìû ìàê ñèìàëüíà, â òî âðåìÿ êàê ó ãðàíèöû ïîâåäåíèå
ñèñòåìû ñòàíîâèòñ ÿ ðèãèäíûì, æåñòêèì, ýôôåêòèâíàÿ ðàçìåð-
íîñòü òðàåêòîðèè ñíèæàåòñÿ.
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Ðèñ. 4. Ïîâåäåíèå áèîñèñòåìû â ýêñòðåìàëüíûõ óñëîâèÿõ

Ïî ä ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû áóäåì ïîíèìàòü êî-
ëè÷åñòâî ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë, ïðåâîñ õî äÿùèõ çàäàííîå � r . Äëÿ
âûÿñíåíèÿ ýôôåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè òðàåêòîðèè íà èíòåðâàëå
âðåìåíè èñïîëüçó åòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå êàê íàèáîëåå óäîá-
íûé èíñòðóìåíò . Ñòðîêè ðàçëàãàåìîé ìàòðèöû � ïîñëåäîâàòåëü-
íûå âåêòîðû ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîëè÷å-
ñòâî ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë,áîëüøèõ � r , åñòüýôôåêòèâíàÿ ðàçìåð-
íîñòü ñåãìåíòà òðàåêòîðèè. Íà ðèñ. 7 ïîê àçàí ïðèìåð � òðàåê-
òîðèÿ ñèñòåìû ñ àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà è î äíî èç ïî äìíî æåñòâåå
ñåãìåíòîâ, íàõ î äÿùèõ ñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ðèñ. 5. Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ñ àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà
è ïî äìíî æåñòâî ååñåãìåíòîâ

Ðàçáèåíèå ìíî æåñòâàf ai �g íà êëàñòåðû çàâèñèòîò ðàçìåðíî-
ñòè ïî äïðîñòðàíñòâà Rr 2 Rn , â êîòîðîì íàõ î äÿòñÿ êëàñòåðû,
è îò çàäàâàåìûõ òðåáîâàíèé ê èñêîìîé êëàñòåðèçàöèè.Ïó ñòüäà-
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íà (m� n)-ìàòðèöà A óïîð ÿäî÷åííûõ âåêòîðîâ-ñòðîê f ai �g; i 2 I =
f 1; : : : ; mg. Ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîé òðàåêòîðèè äèñêðåò-
íîãî âðåìåíè i . Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçáèåíèå ôàçîâîé òðàåêòîðèè
íà ñåãìåíòû, íàõ î äÿùèåñÿ â ïî äïðîñòðàíñòâå çàäàííîé ðàçìåðíî-
ñòè r .

Îáîçíà ÷èì AS ìíî æåñòâî âåêòîðîâ-ñòðîê f ai �g ñ èíäåêñàìè
i 2 S. Ìíî æåñòâî f S(1); : : : ; S(k)g, k � ÷èñëî ñåãìåíòîâ, 1 6 k 6
m, åñòüðàçáèåíèå I òàêîå, ÷òî

S(� ) � I ;
k[

� =1

S(� ) = I ;
k\

� =1

S(� ) = ? :

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðàçáèåíèå S, ÷òî rank(AS(� ) ) 6 r äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ ýòîãî ðàçáèåíèÿ, � = 1; : : : ; k.

Ïó ñòüíà ïåðâîé èòåðàöèèêàæäûé âåêòîð èç A âêëþ÷åí â îò-
äåëüíûé ñåãìåíò ðàçìåðíîñòè íîëü,

k = m; � = i = 1; : : : ; k � 1:

Äàëåå íà êàæäîé èòåðàöèè âûïîëíÿåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äåéñòâèé.Íà ÷èíàÿ ñ ïåðâîãî âåêòîðà, ïðèñîåäèíÿåì
ìê êëàñòåðóïîñëåäóþùèå âåêòîðû ïðè óñëîâèè, ÷òî

rank� r AS(� )[ :::[ S(� + � ) 6 r; � = 1; : : : ; k � � ; � = 1; : : : ; k

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ êëàñòåðíà ñëåäóþùåé èòåðàöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ èíäåêñàìè

S� (� ) = S(� ) [ : : : [ S(� + � );

â ïðîòèâíîì ñëó÷àåîí îñòàåòñÿ áåçèçìåíåíèÿ,

S� (� ) = S(� ):

Èòåðàöèè ïîâòîð ÿþòñÿ äî òåõïîð, ïîê à óäàåòñÿ ïðèñîåäèíèòü õî-
òÿ áû î äèí ïîñëåäóþùèé êëàñòåð.
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Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì. Îí íå äîñòàâëÿåò
åäèíñòâåííîãî ðàçáèåíèÿ òðàåêòîðèè íà ñåãìåíòû. Ðàçáèåíèå çà-
âèñèò îò ïîð ÿäêà ïðèñîåäèíåíèÿ êëàñòåðîâ. Åñëè íà ïàðàõ âåê-
òîðîâ (ai �; aj �), îïðåäåëåíà ìåòðèê à � (ai �; aj �); òî àëãîðèòì ìî æíî
èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîé èòåðàöèè ê êëàñòåðó
ïðèñîåäèíÿåòñ ÿ ïðåäøåñòâóþùèé èëè ïðåäûäóùèé â çàâèñèìîñòè
îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè äàííîé ïàðû êëàñòåðîâ.

3. Ìåòî ä ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ

Ìåòî ä ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ, ÌÃÓ À (Group Method of
Data Handling, GMDH) 1 � ìåòî ä ïîðî æäåíèÿ è âûáîðà ðåãðåññè-
îííûõ ìî äåëåéîïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Ïî ä ñëîæíîñòüþ ìî äåëè
â ÌÃÓ À ïîíèìàåòñ ÿ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ïîðî æäåíèÿ èñïîëü-
çóåòñÿ áàçîâàÿ ìî äåëü, ïî äìíî æåñòâî ýëåìåíòîâ êîòîðîé äîëæíî
âõî äèòü â èñêîìóþ ìî äåëü. Äëÿ âûáîðà ìî äåëåé èñïîëüçóþòñ ÿ
âíåøíèå êðèòåðèè,ñïåöèàëüíûå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâàìî äåëåé,
âû÷èñëåííûå íà òåñòîâîé âûáîðê å.

ÌÃÓ À ðåêîìåíäó åòñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ è â òîì ñëó÷àå,êîãäà
âûáîðê à ñîäåðæèò âñåãî íåñêîëüê î ýëåìåíòîâ. Òîãäà íåâîçìî æ-
íî èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèåãèïîòåçû î ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (íàïðèìåð ãèïîòåçó î Ãàóññîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè çàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé) ïðè ïîñòðîåíèè ðåãðåññèîííûõ ìî äåëåé.Ïîýòî-
ìó èñïîëüçó åòñÿ èíäóêòèâíûé ïî äõî ä, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîðî æäàþòñÿ ìî äåëè âîçðàñòàþùåé ñëîæíîñòè äî òåõ
ïîð, ïîê à íå áóäåòíàéäåí ìèíèìóì íåê îòîðîãî êðèòåðèÿêà÷åñòâà
ìî äåëè.

Ýòîò êðèòåðèéêà÷åñòâàíàçûâàåòñÿ âíåøíèì êðèòåðèåì , òàê
êàê ïðè íàñòðîéê å ìî äåëåé è ïðè îöåíê å êà÷åñòâàìî äåëåé èñ-
ïîëüçóþòñ ÿ ðàçíûå äàííûå. Äîñòèæåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
âíåøíåãî êðèòåðèÿ ïðè ïîðî æäåíèè ìî äåëåé îçíà ÷àåò, ÷òî ìî-

1Àëüòåðíàòèâíûå íàçâàíèÿ ìåòî äà: Group Method for Data Handling,
Polynomial Neural Networks, Ab ductiv e and Statistical Learning Networks.
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äåëü, äîñòàâëÿþùàÿ òàêîé ìèíèìóì, ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Îäèí èç àâòîðîâ ýòîãî ìåòî äà À. Ã. Èâàõíåíê î ïèøåò [13]:

¾Îñóùåñòâëÿåòñÿ öåëåíàïðàâëåííûé ïåðåáîð ìíîãèõ ìî äåëåé-
ïðåòåíäåíòîâ ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè ïî ðÿäó êðèòåðèåâ.Â ðåçóëü-
òàòå íàõ î äèòñÿ ìî äåëü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû â âèäå î äíîãî
óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ìèíèìóì êðèòåðèÿ ñåëåêöèè
îïðåäåëÿåò ìî äåëü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû¿.

3.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ÌÃÓ À

Èíäóêòèâíûé àëãîðèòì îòûñê àíèÿ ìî äåëè îïòèìàëüíîé
ñòðóêòóðû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ øàãîâ.

1. Ïó ñòüçàäàíà âûáîðê à D = f (x n ; yn )gN
n=1 , x 2 Rm . Âûáîðê à

ðàçáèâàåòñÿ íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ. Îáîçíà ÷èì `; C � ìíî æå-
ñòâàèíäåêñîâ èç f 1; : : : ; N g = W. Ýòè ìíî æåñòâàóäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì ðàçáèåíèÿ ` [ C = W; ` \ C = ; . Ìàòðèöà X ` ñîñòîèò
èç òåõ âåêòîðîâ-ñòðîê xn , äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ n 2 `. Âåêòîð y `

ñîñòîèò èç òåõýëåìåíòîâ yn , äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ n 2 `. Ðàçáèåíèå
âûáîðêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X W =
�

X `

X C

�
; yW =

�
y `

yC

�
; ãäå

yW 2 RN � 1; X W 2 RN � m ; j` j + jCj = N :

2. Íàçíà ÷àåòñÿ áàçîâàÿ ìî äåëü. Ýòà ìî äåëü îïèñûâàåò îòíî-
øåíèå ìåæäó çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y è ñâîáî äíûìè ïåðåìåííû-
ìè x. Íàïðèìåð, èñïîëüçó åòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä Âîëü òåððà,
íàçûâàåìûé òàêæå ïîëèíîìîì Êîëìîãîðîâà-Ã àáîðà:

y = w0 +
mX

i =1

wi x i +
mX

i =1

mX

j =1

wij x i x j +
mX

i =1

mX

j =1

mX

k=1

wij kx i x j xk + : : : :

Â ýòîé ìî äåëè x = f x i ji = 1; : : : ; mg � ìíî æåñòâî ñâîáî äíûõ ïå-
ðåìåííûõ è w � âåêòîð ïàðàìåòðîâ � âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ

w = hwi ; wij ; wij k ; : : : ji; j ; k; : : : = 1; : : : ; mi :
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Â íåê îòîðûõ ñëó÷àÿõ èìååò ñìûñë óâåëè÷èòü÷èñëî ýëåìåí-
òîâ âåêòîðà ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé x çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ íåëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, çàäà-
íî êîíå÷íîå ìíî æåñòâî íåëèíåéíûõ ôóíêöèé G = f gjR � ! Rg.
Äîïîëíèòåëüíàÿ ñâîáî äíàÿ ïåðåìåííàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðèìå-
íåíèÿ íåê îòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G ê î äíîé èëè ê íåñêîëüêèì
ïåðåìåííûì èç ìíî æåñòâàf xg. Áàçîâàÿ ìî äåëü ëèíåéíà îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðîâ w è íåëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ñâîáî äíûõ ïåðå-
ìåííûõ x.

3. Èñõî äÿ èç ïîñò àâëåííûõ çàäà÷ âûáèðàåòñÿ öåëåâàÿôóíê-
öèÿ � âíåøíèé êðèòåðèé, îïèñûâàþùèé êà÷åñòâî ìî äåëè. Íèæ å
îïèñàíû íåñêîëüê î ÷àñòî èñïîëüçó åìûõ âíåøíèõ êðèòåðèåâ.

4. Èíäóêòèâíî ïîðî æäàþòñÿ ìî äåëè-ïðåòåíäåíòû. Ïðè ýòîì
ââîäèòñÿ îãðàíè÷åíèå íà äëèíó ïîëèíîìà áàçîâîé ìî äåëè. Íà-
ïðèìåð, ñòåïåíü ïîëèíîìà áàçîâîé ìî äåëè íå äîëæíà ïðåâûøàòü
çàäàííîå ÷èñëî R. Òîãäà áàçîâàÿ ìî äåëü ïðåäñòàâèìà â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè çàäàííîãî ÷èñëà F0 ïðîèçâåäåíèé ñâîáî äíûõ
ïåðåìåííûõ

y = f (x1; x2; : : : ; x2
1; x1x2; x2

2; : : : ; xR
m );

çäåñüf � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ. Àðãóìåíòû ýòîé ôóíêöèè ïåðå-
îáîçíà ÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 7! a1; x2 7! a2; : : : ; x2
1 7! a� ; x1x2 7! a� ; x2

2 7! a
 ; : : : ; xq
m 7! aF0 ;

ò. å.,
y = f (a1; a2; : : : ; aF0 ):

Äëÿ ëèíåéíî âõî äÿùèõ êîýôôèöèåíòîâ çàäàåòñÿ î äíîèíäåê ñíàÿ
íóìåðàöèÿ w = hw1; : : : ; wF0 i . Òîãäà ìî äåëü ìî æåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

y = w0 +
F0X

i =1

wi ai = w0 + w � a:
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Êàæäàÿ ïîðî æäàåìàÿ ìî äåëü çàäàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ýëåìåíòîâ f (wi ; ai )g, â êîòîðîé ìíî æåñòâî èíäåêñîâ f ig = s ÿâ-
ëÿåòñÿ ïî äìíî æåñòâîì f 1; : : : ; F0g.

5. Íàñòðàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû ìî äåëåé. Äëÿ íàñòðîéêè èñ-
ïîëüçó åòñÿ âíóòðåííèé êðèòåðèé � êðèòåðèé, âû÷èñëÿåìûé ñ
èñïîëüçîâàíèåì îáó÷àþùåé âûáîðêè. Êàæäîìó ýëåìåíòó âåêòî-
ðà xn � ýëåìåíò à âûáîðêè D ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèåâåêòîð an ,
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿóêàçàí âûøå. Ñòðîèòñÿ ìàòðè-
öà AW � íàáîð âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ai . Ìàòðèöà AW ðàçáèâàåòñÿ íà
ïî äìàòðèöû A ` è AC . Íàèìåíüøóþ íåâÿçêó ky � ŷ k, ãäå ŷ = Aŵ ,
äîñòàâëÿåòçíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ŵ , êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ
ìåòî äîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ:

ŵG = (AT
GAG) � 1AT

GyG; ãäå G 2 f `; C; Wg:

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâåâíóòðåííåãî êðèòåðèÿâûñòóïàåò ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íàÿ îøèáê à

"2
G = kyG � AGŵGk2:

Â ñîîòâåòñòâèèñ êðèòåðèåì " 2
G � ! min ïðîèñ õî äèò íàñòðîéê à ïà-

ðàìåòðîâ w è âû÷èñëåíèå îøèáêè íà òåñòîâîé ïî äâûáîðê å, îáî-
çíà÷åííîé G, çäåñüG = `. Ïðè óñëîæíåíèè ìî äåëè âíóòðåííèé
êðèòåðèé íå äàåò ìèíèìóìà äëÿ ìî äåëåé îïòèìàëüíîé ñëîæíî-
ñòè, ïîýòîìó äëÿ âûáîðà ìî äåëè îí íå ïðèãî äåí.

6. Äëÿ âûáîðà ìî äåëåé âû÷èñëÿåòñÿ êà÷åñòâî ïîðî æäåííûõ
ìî äåëåé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñ ÿ êîíòðîëüíàÿ âûáîðê à è íàçíà-
÷åííûé âíåøíèé êðèòåðèé. Îøèáê à íà ïî äâûáîðê å H îáîçíà ÷à-
åòñÿ

� 2(H ) = � 2(H nG) = kyH � AH ŵGk2;

ãäå H 2 f `; Cg, H \ G = ; . Ýòî îçíà ÷àåò÷òî îøèáê à âû÷èñëÿåòñÿ
íà ïî äâûáîðê å H ïðè ïàðàìåòðàõ ìî äåëè, ïîëó÷åííûõ íà ïî äâû-
áîðêå G.

7. Ìî äåëü,äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì âíåøíåìó êðèòåðèþ, ñ÷è-
òàåòñÿ îïòèìàëüíîé.
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Åñëè çíà÷åíèå âíåøíåãî êðèòåðèÿ íå äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-
ìóìà ïðè óâåëè÷åíèè ñëîæíîñòè ìî äåëè èëè çíà÷åíèå ôóíêöèè
êà÷åñòâàíåóäîâëåòâîðèòåëüíî, òî âûáèðàåòñÿ ëó÷øàÿ ìî äåëü èç
ìî äåëåé çàäàííîé ñëîæíîñòè. Ïî ä ñëîæíîñòüþ ìî äåëè ïî äðàçó-
ìåâàåòñÿ ÷èñëî íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ìî äåëè. Ñóùåñòâóþò
ñëåäóþùèå ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ìî æåò íå
ñóùåñòâîâàòü:

� äàííûå ñëèøêîì çàøóìëåíû,

� ñðåäèäàííûõ íåò íåîá õî äèìûõ äëÿ îòûñê àíèÿ ìî äåëè ïåðå-
ìåííûõ,

� íåâåðíî çàäàí êðèòåðèéâûáîðà,

� ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíàÿ
âðåìåííàÿ çàäåðæêà îòûñêèâàåìîé ïðè÷èííî-ñëåäñòâåí íîé
ñâÿçè.

3.2. Âíåøíèå êðèòåðèè

Àâòîðàìè ìåòî äà ðàññìîòðåíî âåñüìà áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ êðèòåðèåââûáîðà ìî äåëåé.Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòüýòèõ êðèòå-
ðèåâ îïóáëèê îâàíà íà ñàéòåhttp://www.gmdh.net.

Êðèòåðèé âûáîðà ìî äåëè ìî æåò áûòü íàçâàí âíåøíèì, åñëè
îí ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, íå ñîäåðæà-
ùåéñÿ â äàííûõ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè âû÷èñëåíèè ïàðà-
ìåòðîâ ìî äåëåé. Íàïðèìåð, òàêàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â äî-
ïîëíèòåëüíîé òåñòîâîé âûáîðê å.

Àëãîðèòì ÌÃÓ À èñïîëüçó åò è âíóòðåííèé êðèòåðèé è âíåø-
íèé. Âíóòðåííèé êðèòåðèéèñïîëüçó åòñÿ äëÿ íàñòðîéêè ïàðàìåò-
ðîâ ìî äåëè, âíåøíèé êðèòåðèé èñïîëüçó åòñÿ äëÿ âûáîðà ìî äåëè
îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû.Âîçìî æåí âûáîð ìî äåëåéïî íåñêîëüêèì
âíåøíèì êðèòåðèÿì.

� 28 �



3.2.à. Êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè

Êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè � 2(C) âêëþ÷àåòñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ
îøèáêó íà îáó÷àþùåé ïî äâûáîðê å C, ïîëó÷åííóþ ïðè ïàðàìåò-
ðàõ ìî äåëè, íàñòðîåííûõ íà òåñòîâîé ïî äâûáîðê å `.

� 2(C) = kyC � AC ŵ `k2 = (yC � AC ŵ ` )T (yC � AC ŵ ` );

ãäå
ŵ ` = (AT

` A ` ) � 1(AT
` y ` )

è
ŷC (`) = AC ŵ ` :

Äðóãèå ìî äèôèê àöèè êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè

� 2(C) =
kyC � AC ŵ `k2

kyC k2

è

� 2(C) =
kyC � AC ŵ `k2

kyC � �yC k2 ;

ãäå �y � ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà y .
Êðèòåðèé � 2(C) òàêæå îáîçíà ÷àåòñÿ � 2(Cn`), ò. å. îøèáê à íà

ïî äâûáîðê å C, ïðè ïàðàìåòðàõ, ïîëó÷åííûõ íà ïî äâûáîðê å `.

3.2.á. Êðèòåðèé ìèíèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ

Ýòîò êðèòåðèé òàêæå íàçûâàåòñÿ êðèòåðèé íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè : ìî äåëü êîòîðàÿ èìååò íà îáó÷àþùåé âûáîðê å î äíó íåâÿç-
êó, à íà êîíòðîëüíîé � äðóãóþ, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé. Îí
âêëþ÷àåò ðàçíîñòü ìåæäó çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ìî äåëè, âû-
÷èñëåííûìè íà äâóõ ðàçëè÷íûõ âûáîðê àõ ` è C. Êðèòåðèé íå
âêëþ÷àåò îøèáêó ìî äåëè â ÿâíîé ôîðìå. Îí òðåáóåò, ÷òîáû îöåí-
êè êîýôôèöèåíòîâ â îïòèìàëüíîé ìî äåëè, âû÷èñëåííûå íà ìíî-
æåñòâàõ̀ è C, ðàçëè÷àëèñüìèíèìàëüíî.
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Êðèòåðèé èìååò âèä

� 2
bs = kAW ŵ ` � AW ŵC k2 = (ŵ ` � ŵC )T AT

W AW (ŵ ` � ŵC ):

Äðóãèå ìî äèôèê àöèè ýòîãî êðèòåðèÿ

� 2
bs =

kAW ŵ ` � AW ŵC k2

kyC � �yC k2

è
� 2

a = kŵ ` � ŵC k2;

ãäå ŵ ` è ŵC � âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïî äâûáîðîê ` è C. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäíåãî âàðèàí-
òà ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w
â ðàçëè÷íûõ ìî äåëÿõ ìî æåò áûòü ðàçëè÷íî.

3.2.â. Êðèòåðèé àáñîëþòíîãî èììóíèòåò à ê øóìó

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ èç ñèëüíî çà-
øóìëåííûõ äàííûõ âîçìî æíî íàéòè ñêðûòûå ôèçè÷åñêèå çàêî-
íîìåðíîñòè.

V 2 = (AW ŵ ` � AW ŵW )T (AW ŵW � AW ŵC ) =

= (ŵ ` � ŵW )T AT
W AW (ŵW � ŵC ):

ãäå ŵW � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûé íà âñåé âûáîð-
êå W.

3.2.ã. Êðèòåðèé ïðåäñê àçàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè

ßâëÿåòñÿ ìî äèôèê àöèåé êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè. Ýòîò êðèòå-
ðèé âêëþ÷àåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó äëÿ îòäåëüíîé ýêçà-
ìåíàöèîííîé âûáîðêè B , êîòîðàÿ íå áûëà èñïîëüçîâàíà íè ïðè
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íàõ î æäåíèè êîýôôèöèåíòîâ, íè ïðè âûáîðå ìî äåëåé.Â ýòîì ñëó-
÷àåâûáîðê à äåëèòñÿ íå íà äâå, à íà òðè ÷àñòè:

X W =

0

@
X `

X C

X B

1

A ; yW =

0

@
y `

yC

yB

1

A :

Êðèòåðèé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè èìååò âèä

� 2(WnB ) =
kyW � AW ŵB k2

kyW � �yW k2 :

3.2.ä. Êîìáèíèðîâàííûé êðèòåðèé

Ýòîò êðèòåðèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðè âûáîðå ìî äåëåé
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ.Êîìáèíèðîâàííûé
êðèòåðèé

k2 =
KX

i =1

� i k2
i ; ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè

KX

i =1

� i = 1:

Çäåñüki � ïðèíÿòûå íà ðàññìîòðåíèå êðèòåðèè,à � i � âåñàýòèõ
êðèòåðèåâ,íàçíà ÷åííûå â íà ÷àëåâû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíò à.

Èñïîëüçóþòñ ÿ òàêæå íîðìàëèçîâàííûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ.
Ïðè ýòîì ïðåäûäóùàÿ ôîðìó ëà èìååò âèä

k2 =
KX

i =1

� i
k2

i

k2
imax

:

Ìàê ñèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ k2
i max áåðåòñÿ ïî âû÷èñëåííûì

çíà÷åíèÿì êðèòåðèåâäëÿ âñåõïîðî æäåííûõ ìî äåëåé. Â äàííîì
ñëó÷àåîïòèìàëüíàÿ ìî äåëüìî æåòáûòü íàéäåíà òîëüêî ïîñëå çà-
âåðøåíèÿ íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ âñåõìî äåëåé.

Ïðèìåð ðàñïðîñòðàíåííîãî êîìáèíèðîâàííîãî êðèòåðèÿ �
ñìåùåíèå ïëþñ îøèáê à àïïðîê ñèìàöèè.

c2
1 = �� 2

bs + �"2(W) =
� 2

bs

� 2
bs max

+
"2

"2
max

;
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ãäå �"2(W) � íîðìàëèçîâàííàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáê à àï-
ïðîê ñèìàöèè íà âñåéâûáîðê å W = ` [ C ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýô-
ôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûõ òàêæå íà W.

Âòîðîé ïðèìåð êîìáèíèðîâàííîãî êðèòåðèÿ� ñìåùåíèå ïëþñ
ðåãóëÿðíîñòü.

c2
2 = �� 2

bs + �� 2(C):

Òðåòèéïðèìåð � ñìåùåíèå ïëþñ îøèáê à íà òåñòîâîé âûáîðê å.

c2
3 = �� 2

bs + �� 2(B nW):

Òàêîé êðèòåðèé îáåñïå÷èâàåò âûáîð íàèáîëåå íåñìåùåííûõ,
óñòîé÷èâûõ è òî÷íûõ ìî äåëåé. Çäåñü�( CnW) � ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íàÿ îøèáê à, âû÷èñëåííàÿ íà âûáîðê å C, ñ âåñàìè, íàñòðîåí-
íûìè íà âñåéâûáîðê å W.

Îáû÷íî ïðè âû÷èñëåíèè êðèòåðèÿ c3 âûáîðêó äåëÿò íà òðè
÷àñòè â ïðîïîðöèÿõ ` = 40%, C = 40% è B = 20%. Âûáîðêè `
è C èñïîëüçóþòñ ÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòåðèÿ ìèíèìàëüíîãî ñìå-
ùåíèÿ, à âûáîðê à B � äëÿ âû÷èñëåíèÿ îøèáêè ïðåäñêàçàíèÿ. Äëÿ
êðèòåðèåâc1 è c2 âûáîðê à îáû÷íî äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

3.2.å. Ïàðåòî-îïòèìàëüíûé ôðîíò â ïðîñòðàíñòâå
êðèòåðèåâ

Ïàðåòî-îïòèìàëüíûé ôðîíò � àëüòåðíàòèâà êîìáèíèðîâàí-
íûì êðèòåðèÿì. Âûáèðàåòñÿ ìíî æåñòâîâíåøíèõ êðèòåðèåâ,óñëî-
âèÿì îïòèìàëüíîñòè êîòîðûõ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìî äåëü.
Êàæäîé ìî äåëè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèåâåêòîð â ïðîñòðàíñòâå
âûáðàííûõ êðèòåðèåâ.Îòûñêèâàþòñ ÿ âåêòîðû, ïðèíàäëåæ àùèå
ïàðåòî-îïòèìàëüíîì ó ôðîíòó ìíî æåñòâàâñåõâåêòîðîâ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïîðî æäåííûì ìî äåëÿì. Ïðè ñîçäàíèè êîìáèíèðîâàí-
íîãî êðèòåðèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìî äåëè, êðèòåðèè êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò ïîëó÷åííîìó ïàðåòî-îïòèìàëüíîì ó ôðîíòó .

� 32 �



3.3. Àëãîðèòì ïîðî æäåíèÿ ìî äåëåé ÌÃÓ À

Öåëüþ ÌÃÓ À ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìî äåëè â ðåçóëüòàòå ïåðå-
áîðà ìî äåëåéèç èíäóêòèâíî-ïîðî æäàåìîãî ìíî æåñòâà.Ïàðàìåò-
ðû êàæäîé ìî äåëè íàñòðàèâàþòñÿ òàê, ÷òîáû äîñòàâèòüìèíèìóì
âûáðàííîìó âíåøíåìó êðèòåðèþ. Ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûõ òèïà
àëãîðèòìîâ ÌÃÓ À � î äíîð ÿäíûé è ìíîãîð ÿäíûé.

Âñå àëãîðèòìû ÌÃÓ À âîñïðîèçâî äÿò ñõåìó ìàññîâîé ñå-
ëåêöèè: ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðî æäàþòñÿ ìî äåëè âîçðàñòàþùåé
ñëîæíîñòè. Êàæäàÿ ìî äåëü íàñòðàèâàåòñÿ � ìåòî äîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ íàõ î äÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Èç ìî äåëåé-
ïðåòåíäåíòîâ âûáèðàþòñÿ ëó÷øèå â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì
êðèòåðèåì. Ìíîãîð ÿäíûå àëãîðèòìû ìîãóò âû÷èñëÿòü îñòàòêè
ðåãðåññèîííûõ ìî äåëåéïîñëå êàæäîãî ðÿäà ñåëåêöèèèëè íå âû-
÷èñëÿòü;ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñ ÿ èñõî äíûå äàííûå.

Êàæäàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìî äåëüî äíîçíà ÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà-
áîðîì èíäåêñîâ s âõî äÿùèõ â íåå ìîíîìîâ

y = a0 + w(s) � a(s):

Ýëåìåíòû âåêòîðà w � êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìå ïîëèíîìà
Êîëìîãîðîâà-Ã àáîðà; ýëåìåíòû âåêòîðà a � ðåçóëüòàò ïðîèçâå-
äåíèÿ ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîìîâ. Èíäåê-
ñû s � f 1; : : : ; F0g åñòü èíäåêñû ìîíîìîâ, âõî äÿùèõ â ìî äåëü.
Èíà ÷å ïðîèçâîëüíàÿ ìî äåëü

y = w0 + w(s) � a(s)

ïîðî æäàåòñÿ íàáîðîì èíäåêñîâ s � f 1; : : : ; F0g, âêëþ÷àþùèõ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû âåêòîðîâ

w = hw1; : : : ; wF0 i è a = ha1; : : : ; aF0 i :

Ïðè îãðàíè÷åíèè ñòåïåíè ïîëèíîìà ÷èñëîì R ÷èñëî ìîíîìîâ
ïîëèíîìà ðàâíî

F0 =
RX

r =1

�CP
r =

RX

r =1

(r + P � 1)!
P!(r � 1)!

;
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à ÷èñëî ìî äåëåé ïåðâîãî ðÿäà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî 2F0 . Çäåñü
�CP

r � ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç P ïî r , P � ÷èñëî
ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ � ýëåìåíòîâ âåêòîðà x.

3.3.à. Êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì

Êîìáèíàòîðíûé (î äíîð ÿäíûé) àëãîðèòì èñïîëüçó åò òîëüêî
î äèí ðÿä âûáîðà. Ïðè ýòîì ïîðî æäàþòñÿ âñåâîçìî æíûå ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè. Òàê êàê ïî ä ñëîæíî-
ñòüþ ïîíèìàåòñ ÿ ÷èñëî ëèíåéíî âõî äÿùèõ ïàðàìåòðîâ w, òî ñëîæ-
íîñòü íå ïðåâîñ õî äèò çàäàííîå çíà÷åíèå F0. Ïó ñòü,êàê è ðàíåå,

y = w0 + w1a1 + w2a2 + w3a3; : : : ; wF0 aF0 :

Àëãîðèòì âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå øàãè. Äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé
âõî äíûõ àðãóìåíòîâ ñòðîÿòñÿ ìî äåëè-ïðåòåíäåíòû íåóáûâàþùåé
ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð,

y1 = w10 + w11a1;
y2 = w20 + w22a2;
y3 = w30 + w31a1 + w32a2;
y4 = w40 + w43a3;
y5 = w50 + w51a1 + w53a3;
y6 = w60 + w62a2 + w63a3;
y7 = w70 + w71a1 + w72a2 + w73a3:

Ïàðàìåòðû êàæäîé ìî äåëè íàñòðàèâàþòñÿ ìåòî äîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ïî îáó÷àþùåé âûáîðê å. Íàèëó÷øàÿ ìî äåëü âûáèðàåò-
ñÿ èñõî äÿ èç ìèíèìóìà çíà÷åíèÿ âíåøíåãî êðèòåðèÿ. Êàê âàðè-
àíò íàçíà ÷àåòñÿ ïîðîã è âûáèðàþòñÿ íåñêîëüê î ìî äåëåé,çíà÷åíèÿ
êðèòåðèÿ äëÿ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ýòîò ïîðîã .

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè äàííîãî àëãîðèòìà óäîáíî ââåñòèïå-
ðåìåííóþ âûáîðà � âåêòîð c(s) = hc1; : : : ; cF0 i . Åãî ýëåìåíò ci 2
f 0; 1g ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè i 2 s, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå0.
Òîãäà ìî äåëü èìååò âèä

y = c(s) � w � a:
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü âåêòîðîâ c äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà âûãëÿ-
äèò êàê

0 � � � 0 1
0 � � � 1 0
0 � � � 1 1
...

. . .
...

...
1 � � � 1 1

:

Òàê êàê ïðè ïîðî æäåíèè ìî äåëåéíåîá õî äèìî âûáèðàòü èç 2F0

ìî äåëåé,÷òî ìî æåòïîâëå÷ü íåäîïó ñòèìî áîëüøîå âðåìÿ âû÷èñëå-
íèé, ïðåäëî æåíû íåñêîëüê î ýâðèñòè÷åñêèõàëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿ-
þùèõ ñîêðàòèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé, áåçóìåíüøåíèÿ ìàê ñèìàëü-
íîé ñëîæíîñòè ìî äåëåé.

3.3.á. Ìíîãîð ÿäíûé àëãîðèòì

Íà ïåðâîì ðÿäå àëãîðèòìà ïîðî æäåíèÿ ìî äåëåé çàäàíî ìíî-
æåñòâî èç F0 ïåðåìåííûõ ai . Ïîðî æäàþòñÿ ìî äåëè êàê ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè âñåâîçìî æíûõ ïàð ïåðåìåííûõ

y(ij ) = w0 + wi ai + wj aj ; i; j = 1; : : : ; F0; i 6= j :

×èñëî ìî äåëåé ïåðâîãî ðÿäà M 1 åñòü ÷èñëî ñî÷åòàíèé CF0
2 =

1
2F0(F0 � 1) = M 1. Êàæäàÿ ìî äåëü, ïîðî æäàåìàÿ íà ðÿäå çàäàåò-
ñÿ ïàðîé èíäåêñîâ (i; j ). Ïîñëå ïîðî æäåíèÿ ìî äåëåéèõ ïàðàìåò-
ðû íàñòðàèâàþòñÿ ñèñïîëüçîâàíèåì âíóòðåííåãî êðèòåðèÿ.Çàòåì
âûáèðàþòñÿ F1 íàèëó÷øèõ ìî äåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì âíåøíåãî
êðèòåðèÿ. Ýòè ìî äåëè èñïîëüçóþòñ ÿ â ñëåäóþùåì ðÿäå. Ìíî æå-
ñòâî âûáðàííûõ ìî äåëåéçàäàíî ìíî æåñòâîì ïàð èíäåêñîâ f (i; j )g.
Íà ïåðâîì ðÿäå èíäåêñû âûáðàííûõ ìî äåëåé i; j ïðèíàäëåæ àò
ìíî æåñòâós1 � f 1; : : : ; F0g.

Íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì ðÿäå íîâûå ìî äåëèïîðî æäàþòñÿ êàê
ñóììû âñåâîçìî æíûõ ïàð âûáðàííûõ ìî äåëåéïðåäûäóùåãî ðÿäà.
Íàïðèìåð, äëÿ âòîðîãî ðÿäà ìíî æåñòâî ìî äåëåé

z(pquv) = y(pq) + y(uv) = w0 + wpap + wqaq + wuau + wvav ;
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p;q; u; v = 1; : : : ; s1; p 6= q 6= u 6= v:

Ïîðî æäåííûå ìî äåëè ñíîâà íàñòðàèâàþòñÿ, âûáèðàþòñÿ íàèëó÷-
øèå. Èíäåê ñû, çàäàþùèå âûáðàííûå ìî äåëè, ïðèíàäëåæ àò ìíî-
æåñòâóf (p;q; u; v)g, ãäå p;q; u; v 2 s2 � s1 � f 1; : : : ; F0g.

Òàêèì îáðàçîì íà l-ì ðÿäå c ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå àë-
ãîðèòìà âûáèðàåòñÿ ìíî æåñòâî ìî äåëåé,çàäàâàåìûõ ìíî æåñòâîì
íàáîðîâ èíäåêñîâ f p; : : : ; vg, êîòîðûå ïðèíàäëåæ àò ïîëó÷åííîìó
ìíî æåñòâósl � sl � 1 � s1 � f 1; : : : ; F0g. Ïðè ýòîì èíäåêñàöèÿ
ýëåìåíòîâ ìî äåëåéîñòàåòñÿ ñêâîçíîé,

z(p:::v) = y(p:::q) + y(u:::v) = w0 + wpap + : : : + wvav :

Îñò àíîâê à ïîðî æäåíèÿ ìî äåëåéíà ïîñëåäóþùèõ ðÿäàõ ïðîèñ-
õî äèò â òîì ñëó÷àå,êîãäà ñóâåëè÷åíèåì íîìåðà ñëîÿ, ò. å.ñóñëîæ-
íåíèåì ìî äåëåé,ïðîèñ õî äèò óâåëè÷åíèåâíåøíåãî êðèòåðèÿ ëó÷-
øåé ìî äåëè.

4. Íåëèíåéíûå ìåòî äû

Íå ëèíåéíûå ðåãðåññèîííûå ìîäå ëè � ìî äåëè âèäà

y = f (w; x) + ";

êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäåñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ

f (w ; x) = (w; g(x)) =
WX

i =1

wi gi (x):

Çäåñüw = [w1; : : : ; wW ] � ïàðàìåòðû ðåãðåññèîííîé ìî äåëè, x �
ñâîáî äíàÿ ïåðåìåííàÿ èç ïðîñòðàíñòâà RN , y � çàâèñèìàÿ ïåðå-
ìåííàÿ, " � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è g = [g1; : : : ; gW ] � ôóíêöèÿ èç
íåê îòîðîãî çàäàííîãî ìíî æåñòâà.
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4.1. ×àñòî èñïîëüçó åìûå ðåãðåññèîííûå ìî äåëè

Íèæ å ïðèâåäåíû ìî äåëè,êîòîðûå èñïîëüçóþòñ ÿ ïðè ðåãðåññè-
îííîì àíàëèçå èçìåð ÿåìûõ äàííûõ. Ïàðàìåòðû ìî äåëåé îáîçíà-
÷åíû ëàòèíñêèìè è ãðå÷åñêèìè áóêâàìè: f a; b;c; :::; �;  ; ! g, x; y �
ñâîáî äíàÿ è çàâèñèìàÿ ïåðåìåííûå. Ïðèñîåäèíåíèå ïàðàìåòðîâ-
ñêàëÿðîâ äëÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå âåêòîðà w âûïîëíÿåòñ ÿ
â òîì ïîð ÿäêå, â êîòîðîì îíè ïî ÿâëÿþòñÿ, åñëèïðåäñòàâèòüôîð-
ìó ëó ðåãðåññèîííîé ìî äåëè â âèäå ñòðîêè.

Â ñïèñîê íå âîøëè óíèâåðñàëüíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ìî äåëè,
íàïðèìåð, ìíîãîñëîéíûé ïåðcåïòðîí, ôóíêöèè ðàäèàëüíîãî áà-
çèñà,ïîëèíîìû Ëàãðàíæà, ïîëèíîìû ×åáûø¼âà.Òàêæå íå âîøëè
íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìî äåëè. Îáà ýòèêëàññàòðåáóþòñïåöèàëüíîãî
îïèñàíèÿ.

4.1.à. Íåëèíåéíûå ìî äåëè

1. Ýêñïîíåíò à y = ebx, ýêñïîíåíò à ñ ëèíåéíûì êîýôôèöèåí-
òîì y = aebx. Ðàñïðîñòðàíåíà äâóõêîìïîíåíòíàÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ ìî äåëü y = aebx + cedx. Ìî äåëü ìî æåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà, â ÷àñòíîñòè, åñëè êîýôôèöèåíò èçìåíåíèÿ âå-
ëè÷èíû ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé ïðîïîðöèîíàëåí åå íà ÷àëü-
íîé âåëè÷èíå.

2. Ðÿä Ôóðüå y = a0 +
P n

i=1

�
ai cos(i! x) + bi sin(i! x)

�
. Èñïîëü-

çóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðèî äè÷åñêèõñèãíàëîâ.

3. Ñóììà ãàóññèàíîâ y =
P n

i=1 ai exp(� (x� bi )2

ci
). Èñïîëüçó åòñÿ

äëÿ àïïðîê ñèìàöèè ïèê îâ. Êîýôôèöèåíò ai ÿâëÿåòñÿ àìïëè-
òóäîé, bi � ñìåùåíèåì, êîýôôèöèåíò ci çàäàåòøèðèíó ïèê à.
Âñåãî â ñóììå ìî æåò áûòü äî n ïèê îâ.

4. Ìîíîì y = xb, ìîíîì ñ ëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì y = axb.
Èñïîëüçó åòñÿ ïðè ìî äåëèðîâàíèè ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ
èëè õèìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî íåê îòîðîãî
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ðåàãèðóþùåãî â õèìè÷åñêîé ðåàêöèèâåùåñòâàêàê ïðàâèëî
ïðîïîðöèîíàëüíî êîíöåíòðàöèè ýòîãî âåùåñòâà,âîçâåäåííî-
ãî â íåê îòîðóþ ñòåïåíü.

5. Ðàöèîíàëüíûé ïîëèíîì y =
P n

i =0 ai x i

xm +
P m � 1

i =0 bi x i . Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü

êîýôôèöèåíò ïåðåä xm åäèíèöåé. Íàïðèìåð, åñëè m = n,
òàêîå ñîãëàøåíèå ïîçâîëèò ïîëó÷èòü óíèê àëüíûå ÷èñëèòåëü
è çíàìåíàòåëü.

6. Ñóììà ñèíóñîâ y =
P n

i=1 ai sin(bi x + ci ). Çäåñüai � àìïëèòó-
äà, bi � ÷àñòîòà, ci � ôàçà íåê îòîðîãî ïåðèî äè÷åñêîãî ïðî-
öåññà.

7. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà
y = abxb� 1 exp(� axb). Ïàðàìåòð a ÿâëÿåòñÿ ìàñøò àáèðóþ-
ùèì, à ïàðàìåòð b îïðåäåëÿåò ôîðìó êðèâîé. Òðåõïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà y = abxb� 1 exp(� a(x � c)b)
ñ ïàðàìåòðîì ñìåùåíèÿ c.

8. Ëîãèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1 + e� n ) � 1 èñïîëüçóþòñ ÿ â íåéðîí-
íûõ ñåòÿõ, íàïðèìåð â MLP â êà÷åñòâåôóíêöèé àêòèâàöèè.

9. Òàíãåíöèàëüíàÿ ñèãìîèäà y = 2(1 + e� 2n ) � 1 � 1 òàêæå èñ-
ïîëüçóþòñ ÿ â êà÷åñòâåôóíêöèé àêòèâàöèè.

4.1.á. Ëèíåéíûå ìî äåëè

1. Ïîëèíîì y =
P n

i=1 ai x i � 1 è åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïð ÿìàÿ
y = ax + b. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïîëèíîìû âûñîêèõ ñòå-
ïåíåé êðàéíå íåóñòîé÷èâû è ìîãóò íåàäåêâàòíî îïèñûâàòü
èçìåð ÿåìûå äàííûå.

2. Ãèïåðáîëà y = k=x, à òàêæå ïðî÷èå íåëèíåéíûå ôóíê-
öèè ñ ëèíåéíî-âõ î äÿùèìè ïàðàìåòðàìè: òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèåôóíêöèè sin(x); arcsin(x), ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ sh(x),
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êîðíåâûå
p

x è îáðàòíî-ê îðíåâûå x � 1
2 ôóíêöèè. Ýòè ôóíê-

öèè èñïîëüçóþòñ ÿ â ôèíàíñîâîì àíàëèçå è äðóãèõïðèëî æå-
íèÿõ.

Ýòîò ñïèñîê íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì. Âûáèðàåìàÿ ðåãðåññè-
îííàÿ ìî äåëüçàâèñèòïðåæäå âñåãîîò ýêñïåðòíûõ ïðåäïîëî æåíèé
îòíîñèòåëüíî ìî äåëèðóåìîãî ÿâëåíèÿ.

4.2. Ñèìâîëüíàÿ ðåãðåññèÿ

Ñèìâî ëüíàÿ ðåãðåññèÿ� ìåòî ä ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ ðå-
ãðåññèîííûõ ìî äåëåé ïóòåì ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ ïðîèçâîëüíûõ
ñóïåðïîçèöèé ôóíêöèé èç íåê îòîðîãî çàäàííîãî íàáîðà. Ñóïåð-
ïîçèöèÿ ôóíêöèé ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ¾ïðîãðàììîé¿ , à âûïîëíå-
íèå ñòîõàñòè÷åñêîãî îïòèìèçàöèîííîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ñòðî-
èò òàêèå ñóïåðïîçèöèè, íàçûâàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèì ïðîãðàììèðî-
âàíèåì.

Ãåíåòè÷åñêîå ïðîãð àììèðîâàíèå � ìî äèôèê àöèÿ ãåíåòè÷å-
ñêîãî àëãîðèòìà. Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ñèìâîëüíîé ðåãðåññèèíåîá õî äèìà èçìåíÿþùàÿñ ÿ äëèíà
õðîìîñîì, îïèñûâàþùèõ ñóïåðïîçèöèè. Òàê êàê ïî äîáíûå àëãî-
ðèòìû ÿâëÿþòñÿ ïåðåáîðíûìè è òðåáóþò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ,òî ïóáëèê àöèè ïî äàííîé òåìå ñòàëè ïî ÿâëÿòü-
ñÿ â 90-õ ãã., à çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèåîíè ïîëó÷èëè ïîñëå 2000ã.
Íàèáîëåå èçâåñòíûì èññëåäîâàòåëåì ÿâëÿåòñÿ Äæîí Êîçà.

Çàäà÷à îòûñê àíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ðåãðåññèîííîé ìî-
äåëè íåñêîëüêèõ ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çà-
äàíà âûáîðê à � ìíî æåñòâî f x1; : : : ; xN jx 2 RM g çíà÷åíèé ñâîáî ä-
íûõ ïåðåìåííûõ è ìíî æåñòâîf y1; : : : ; yN jy 2 Rg ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì çíà÷åíèé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Îáîçíà ÷èì îáà ýòè ìíî æå-
ñòâàêàê ìíî æåñòâî èñõî äíûõ äàííûõ D .

Òàêæå çàäàíî ìíî æåñòâî G = f gjg : R� : : : � R � ! Rg ãëàäêèõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé g = g(b; �; �; : : : ; �). Ïåðâûé àðãóìåíò
ôóíêöèè g � âåêòîð-ñòðîêà ïàðàìåòðîâ b, ïîñëåäóþùèå � ïå-
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ðåìåííûå èç ìíî æåñòâàäåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë,ðàññìàòðèâàåìûå
êàê ýëåìåíòû âåêòîðà ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñóïåðïîçèöèþ, ñîñòîÿùóþ èç íå áî-
ëåå÷åì r ôóíêöèé g. Ýòà ñóïåðïîçèöèÿ çàäàåòïàðàìåòðè÷åñêóþ
ðåãðåññèîííóþ ìî äåëü f = f (w ; x). Ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëü f çà-
âèñèòîò âåêòîðà ñâîáî äíûõ ïåðåìåííûõ x è îò âåêòîðà ïàðàìåò-
ðîâ w. Âåêòîð w 2 RW ñîñòîèò èç ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ-

ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé g1; : : : ; gr , ò. å., w = b1
...b2

... : : :
...b r , ãäå

... �
çíàê ïðèñîåäèíåíèÿ âåêòîðîâ. Îáîçíà ÷èì � = f f i g � ìíî æåñòâî
âñåõñóïåðïîçèöèé, èíäóêòèâíî ïîðî æäåííîå ýëåìåíò àìè ìíî æå-
ñòâàG.

Òðåáóåòñÿ âûáðàòü òàêóþ ìî äåëü f i , êîòîðàÿ äîñòàâëÿåòìàê-
ñèìóì çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà p(w jD). Ýòîò ôóíêöèîíàë îïðåäå-
ëÿåò öåëåâóþ ôóíêöèþ S(w), êîòîðàÿ èñïîëüçó åòñÿ ïðè âû÷èñëå-
íèÿõ.

4.3. Àëãîðèòì Ëåâåíáåðã à-Ìàðêâàð äòà

Àëãîðèòì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàð äòà ïðåäíàçíà ÷åí äëÿ îïòèìè-
çàöèè ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìî äåëåé. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâåêðèòåðèÿîïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñ ÿ ìî-
äåëè íà îáó÷àþùåé âûáîðê å. Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì ïðèáëèæåíèè çàäàííûõ íà ÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ê èñêîìîìó ëîê àëüíîìó îïòèìóìó .

Àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò ìåòî äà ñîïð ÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ òåì,
÷òî èñïîëüçó åòìàòðèöó ßê îáè ìî äåëè, à íå ãðàäèåíò âåêòîðà ïà-
ðàìåòðîâ. Îò àëãîðèòìà Ãàóññà-Íüþòîíà ýòîò àëãîðèòì îòëè÷à-
åòñÿ òåì, ÷òî èñïîëüçó åò ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Çàäàíà ðåãðåññèîííàÿ âûáîðê à � ìíî æåñòâî ïàð D =
f (xn ; yn )gN

n=1 ñâîáî äíîé ïåðåìåííîé x 2 RM è çàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé y 2 R. Çàäàíà ðåãðåññèîííàÿ ìî äåëü� ôóíêöèÿ f (w ; x n ),
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó åìàÿ â îáëàñòè W � X .

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w, êîòî-
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ðîå áû äîñòàâëÿëî ëîê àëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè îøèáêè

ED =
NX

n=1

�
yn � f (w ; xn )

� 2: (1)

Ïåðåä íà ÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà çàäàåòñÿ íà ÷àëüíûé âåêòîð
ïàðàìåòðîâ w. Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèèýòîò âåêòîð çàìåíÿåòñ ÿ
íà âåêòîð w + � w. Äëÿ îöåíêè ïðèðàùåíèÿ � w èñïîëüçó åòñÿ
ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè

f (w + � w; x) � f (w ; x) + J � w;

ãäå J � ÿêîáèàí ôóíêöèè f (w; xn ) â òî÷êå w. (N � R)-ìàòðèöó J
íàãëÿäíî ìî æíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå

J =

2

6
6
4

@f (w ;x 1 )
@w1

: : : @f (w ;x 1 )
@wR

...
. . .

...
@f (w ;x N )

@w1
: : : @f (w ;x N )

@wR

3

7
7
5 :

Çäåñüâåêòîð ïàðàìåòðîâ w = [w1; : : : ; wR ]T .
Ïðèðàùåíèå � w â òî÷êå w, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ED , ðàâ-

íî íó ëþ. Ïîýòîìó äëÿ íàõ î æäåíèÿ ïîñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ ïðè-
ðàùåíèÿ � w ïðèðàâíÿåì íó ëþ âåêòîð ÷àñòíûõ ïðîèçâî äíûõ ED

ïî w . Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (1) â âèäå

ED = ky � f (w + � w)k2;

ãäå y = [y1; : : : ; yN ]T è f (w + � w) = [f (w + � w; x1); : : : ; f (w +
� w; xN ))]T . Ïðåîáðàçîâûâàÿ ýòî âûðàæåíèå

ky � f (w + � w)k2 =

�
y � f (w + � w)

� T �
y � f (w + � w)

�
=

f T (w + � w)f (w) � 2y T f (w + � w) + y T y
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è äèôôåðåíöèðó ÿ (ñð. äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðà íåâÿçêè â ðàç-
äåëå2.1.), ïîëó÷èì

@ED

@w
= (J T J )� w � J T �

y � f (w)
�

= 0:

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå � w, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

� w = (J T J ) � 1J T �
y � f (w)

�
:

Òàê êàê ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû J T J åñòü êâàäðàò
÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû J (ñì. ðàçäåë 2.3.å.), òî ìàò-
ðèöà J T J ìî æåò îê àçàòüñÿ ñóùåñòâåííî âûðî æäåííîé. Ïîýòîìó
Ìàðêâàð äò ïðåäëî æèë ââåñòèïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè � � 0,

� w = (J T J + �I ) � 1J T �
y � f (w)

�
;

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòîò ïàðàìåòð íàçíà ÷àåòñÿ íà êàæ-
äîé èòåðàöèèàëãîðèòìà. Åñëèçíà÷åíèå îøèáêè ED óáûâàåòáûñò-
ðî, ìàëîå çíà÷åíèå � ñâîäèò ýòîò àëãîðèòì ê àëãîðèòìó Ãàóññà-
Íüþòîíà.

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ â òîì ñëó÷àå,åñëèïðèðàùåíèå � w
â ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè ìåíüøå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ëèáî åñëè
ïàðàìåòðû w äîñòàâëÿþò îøèáêó ED , ìåíüøóþ çàäàííîé âåëè-
÷èíû. Çíà÷åíèå âåêòîðà w íà ïîñëåäíåé èòåðàöèèñ÷èòàåòñÿ èñ-
êîìûì.

Íåäîñò àòîê àëãîðèòìà � çíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå ïàðàìåò-
ðà � ïðè ïëî õîé ñêîðîñòè àïïðîê ñèìàöèè. Ïðè ýòîì îáðàùåíèå
ìàòðèöû J T J + �I ñòàíîâèòñ ÿ áåññìûñëåííûì. Ýòîò íåäîñò àòîê
ìî æíî óñòðàíèòü, èñïîëüçó ÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû ÃåññåJ T J â êà-
÷åñòâåðåãóëÿðèçóþùåãî ñëàãàåìîãî:

� w =
�
J T J + � diag(J T J )

� � 1J T �
y � f (w)

�
:
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5. Ñðàâíåíèå è âûáîð ìî äåëåé

Câÿçàííûé Áàéåñîâñêèé âûâîä � ìåòî ä ñðàâíåíèÿ ðåãðåññè-
îííûõ ìî äåëåé, îñíîâàííûé íà àíàëèçå èõ ïðîñòðàíñòâà ïàðà-
ìåòðîâ. Ýòîò ìåòî ä èñïîëüçó åò êëàññè÷åñêèéäâàæäû: äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìî äåëè è äëÿ
âû÷èñëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ñàìîé ìî äåëè. Ñâÿçàí-
íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáà âûâî äà èñïîëüçóþò îáùèé ñî-
ìíî æèòåëü,íàçûâàåìûé äîñòîâåðíîñòüþ ìîäå ëè. Íåîòúåìëåìîé
÷àñòüþ ýòîãî ìåòî äà ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ
ìî äåëè è çàâèñèìîñòè öåëåâîé ôóíêöèè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.
Ðåçóëüòàòîì òàêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ âîçìî æíîñòü îöåíèòü, íà-
ñêîëüê î âàæíû îòäåëüíûå ïàðàìåòðû ìî äåëè äëÿ àïïðîê ñèìàöèè
äàííûõ. Câÿçàííûé Áàéåñîâñêèéâûâî ä èñïîëüçó åòñÿ êàê â çàäà-
÷àõ ðåãðåññèè,òàê è â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè.

5.1. Ñðàâíåíèå ìî äåëåé

Ïðè ñðàâíåíèè ìî äåëåé èñïîëüçó åòñÿ ïðàâèëî áðèòâû Îêê à-
ìà â ñëåäóþùåé ôîðìó ëèðîâêå: ¾Ñîâìåñòíûé Áàéåñîâñêèé âû-
âîä àâòîìàòè÷åñêè êîëè÷åñòâåííî âûïîëíÿåò ïðàâèëî Îêê àìà¿ .
Áðèòâà Îêê àìà 2 � ïðèíöèï ïðåäïî÷òåíèÿ ïðîñòûõ ìî äåëåé(òåî-
ðèé, ãèïîòåç) ñëîæíûì. Åñëè íåñêîëüê î ìî äåëåéî äèíàê îâî õîðî-
øî îïèñûâàþò íàáëþ äåíèÿ, ïðèíöèï Îêê àìà ðåêîìåíäó åò âûáîð
ïðîñòåéøåé ìî äåëè.

Òåîðåìà Áàéåñàãîâîðèò î òîì, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûìè áó-
äóò òå ìî äåëè, êîòîðîå íàèáîëåå òî÷íî ïðîãíîçèðóþò ïî ÿâëåíèå

2Óèëüÿì Îêê àì � àíãëèéñêèé ôèëîñîô-ñ õîëàñò, ëîãèê è öåðêîâíî-
ïîëèòè÷åñêèé ïèñàòåëü (îê. 1285�1349), àâòîð ïðèíöèïà: ¾íå óìíî æàé ñóù-
íîñòè áåç íåîá õî äèìîñòè¿ . Ýòîò ïðèíöèï ïî ääåðæèâàåòñÿ äâóìÿ ñîîáðàæ å-
íèÿìè. Âî-ïåðâûõ, ýñòåòè÷åñêèì: ¾Ïðè îïèñàíèè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ
ó òåîðèè ñ êðàñèâîé ìàòåìàòèê îé áîëüøå øàíñîâ íà óñïåõ, ÷åì ó áåçîáðàç-
íîé¿ � Ïîëü Äèðàê. Âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå áðèòâû Îêê àìà óæå èìåëî áîëü-
øîé óñïåõ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
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íåê îòîðûõ äàííûõ 3.
Ýòà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå äàííûõ D . Âåðîÿòíîñòü P(D jH i )
ïî ÿâëåíèÿ äàííûõ D ïðè ôèê ñèðîâàííîé ìî äåëè H i íàçûâàåòñÿ
ïðàâäîïî äîáèåì ìî äåëè H i .

3Ôîðìó ëà Áàéåñà,êðàòêî. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P(D jH ) åñòüâåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ D ïðè óñëîâèè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ H . Èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà 
 ýëåìåíò àðíûõ ñîáûòèé, ïðèíàäëåæ àùèõ H , âõî äÿò â D ëèøü òå
ñîáûòèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæ àò ïåðåñå÷åíèþ H è D . Ýòè ýëåìåíòû îïðå-
äåëÿþò P(D jH ). Íî åñëè áû H áûëî íîðìèðîâàíî, òî P (D jH ) ðàâíÿëîñü
áû P(H D ). Ïîýòîìó ÷òîáû óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòâå÷àëà óñëîâèÿì íîðìè-
ðîâêè, èñïîëüçóþò íîðìèðóþùèé ìíî æèòåëü

P(D jH ) =
P(H D )
P(H )

:

Ñîãëàñíî ôîðìó ëå óìíî æåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëèòåëüýòîé äðîáè ðàâåí

P (H D ) = P(D jH )P(H ):

Ðàçáèåíèå ìíî æåñòâà
 íà ïîëíóþ ãðóïïó íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé H 1 ; : : : ; H n

ïîçâîëÿåò ëþáîå ñîáûòèå D çàïèñàòü â âèäå

D = D H 1 + � � � + D H n ;

îòêóäà

P(D ) = P(D jH 1)P (H 1) + � � � + P(D jH n )P (H n ) (2)

Ïó ñòü P(H ); P (D ) > 0. Òîãäà èç

P(H D ) = P(H jD )P(D ) = P(D jH )P(H )

âûòåêàåò

P(H jD ) =
P(D jH )P(H )

P(D )
;

÷òî ïîñëå ó÷åòà (2) ïðè âî äèò ê ôîðìó ëå Áàéåñà

P(H i jD ) =
P(D jH i )P (H i )

nP

j =1
P(D jH j )P (H j )

:
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Ðèñ. 6. Ñðàâíåíèå ïðàâäîïî äîáèÿ äâóõ ìî äåëåé

Ïðîñò àÿ ìî äåëü H1 îïèñûâàåò îãðàíè÷åííîå ìíî æåñòâî äàí-
íûõ, ÷òî ïîê àçàíî íà ðèñóíêå ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ P(D jH1). Áîëåå ñëîæíàÿ ìî äåëü H2, èìåþùàÿ, íàïðèìåð,
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàåò (èíà ÷å ãîâîð ÿ, ïðè-
áëèæàåòñ íåê îòîðîé òî÷íîñòüþ, íå õóæå çàäàííîé) áîëüøåå ìíî-
æåñòâî äàííûõ. Ýòî, ñîãëàñíî íîðìèðîâàíèþ ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ, îçíà ÷àåò, ÷òî â íåê îòîðîé îáëàñòè C1 ïðîñò àÿ ìî-
äåëüH1 áóäåòáîëåå âåðîÿòíîé ïðè óñëîâèè, ÷òî îáå ìî äåëèèìåþò
î äèíàê îâóþ àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü.

Íàéäåì ïðàâäîïî äîáèå äâóõàëüòåðíàòèâíûõ ìî äåëåéH 1 è H2,
îïèñûâàþùèõ äàííûå D . Ïî òåîðåìå Áàéåñàìû ñâÿçûâàåì ïðàâ-
äîïî äîáèå P(H1jD ) ìî äåëè H1 ïðè ôèê ñèðîâàííûõ äàííûõ, âåðî-
ÿòíîñòü P(D jH1) ïîëó÷åíèÿ äàííûõ ñ ýòîé ìî äåëüþ è àïðèîðíîå
ïðàâäîïî äîáèå P(H1) ìî äåëè H1. Òàê êàê çíà÷åíèå íîðìèðóþ-

ùåãî ìíî æèòåëÿ P(D) =
nP

j =1
P(D jH j )P(H j ) äëÿ îáîèõ ìî äåëåé

î äèíàê îâî, òî îòíîøåíèå ïðàâäîïî äîáèÿ ìî äåëåéH 1 è H2 èìååò
âèä

P(H1jD )
P(H2jD )

=
P(H1)P(D jH1)
P(H2)P(D jH2)

: (3)

Îòíîøåíèå P (H 1 )
P (H 2 ) â ïðàâîé ÷àñòèóêàçûâàåòíà òî, íàñêîëüê î âåëè-
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êî àïðèîðíîå ïðåäïî÷òåíèå ìî äåëè P(H 1) ååàëüòåðíàòèâåP(H2).
Îòíîøåíèå P (D jH 1 )

P (D jH 2 ) óêàçûâàåòíàñêîëüê î ìî äåëüH 1 ñîîòâåòñòâóåò
íàáëþ äàåìûì äàííûì ëó÷øå, ÷åì ìî äåëü H 2.

Ðèñ. 6äàåò èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ïî÷åìó áîëåå
ñëîæíûå ìî äåëè ÿâëÿþòñÿ ìåíåå ïðàâäîïî äîáíûìè. Îñü àáñöèññ
ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëàã àåìûì ïðîñòðàíñòâîì äàííûõ D .

Âûðàæåíèå (3) ââîäèò ïðàâèëî Îêê àìà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âî-ïåðâûõ, âîçìî æíî çàäàòüîòíîøåíèå P (H 1 )

P (H 2 ) òàê, ÷òîáû îíî îò-
ðàæàëî ñëîæíîñòü ìî äåëåéíà îñíîâàíèè íåê îòîðîé äîïîëíèòåëü-
íîé èíôîðìàöèè. Âî-âòîðûõ, íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùåãî ñïîñî-
áà çàäàíèÿ êðèòåðèÿ îòáîðà ìî äåëåé,ýòî îòíîøåíèå àâòîìàòè÷å-
ñêè âûïîëíÿåò ïðàâèëî Îêê àìà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè H 2 � áî-
ëååñëîæíàÿ ìî äåëü, ååïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P(D jH 2) èìååò
ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ïðè òîì óñëîâèè, ÷òî ååäèñïåðñèÿ áîëüøå. Åñ-
ëè íåâÿçêè, äîñòàâëÿåìûå îáåèìè ìî äåëÿìè ðàâíû, ïðîñò àÿ ìî-
äåëüH1 áóäåòáîëåå âåðîÿòíà, ÷åì ñëîæíàÿ ìî äåëüH 2. Òàêèì îá-
ðàçîì, íåçàâèñèìî îò àïðèîðíûõ ïðåäïî÷òåíèé, ââîäèòñÿ ïðàâèëî
Îêê àìà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè ðàâíûõ àïðèîðíûõ ïðåäïî÷òåíè-
ÿõ è ðàâíîì ñîîòâåòñòâèè ïðåäïîëàã àåìûõ ìî äåëåé èçìåð ÿåìûì
äàííûì ïðîñò àÿ ìî äåëü áîëåå âåðîÿòíà, ÷åì ñëîæíàÿ.

5.2. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðàâäîïî äîáèÿ ìî äåëåé

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, âçÿòûé èç [37]. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü
f� 1; 3; 7; 1g: Òðåáóåòñÿ ïðåäñêàçàòüñëåäóþùèå äâà ÷èñëà è íàé-
òè çàêîíîìåðíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñò è. Ïåðâûé âàðèàíò: 15; 19.
Çàêîíîìåðíîñòü Ha � ïîñëåäóþùåå ÷èñëî ðàâíî ïðåäûäóùåìó
ïëþñ 4

x i +1 = x i + 4:

Âòîðîé âàðèàíò: � 19:9; 1043:8. Çàêîíîìåðíîñòü H c � ïîëèíîì
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Ñ î äíîé ñòîðîíû, âîçìî æíî íåïîñðåäñòâåííî íàçíà ÷èòü àïðè-
îðíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ îáåèõ ìî äåëåéòàê, ÷òîáû øòðàôîâàòü áî-
ëååñëîæíóþ ìî äåëü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìî æíî âû÷èñëèòü èõ
ïðàâäîïî äîáèå P(D jHa) è P(D jH c) ÷òîáû îïðåäåëèòü, íàñêîëüê î
õîðîøî îáå ôóíêöèè îïèñûâàþò äàííûå.

Ìî äåëüHa çàâèñèòîò äâóõ ïàðàìåòðîâ: äîáàâëÿåìîãî ÷èñëàn
è îò ïåðâîãî ÷èñëàâ ïîñëåäîâàòåëüíîñò è. Ïó ñòüêàæäûé èç ýòèõ
ïàðàìåòðîâ ïðèíàäëåæèò ìíî æåñòâóf� 50; : : : ; 50g � Z. Òàê êàê
òîëüêî ïàðà çíà÷åíèé (n = 4; x1 = � 1) äîñòàâëÿþò ôóíêöèþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííûì D = f� 1; 3; 7; 11g, òî âåðîÿòíîñòü ïî-
ÿâëåíèÿ äàííûõ D ïðè çàäàííîé ìî äåëè H a ðàâíà

P(D jHa) =
1

101
1

101
= 0:00010:

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü P(D jH c), òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âå-
ðî ÿòíîñòü ïàðàìåòðîâ c;d;e â êóáè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå H c.

Ýòè ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëåíû ñ âèäå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àåîáå ýòè ìî äåëè áûëè áû íåñðàâíèìû). Ïó ñòü
÷èñëèòåëèïàðàìåòðîâ, òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíî æåñòâàf� 50; : : : ; 50g à çíàìåíàòåëè �
èç ìíî æåñòâàf 1; : : : ; 50g. Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ïðèíè-
ìàåòñÿ âî âíèìàíèå, ÷òî åñòü íåñêîëüê î ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü
äðîáü íà çàäàííûõ ìíî æåñòâàõ.Íàïðèìåð, c = � 1=11 = � 2=22 =
� 3=33 = � 4=44. Âåðîÿòíîñòü P(D jH c) ðàâíà

P(D jH c) =
�

1
101

� �
4

101
1
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� �
4

101
1
50

� �
2

101
1
50

�
=

= 0:0000000000025= 2:5 � 10� 12:

Îòíîøåíèå ïðàâäîïî äîáèÿ äâóõ ìî äåëåé (à çíà÷èò, è èõ àïîñòå-
ðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâààïðèîðíûõ ïðåäïî-
÷òåíèé), P(D jHa) = 0:00010è P(D jHa) = 2:5� 10� 12 ñîñòàâëÿåò
î äíó ñîðîê àìèëëèîííóþ.
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5.3. Äâà óðîâíÿ Áàéåñîâñê îãî âûâî äà

Ïðè ñîçäàíèè ìî äåëåé ðàçëè÷àþò äâà óðîâíÿ Áàéåñîâñêîãî
âûâî äà. Íà ïåðâî ì óðîâíå ïðåäïîëàã àåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ
ìî äåëü àäåêâàòíà. Ïðîèçâî äèòñÿ íàñòðîéê à ïàðàìåòðîâ ìî äåëè
ïî äàííûì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñ ÿ íàèáîëåå ïðàâäîïî äîáíûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è çíà÷åíèÿ îøèáîê ìî äåëåéïðè ýòèõ ïàðà-
ìåòðàõ. Ýòà ïðîöåäóðà ïîâòîð ÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ìî äåëè. Çàäà÷à,
ðåøàåìàÿ íà âòîðî ì óðîâíå âûâîäà � ñðàâíåíèå ìî äåëåé.Ðåçóëü-
òàòîì ÿâëÿåòñÿ óïîð ÿäî÷åííîå ìíî æåñòâî ìî äåëåé.

Ðèñ. 7. Èñïîëüçîâàíèå Áàéåñîâñêîãî âûâî äà ïðè ñîçäàíèè
ìî äåëåé.Ïåðâûé è âòîðîé óðîâåíü âûâî äà îáâåäåíû ëèíèåé.

Êàæäàÿ ìî äåëüH i èìååò âåêòîð ïàðàìåòðîâ w. Çàäà÷à ïåðâî-
ãî óðîâíÿ � ïîëó÷èòü îöåíêó ïàðàìåòðîâ w ìî äåëè ïðè ïîëó÷åí-
íûõ äàííûõ D . Ñîãëàñíî òåîðåìå Áàéåñà,àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ïàðàìåòðîâ w ðàâíà

P(w jD ; H i ) =
P(D jw; H i )P(w jH i )

P(D jH i )
: (4)
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Íîðìèðóþùàÿ êîíñò àíòà P(D jH i ) îáû÷íî íå ïðèíèìàåòñ ÿ
âî âíèìàíèå íà ïåðâîì óðîâíå âûâî äà. Îäíàê î îíà ñòàíîâèòñ ÿ
âåñüìà âàæíîé íà âòîðîì óðîâíå âûâî äà. Ýòà êîíñò àíòà íàçûâà-
åòñÿ â àíãëî ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå¾evidence¿, ò. å. ¾äîñòîâåðíîñòü
ìî äåëè¿.

Ïðè îòûñê àíèè ïàðàìåòðîâ íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïðèìåíÿþò
îïòèìèçàöèîííûå ìåòî äû òèïà ìåòî äà ñîïð ÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ,
÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëåå âåðîÿòíûå ïàðàìåòðû w M P . (Ðàçëè÷à-
þò íàèáîëåå âåðîÿòíûå ïàðàìåòðû w M P , êîòîðûå âûâî äÿòñÿ íà
ïåðâîì óðîâíå êàê àðãóìåíò ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè, è íàèáîëåå
ïðàâäîïî äîáíûå ïàðàìåòðû w M L , êîòîðûå îòûñêèâàþòñÿ êàê àð-
ãóìåíò ôóíêöèè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïî äîáèÿ.)

Îøèáê à (èíîã äà íàçûâàåìàÿ ïðîãíîñòè÷åñê îé ñïîñîáíîñòüþ)
ìî äåëè H îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè àïîñòåðèîðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìî äåëè.Äëÿ îöåíêè èñïîëüçó åòñÿ ïðèáëè-
æåíèå ðÿäîì Òåéëîðà ëîãàðèôìà àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè P(w jD ; H i )

P(w jD ; H i )� P(wM P jD ; H i ) exp(�
1
2

� w T A� w)) ;

ãäå � w = w � wM P , è îòûñêèâàåòñÿ çíà÷åíèå ãåññèàíàïðè çíà÷å-
íèè âåñîâìàê ñèìàëüíîãî ïðàâäîïî äîáèÿ w MP â îêðåñòíîñòè wM P :

A = �r 2lnP(w jD ; H i )jw M P :

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ìî äåëè H i ìî æåòáûòü ëîê àëüíî ïðèáëèæåíà ñ ïîìîùüþ ìàò-
ðèöû A � 1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîâàðèàöèè â îêðåñòíîñòè
çíà÷åíèÿ ååïàðàìåòðîâ wM P .

Íà âòîðî ì óðîâíå áàéåñîâñêîãî âûâî äà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,
êàêàÿ ìî äåëü íàèáîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàåò äàííûå. Àïîñòåðè-
îðíàÿ âåðîÿòíîñòü i -é ìî äåëè çàäàíà êàê

P(H i jD )/ P(D jH i )P(H i ):
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîìíî æèòåëüP(D jH i ), âêëþ÷àþùèé äàí-
íûå D , åñòüäîñòîâåðíîñòü ìî äåëè H i , êîòîðàÿ áûëà íàçâàíà ðà-
íåå, â âûðàæåíèè (4), íîðìèðóþùåé êîíñò àíòîé. Äîñòîâåðíîñòü
ìî äåëè ìî æåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè
ïðàâäîïî äîáèÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó ïàðàìåòðîâ ìî äåëè:

P(D jH i ) =
Z

P(D jw; H i )P(w jH i )dw:

Âòîðîé ñîìíî æèòåëüP(H i ) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü íàä ïðî-
ñòðàíñòâîì ìî äåëåé,îïðåäåëÿåò, íàñêîëüê î àäåêâàòíîé (cîîòâåò-
ñòâóþùèé àíãëèéñêèéòåðìèí � plausible) ÿâëÿåòñÿ ìî äåëüäî òî-
ãî, êàê ïî ÿâèëèñüäàííûå. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé Áàéåñîâñêîãî âû-
âîäà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèåîáúåêòèâíûõ ìåòî äîâ íàçíà ÷åíèÿ àïðè-
îðíîé âåðîÿòíîñòè P(H i ). Ïó ñòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè P(H i )
âñåõ ìî äåëåé ðàâíû. Òîãäà ìî äåëè ðàíæèðóþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì
äîñòîâåðíîñòè P(D jH i ).

×ðåçâû÷àéíî âàæíîå ïðåäïîëî æåíèå, êîòîðîå íåîá-
õî äèìî ñäåëàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðàâ-
äîïî äîáèÿ, � ïðåäïîëî æåíèå î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
P(w jD ; H i )/ P(D jw; H i )P(w jH i ) èìååò âûðàæåííûé ïèê
â îêðåñòíîñòè íàèáîëåå âåðîÿòíîãî çíà÷åíèÿ w M P .

Ðèñ. 8. Ìíî æèòåëüÎêê àìà � îòíîøåíèå � wjD P(wM P jH i ) =
� w j D

� w

Íà ðèñ. 8 ïîê àçàíî, êàê âû÷èñëÿåòñÿ ìíî æèòåëüÎêê àìà äëÿ
ìî äåëè H i ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì w íà îñè àáñöèññ.Ñïëîø-
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íîé ëèíèåé ïîê àçàíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ñ äèñ-
ïåðñèåé � w . Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîê àçàíî ïóíêòèðíîé
ëèíèåé èìååò åäèíñòâåííûé ìàê ñèìóì â òî÷êå w M P è èìååò äèñ-
ïåðñèþ � wjD .

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðîâ ìî äåëè ïðè-
áëèæàþò ãàóññèàíîé, îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò ìåòî ä Ëàïëàñà. Ñîãëàñíî äàííîìó ìåòî-
äó ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà âûñîòå ïèê à ïî äûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
P(D jw; H i )P(w jH i ) óìíî æåííîé íà øèðèíó ïèê à, � wjD :

P(D jH i ) � P(D jwM P ; H i )P(wM P jH i ) � � wjD ;

äîñòîâåðíîñòü � íàèáîëüøåå ïðàâäîïî äîáèå� ìíî æèòåëüÎêê àìà.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòîâåðíîñòü ìî äåëè íàõ î äèòñÿ ñ ïîìîùüþ îöå-
íîê íàèáîëüøåãî ïðàâäîïî äîáèÿ ïàðàìåòðîâ ìî äåëèè ìíî æèòåëÿ
Îêê àìà, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0; 1], êîòîðûé øòðà-
ôó åò ìî äåëü H i çà ååïàðàìåòðû w. ×åì òî÷íåå áûëà àïðèîðíàÿ
îöåíê à ïàðàìåòðîâ, òåì ìåíüøå øòðàô.

Ïðè àïïðîê ñèìàöèè Ëàïëàñà ìíî æèòåëüÎêê àìà ìî æåò áûòü
ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ îïðåäåëèòåëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âåñîâ

P(D jH i ) � P(D jwM P ; H i )P(wM P jH i )det � 1
2 (A =2� );

ãäå A = �r 2lnP(w jD ; H i ) � ãåññèàí êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
âåñîâ, âû÷èñëåííûé â òî÷êå w M P . Àëãîðèòìè÷åñêè Áàéåñîâñêèé
ìåòî ä ñðàâíåíèÿ ìî äåëåéïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ äîñòîâåðíîñòè
íå ñëîæíåå, ÷åì çàäà÷à íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ êàæäîé ìî äåëè
è îöåíêè ìàòðèöû Ãåññå.

Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû îòðàíæèðîâàòü àëüòåðíàòèâíûå ìî äå-
ëè H i ïî ïðåäïî÷òåíèþ, íåîá õî äèìî, âîñïîëüçîâàâøèñü Áàéåñîâ-
ñêèì âûâî äîì, âû÷èñëèòü äîñòîâåðíîñòü P(D jH i ). Áàéåñîâñêîå
ñðàâíåíèå ìî äåëåé � ýòî ðàñøèðåíèå ìåòî äà âûáîðà ìî äåëåé ïî
ìåòî äó íàèáîëüøåãî ïðàâäîïî äîáèÿ. Äîñòîâåðíîñòü âîçìî æíî âû-
÷èñëèòüêàê äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ, òàê è äëÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ
ìî äåëåé.
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5.4. Ïðèìåð èíòåïðåò àöèè ìíî æèòåëÿ Îêê àìà

Ïåðåìåííàÿ � wjD ÿâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ
âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w. Ïó ñòüàïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå P(w jH i )
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì íà íåê îòîðîì áîëüøîì èíòåðâàëå � w è îò-
ðàæàåò ìíî æåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå áûëè âîçìî æíû àïðèîðè,
ñîãëàñíî ìî äåëè H i . Òîãäà P(wM P jH i ) = 1=� w è

ìíî æèòåëüÎêê àìà =
� wjD

� w
:

Ìíî æèòåëüÎêê àìà åñòüñòåïåíü ñæàòèÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåò-
ðîâ ìî äåëè ïðè ïî ÿâëåíèè äàííûõ. Ìî äåëü H i ìî æåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ñåìåéñòâîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, èç êîòîðûõ ôèê-
ñèðóåòñÿ î äíà, êàê òîëüêî ïî ÿâëÿþòñÿ äàííûå. Ìíî æèòåëüåñòü
÷èñëî, îáðàòíîå êîëè÷åñòâó òàêèõ ôóíêöèé (äëÿ êîíå÷íîãî èõ
÷èñëà). Ëîã àðèôì ìíî æèòåëÿ Îêê àìà åñòüìåðà êîëè÷åñòâà èí-
ôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ ìî äåëè, êîòîðàÿ áóäåò ïîëó÷åíà ïðè ïî-
ÿâëåíèè äàííûõ.

Íà ðèñ. 9 ïîê àçàíû òðè ìî äåëè, H1; H2 è H3, êîòîðûå èìåþò
ðàâíûå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè. Êàæäàÿ ìî äåëüèìååò î äèí ïàðà-
ìåòð w (ïîê àçàí íà îñÿõ àáñöèññ),ïðè÷åì ïàðàìåòðàì íàçíà ÷å-
íû ðàçëè÷íûå àïðèîðíûå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ � W . Ìî äåëüH3 �
íàèáîëåå ¾ãèáêàÿ¿, èëè ¾ñëîæíàÿ¿, ñ íàèáîëüøåé àïðèîðíîé îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äàííûõ ïîê àçàíî
íà îñè îð äèíàò. Äëÿ êàæäîé ìî äåëè íàçíà ÷åíî ñîâìåñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòè P(D ; w jH i ) äëÿ äàííûõ è äëÿ ïàðàìåòðîâ.
Ðàñïðåäåëåíèå ïîê àçàíî îáëàêàìè òî÷åê � ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé
ýòîé ôóíêöèè. ×èñëî òî÷åê äëÿ êàæäîé èç òðåõ ìî äåëåé î äèíà-
êîâî, òàê êàê ìî äåëÿì áûëè íàçíà ÷åíû î äèíàê îâûå àïðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè.

Êîã äà ïðèõ î äèò íàáîð äàííûõ D (â äàííîì ïðèìåðå ýòî î ä-
íà åäèíñòâåííàÿ òî÷êà íà îñè îð äèíàò), âûâî äèòñÿ àïîñòåðèîð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìî äåëåé.Àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå P(w jD ; H i ) ïîê àçàíî ïóíêòèðíîé ëèíèåé âíèçó. Ñïëîøíîé
ëèíèåé ïîê àçàíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ P(w jH 3).
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Ðèñ. 9. Ïðîñòðàíñòâî äàííûõ è ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ òðåõ
ìî äåëåéðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè

Äëÿ íàáîðà äàííûõ D , ïîê àçàííûõ ïóíêòèðíîé ãîðèçîíò àëü-
íîé ëèíèåé, äîñòîâåðíîñòü P(D jH 3) íàèáîëåå ãèáêîé ìî äåëè H 3

èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì äîñòîâåðíîñòü ìî äåëè H 2. Ýòî ïðî-
èñõî äèò èç-çà òîãî, ÷òî ìî äåëü H 3 èìååò ìåíüøóþ îáëàñòü ïåðå-
ñå÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè P(D ; w jH i ) ñ ëèíèåé D, ÷åì
ìî äåëüH2. Â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìî äåëüH 3 èìå-
åò ìåíüøóþ äîñòîâåðíîñòü, òàê êàê ìíî æèòåëüÎêê àìà � wjD =� w

äëÿ ìî äåëè H3 ìåíüøå, ÷åì äëÿ ìî äåëè H2. Ñàìàÿ ïðîñò àÿ ìî-
äåëü H1 èìååò ñàìóþ ìàëóþ äîñòîâåðíîñòü, òàê êàê õóæå âñå-
ãî ïðèáëèæàåòäàííûå D . Ìî äåëü H 3 ñëèøêîì óíèâåðñàëüíà, åå
ìíî æèòåëü Îêê àìà � øòðàô çà óíèâåðñàëüíîñòü ìî äåëè � âå-
ëèê, è ïîýòîìó îíà íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé. Äëÿ ïîëó÷åííîãî íàáîðà
äàííûõ íàèáîëåå âåðîÿòíà ìî äåëü H 2.
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5.5. Îöåíê à çíà ÷èìîñòè ýëåìåíòîâ ìî äåëåé

Îöåíê à çíà÷èìîñòè ýëåìåíòîâ ìî äåëåé � ìåòî ä óïðîùåíèÿ
ñòðóêòóðû ðåãðåññèîííîé ìî äåëè, íàïðèìåð íåéðîííîé ñåòè[35,
24, 31]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðîðåæèâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òå
ýëåìåíòû ìî äåëè èëè òåíåéðîíû ñåòè,êîòîðûå îê àçûâàþò ìàëîå
âëèÿíèå íà îøèáêó àïïðîê ñèìàöèè, ìî æíî èñêëþ÷èòü èç ìî äåëè
áåççíà÷èòåëüíîãî óõóäøåíèÿ êà÷åñòâààïïðîê ñèìàöèè.

Ðàññìîòðèì ðåãðåññèîííóþ ìî äåëü yn = f (w; xn ) + � , â êî-
òîðîé x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ,
w � ïàðàìåòðû ðåãðåññèîííîé ìî äåëè f , è � � àääèòèâíàÿ . Çà-
äàíà ðåãðåññèîííàÿ âûáîðê à � ìíî æåñòâî ïàð D = f (x n ; yn )g,
n = 1; : : : ; N . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèèòðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå
ïàðàìåòðû w M P , êîòîðûå äîñòàâëÿëè áû íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè îøèáêè ED .

Íàéäåì ëîê àëüíóþ àïïðîê ñèìàöèþ ôóíêöèè ED â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè w M P ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà:

ED (w + � w) = ED (w) + gT (w)� w +
1
2

� w T H � w + o(kwk3);

ãäå w � âîçìóùåíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w, g � ãðàäèåíò @S
@w ,

è H = H (w) � ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâî äíûõ (ìàòðèöà Ãåññå)
@2S
@w 2 .

Ïðåäïîëàã àåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ED (w) äîñòèãàåòñâîåãî ìàê ñè-
ìóìà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ w = w M P è ååïîâåð õíîñòü êâàä-
ðàòè÷íà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ìî æíî óïðî-
ñòèòüè ïðåäñòàâèòüâ âèäå

� ED = ED (w + � w) � ED (w) =
1
2

� w T H � w:

Ïó ñòü èñêëþ÷åíèå ýëåìåíò à ìî äåëè åñòüèñêëþ÷åíèå î äíîãî
ïàðàìåòðà ìî äåëè,wi . Èñêëþ÷åííûé ïàðàìåòð áóäåì ñ÷èòàòüðàâ-
íûì íó ëþ. Ýòî ñàìîå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå, íå ïîçâîëÿþùåå ïðè-
ìåíÿòü äàííûé ìåòî ä äëÿ ðåãðåññèîííûõ ìî äåëåéïðîèçâîëüíîãî
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âèäà. Èñêëþ÷åíèå ýëåìåíò à ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ � wi + wi =
0, èíà ÷å

eT
i � w + wi = 0;

ãäå ei � âåêòîð, i -é ýëåìåíò êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå, âñåîñòàëü-
íûå ýëåìåíòû ðàâíû íó ëþ.

Äëÿ íàõ î æäåíèÿ èñêëþ÷àåìîãî ýëåìåíò à òðåáóåòñÿ ìèíèìè-
çèðîâàòü êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó � w T H � w îòíîñèòåëüíî � w ïðè
îãðàíè÷åíèÿõ eT

i + wi = 0, äëÿ âñåõçíà÷åíèé i . Èíäåê ñ i , êîòîðûé
äîñòàâëÿåò ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé ôîðìå, çàäàåòíîìåð èñêëþ-
÷àåìîãî ýëåìåíò à:

i = argmin
i

(min
� w

(� w T H � wjeT
i + wi = 0)):

Çàäà÷à óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
Ëàãðàíæèàíà

S = � w T H � w � � (eT
i + wi );

â êîòîðîì � � ìíî æèòåëü Ëàãðàíæà. Äèôôåðåíöèðó ÿ Ëàãðàí-
æèàí ïî ïðèðàùåíèþ ïàðàìåòðîâ è ïðèðàâíèâàÿ åãî ê íó ëþ, ïî-
ëó÷àåì (äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i ïàðàìåòðà wi )

� w = �
wi

[H � 1]ii
H � 1ei :

Ýòîìó çíà÷åíèþ âåêòîðà ïðèðàùåíèé ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Ëàãðàíæèàíà

L i =
w2

i

2[H � 1]ii
:

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ìåðîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè
îøèáêè ED ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà wi .

Ôóíêöèÿ L i çàâèñèòîò êâàäðàòà ïàðàìåòðà wi . Ýòî ãîâîðèò
î òîì, ÷òî ïàðàìåòð ñ ìàëûì çíà÷åíèåì äîëæåí áûòü óäàëåí èç
ìî äåëè. Îäíàê î åñëèâåëè÷èíà [H � 1]ii äîñòàòî÷íî ìàëà, ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî äàííûé ïàðàìåòð îê àçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà
êà÷åñòâî àïïðîê ñèìàöèè ìî äåëè.
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Àëãîðèòì óïðîùåíèÿ ðåãðåññèîííîé ìî äåëè. Çàäàíà âûáîð-
êà D, ìî äåëüf (w; x), ôóíêöèÿ îøèáêè ED . Äëÿ óïðîùåíèÿ ñòðóê-
òóðû ðåãðåññèîííîé ìî äåëè âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå øàãè.

1. Íàñòðàèâàåì ìî äåëü, ïîëó÷àåì ïàðàìåòðû w M P =
argmin(ED (w jf ; D )) .

2. Äëÿ ïðèðàùåíèÿ w M P + � w ðåøàåì îïòèìèçàöèîííóþ çà-
äà÷ó, íàõ î äèì äëÿ êàæäîãî èíäåêñài ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
Ëàãðàíæèàíà L i .

3. Âûáèðàåì ñðåäèL i ìèíèìàëüíîå, îòñåêàåì ýëåìåíò ìî äåëè,
ñîîòâåòñòâóþùèé i -ìó ïàðàìåòðó .

4. Äîáàâëÿåì ê âåêòîðó ïàðàìåòðîâ w M P , âåêòîð ïðèðàùå-
íèé � w, ñîîòâåòñòâóþùèé îòñå÷åíîìó ïàðàìåòðó .

5. Ïîëó÷àåì óïðîùåííóþ ìî äåëü. Ìî äåëü ïåðåíàñòðàèâàòüíå
òðåáóåòñÿ.

Ïðîöåäóðó ìî æíî ïîâòîð ÿòü (ñ ïåðåíàñòðîéê îé èëè áåç ïåðåíà-
ñòðîéêè ìî äåëè) äî òåõïîð, ïîê à çíà÷åíèå îøèáêè íå ïðåâçîéäåò
çàðàíåå çàäàííîå.
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