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Теория Вапника–Червоненкиса
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Проблема оценивания обобщающей способности

Дано:
X L = {x1, . . . , xL} � êîíå÷íîå генеральное множество îáúåêòîâ

X L = X ℓ ⊔X k � ðàçáèåíèå íà обучающую è контрольную ÷àñòè

A = {a(x ,w) : w ∈W } � ìîäåëü, семейство алгоритмов

𝜇 : (X )ℓ → A � метод обучения (learning algorithm)

L (a, x) � функция потерь àëãîðèòìà a íà îáúåêòå x

Q(a,U) = 1
|U|

∑︀
x∈U

L (a, x) � средняя потеря íà âûáîðêå U

Найти:
ñïîñîá îöåíèâàòü è ìèíèìèçèðîâàòü Q(𝜇(X ℓ),X k), íå çíàÿ X k ,
äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ (X L, A, W ) è ìåòîäîâ (𝜇);

при упрощающих предположениях:
� ôóíêöèÿ ïîòåðü áèíàðíàÿ;
� âñå ðàçáèåíèÿ X ℓ ⊔ X k ñëó÷àéíû è ðàâíîâåðîÿòíû.
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Бинарная функция потерь. Матрица ошибок

X L = {x1, . . . , xL} � êîíå÷íîå генеральное множество îáúåêòîâ
A = {a1, . . . , aD} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ñåìåéñòâî) алгоритмов

L (a, x) ≡ I (a, x) = [ a îøèáàåòñÿ íà x ] � индикатор ошибки

L×D-матрица ошибок ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñòîëáöàìè:

a1 a2 a3 a4 a5 a6 · · · aD

x1 1 1 0 0 0 1 · · · 1 X ℓ — наблюдаемая
. . . 0 0 0 0 1 1 · · · 1 (обучающая) выборка
xℓ 0 0 1 0 0 0 · · · 0 длины ℓ

xℓ+1 0 0 0 1 1 1 · · · 0 X k — скрытая
. . . 0 0 0 1 0 0 · · · 1 (контрольная) выборка
xL 0 1 1 1 1 1 · · · 0 длины k = L− ℓ

n(a,X ) =
∑︀
x∈X

I (a, x) � число ошибок a ∈ A íà âûáîðêå X ⊂ X L

𝜈(a,X ) = n(a,X )/|X | � частота ошибок a íà âûáîðêå X
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Пример. Матрица ошибок линейных классификаторов

1 âåêòîð ñ 0 îøèáêàìè

5 âåêòîðîâ ñ 1 îøèáêîé
8 âåêòîðîâ ñ 2 îøèáêàìè
è ò. ä...

x1 0
x2 0
x3 0
x4 0
x5 0
x6 0
x7 0
x8 0
x9 0
x10 0
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Пример. Матрица ошибок линейных классификаторов

1 âåêòîð ñ 0 îøèáêàìè
5 âåêòîðîâ ñ 1 îøèáêîé

8 âåêòîðîâ ñ 2 îøèáêàìè
è ò. ä...

x1 0 1 0 0 0 0
x2 0 0 1 0 0 0
x3 0 0 0 1 0 0
x4 0 0 0 0 1 0
x5 0 0 0 0 0 1
x6 0 0 0 0 0 0
x7 0 0 0 0 0 0
x8 0 0 0 0 0 0
x9 0 0 0 0 0 0
x10 0 0 0 0 0 0
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Пример. Матрица ошибок линейных классификаторов

1 âåêòîð ñ 0 îøèáêàìè
5 âåêòîðîâ ñ 1 îøèáêîé
8 âåêòîðîâ ñ 2 îøèáêàìè
è ò. ä...

x1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 . . .
x2 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 . . .
x3 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 . . .
x4 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 . . .
x5 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 . . .
x6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 . . .
x7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 . . .
x8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
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Задача оценивания вероятности переобучения

Переобученность � ðàçíîñòü ÷àñòîò îøèáîê íà X k è íà X ℓ:

𝛿(𝜇,X ℓ,X k) = 𝜈
(︀
𝜇(X ℓ),X k

)︀
− 𝜈

(︀
𝜇(X ℓ),X ℓ

)︀
.

Переобучение � ýòî ñîáûòèå 𝛿(𝜇,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀.

Основное вероятностное предположение:

P ≡ E ≡ 1
C ℓ
L

∑︀
X ℓ⊂X L

� âñå ðàçáèåíèÿ X ℓ ⊔ X k = X L ðàâíîâåðîÿòíû

Интерпретация 1: ýòî CCV, ïîëíûé ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü.
Интерпретация 2: ýòî ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè âûáîðêè X L.

Основная задача � îöåíèòü вероятность переобучения:

R𝜀(𝜇,X
L) = P

[︀
𝛿(𝜇,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀

]︀
.

̂︀P ≡ ̂︀E ≡ 1
|N|

∑︀
X ℓ∈N

— эмпирическая оценка методом Монте-Карло
по случайному подмножеству разбиений N
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Простейший, но важный частный случай

Ïóñòü A = {a} � îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, m = n(a,X L).

Òîãäà ¾âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ¿ åñòü âåðîÿòíîñòü áîëüøîãî
îòêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê àëãîðèòìà a â äâóõ ïîäâûáîðêàõ:

R𝜀(a,X
L) = P

[︀
𝛿(a,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀

]︀
= P

[︀
𝜈
(︀
a,X k

)︀
− 𝜈

(︀
a,X ℓ

)︀
⩾ 𝜀

]︀
.

Теорема

Для любого X L, любого 𝜀 ∈ [0, 1] вероятность переобучения {a}
описывается функцией гипергеометрического распределения:

R𝜀(a,X
L) = ℋℓ,m

L

(︀
ℓ
L(m − 𝜀k)

)︀
,

где ℋℓ,m
L (z) =

⌊z⌋∑︁
s=0

C s
mC

ℓ−s
L−m

C ℓ
L

.
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Доказательство

1. Îáîçíà÷èì s = n(a,X ℓ).

2. ¾Øêîëüíàÿ¿ çàäà÷à ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé:
â óðíå L øàðîâ, m èç íèõ ÷¼ðíûå; èçâëåêàåì ℓ øàðîâ íàóãàä.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî s èç íèõ ÷¼ðíûå?

P
[︀
n(a,X ℓ) = s

]︀
= C s

mC
ℓ−s
L−m/C

ℓ
L.

3. Ðàñïèøåì R𝜀, ïîäñòàâèâ 𝜈(a,X k) = m−s
k , 𝜈(a,X ℓ) = s

ℓ :

R𝜀(a,X
L) = P

[︀
𝜈
(︀
a,X k

)︀
− 𝜈

(︀
a,X ℓ

)︀
⩾ 𝜀

]︀
=

=
ℓ∑︀

s=0

[︀
m−s
k − s

ℓ ⩾ 𝜀⏟  ⏞  
s ⩽ ℓ

L (m−𝜀k)

]︀
P
[︀
n(a,X ℓ) = s

]︀⏟  ⏞  
C s
mC

ℓ−s
L−m/C

ℓ
L

=

= ℋℓ,m
L

(︀
ℓ
L(m − 𝜀k)

)︀
. ■
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Гипергеометрическое распределение h(s|m) = C s
mC

ℓ−s
L−m/C

ℓ
L

Гипергеометрическое распределение h(s|m) при L=200, k=100      
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Концентрация вероятностной меры, закон больших чисел:
ïðåäñêàçàíèå ÷èñëà m = n(a,X L) ïî ÷èñëó s = n(a,X ℓ)
âîçìîæíî áëàãîäàðÿ óçîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ïèêà,
ïðè÷¼ì ïðè ℓ, k → ∞ îí ñóæàåòñÿ, è 𝜈(a,X ℓ) → 𝜈(a,X k)

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: теория переобучения 9 / 38



Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Вероятность переобучения
Теория Вапника–Червоненкиса
Бритва Оккама

Научная школа В. Н. Вапника и А. Я. Червоненкиса

Ñåìåéñòâî êëàññèôèêàòîðîâ A обучаемо:

P
{︁
sup
a∈A

⃒⃒
P(a)− 𝜈(a,X ℓ)

⃒⃒
> 𝜀

}︁
⩽ 𝜂,

P(a) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè êëàññèôèêàòîðà,
𝜈(a,X ℓ) � ýìïèðè÷åñêèé ðèñê � ÷àñòîòà
îøèáîê êëàññèôèêàòîðà a íà âûáîðêå.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû VC-òåîðèè:

Îáîñíîâàíî îãðàíè÷åíèå ñëîæíîñòè A

Ïîíÿòèå ёмкости ñåìåéñòâà, VCdim

Ìåòîä ñòðóêòóðíîé ìèíèìèçàöèè ðèñêà

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ, SVM

Вапник В.Н., Червоненкис А. Я.

Теория распознавания образов. М.: Наука, 1974.

Владимир
Наумович Вапник

Алексей Яковлевич
Червоненкис
(1938–2014)
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Принцип равномерной сходимости частот

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A ïðîèçâîëüíîå, êîíå÷íîå.

1. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îöåíèì ñâåðõó âåðîÿòíîñòüþ
áîëüøîãî равномерного отклонения ÷àñòîò: äëÿ ëþáûõ X L, 𝜇

R𝜀(𝜇,X
L) = P

[︀
𝛿(𝜇,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀

]︀
⩽

⩽ P
[︁
max
a∈A

𝛿(a,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀
]︁
= ̃︀R𝜀(A,X

L).

2. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé ñóììîé
èõ âåðîÿòíîñòåé (íåðàâåíñòâî Áóëÿ, union bound):

̃︀R𝜀(A,X
L) = Pmax

a∈A

[︀
𝛿(a,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀

]︀
⩽

⩽ P
∑︁
a∈A

[︀
𝛿(a,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀

]︀
=

∑︁
a∈A

P
[︀
𝛿(a,X ℓ,X k) ⩾ 𝜀

]︀⏟  ⏞  
R𝜀(a,X L)

.
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Оценка Вапника–Червоненкиса (VC bound)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Лемма. Äëÿ ëþáûõ X L, 𝜇, êîíå÷íîãî A è 𝜀 ∈ [0, 1]̃︀R𝜀(A,X
L) ⩽

∑︁
a∈A

ℋℓ,m
L

(︀
ℓ
L

(︀
m − 𝜀k

)︀)︀
, m = n(a,X L).

Теорема (Вапник и Червоненкис, 1968)

Для любых X L, 𝜇, конечного A и 𝜀 ∈ [0, 1]

̃︀R𝜀(A,X
L) ⩽ |A| ·max

m
ℋℓ,m

L

(︀
ℓ
L

(︀
m − 𝜀k

)︀)︀
⩽

⩽ |A| · 32 exp
(︀
−𝜀2ℓ

)︀
, при ℓ = k.

В.Н.Вапник, А.Я.Червоненкис. О равномерной сходимости частот появления

событий к их вероятностям. 1968.
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Обобщение на случай бесконечных семейств A

Функция роста ΔA(L) ñåìåéñòâà A � ýòî ìàêñèìàëüíîå ïî X L

÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ îøèáîê a⃗ =
(︀
I (a, x1), . . . , I (a, xL)

)︀
.

Â îöåíêå ìîæíî çàìåíèòü |A| íà ôóíêöèþ ðîñòà ΔA(L).

Ёмкость (ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà) ñåìåéñòâà A �
ýòî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âûáîðêè h, äëÿ êîòîðîé ΔA(h) = 2h.

Теорема

Если такое h существует, то ΔA(L) ⩽ C 0
L + · · ·+ Ch

L ⩽ 3
2
Lh

h! .

Теорема

Ёмкость семейства линейных классификаторов на два класса

a(x) = sign(w1x
1 + · · ·+ wnx

n), x = (x1, . . . , xn) ∈ X .

равна размерности пространства параметров, VCdim(A) = n.
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Обращение оценки Вапника-Червоненкиса (при ℓ = k)

1. Îöåíêà: P
[︁
max
a∈A

(︀
𝜈(a,X k)−𝜈(a,X ℓ)

)︀
⩾ 𝜀

]︁
⩽ Δ 3

2 exp
(︀
−ℓ𝜀2

)︀
= 𝜂

Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå (1− 𝜂)

𝜈(a,X k) ⩽ 𝜈(a,X ℓ)⏟  ⏞  
эмпирический

риск

+

√︂
1

ℓ
lnΔ +

1

ℓ
ln

3

2𝜂⏟  ⏞  
штраф за сложность

.

2. Îöåíêà: P
[︁
max
a∈A

(︀
𝜈(a,X k)−𝜈(a,X ℓ)

)︀
⩾ 𝜀

]︁
⩽ 3

2
Lh

h!
3
2 exp

(︀
−ℓ𝜀2

)︀
= 𝜂

Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå (1− 𝜂)

𝜈(a,X k) ⩽ 𝜈(a,X ℓ)⏟  ⏞  
эмпирический

риск

+

√︃
h

ℓ
ln
2eℓ

h
+

1

ℓ
ln

9

4𝜂⏟  ⏞  
штраф за сложность

.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Вероятность переобучения
Теория Вапника–Червоненкиса
Бритва Оккама

Метод структурной минимизации риска (СМР)

Дано: ñèñòåìà âëîæåííûõ ïîäñåìåéñòâ âîçðàñòàþùåé ¼ìêîñòè

A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ Ah ⊂ · · ·

Найти: îïòèìàëüíóþ ¼ìêîñòü h*, òàêóþ, ÷òî

𝜈(a,X k) ⩽ min
a∈Ah

𝜈(a,X ℓ)⏟  ⏞  
минимизация

эмпирического риска

+

√︃
h

ℓ
ln
2eℓ

h
+

1

ℓ
ln

9

4𝜂⏟  ⏞  
штраф за сложность

→ min
h

Недостатки СМР:
� âåðõíÿÿ îöåíêà R𝜀 î÷åíü ñèëüíî çàâûøåíà
� ñëåäîâàòåëüíî, h* ìîæåò îêàçàòüñÿ çàíèæåííîé
� íà ïðàêòèêå ïðåäïî÷èòàþò ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè CV

В.Н.Вапник, А.Я.Червоненкис. Теория распознавания образов. M.: Наука, 1974.

В.Н.Вапник, А.Я.Червоненкис. Восстановление зависимостей по эмпирическим

данным. M.: Наука, 1979.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Вероятность переобучения
Теория Вапника–Червоненкиса
Бритва Оккама

Причины завышенности оценок Вапника-Червоненкиса

Оценка равномерного отклонения (uniform bound)
ñèëüíî çàâûøåíà, êîãäà á�îëüøàÿ ÷àñòü àëãîðèòìîâ èìååò
èñ÷åçàþùå ìàëóþ âåðîÿòíîñòü áûòü ðåçóëüòàòîì îáó÷åíèÿ

Íà ïðàêòèêå ðàñïðåäåëåíèå

q(a) = P
[︀
𝜇(X ℓ) = a

]︀
, a ∈ A

êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíî!

Áóäåì íàçûâàòü ýòî ýôôåêòîì ðàññëîåíèÿ ñåìåéñòâà A.

Неравенство Буля (union bound) ñèëüíî çàâûøåíî, êîãäà
ñðåäè áèíàðíûõ âåêòîðîâ îøèáîê åñòü ìíîãî ïîõîæèõ

Áóäåì íàçûâàòü ýòî ýôôåêòîì ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ

K.V.Vorontsov. Splitting and similarity phenomena in the sets of classifiers and their

effect on the probability of overfitting. 2008.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Вероятность переобучения
Теория Вапника–Червоненкиса
Бритва Оккама

Оценка «бритва Оккама» (Occam’s Razor Bound)

Ðàñïðåäåëåíèå q(a) = P
[︀
𝜇(X ℓ)=a

]︀
íå çíàåì, ïîïðîáóåì óãàäàòü.

Теорема (Лангфорд, 2002)

Для произвольной нормированной функции p(a),
∑︀

a p(a) = 1,
любого 𝜂 ∈ (0, 1), любого a ∈ A с вероятностью не менее 1− 𝜂

𝜈(a,X k) ⩽ 𝜈(a,X ℓ) +

√︃
1

ℓ
ln

1

p(a)
+

1

ℓ
ln

3

2𝜂

Утв 1. Åñëè óãàäàëè, p(a) = q(a), òî E ln 1
p(𝜇(X ℓ))

ìèíèìàëüíî.

Утв 2. Åñëè p(a)= 1
|A| , òî ýòî îöåíêà Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà.

Áðèòâà Îêêàìà ìîæåò ó÷èòûâàòü ýôôåêò ðàññëîåíèÿ,
íî íå ó÷èòûâàåò ýôôåêò ñõîäñòâà, ïîýòîìó òîæå çàâûøåíà.

John Langford. Quantitatively tight sample complexity bounds. 2002.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Вероятность переобучения
Теория Вапника–Червоненкиса
Бритва Оккама

Оценка «бритва Оккама»: как ещё задать p(a)?

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè íà 2 êëàññà Y = {−1,+1},
A � ëèíåéíûå êëàññèôèêàòîðû â Rn:

a(x) = sign(w1x
1 + · · ·+ wnx

n), x = (x1, . . . , xn) ∈ X .

Гауссовское распределение: âåñà w ∈ Rn � íåçàâèñèìûå ñ.â.,
ñ íóëåâûì îæèäàíèåì è ðàâíûìè äèñïåðñèÿìè 𝜎2:

p(a) = Z exp
(︁
− 1

2𝜎2
‖w‖2

)︁
,

ãäå Z � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé îò w .

Ïîäñòàâëÿÿ â ¾áðèòâó Îêêàìà¿, ïîëó÷àåì... ðåãóëÿðèçàöèþ!

𝜈(a,X k) ⩽ 𝜈(a,X ℓ) +

√︃
‖w‖2
2ℓ𝜎2

+
1

ℓ
ln

3

2𝜂Z
.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Как учесть не только расслоение, но и сходство алгоритмов?

Цепь ïîðîæäàåòñÿ íåïðåðûâíûì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà,
íàïðèìåð, ïîðîãîâûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì íàä ïðèçíàêîì f :

A =
{︀
ad(x) = [f (x) ⩾ 𝜃d ] : d = 0, . . . ,D

}︀
Пример:
2 êëàññà {∙, ∘}
6 îáúåêòîâ
7 ïîðîãîâ-àëãîðèòìîâ

Матрица ошибок −→

В цепи каждый следующий
алгоритм отличается
от предыдущего только
на одном объекте

//
x

∙
x1

∙
x2

∘
x3

∘
x4

∙
x5

∘
x6�

𝜃0

�

𝜃1

�

𝜃2

�

𝜃3

�

𝜃4

�

𝜃5

�

𝜃6

∙
∙

∙
∙

∙
∙

∙

1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1

n(ad ,X
L)

x1
x2
x3
x4
x5
x6
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Как зависит переобучение от содержимого матрицы ошибок?

Âåðõíèå îöåíêè VC-òåîðèè çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçìåðà ìàòðèöû
îøèáîê L× |A|, è ïîòîìó ñèëüíî çàâûøåíû.

Эксперимент: ñðàâíèì R𝜀 è CCV äëÿ ÷åòûð¼õ ìàòðèö îøèáîê:

ëó÷øèé àëãîðèòì îäèíàêîâûé

åñòü/íåò расслоение � êîãäà
êàæäûé ñëåäóþùèé àëãîðèòì
äîïóñêàåò íà îäíó îøèáêó áîëüøå,
÷åì ïðåäûäóùèé

åñòü/íåò связность � êîãäà êàæäûé
ñëåäóþùèé àëãîðèòì ëèøü íà îäíîì
îáúåêòå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî

рассл. без рассл.

ñâ
ÿ
çí
.

áå
ç
ñâ
ÿ
çí
.

Vorontsov K. V. Splitting and similarity phenomena in the sets of classifiers and their

effect on the probability of overfitting. PRIA, 2009.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Зависимость вероятности переобучения от числа алгоритмов

ℓ=k=100, m*=10, 𝜀=0.05, |N|=103 ðàçáèåíèé Ìîíòå-Êàðëî

рассл. без рассл.

св
я
зн
.

б
ез

св
я
зн
.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

|A|

Probability of overfitting

связность çàìåäëÿåò òåìï ðîñòà êðèâîé R𝜀(|A|)
расслоение ïîíèæàåò óðîâåíü ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòû

îãðîìíûå ñåìåéñòâà ñ Ð&Ñ ìîãóò ïî÷òè íå ïåðåîáó÷àòüñÿ

VC-îöåíêà ëèíåéíî ìàæîðèðóåò õóäøóþ èç ýòèõ êðèâûõ
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Зависимость оценки CCV от числа алгоритмов

ℓ = k = 100, m* = 10, |N| = 103 ðàçáèåíèé Ìîíòå-Êàðëî

рассл. без рассл.

св
я
зн
.

б
ез

св
я
зн
.

0 50 100 150 200

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

|A|

Complete Cross-Validation

ñïðàâà: îöåíêè CCV = Ê𝜈
(︀
𝜇(X ℓ),X k

)︀
è Ê𝜈

(︀
𝜇(X ℓ),X ℓ

)︀
áåç P&C äàæå 10 àëãîðèòìîâ ìîãóò ñèëüíî ïåðåîáó÷àòüñÿ

áåç ó÷¼òà ýôôåêòîâ ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè ïîëó÷åíèå
òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ íåâîçìîæíî
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Эксперимент. Переобучение цепей с различным расслоением

Условия эксперимента: L = 100, ℓ = 50, m* = 25,
|N| = 104 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé Ìîíòå-Êàðëî

0 20 40 60 80 100

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

0.32

0 20 40 60 80 100

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

0.32

0 20 40 60 80 100

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

0.32

0 20 40 60 80 100

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

0.32

0 20 40 60 80 100

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

0.32

0 20 40 60 80 100

0.22

0.24

0.26

0.28

0.30

0.32

средняя частота ошибок МЭР на обучении средняя частота ошибок МЭР на контроле

частота ошибок классификаторов цепи на полной выборке

Ш.Х.Ишкина. Комбинаторные оценки переобучения пороговых решающих правил. 2018
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Семейство из двух алгоритмов A = {a1, a2}

Ïóñòü äëÿ àëãîðèòìîâ a1, a2 èçâåñòíû m0, m1, m2, m3:

a1 = (1, . . . , 1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 0, . . . , 0 );

a2 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
m0

, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
m1

, 1, . . . , 1⏟  ⏞  
m2

, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
m3

).

Сходство âåêòîðîâ îøèáîê èçìåðÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà:

r(a1, a2) =
L∑︀

i=1

⃒⃒
I (a1, xi )− I (a2, xi )

⃒⃒
= m1 +m2

Расслоение èçìåðÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ÷èñëà îøèáîê:

d(a1, a2) =
⃒⃒
n(a1,X

L)− n(a2,X
L)
⃒⃒
= |m1 −m2|

Условия эксперимента: ℓ = k = 100, m0 = 20, 𝜀 = 0.05,
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ïî |N| = 104 ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé.
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Эффекты сходства и расслоения для пары алгоритмов

Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ R𝜀

îò ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà r è ðàññëîåíèÿ d :

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

d=0 d=10 d=20 d=40 r

R𝜀

ïåðåîáó÷åíèå âîçíèêàåò äàæå ïðè âûáîðå èç äâóõ àëãîðèòìîâ

÷åì áîëåå îíè ñõîæè, òåì ìåíüøå ïåðåîáó÷åíèå

÷åì áîëüøå ðàññëîåíèå, òåì ìåíüøå ïåðåîáó÷åíèå
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Монотонная цепь алгоритмов
Переобучение цепей
Переобучение при выборе из двух алгоритмов

Вероятность переобучения семейства из двух алгоритмов

Ïóñòü äëÿ àëãîðèòìîâ a1, a2 èçâåñòíû m0, m1, m2, m3:

a1 = (1, . . . , 1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0, 0, . . . , 0 );

a2 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
m0

, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
m1

, 1, . . . , 1⏟  ⏞  
m2

, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
m3

).

Теорема (о вероятности переобучения)

Если A = {a1, a2} и метод 𝜇 минимизирует эмпирический риск
(число ошибок на обучении), то для любого 𝜀 ∈ [0, 1]

R𝜀(𝜇,X
L) =

m0∑︁
s0=0

m1∑︁
s1=0

m2∑︁
s2=0

C s0
m0

C s1
m1

C s2
m2

C ℓ−s0−s1−s2
L−m0−m1−m2

C ℓ
L

×

×
(︁[︀

s1 < s2
]︀[︀
s0 + s1 ⩽ ℓ

L(m0 +m1 − 𝜀k)
]︀
+

+
[︀
s1 ⩾ s2

]︀[︀
s0 + s2 ⩽ ℓ

L(m0 +m2 − 𝜀k)
]︀)︁
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Граф расслоения–связности
Порождающие и запрещающие множества
Основная оценка расслоения–связности

Граф расслоения–связности множества алгоритмов

Определим áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ A:
частичный порядок a ⩽ b: I (a, x) ⩽ I (b, x) äëÿ âñåõ x ∈ X L;
предшествование a ≺ b: a ⩽ b è ‖b − a‖ = 1.

Опр. Граф расслоения–связности ⟨A,E ⟩:
A � ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ îøèáîê;
E =

{︀
(a, b) : a ≺ b

}︀
.

Свойства графа расслоения–связности:

ýòî ïîäãðàô ãðàôà Õàññå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ⩽ íà A;

êàæäîìó ðåáðó (a, b) ñîîòâåòñòâóåò рёберный объект
xab ∈ X L, òàêîé, ÷òî I (a, xab) = 0, I (b, xab) = 1;

ãðàô ÿâëÿåòñÿ ìíîãîäîëüíûì ñî ñëîÿìè
Am =

{︀
a ∈ A : n(a,X L) = m

}︀
, m = 0, . . . , L;
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Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Граф расслоения–связности
Порождающие и запрещающие множества
Основная оценка расслоения–связности

Пример 1. Семейство линейных алгоритмов классификации

слой 0

слой 1

слой 2

слой 0

x1 0
x2 0
x3 0
x4 0
x5 0
x6 0
x7 0
x8 0
x9 0
x10 0
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Граф расслоения–связности
Порождающие и запрещающие множества
Основная оценка расслоения–связности

Пример 1. Семейство линейных алгоритмов классификации

слой 0

слой 1

слой 2

слой 0 слой 1

x1 0 1 0 0 0 0
x2 0 0 1 0 0 0
x3 0 0 0 1 0 0
x4 0 0 0 0 1 0
x5 0 0 0 0 0 1
x6 0 0 0 0 0 0
x7 0 0 0 0 0 0
x8 0 0 0 0 0 0
x9 0 0 0 0 0 0
x10 0 0 0 0 0 0
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Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Граф расслоения–связности
Порождающие и запрещающие множества
Основная оценка расслоения–связности

Пример 1. Семейство линейных алгоритмов классификации

слой 0

слой 1

слой 2

слой 0 слой 1 слой 2

x1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 . . .
x2 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 . . .
x3 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 . . .
x4 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 . . .
x5 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 . . .
x6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 . . .
x7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 . . .
x8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
x10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
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Пример 2. Монотонная цепь

Опр. Монотонная цепь àëãîðèòìîâ: a0 ≺ a1 ≺ · · · ≺ aD .

Пример: 1D ïîðîãîâûé êëàññèôèêàòîð ad(x) = [x − 𝜃d ];

2 êëàññà {∙, ∘}
6 îáúåêòîâ

//
x

∙
x4

∙
x5

∙
x6

∘
x1

∘
x2

∘
x3�

𝜃0

�

𝜃1

�

𝜃2

�

𝜃3

Граф семейства:

a0

a1

a2

a3

x1
OO

x2
OO

x3
OO

m=0

m=1

m=2

m=3

Матрица ошибок:

a0 a1 a2 a3

x1 0 1 1 1
x2 0 0 1 1
x3 0 0 0 1
x4 0 0 0 0
x5 0 0 0 0
x6 0 0 0 0
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Пример 3. Двумерная сеть классификаторов

Пример:

2D ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð,
2 êëàññà{∙, ∘},
6 îáúåêòîâ

∙
x5

∙
x3

∙
x1

∘
x2

∘
x4

∘
x6

a00

a20a11a02

a01
a10

Граф семейства:

a00

a01 a10

a02 a11 a20

a03 a12 a21 a30

x1

YY

x3

YY
x5

YY

x2

EE

x4

EE
x6

EE

EE YY

EE YY EE YY

m=0

m=1

m=2

m=3

Матрица ошибок:

a00 a01 a10 a02 a11 a20 a03 a12 a21 a30

x1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0
x2 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
x3 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
x4 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
x5 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
x6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Порождающее и запрещающее множества алгоритмов

Определение

Верхняя связность u(a) алгоритма a — это число всех рёбер,
исходящих из вершины a в графе расслоения–связности:

u(a) = |Xa|, Xa =
{︀
xab ∈ X L

⃒⃒
a ≺ b

}︀
;

Xa называется порождающим множеством алгоритма a.

Определение

Ошибочность q(a) алгоритма a — это число различных
рёберных объектов на всех путях, ведущих в a:

q(a) = |X ′
a|, X ′

a =
{︀
x ∈X L

⃒⃒
∃b∈A : b<a, I (b, x) < I (a, x)

}︀
;

X ′
a называется запрещающим множеством алгоритма a.
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Граф расслоения–связности
Порождающие и запрещающие множества
Основная оценка расслоения–связности

Характеристики расслоения и связности алгоритма

Âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü u(a) = #
{︀
xab ∈ X L

⃒⃒
a ≺ b

}︀
Íèæíÿÿ ñâÿçíîñòü d(a) = #

{︀
xba ∈ X L

⃒⃒
b ≺ a

}︀
Îøèáî÷íîñòü q(a) = #

{︀
x ∈X L

⃒⃒
∃b∈A : b<a, I (b, x)< I (a, x)

}︀
×èñëî îøèáîê m(a) = n(a,X L).

Утв.
d(a) ⩽ q(a) ⩽ m(a)

Пример: äâóìåðíàÿ
ñåòü àëãîðèòìîâ

u(a) = #{x3 , x4} = 2
d(a) = #{x1 , x2} = 2
q(a) = #{x1 , x2} = 2

 

m - 1

m

m + 1

 a

x1 x2

x3 x2 x1 x4

x5 x2 x3 x4 x1 x6

x7 x2 x5 x4 x3 x6 x1 x8
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Верхняя оценка расслоения–связности

Ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà 𝜇 монотонный, åñëè

𝜇(X ℓ) ∈ AK (X
ℓ) = Argmin

a∈A
K (a,X ℓ),

ãäå K (a,U) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà îøèáîê a:
äëÿ ëþáûõ U ⊂ X L, a, b ∈ A åñëè a < b, òî K (a,X ) < K (b,X ).

Пример. Ôóíêöèÿ K (a,U) = 𝜈(a,U) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ.

Теорема

Для любого монотонного метода 𝜇, любых X L, A и 𝜀 ∈ (0, 1)

R𝜀(𝜇,X
L) ⩽

∑︁
a∈A

C ℓ−u
L−u−q

C ℓ
L

ℋℓ−u,m−q
L−u−q

(︀
ℓ
L

(︀
m − 𝜀k

)︀)︀
K.V.Vorontsov, A.A.Ivahnenko, I.M.Reshetnyak. Generalization bound based on the

splitting and connectivity graph of the set of classifiers. 2010.
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Идея доказательства

1. Ïîñòðîèì ïî 𝜇 монотонный пессимистичный ìåòîä 𝜇̄
ìàêñèìèçàöèè ïåðåîáó÷åííîñòè: 𝜇̄(X ℓ) = argmax

a∈AK (X ℓ)

𝛿(a,X ℓ,X k).

Òîãäà R𝜀(𝜇,X
L) ⩽ R𝜀(𝜇̄,X

L) � âåðõíÿÿ îöåíêà.

2. Åñëè 𝜇̄(X ℓ) = a, òî

{︃
Xa ⊆ X ℓ â ñèëó ïåññèìèñòè÷íîñòè 𝜇̄,

X ′
a ⊆ X k â ñèëó ìîíîòîííîñòè 𝜇̄.

3. P
[︁
𝜇̄(X ℓ)=a

]︁
⩽ P

[︀
Xa⊆X ℓ è X ′

a⊆X k⏟  ⏞  
S(a,X ℓ)

]︀
=

C
ℓ−|Xa|
L−|Xa|−|X ′

a|

C ℓ
L

=
C ℓ−u
L−u−q

C ℓ
L

.

4. Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

R𝜀(𝜇̄,X
L) ⩽

∑︁
a∈A

P
[︁
S(a,X ℓ)

]︁
⏟  ⏞  
C ℓ−u
L−u−q/C

ℓ
L

·P
[︁
𝛿(a,X ℓ) ⩾ 𝜀

⃒⃒⃒
S(a,X ℓ)

]︁
⏟  ⏞  
ℋℓ−u,m−q

L−u−q

(︀
ℓ
L

(︀
m − 𝜀k

)︀)︀ . ■

К.В. Воронцов (k.v.vorontsov@phystech.edu) ВвМО: теория переобучения 36 / 38



Проблема оценивания переобучения
Эксперименты с переобучением

Комбинаторная теория переобучения

Граф расслоения–связности
Порождающие и запрещающие множества
Основная оценка расслоения–связности

Свойства верхней оценки расслоения–связности

1 Ïðè |A| = 1 ôóíêöèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

R𝜀 = ℋℓ,m
L

(︀
ℓ
L

(︀
m − 𝜀k

)︀)︀
→ 0 ïðè ℓ, k → ∞.

2 Ïðè q = u = 0 è ℓ = k ýòî îöåíêà Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà:

R𝜀 ⩽
∑︀
a∈A

ℋℓ,m
L

(︀
ℓ
L

(︀
m − 𝜀k

)︀)︀
⩽ |A| · 32 exp(−𝜀ℓ2).

3 Âêëàä àëãîðèòìà a ∈ A óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî
ïî u(a) ⇒ связные семейства меньше переобучаются;
ïî q(a) ⇒ только нижние слои вносят вклад в R𝜀.

4 Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü àëãîðèòì â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ

P
[︀
𝜇(X ℓ) = a

]︀
⩽ C

ℓ−u
L−u−q/C

ℓ
L

5 Îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé (îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî)
â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ ìîíîòîííûõ ñåòåé àëãîðèòìîâ.
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Резюме

Ðàññëîåíèå è ñâÿçíîñòü ñèëüíî óìåíüøàþò ïåðåîáó÷åíèå
è ñïîñîáíû êîìïåíñèðîâàòü âëèÿíèå ðàçìåðíîñòè.

Ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà, êàê ïðàâèëî, èìè îáëàäàþò.

Åñëè íåò íè ðàññëîåíèÿ, íè ñâÿçíîñòè, òî âûáîð ëèøü
èç íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ ìîæåò çàìåòíî ïåðåîáó÷àòüñÿ,

â òîì ÷èñëå, êîãäà ÷åëîâåê ïåðåáèðàåò ìîäåëè âðó÷íóþ!

Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ:
1) îöåíèòü 𝜂 = R𝜀(𝜇,X

L) ïî íåñêîëüêèì íèæíèì ñëîÿì;
2) ïðèìåíèâ îáðàùåíèå, îöåíèòü 𝜀 ÷åðåç 𝜂;
3) èñïîëüçîâàòü îöåíêó 𝜈(X L)+ 𝜀(𝜂) êàê âíåøíèé êðèòåðèé
èëè ðåãóëÿðèçàòîð äëÿ âûáîðà ñòðóêòóðû ìîäåëè.

Çàâûøåííîñòü îöåíîê R𝜀 ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàíèæåíèþ
ñëîæíîñòè (ïåðåóïðîùåíèþ) ìîäåëåé â ýòîé ñõåìå.

Ïðàêòè÷íåå ïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ.

Òåñíûå âåðõíèå îöåíêè (tight bounds) ïåðåîáó÷åíèÿ
âûâîäÿòñÿ â COLT (Computational Learning Theory)
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