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Аннотация: В работе рассматривается задача метрического анализа и классифи-
кации временных рядов. Метрические методы используют матрицу попарных рассто-
яний, строящуюся при помощи фиксированной функции расстояния. Вычислительная
сложность алгоритмов, использующих такую матрицу, по меньшей мере квадратична
относительно числа временных рядов. Проблема снижения вычислительной сложно-
сти решается путем предварительного выделения эталонных объектов, центроидов
классов, и последующего их использования для описания классов. В качестве базовой
модели классификации выбрана модель, использующая динамическое выравнивание
временных рядов для построения центроида. Предлагается ввести функцию весов цен-
троида, влияющую на вычисление расстояния между объектами. Также существуют
задачи, связанные с обработкой временных рядов, частота измерений которых различ-
на. При решении подобных задач удобно считать объекты непрерывными. Но стан-
дартные методы метрического анализа, такие как функция расстояния DTW, опре-
делены лишь для случая дискретных временных рядов. Область применения техники
динамического выравнивания временных рядов расширяется на непрерывный случай.
При этом точный выравнивающий путь найти невозможно из-за невозможности пере-
бора путей. Ищется и используется его аппроксимация. Такая аппроксимация должна
быть устойчива как к небольшим отклонениям от своей траектории, так и к флук-
туациям значений временного ряда. Данный подход не накладывает ограничений на
вид аппроксимации временного ряда, а также на вид аппроксимации пути между
временными рядами. Свойства построенных моделей исследуются и сравниваются со
свойствами модели, выбранной в качестве базовой.

Ключевые слова: взвешенное динамическое выравнивание; центроид; функция
расстояния; непрерывные временные ряды, взвешенное динамическое выравнивание.
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1 Раздел. Введение
Рассматривается задача анализа и классификации временных рядов. Существуют раз-
личные способы ее решения: построение признакового пространства, использование
нейронных сетей, аппроксимация параметрическими функциями. Так, в [1] исследо-
ваны методы построения признакового описания временных рядов, в частности ме-
тод экспертного построения признаков и метод построения признакового описания
на основе гипотезы порождения данных. Результаты [1] показывают, что построенное
признаковое пространство адекватно описывает зависимую переменную. В [2] для
решения задачи классификации использованы нейронные сети с небольшим числом
связей между нейронами, обладающие свойством устойчивости к возмущениям дан-
ных. В [3] для классификации предложен алгоритм разбиения исходных временных
рядов на периоды и их очистки от шумов. Предложены модификации алгоритма k
ближайших соседей и нейронной сети для решения поставленной задачи. В вычис-
лительном эксперименте, проведенном на реальных данных, оценена эффективность,
а также проведено сравнение данных алгоритмов между собой. При этом показан
высокий процент правильной классификации.

Построение матрицы попарных расстояний между всеми объектами в задаче мет-
рической классификации является вычислительно трудоемкой задачей. Для снижения
размерности задачи и вычислительных затрат предлагается решать задачу с предва-
рительным выделением эталонных объектов, или же центроидов классов, и последу-
ющим их использованием для описания множества временных рядов.

Метрические методы используют различные функции расстояния для построения
матрицы попарных расстояний: евклидово расстояние [4], метод динамического вы-
равнивания временных рядов [5, 6], метод, основанный на нахождении наибольшей
общей последовательности [7], Edit Distance with Real Penalty [8], Edit Distance on Real
sequence [9], DISSIM [10], Sequence Weighted Alignment model [11], Spatial Assembling
Distance [12] и другие. В качестве базового метода для построения функции расстоя-
ния в настоящей работе предлагается использовать динамическое выравнивание вре-
менных рядов (Dynamic Time Warping) [13]. Как показано в [14], этот метод находит
наилучшее соответствие между двумя временными рядами, если они нелинейно де-
формированы друг относительно друга — растянуты, сжаты или смещены вдоль оси
времени.

Базовой моделью классификации и анализа временных рядов в текущей работе
принята модель, описанная в [15]. Там в качестве центроида выбирается объект вы-
борки, являющийся ближайшим ко всем остальным объектам. Применяться же будет
метод точного его вычисления. Это метод DBA, решающий задачу оптимизации для
нахождения центроида. Алгоритм применения и доказательство корректности приве-
дены в [16].

Последующая работа разделена на два раздела. Первый посвящен построению
функции расстояния между дискретными временными рядами, а второй — между
непрерывными. Опишем каждый из них более конкретно.

В следующем разделе вводится понятие вектора весов и матрицы весов центро-
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ида и описываются методы vwDTW и mwDTW (векторно- и матрично-взвешенный
DTW) вычисления функции расстояния, основывающиеся на следующем предполо-
жении о форме временных рядов: в одном и том же классе находятся временные
ряды, имеющие схожую форму с точностью до линейной или нелинейной деформа-
ции, локальных или глобальных сдвигов по оси времени. Предполагается, что в цен-
троиде присутствуют характерные для всего класса участки, которым соответствуют
большие веса вектора весов этого центроида. А функция расстояния, основанная на
vwDTW и использующая вектор весов центроида, точнее объединит объекты одно-
го класса и разделит объекты разных классов, чем основанная на DTW. Поэтому в
предлагаемой модели используется метод vwDTW как для вычисления центроида по
методу DBA, так и для построения матрицы попарных расстояний. Также исследуют-
ся свойства, вид матрицы весов центроида и эффективность применения расстояния,
вычисленного с ее помощью — mwDTW, в прикладных задачах.

Для дальнейшей классификации рядов по полученной матрице расстояний сни-
женной размерности применяется метод k ближайших соседей, как и в базовой моде-
ли. Процедура классификации выполняется в три шага. Первый — отбор эталонных
объектов каждого класса. Второй — построение матрицы попарных расстояний сни-
женной размерности между временными рядами и эталонными объектами каждого
класса. Третий — классификация временных рядов методом k ближайших соседей с
помощью матрицы попарных расстояний.

Для проверки работоспособности такой модели проведен вычислительный экспе-
римент на реальных и синтетических данных. Эксперимент включает в себя анализ
и классификацию данных при помощи построенной модели. Полученные результаты
сравниваются с результатами применения базовой модели к тем же исходным данным.

Расстояние DTW определено лишь между дискретными временными рядами. При
замене этих объектов непрерывными аналогами исчезает проблема различий в часто-
те измерений, но стоит проблема применимости функции расстояния. В этой работе
вводится понятие функции расстояния DTW между непрерывными временными ря-
дами, пути между ними, стоимости пути и выравнивающий пути. В крайнем разделе
границы применимости метода расширены на непрерывный случай.

В дискретном случае поиск выравнивающего пути осуществляется при помощи
динамического программирования [13]. В непрерывном же случае воспользоваться
перебором невозможно, так как множество путей несчетно. Проблема поиска выравни-
вающего пути решена путем аппроксимации реального пути параметрической функ-
цией. В качестве класса параметрических функций может быть выбран любой класс,
например различные сплайны [18]. Поиск пути таким образом сводится к поиску оп-
тимальных параметров, задающих его приближение.

Для проведения вычислительного эксперимента использованы временные ряды ак-
селерометра мобильного телефона. Изначально они представляют собой дискретный
временной ряд ускорения телефона в трех координатах. По этим данным создают-
ся непрерывный объекты. Это также делается через аппроксимацию исходного вре-
менного ряда параметрическими функциями. В работе используется интерполяция
кубическими сплайнами.
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Универсальность данного подхода заключается в возможности применять любой
способ аппроксимации временного ряда, а также произвольный способо аппрокси-
мации пути наименьшей стоимости при возможности наложения соответствующих
ограничений.

Таким образом, в разделе создается функция расстояния между непрерывными
временными рядами. Исследуются свойства выравнивающего пути между ними и его
стоимости.
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2 Раздел. Взвешенное динамическое выравнивание

2.1 Постановка задачи

Задана выборкаD = {(si, yi)}mi=1, состоящая из пар объект — ответ. Объектами служат
временные ряды si ∈ Rn, а ответами являются метки класса — yi ∈ Y = {1, ..., E},
где E � m. Выборка разбита на обучающую Dl и контрольную Dt.

Определение 1. Модель классификации f — параметрическая функция объектов
выборки, приближающая целевую зависимость yi. В данной работе параметрами
модели примем множество центроидов C = {ce}Ee=1 и множество векторов весов
центроидов Ŵ = {we}Ee=1 или же матриц весов центроидов Ŵ = {We}Ee=1.

Определение 2. Функцией ошибки S модели f для задачи классификации будем
считать

S(f,Dt) =
1

|Dt|

|Dt|∑
i=1

[f(si) 6= yi].

Требуется построить модель классификации f : Rn → Y , минимизирующую
функцию ошибки S на контрольной выборке:

fC,Ŵ = argmin
C,Ŵ

(
S(f,Dt)

)
. (1)

2.2 Вычисление значения функции расстояния

2.2.1 Общие понятия

В данной работе в качестве метрического расстояния между объектами предлагает-
ся использовать стоимость взвешенного пути наименьшей стоимости между этими
объектами.

Даны два временных ряда: s1 и s2. Будем считать, что s1, s2 ∈ Rn. Пусть Ωn×n —
это матрица, такая что ее элемент Ωij равен квадрату разности между i-м и j-м эле-
ментами последовательностей s1 и s2:

Ωij = (s1i − s2j)2.

Определение 3. Путем π между последовательностями s1 и s2 назовем упо-
рядоченное множество пар индексов элементов матрицы Ω:

π = {πr} = {(ir, jr)}, r = 1, . . . , R, i, j ∈ {1, ..., n},

где R — длина пути, зависящая от выбора пути. Он должен удовлетворять следу-
ющим условиям.

Граничные условия. π1 = (1, 1) и πR = (n, n), т. е. начало и конец π находятся
на диагонали в противоположных углах Ω.
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Непрерывность. Пусть πr = (p1, p2) и πr−1 = (q1, q2), r = 2, ..., R. Тогда

p1 − q1 ≤ 1, p2 − q2 ≤ 1.

Это ограничение нужно, чтобы в шаге пути π участвовали только соседние эле-
менты матрицы (включая соседние по диагонали).

Монотонность. Пусть πr = (p1, p2) и πr−1 = (q1, q2), r = 2, ..., R. Тогда выпол-
няется хотя бы одно из условий

p1 − q1 ≥ 1, p2 − q2 ≥ 1.

Это ограничение обусловлено природой рассматриваемых последовательностей и
предназначено для монотонности функции выравнивания времени.

Физические ограничения. Как уже говорилось во введении, предполагается,
что временные ряды одного класса имеют схожую форму и являются линейно или
нелинейно деформированными или же смещены друг относительно друга. При этом
считается, что подобного рода деформации и смещения являются малыми, локаль-
ными. В этом предположении выравнивающий путь в матрице слабо отклоняется
от диагонали, то есть

для каждого {ir, jr} ∈ π ir − k ≤ jr ≤ ir + k,

где k определяется типом задачи и ее физическими ограничениями.

2.2.2 Векторно-взвешенный путь наименьшей стоимости

Дадим определение векторно-взвешенного пути наименьшей стоимости, vwDTW. Дан
вектор весов w ∈ Rn.

Определение 4. Стоимостью Cost(s1, s2,w,π) векторно-взвешенного пути π
между последовательностями s1 и s2 с весом w назовем

Cost(s1, s2,w,π) =
∑

(i,j)∈π

wjΩij. (2)

Определение 5. Векторно-взвешенным путем наименьшей стоимости
(векторно-взвешенным выравнивающим путем) π̂ между последовательностями
s1 и s2 назовем взвешенный путь, имеющий наименьшую стоимость среди всех
возможных векторно-взвешенных путей между последовательностями s1 и s2:

π̂ = argmin
π

Cost(s1, s2,w,π). (3)

Обозначим стоимость векторно-взвешенного выравнивающего пути между после-
довательностями s1 и s2 через ρ(s1, s2,w) = Cost(s1, s2,w, π̂).

Для вычисления стоимости такого пути в данной работе используется модифи-
цированный метод DTW — vwDTW (vector-weighted DTW). Согласно этому методу
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необходимо построить новую матрицу Γ, элементы которой определяются следующим
образом:

Γ1j = wjΩ1j, Γi1 = w1Ωi1, i, j = 1, . . . , n,

Γij = wjΩij + min(Γi,j−1,Γi−1,j,Γi−1,j−1), i, j = 2, . . . , n.

Элемент Γij матрицы Γ равен стоимости векторно-взвешенного выравнивающего
пути между последовательностями {s1a}ia=1 и {s2a}ja=1.

В качестве значения функции расстояния между двумя объектами выберем стои-
мость векторно-взвешенного выравнивающего пути между ними (3):

ρ(s1, s2,w) = Γnn. (4)

Заметим, что при единичном векторе весов vwDTW эквивалентен обычному DTW,
описание которого приведено в [15].

2.2.3 Матрично-взвешенный путь наименьшей стоимости

Дадим определение матрично-взвешенного пути наименьшей стоимости, mwDTW.
Дана матрица весов W ∈ Rn×n.

Определение 6. Стоимостью Cost(s1, s2,W,π) матрично-взвешенного пути π
между последовательностями s1 и s2 с весом W назовем

Cost(s1, s2,W,π) =
∑

(i,j)∈π

WijΩij. (5)

Определение 7. Матрично-взвешенным путем наименьшей стоимости
(матрично-взвешенным выравнивающим путем) π̂ между последовательностями
s1 и s2 назовем взвешенный путь, имеющий наименьшую стоимость среди всех
возможных матрично-взвешенных путей между последовательностями s1 и s2:

π̂ = argmin
π

Cost(s1, s2,W,π). (6)

Обозначим стоимость матрично-взвешенного выравнивающего пути между после-
довательностями s1 и s2 через ρ(s1, s2,W) = Cost(s1, s2,W, π̂).

Вычисление его стоимости происходит с помощью еще одного модифицированного
метода DTW — mwDTW (matrix-weighted DTW). Согласно этому методу необходимо
построить новую матрицу Γ, элементы которой определяются следующим образом:

Γ1j = W1jΩ1j, Γi1 = Wi1Ωi1, i, j = 1, . . . , n,

Γij = WijΩij + min(Γi,j−1,Γi−1,j,Γi−1,j−1), i, j = 2, . . . , n.

Элемент Γij матрицы Γ равен стоимости матрично-взвешенного выравнивающего
пути между последовательностями {s1a}ia=1 и {s2a}ja=1.
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В качестве значения функции расстояния между двумя объектами выберем стои-
мость матрично-взвешенного выравнивающего пути между ними (6):

ρ(s1, s2,W) = Γnn. (7)

Заметим, что при использовании матрицы, состоящей из одних единиц, mwDTW пе-
реходит в обычный DTW, описание которого приведено в [15].

2.3 Вычисление параметров модели классификатора

2.3.1 Построение центроида

Пусть множество весов Ŵ фиксировано. Построим множество центроидов C.

2.3.2 Постановка задачи построения центроида

Определение 3. Пусть De — множество элементов из D, принадлежащих одному
классу e из Y . Центроидом множества векторов De = {si|yi = e}mi=1 по расстоянию
ρ назовем вектор ce ∈ Rn такой, что

ce = argmin
c∈Rn

∑
si∈De

ρ(si, c),

где ρ — стоимость векторно- (матрично-) взвешенного пути наименьшей стоимо-
сти vwDTW (mvDTW).

Центроид найдем как решение оптимизационной задачи для vwDTW

ce = argmin
c∈Rn

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈π̂i

we(t)
(
si(t′)− c(t)

)2
. (8)

Или же для mwDTW:

ce = argmin
c∈Rn

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈π̂i

We(t, t
′)
(
si(t′)− c(t)

)2
, (9)

где π̂i — векторно- (матрично-) взвешенный выравнивающий путь между временными
рядами si и c.

2.3.3 Решение задачи нахождения центроида методом DBA

Теорема 1 [16]. Пусть дано множество векторов De = {si|yi = e}mi=1 одного класса,
начальное приближение центроида ce и множество выравнивающих путей меж-
ду каждым рядом и начальным приближением центроида {π̃i}mi=1. Тогда локальный
минимум задачи оптимизации (8) при единичном векторе весов в (4) (функция рас-
стояния DTW) достигается при

ce(t) =
1

N

∑
si∈De

∑
t′:(t,t′)∈π̃i

si(t′), (10)
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N =
∑
si∈De

∑
t′:(t,t′)∈π̃i

1.

Доказательство. Для поиска центроида и решения задачи оптимизации (8)
воспользуемся необходимым условием экстремума. Запишем частные производные
функционала по ce(t), t = 1, . . . , T , и приравняем их к 0:

∂F (ce,De)

∂ce(t)
=
∑
si∈De

∑
t′:(t,t′)∈π̃i

2
(
ce(t)− si(t′)

)
= 0. (11)

Откуда и находим значение ce(t), t = 1, . . . , n:

ce(t) =
1

N

∑
si∈De

∑
t′:(t,t′)∈π̃i

si(t′). (12)

Данный метод вычисления центроида приведен в [16] и называется методом DBA.
Там же приведено и его доказательство. При нахождении нового центроида множество
выравнивающих рядов меняется, данную процедуру нужно проводить несколько раз,
пока центроид не стабилизируется. При замене единичного вектора весов в функции
расстояния vwDTW на произвольный справедливо следующее

Следствие 1. При использовании произвольного вектора весов центроида w (за-
мене DTW на vwDTW с вектором весов w) в задаче оптимизации (8) алгоритм DBA
вычисления центроида находит локальный минимум при замене множества путей
наименьшей стоимости {π̃}mi=1 на множество взвешенных путей наименьшей сто-
имости {π̂i}mi=1.

Доказательство данного следствия повторяет доказательство теоремы 1 при за-
мене множества путей наименьшей стоимости {π̂}mi=1 на множество взвешенных путей
наименьшей стоимости {πi}mi=1.

Для функции расстояния mwDTW следствие сохраняет свою формулировку и до-
казательство при замене вектора весов центроида на его матрицу весов W.

2.3.4 Оптимизация и ограничения вектора весов

Положим теперь множество центроидов C фиксированным. Каждому центроиду ce из
множества C поставлен в соответствие вектор неотрицательных весов we, принадле-
жащий множеству Ŵ. Значения данного вектора весов выделяют наиболее типичные
для класса участки центроида, сопоставляя им большие веса. Вычислим этот вектор,
решая задачу оптимизации

we = argmin
w∈Rn

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈πi

w(t)
(
si(t′)− ce(t)

)2
. (13)

При отсутствии ограничений на веса we минимум (13) достигается при we = 0.
Для того чтобы избежать такого тривиального решения, введем ограничения на сумму
элементов вектора весов
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T∑
t=1

we(t) = T.

Предположим, что при решении задачи (13) нашлось t, для которого выполняется∑
si∈D

∑
t′:(t,t′)∈πi

(
si(t′)− ce(t)

)2
= 0.

Для таких t элемент решения задачи оптимизации (13) we(t) примет большие значе-
ния, которые обеспечат выполнение ограничений на сумму элементов. Это приведет
к локальному скоплению больших значений вектора весов, что сильно ухудшит даль-
нейшую интерпретацию вектора весов, а также сделает метод чувствительным к ма-
лым изменениям входных данных. Поэтому введем ограничения на элементы вектора
весов сверху:

we(t) ≤ const, t ∈ {1, ..., T}.

Таким образом, исходная задача (13) примет следующий вид:

we = argmin
w∈Rn

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈πi

we(t)
(
si(t′)− ce(t)

)2
, (14)

T∑
t=1

we(t) = T, 0 ≤ we(t) ≤ const, t ∈ {1, ..., T},

где const — некоторая заданная константа.

2.3.5 Оптимизация матрицы весов

2.3.6 Ограничения матрицы весов

Как и при оптимизации вектора весов положим множество центроидов C фиксиро-
ванным. Каждому центроиду ce некоторого класса e из множества C сопоставлена
матрица неотрицательных весов We, принадлежащая множеству Ŵ.

Используя те же соображения, что и для случая использования расстояния
vwDTW, определим задачу нахождения матрицы весов центроида как задачу опти-
мизации с ограничениями при использовании расстояния mwDTW:

We = argmin
W∈Rn×n

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈πi

We(t, t
′)(si(t′)− ce(t))2, (15)

T∑
t=1

T∑
t′=1

We(t, t
′) = T 2, 0 ≤We(t) ≤ const, t ∈ {1, ..., T},

где const — некоторая заданная константа.
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2.3.7 Сглаживание полученной матрицы

Полученная матрица не является устойчивой к изменению входных данных: при ис-
пользовании других временных рядов выравнивающие пути будут иметь другой вид,
а значит, и решение задачи оптимизации будет другое. Более устойчивой матрица
получится после процедуры сглаживания.

Будем говорить, что элемент матрицы We(t, t
′) содержится в множестве Φ, если

существует временной ряд si ∈ De такой, что путь наименьшей матрично-взвешенной
стоимости проходит через элемент Ω(t, t′) в матрице Ω, построенной для временного
ряда si и центроида.

При решении задачи оптимизации изменяться в меньшую сторону будут элемен-
ты {We(t, t

′)} ∈ Φ. При этом We(t, t
′) /∈ Φ достигнет своей верхней границы для

выполнения ограничений, накладываемых на сумму элементов матрицы.
Выберем произвольный элемент матрицы весов We(t, t

′) /∈ Φ. Вероятность того,
что при добавлении нового временного ряда (например из тестовой выборки) вы-
полнится We(t, t

′) ∈ Φ, выше, если среди ближайших к We(t, t
′) элементов в строке

матрицы весов многие содержатся в множестве Φ. Тогда значение такого элемента
должно быть похожим на значения соседних. Добьемся этого, выполнив сглаживание
матрицы весов центроида:

W̃e(t, t
′) =

1

2δ

δ∑
k=−δ

We(t, t
′ + k),

где δ — величина окна сглаживания, а W̃e — искомая матрица весов центроида.

2.3.8 Задача оптимизации параметров модели

Задача оптимизации параметров модели сведена к комбинации задач оптимизации (8)
и (14), (15) для vwDTW:

we, ce = argmin
c,w∈Rn

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈πi

(
w(t)(si(t′)− c(t))2

)
, e = 1, . . . , E, (16)

T∑
t=1

we(t) = T, 0 ≤ we(t) ≤ const, t ∈ {1, ..., T}.

Или же для mwDTW:

We, ce = argmin
W∈Rn×Rn

∑
si∈De

∑
(t,t′)∈πi

(
We(t, t

′)(si(t′)− ce(t))2
)
, e = 1, . . . , E, (17)

T∑
t=1

T∑
t′=1

We(t, t
′) = T 2, 0 ≤We(t) ≤ const, t ∈ {1, ..., T}.
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Эту задачу будем решать, вычисляя сначала множество центроидов C при фикси-
рованном начальном приближении множества весов центроидов Ŵ, а затем вычисляя
множество весов центроидов Ŵ при фиксированном множестве центроидов C. Таким
образом, алгоритм вычисления параметров модели будет иметь следующий вид:

Шаг 1. Начальное приближение вектора весов центроида:

we = 1, e = 1, . . . , E.

Или же начальное приближение матрицы весов центроида:

We = 1, e = 1, . . . , E.

Шаг 2. Начальное приближение центроида класса — произвольный элемент клас-
са:

ce = sj ∈ De, e = 1, . . . , E.

Шаг 4. Вычисление центроида при фиксированном векторе (матрице) весов цен-
троида как решение задачи оптимизации (8).

Шаг 3. Вычисление вектора (матрицы) весов центроида при фиксированном цен-
троиде как решение задачи оптимизации (14), (15).

2.4 Вычислительный эксперимент раздела 2

Для проверки свойств введенной функции расстояния, а также выбранной модели был
проведен вычислительный эксперимент на реальных и синтетических данных. Свой-
ства функций расстояния vwDTW и mwDTW для наглядности продемонстрированы
на синтетических данных, представляющих собой смещенные и линейно деформиро-
ванные временные ряды аналитических функций: sinx,

√
x, x2, — длиной 100 точек.

В выборке находилось 100 временных рядов каждого класса: 50 в обучающей и 50 в
контрольной. Обозначим классы как 1− sinx, 2−

√
x, 3− x2 соответственно.

Пример такой выборки и результаты нахождения параметров модели по обуча-
ющей выборке показаны на рис. 1. По оси абсцисс отложены значения времени, а
по оси ординат — значения временного ряда. На левом верхнем графике приведены
примеры аналитических функций, используемых в создании синтетической выборки
временных рядов. На правом верхнем графике изображены центроид (нижний вре-
менной ряд) и вектор весов (верхний временной ряд) для класса 1. Аналогично на
нижних графиках показаны результаты для классов 2 и 3.

Векторы весов описывают наиболее информативные участки центроида. Так, для
центроида класса 1 (sinx) наиболее информативными оказались минимумы и макси-
мумы, в отличие от точек перегиба.

Для сравнения свойств полученной функции расстояния с функцией расстояния
DTW были посчитаны расстояния до центроидов для всех временных рядов контроль-
ной выборки с помощью DTW и vwDTW, после чего производилась классификация.
Каждому временному ряду контрольной выборки ставилась в соответствие метка того
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Выборка Веса для sinx

Веса для x2 Веса для
√
x

Рис. 1: Примеры синтетических временных рядов аналитических функций (выборка),
результаты построения центроида и вектора весов для синтетических данных

класса, расстояние до центроида которого было минимальным. Результат классифи-
кации с помощью функции расстояния vwDTW — 97%, а для функции расстояния
DTW — 84%, что на 15% меньше. Построенная в работе функция расстояния лучше
разделила временные ряды разных классов, сгруппировала их вокруг соответствую-
щих центроидов.

Также были построены матрицы весов центроида на синтетических данных. Вслед-
ствие хорошей интерпретируемости, в работе приведено визуальное отображение мат-
рицы весов центроида только для класса 1. На рис. 2 сверху слева изображены приме-
ры временных рядов. Сверху справа — множество выравнивающих путей по матрице
Ω. Нижний левый рисунок — матрица весов центроида до сглаживания. Правый ле-
вый рисунок — после сглаживания. Синие цвета соответствуют маленьким значениям
элементов матрицы, а красные — большим. Хорошо просматривается периодичность
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в матрице, напоминающая периодичность вектора весов. Предполагается, что функ-
ция mwDTW будет лучше разделять классы, которые сильно различаются между
собой, так как матрица весов центроида учитывает и среднее отклонение выравни-
вающего пути от диагонали в матрице Ω. При отклонениях пути сильнее типичного
для данного класса, элементам пути будут приписываться большие веса, что видно
из структуры матрицы весов центроида.

Выборка Множество выравнивающих путей

Начальная матрица весов Сглаженная матрица весов

Рис. 2: Примеры синтетических временных рядов аналитических функций (выборка),
результат построения матрицы весов центроида класса sin(x)

Использование функции mwDTW для классификации синтетических временных
рядов улучшает классификацию по сравнению с DTW. Этот результат аналогичен
случаю использования vwDTW — 97%.
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Для демонстрации работы предложенной модели на реальных данных и ее срав-
нения с базовой моделью классификации были использованы данные акселерометра
мобильного телефона. Вследствие большой вычислительной сложности они сравни-
вались на данных, представляющих собой 600 временных рядов длиной 200 точек,
каждый из которых представляет собой абсолютные значения ускорения мобильного
телефона, объединяя три временных ряда: временной ряд ускорения по оси X (200
измерений), оси Y (200 измерений) и оси Z (200 измерений). Выделено шесть типов
физической активности: ходьба, бег, сидение, стояние, подъем, спуск. Временные ряды
записывались акселерометром, который находился в кармане у человека, выполняю-
щего один из типов физической активности, после чего разделялись на 10-секундные
сегменты. Примеры таких временных рядов приведены на рис. 3.
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Рис. 3: Примеры временных рядов измерений акселерометра для разных видов физи-
ческой активности

Данные разделялись на обучающую и контрольную выборку. В обучающую вы-
борку входило по 70 временных рядов каждого вида физической активности, а в кон-
трольную — по 30 временных рядов. Производилась классификации методом k бли-
жайших соседей, использующим построенную матрицу попарных расстояний. Осу-
ществлялся контроль качества при помощи кросс-валидации. В табл. 1 приведены
результаты классификации при использовании новой модели, использующей функ-
цию vwDTW, и базовой модели классификации.

Качество классификации базовой модели ухудшилось в сравнении с вычислитель-
ным экспериментом в работе [15], так как теперь используются абсолютные значения
ускорения, а не последовательно соединенные временные ряды ускорения вдоль трех
координат. Использование функции расстояния vwDTW улучшает классификацию
для всех классов физической активности, повышая общий уровень классификации на
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9%.

Таблица 1: Сравнение эффективности предложенной (vwDTW) и базовой модели
классификации на данных [17]

Модель Бег Ходьба Вверх Вниз Сидение Стояние Общее
vwDTW.
Точность по критерию 97 95 79 75 95 95 89
скользящего контроля, %
DTW [15].
Точность по критерию 95 92 60 60 85 90 80
скользящего контроля, %

Полученные параметры модели для реальных данных изображены на рис. 4. Для
класса бег, например, хорошо просматривается периодичность временного ряда как
для центроида, так и для вектора весов центроида.

Для сравнения модели, использующей mwDTW, с базовой моделью классифика-
ции были использованы данные, представляющие собой 600 временных рядов длиной
100 точек. Временные ряды такой длины выбраны для разумного ограничения време-
ни работы методов численной оптимизации. В остальном этот эксперимент повторяет
тот, что выполнен для сравнения базовой модели и модели, использующей vwDTW.
Результаты классификации приведены в табл. 2. Видно, что длина временных ря-
дов, а следовательно, и количество периодов временного ряда, существенно влияют
на качество классификации. Качество базовой модели сильно упало по сравнению с
временными рядами длиной 200 точек. При этом использование mwDTW улучшает
классификацию на 13%.

Таблица 2: Сравнение эффективности предложенной (mwDTW) и базовой модели
классификации и алгоритма разделяющей классификации на данных [17]

Модель Бег Ходьба Вверх Вниз Сидение Стояние Общее
mwDTW.
Точность по критерию 95 95 78 76 90 90 87
скользящего контроля, %
DTW [15].
Точность по критерию 88 83 55 60 82 80 74
скользящего контроля, %
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Рис. 4: Примеры временных рядов измерений акселерометра для разных видов физи-
ческой активности

3 Раздел. Выравнивание для случая непрерывных
объектов

3.1 Задача представления временного ряда непрерывным ана-
логом

В дискретном случае временной ряд s представляет собой упорядоченную во времени
последовательность измерений какой-либо величины. Введем определение непрерыв-
ного временного ряда:

Определение 1 Непрерывный временной ряд, определенный на участке времени
T̂ = [0;T ], — непрерывная функция sc(t) : T̂ → R.

Обозначим через S пространство всевозможных дискретных временных рядов. Че-
рез Sc — пространство всевозможных непрерывных временных рядов. Для получения
непрерывного аналога временного ряда каждому объекту s ∈ S ставится в соответ-
ствие объект s(t) ∈ Sc. Необходимо построить отображение f : S → Sc.

В качестве непрерывного аналога дискретного временного ряда в работе использу-
ется его аппроксимация параметрическими функциями. Алгоритм ее построения вы-
полняется в три шага: выбор подходящего пространства параметрических функций,
подбор оптимальных параметров для фиксированного временного ряда, использова-
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ние оптимальных параметров для построения конкретной аппроксимации.

3.1.1 Аппроксимация функции кубическими сплайнами

В работе будет использована аппроксимация кубическими сплайнами (ссылка на ра-
боту).

Пусть дано множество точек на плоскости {(xi, yi)}ni=1, порожденных произволь-
ной непрерывной и гладкой функцией f(x). Требуется построить аппроксимацию
этой функции. Интерполяция функции между двумя соседними точками (xi, yi) и
(xi+1, yi+1) производится при помощи полиномов третьей степени. При этом в задан-
ных точках совпадают как значения соседних полиномов так и значения их произ-
водных и вторых производных. Обозначим интерполяцию функции f(x) через f̂(x).
А через f̂i(x) — интерполяцию f̂(x) при xi ≤ x ≤ xi+1. Тогда

f̂(x) = f̂i(x), xi ≤ x ≤ xi+1,

f̂i(x) = ai(x− xi)3 + bi(x− xi)2 + ci(x− xi) + di, xi ≤ x ≤ xi+1, i ∈ {1, ..., n− 1},

Должно выполняться следующее:

f̂i(xi+1) = f̂i+1(xi+1), i ∈ {1, ..., n− 2},

f̂ ′i(xi+1) = f̂ ′i+1(xi+1), i ∈ {1, ..., n− 2},

f̂ ′′i (xi+1) = f̂ ′′i+1(xi+1), i ∈ {1, ..., n− 2},

где n — количество заданных точек.
Заданное множество точек {(xi, yi)}ni=1 будем называть узлами сплайна. В роли уз-

лов сплайна в задаче аппроксимации временного ряда выступают временные отсчёты
и измерения, им соответствующие.

3.2 Расстояние DTW и выравнивающий путь между непре-
рывными временными рядами

3.2.1 Базовые определения

В качестве функции расстояния между временными рядами в этой работе выбра-
на DTW. Эта функция определена между дискретными временными рядами. Для
работы в непрерывном случае требуются определения стоимости пути наименьшей
стоимости, выравнивающего пути и расстояния DTW для непрерывного случая.

Предположим, что имеется два дискретных временных ряда s1 и s2, а также их
непрерывные аналоги, заданные непрерывными функциями: sc1(t1), t1 ∈ [0;T ] и
sc2(t2), t2 ∈ [0;T ] . Также предположим, что обе функции кусочно-гладкие, и для
обеих выполняется условие Липшица с константами Липшица L1, L2.

|s1(t1)− s1(t′1)| ≤ L1|t1 − t′1|, s1 ∈ C1
[0;T ],
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|s2(t2)− s2(t′2)| ≤ L2|t2 − t′2|, s2 ∈ C1
[0;T ].

Определение 1 (дискретный случай): путь π между дискретными вре-
менными рядами s1 и s2 — упорядоченное множество пар индексов:

π = {πr} = {(ir, jr)}, r = 1, . . . , R, i, j ∈ {1, ..., n},

удовлетворяющее условиям непрерывности, монотонности и граничным условиям:

πr = (p1, p2), πr−1 = (q1, q2), r = 2, ..., R, ⇒ p1 − q1 ≤ 1, p2 − q2 ≤ 1,

πr = (p1, p2), πr−1 = (q1, q2), r = 2, ..., R, ⇒ p1 − q1 ≥ 1, p2 − q2 ≥ 1,

π1 = (1, 1), πR = (n, n).

Определение 1 (непрерывный случай): путь πc между двумя непре-
рывными временными рядами — монотонно возрастающая, непрерывная функция
πc : t1 → t2 , удовлетворяющая начальным условиям:

πc ∈ C[0;T ],

t1 > t′1 ⇒ πc(t1) > πc(t′1),

πc(0) = 0, πc(T1) = T2.

Определение 2 (дискретный случай):Стоимость Cost(s1, s2,π) пути
π длины R между дискретными временными рядами s1 и s2 :

Cost(s1, s2,π) =
1

R

∑
(i,j)∈π

|s1(i)− s2(j)|.

Определение 2 (непрерывный случай): Стоимость Cost(sc1(t1), sc2(t2), πc)
пути πc между непрерывными временными рядами sc1(t1) и sc2(t2) :

Cost(sc1(t1), s
c
2(t2), π

c) =
1

L

∫
t1

|sc1(t1)− sc2(πc(t1))|dt1,

где L — длина кривой, задающейся графиком функции πc(t), t ∈ [0, T ].
Определение 3 (дискретный случай):Путь наименьшей стоимости (вырав-

нивающим путем) π̂ между дискретными временными рядами s1 и s2
— путь, имеющий наименьшую стоимость среди всех возможных путей:

π̂ = argmin
π

Cost(s1, s2,π).

Определение 3 (непрерывный случай): Путь наименьшей стоимости (вы-
равнивающий путь) π̂c между непрерывными временными рядами sc1(t1) и
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sc2(t2) — функция π̂c, для которой значение интеграла из определения 2 для непре-
рывного случая является наименьшим:

π̂c = argmin
πc

Cost(sc1(t1), s
c
2(t2), π

c).

Определение 4 (дискретный случай): Стоимость пути наименьшей стои-
мости, или расстояние DTW между дискретными временными рядами:

DTW (s1, s2) = Cost(s1, s2, π̂).

Определение 4 (непрерывныйслучай): Стоимость пути наименьшей стои-
мости, или расстояние DTW между непрерывными временными рядами:

DTW (sc1(t1), s
c
2(t2)) = Cost(sc1(t1), s

c
2(t2), π̂

c).

3.2.2 Свойства выравнивающего пути и его стоимости

Сформулируем две леммы, справедливые для случая непрерывных временных рядов.
Лемма 1. Предположим, что s1(t) и s2(t) – два временных ряда, π̂c : t1 → t2 —

выравнивающий путь между ними. При малых изменениях пути, его стоимость
изменяется слабо, то есть:

‖ π̂c − πc ‖C≤ ε ⇒ |Cost(s1, s2, π̂c)− Cost(s1, s2, πc)| ≤ εTL,

где L — константа Липшица для s1(t) и s2(t), T — граница области определения
временного ряда, ε > 0.

Доказательство.

|Cost(s1, s2, π̂c)−Cost(s1, s2, πc)| = |
∫
t1

|s1(t1)−s2(π̂c(t1))|dt1−
∫
t1

|s1(t1)−s2(πc(t1))|dt1| ≤

∫
t1

|s2(π̂c(t1))− s2(πc(t1))|dt1 ≤
∫
t1

L|π̂c(t1)− πc(t1)|dt1 ≤∫
t1

L max
t1∈[0,T ]

(π̂c(t1)− πc(t1))dt1 ≤
∫
t1

L ‖ π̂c − πc ‖C dt1 ≤ TLε. �

Лемма 2. Предположим, что s1(t) и s2(t) – два временных ряда, π̂c : t1 → t2 —
выравнивающий путь между ними. При малых изменениях одного из временных
рядов, стоимость пути изменяется слабо, то есть:

‖ ŝ2 − s2 ‖C≤ ε ⇒ |Cost(s1, ŝ2, π̂c)− Cost(s1, s2, π̂c)| ≤ εTL,

где L — константа Липшица для s1(t) и s2(t), T — граница области определения
временного ряда, ε > 0.
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Доказательство.

|Cost(s1, ŝ2, π̂c)−Cost(s1, s2, π̂c)| = |
∫
t1

|s1(t1)−ŝ2(π̂c(t1))|dt1−
∫
t1

|s1(t1)−s2(π̂c(t1))|dt1| ≤

∫
t1

|ŝ2(π̂c(t1))− s2(π̂c(t1))|dt1 ≤
∫
t1

max
t1∈[0,T ]

(ŝ2(π̂
c(t1))− s2(π̂c(t1)))dt1 ≤∫

t1

‖ ŝ2 − s2 ‖C dt1 ≤ Tε. �

Эти две леммы демонстрируют свойство устойчивости стоимости пути к незначи-
тельным изменениям в начальных данных и в выравнивающем пути. Также выдвига-
ется предположение об устойчивости выравнивающего пути к небольшому изменению
начальных данных, то есть:

Предположение 1. Предположим, что s1(t) и s2(t) – два временных ряда. Пред-
положим, что ŝ2(t) — временной ряд, слабо отличающийся от s2(t). Тогда

∀ε1 > 0 ∃ε2(ε1), ∀ŝ2(t) : ‖ ŝ2(t)− s2(t) ‖C≤ ε2 7→ ‖ πc − π̂c ‖C ≤ ε1,

где πc и π̂c — выравнивающие пути между s1(t), s2(t) и s1(t), ŝ2(t) соответствен-
но.

3.3 Постановка задачи вычисления пути наименьшей стоимо-
сти

Пусть s1(t1) и s2(t2) — временные ряды. Требуется построить функцию π̂c : t1 → t2,
являющуюся решением оптимизационной задачи из определения 3:

π̂c = argmin
πc

Cost(sc1(t1), s
c
2(t2), π

c).

В случае дискретных временных рядов алгоритм нахождения выравнивающего
пути связан с перебором конечного множества различных путей между временны-
ми рядами. В непрерывном случае воспользоваться перебором невозможно, так как
множеством путей является множеством монотонных и непрерывных функций, удо-
влетворяющих соответствующим ограничениям из определения 1.

Решить описанную выше задачу оптимизации напрямую в пространстве функций
нельзя. Предлагается ограничить множество, в котором выполняется поиск π̂c. Вы-
бирается класс параметрических функций, среди которых и будет осуществляться
поиск. Каждая функция в таком множестве однозначно определяется набором пара-
метров. А значит, поиск функции в задаче оптимизации сводится к поиску подхо-
дящих параметров. Эта задача может быть решена с помощью численных методов
оптимизации.
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Найденная функция ̂̃πc является аппроксимацией выравнивающего путиπ̂c между
временными рядами. Если аппроксимация хорошая, то есть выполняется:

‖ ̂̃πc − π̂c ‖C≤ ε,

то согласно Лемме 1 стоимость такого пути не будет сильно отличаться от стои-
мости выравнивающего пути, а значит, можно использовать такую аппроксимацию.

Задача поиска сведена к задаче оптимизации по множеству параметров, задающих
аппроксимацию выравнивающего пути:

θ̂ = argmin
θ

Cost(s1, s2, θ) = argmin
θ

∫
t1

|s1(t1)− s2(F (θ)(t1))|dt1,

где F (θ) является отображением из пространства параметров в выбранное ранее
пространство параметрических функций.

Как и в задаче аппроксимации временного ряда, для решения задачи аппроксима-
ции пути наименьшей стоимости используется аппроксимация функции кубическими
сплайнами. В роли параметров аппроксимации выступают узлы сплайна. Могут ме-
няться как их координаты, так и их количество.

Предположим, что количество узлов N задано. Также известны их координаты
по оси t1. В таком случае параметрами аппроксимации выравнивающего пути будем
считать координаты узлов сплайна по оси t2, то есть θ = {t2i}Ni=1. Свойство непре-
рывности для аппроксимации пути выполняется. Осталось наложить ограничения на
параметры модели для выполнения граничных условий и свойства монотонности. Для
этого примем

t21 = t11 t2N = t1N ,

при этом
t2(i) ≤ t2(i+1), i ∈ {1, ..., N − 1}.

При таком выборе множества параметрических функций выполнена следующая
Лемма 3 При небольшом изменении вектора параметров, задающих аппрокси-

мацию выравнивающего пути, стоимость пути меняется слабо:

‖ θ̂ − θ ‖2≤ ε⇒ |Cost(s1, ŝ2, F (θ̂))− Cost(s1, s2, F (θ))| ≤ δ.

Доказательство: При небольшом изменении координаты yi узла i сплайна путь
между временными рядами меняется несильно по норме ‖ . ‖C . Дальнейшее доказа-
тельство следует из леммы 1. �

3.4 Вычислительный эксперимент раздела 3

В вычислительном эксперименте исследовались свойства полученной функции рас-
стояния, устойчивости метода к различным изменениям во входных данных. Исполь-
зовались временные ряды акселерометра мобильного телефона. Временные ряды ак-
селерометра представляли собой 600 временных рядов длиной 200 точек, каждый из
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которых представлял абсолютное значение ускорения, измерявшееся по трём коорди-
натам: временной ряд ускорения по оси X (200 измерений), оси Y (200 измерений) и
оси Z (200 измерений). Выделено шесть типов физической активности: ходьба, бег,
сидение, стояние, подъем, спуск по 10 временных рядов для каждого класса.

В начале эксперимента данные разделялены на 6 подмножеств, соответствующих
классам физической активности. Для каждого подмножества был вычислен центро-
ид класса, а потом для каждого временного ряда и центроида построен непрерывный
аналог. Было выбрано количество узлов сплайна, задающее точное и, при этом, макси-
мально быстрое вычисление расстояния, а параллельно с этим выявлена зависимость
точности вычисления расстояния и времени его вычисления от количества узлов.

Итак, исходные данные представлены дискретными временными рядами, то есть
упорядоченным множеством измерений {si)}ni=1. Для аппроксимации или же ин-
терполяции этого ряда необходимо представить его в виде {(xi, yi)}ni=1. Положим
xi = i, yi = si, i = 1, . . . , n. В данном случае в качестве xi взяты временные
отсчеты, располагающиеся на временной оси на равных интервалах, что обусловле-
но типом записи временных рядов. При использовании других временных рядов, где
известно точное время записи значения, можно изменить значения xi.

Временные ряды интерполировались сплайнами третьей степени. Пример такой
интерполяции представлен на рисунке. Точками обозначен временной ряд, а непре-
рывной линией — его интерполяция. Видно, что она является гладкой.

Если известен способ аппроксимации или же интерполяции временного ряда, кото-
рый для конкретной задачи имеет высокую точность, можно с легкостью использовать
его. Теория не накладывает никаких ограничений на использование других способов
аппроксимации.

Такая же аппроксимация использовалась и для приближения пути наименьшей
стоимости. В качестве параметров модели в работе использованы координаты узлов
сплайна по одной из осей. При этом координаты узлов по другой оси фиксированы.
Гиперпараметром этой аппроксимации является количество узлов сплайна N. При
малых N траектория пути не может подстроиться под форму временного ряда, и рас-
стояние будет завышенным. Предполагается, что при увеличении N расстояние будет
сходиться к истинному. Это подтверждается и вычислительными экспериментами, ре-
зультат которых показан на рисунке.

Для исследования свойств разделяющей способности введенной функции расстоя-
ния между временными рядами исследовались матрицы попарных расстояний между
временными рядами и центроидами классов. Эксперимент проводился на временных
рядах акселерометра мобильного телефона.

В таблице 1 приведены средние значения функции расстояния между рядами клас-
са и центроидами различных классов.

Из таблицы видно, что среднее расстояние от каждого класса минимально при
использовании центроида именно этого класса. Данное свойство является важным
для функций расстояния, так как демонстрирует разделяющую способность функции.
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Рис. 5: Диаграмма рассеяния для признаков 6 и 2, по которой выдвигаются предпо-
ложения о качестве классификации

Таблица 3: Средние расстояния между объектами различных классов и центроидами
этих классов для непрерывного случая.

Бег Ходьба Вверх Вниз Сидение Стояние
Бег 693 803 811 733 1165 1143
Ходьба 676 498 696 610 946 927
Вверх 714 739 696 701 1038 1021
Вниз 591 601 653 464 836 804
Сидение 516 465 434 400 6 42
Стояние 508 441 454 366 105 79

4 Заключение
В работе описан новый подход к работе с центроидами временных рядов и непре-
рывными объектами, построена модель, использующая веса и матрицы центроидов,
и показаны ее преимущества перед моделью, описанной в работе [15]. Исследованы
свойства моделей, разделяющая и объединяющая способности функций расстояния.
Продемонстрировано влияние структуры, длины и физического смысла временных
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Рис. 6: Зависимость времени работы и значения расстояния от количества узлов
сплайна.

рядов на результаты классификации. В последующих работах данный подход будет
совершенствоваться. Предполагается ускорить данный алгоритм за счет эффектив-
ного нахождения пути наименьшей стоимости, его аппроксимации. Такой подход при-
меним и ко всем типам временных рядов, где возможна нелинейная деформация как
по оси времени, так и по оси значений временного ряда.
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