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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè
Âåêòîðíûå ìåðû áëèçîñòè
Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ãèïîòåçû íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè

Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è ðåãðåññèè:
X � îáúåêòû, Y � îòâåòû;

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

Ãèïîòåçà íåïðåðûâíîñòè (äëÿ ðåãðåññèè):

áëèçêèì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâóþò áëèçêèå îòâåòû.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:

Ãèïîòåçà ¾êîìïàêòíîñòè¿ (äëÿ êëàññèôèêàöèè):

áëèçêèå îáúåêòû, êàê ïðàâèëî, ëåæàò â îäíîì êëàññå.

âûïîëíåíà: íå âûïîëíåíà:
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Ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè
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Ïðèìåð: çàäà÷à êëàññèôèêàöèè öâåòêîâ èðèñà [Ôèøåð, 1936]

Êëàññû � êîìïàêòíûå ñãóñòêè òî÷åê (3 êëàññà ïî 50 îáúåêòîâ)
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Ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè
Âåêòîðíûå ìåðû áëèçîñòè
Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ¾ðàññòîÿíèå¿ (distance)

Åâêëèäîâà ìåòðèêà è îáîáù¼ííàÿ ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî:

ρ(x , xi ) =

( n∑
j=1

∣∣x j − x ji
∣∣2)1/2

ρ(x , xi ) =

( n∑
j=1

wj

∣∣x j − x ji
∣∣p)1/p

x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà x
xi = (x1i , . . . , x

n
i ) � âåêòîð ïðèçíàêîâ îáúåêòà xi

wj � âåñà ïðèçíàêîâ (âîçìîæíî, îáó÷àåìûå) èãðàþò äâå ðîëè:

� íîðìèðîâêà, ïðèâåäåíèå ê îáùåìó ìàñøòàáó

� çàäàíèå ñòåïåíè âàæíîñòè (èíôîðìàòèâíîñòè) ïðèçíàêîâ

Ëèíèè óðîâíÿ (ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè) ïðè ðàçëè÷íûõ p:
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Ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè èëè íåïðåðûâíîñòè
Âåêòîðíûå ìåðû áëèçîñòè
Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòðîêàìè / ñèãíàëàìè

Äëÿ ñòðîê � ðåäàêòîðñêîå ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà:

CTGGGCTAAAAGGTCCCTTAGCC..TTTAGAAAAA.GGGCCATTAGGAAATTGC

CTGGGACTAAA....CCTTAGCCTATTTACAAAAATGGGCCATTAGG...TTGC

Äëÿ ñèãíàëîâ � ýíåðãèÿ ñæàòèé è ðàñòÿæåíèé:
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Áåñïðèçíàêîâûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèé

Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè

Ðàññòîÿíèå ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè íà îñíîâå âûðàâíèâàíèÿ:

Îöåíèâàåòñÿ ýíåðãèÿ ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè
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Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X îòðàíæèðóåì îáúåêòû x1, . . . , xℓ:

ρ(x , x (1)) ⩽ ρ(x , x (2)) ⩽ · · · ⩽ ρ(x , x (ℓ)),

x (i) � i-é ñîñåä îáúåêòà x ñðåäè x1, . . . , xℓ;
y (i) � îòâåò íà i-ì ñîñåäå îáúåêòà x .

Ìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì êëàññèôèêàöèè îòíîñèò îáúåêò x
ê òîìó êëàññó, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò åãî áëèæàéøèå ñîñåäè:

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑
i=1

[
y (i) = y

]
w(i , x)︸ ︷︷ ︸

Γy (x)

,

w(i , x) � âåñ, ñòåïåíü áëèçîñòè ê îáúåêòó x åãî i-ãî ñîñåäà,
íåîòðèöàòåëåí, íå âîçðàñòàåò ïî i .

Γy (x) � îöåíêà áëèçîñòè îáúåêòà x ê êëàññó y .
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(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé (k nearest neighbors, kNN)

w(i , x) = [i ⩽ 1] � ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà

w(i , x) = [i ⩽ k] � ìåòîä k áëèæàéøèõ ñîñåäåé

Ïðåèìóùåñòâà:

ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè (lazy learning);

ïàðàìåòð k ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü ïî leave-one-out:

LOO(k,X ℓ) =
ℓ∑

i=1

[
a
(
xi ;X

ℓ\{xi}, k
)
̸= yi

]
→ min

k
.

Íåäîñòàòêè:

íåîäíîçíà÷íîñòü êëàññèôèêàöèè ïðè Γy (x) = Γs(x), y ̸= s.

íå ó÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé
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Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä k âçâåøåííûõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé

w(i , x) = [i ⩽ k]wi ,

ãäå wi � âåñ, çàâèñÿùèé òîëüêî îò íîìåðà ñîñåäà;

Âîçìîæíûå ýâðèñòèêè:
wi =

k+1−i
k � ëèíåéíîå óáûâàþùèå âåñà;

wi = qi � ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå âåñà, 0 < q < 1;

Ïðîáëåìû:

êàê áîëåå îáîñíîâàííî çàäàòü âåñà?

âîçìîæíî, áûëî áû ëó÷øå, åñëè áû âåñ w(i , x)
çàâèñåë íå îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ñîñåäà i ,
à îò ðàññòîÿíèÿ äî íåãî ρ(x , x (i)).

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 10 / 40



Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä îêíà Ïàðçåíà

w(i , x) = K
(
ρ(x ,x(i))

h

)
, ãäå h � øèðèíà îêíà (bandwidth),

K (r) � ÿäðî (kernel), íå âîçðàñòàåò è ïîëîæèòåëüíî íà [0, 1].

Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà ôèêñèðîâàííîé øèðèíû:

a(x ;X ℓ, h,K ) = argmax
y∈Y

ℓ∑
i=1

[yi = y ]K

(
ρ(x , xi )

h

)
Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà ïåðåìåííîé øèðèíû:

a(x ;X ℓ, k,K ) = argmax
y∈Y

ℓ∑
i=1

[yi = y ]K

(
ρ(x , xi )

ρ(x , x (k+1))

)
Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ � ïî êðèòåðèþ LOO:

âûáîð øèðèíû îêíà h èëè ÷èñëà ñîñåäåé k

âûáîð ÿäðà K
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(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Çàâèñèìîñòü LOO îò øèðèíû îêíà h (èëè îò ÷èñëà ñîñåäåé k)

Ïðèìåð.
Çàäà÷à UCI: Iris.

LOO(h) =
ℓ∑

i=1

[
ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
̸= yi

]
→ min

h
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� ñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê, êîãäà îáúåêò ó÷èòûâàåòñÿ êàê ñîñåä ñàìîãî ñåáÿ

� íåñìåù¼ííîå ÷èñëî îøèáîê LOO
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(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)︸ ︷︷ ︸)

ÿäðî:
ãàóññîâñêîå

øèðèíà
îêíà:
h = 0.05
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(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)︸ ︷︷ ︸)

ÿäðî:
ãàóññîâñêîå

øèðèíà
îêíà:
h = 0.2
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)︸ ︷︷ ︸)

ÿäðî:
ãàóññîâñêîå

øèðèíà
îêíà:
h = 0.3
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)︸ ︷︷ ︸)

ÿäðî:
ãàóññîâñêîå

øèðèíà
îêíà:
h = 0.5
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)︸ ︷︷ ︸)

ÿäðî:
ãàóññîâñêîå

øèðèíà
îêíà:
h = 1.0
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Âëèÿíèå øèðèíû îêíà h íà êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè

Ïðèìåð: xi ∈ R2, yi ∈ {−1,+1}, K (r) = exp(−2r2)

a(x) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)︸ ︷︷ ︸)

ÿäðî:
ãàóññîâñêîå

øèðèíà
îêíà:
h = 5.0
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé

w(i , x) = γ(i)K
(
ρ(x ,x(i))

h(i)

)
Áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü (çäåñü ìîæíî íå ðàíæèðîâàòü îáúåêòû):

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

ℓ∑
i=1

[yi = y ] γi K

(
ρ(x , xi )

hi

)
,

ãäå γi � âåñà îáúåêòîâ, γi ⩾ 0, hi > 0.

Ôèçè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ èç ýëåêòðîñòàòèêè:

γi � âåëè÷èíà ¾çàðÿäà¿ â òî÷êå xi ;
hi � ¾ðàäèóñ äåéñòâèÿ¿ ïîòåíöèàëà ñ öåíòðîì â òî÷êå xi ;
yi � çíàê ¾çàðÿäà¿ (â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ Y = {−1,+1});
K (r) = 1

r èëè 1
r+a

Â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè íåò îãðàíè÷åíèé íè íà K , íè íà |Y |.

Ì.À.Àéçåðìàí, Ý.Ì.Áðàâåðìàí, Ë.È.Ðîçîíîýð. Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé
â òåîðèè îáó÷åíèÿ ìàøèí. Ì.: Íàóêà, 1970.
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé = ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð

Äâà êëàññà: Y = {−1,+1}.

a(x ;X ℓ) = argmax
y∈Y

Γy (x) = sign
(
Γ+1(x)− Γ−1(x)

)
=

= sign

ℓ∑
i=1

γiyi K

(
ρ(x , xi )

hi

)
.

Ñðàâíèì ñ ëèíåéíîé ìîäåëüþ êëàññèôèêàöèè:

a(x) = sign

n∑
j=1

γj fj(x).

fj(x) = yjK
(
1
hj
ρ(x , xj)

)
� íîâûå ïðèçíàêè îáúåêòà x ,

áëèçîñòü (ñõîäñòâî) îáúåêòà x è îáó÷àþùåãî îáúåêòà xj
γj � âåñà ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà

n = ℓ � ÷èñëî ïðèçíàêîâ ðàâíî ÷èñëó îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Îöåíêà îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè (generalization performance)

Ïîëíûé ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü (complete cross-validation, CCV):

CCV(X L) =
1

C ℓ
L

∑
X ℓ⊔X k

1

k

∑
xi∈X k

[
a(xi ;X

ℓ) ̸= yi
]
,

� ÷àñòîòà îøèáîê àëãîðèòìà íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå X k ,

óñðåäí¼ííàÿ ïî âñåì C ℓ
L ðàçáèåíèÿì âûáîðêè X L = X ℓ ⊔ X k

íà îáó÷àþùóþ ïîäâûáîðêó X ℓ è êîíòðîëüíóþ X k .

Çàìå÷àíèå. Ïðè k = 1 èìååì: CCV(X L) = LOO(X L).

Çàäà÷à.
Îò ÷åãî çàâèñèò îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü CCV ìåòîäà 1NN?

Âîçìîæíî ëè óëó÷øèòü àëãîðèòì 1NN, ìèíèìèçèðóÿ CCV?

Mullin M., Sukthankar R. Complete cross-validation for nearest neighbor classi�ers. 2000
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîíÿòèå ïðîôèëÿ êîìïàêòíîñòè

Ïðîôèëü êîìïàêòíîñòè âûáîðêè X L � ýòî ôóíêöèÿ äîëè

îáúåêòîâ xi , ó êîòîðûõ m-é ñîñåä x
(m)
i ëåæèò â äðóãîì êëàññå:

Π(m) =
1

L

L∑
i=1

[
yi ̸= y

(m)
i

]
; m = 1, . . . , L− 1,

x
(m)
i � m-é ñîñåä îáúåêòà xi ñðåäè X L;

y
(m)
i � îòâåò íà m-ì ñîñåäå îáúåêòà xi .

Òåîðåìà (òî÷íîå âûðàæåíèå CCV äëÿ ìåòîäà 1NN)

CCV(X L) =
k∑

m=1

Π(m)
C ℓ−1
L−1−m

C ℓ
L−1

.

Âîðîíöîâ Ê.Â. Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê îöåíêå êà÷åñòâà îáó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ. 2004

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 17 / 40



Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïðèìåð. Ïðîôèëè êîìïàêòíîñòè äëÿ ñåðèè ìîäåëüíûõ çàäà÷
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî (òî÷íîå âûðàæåíèå CCV äëÿ ìåòîäà 1NN)

Îñíîâíàÿ èäåÿ � ïðîñóììèðîâàòü ïî ðàçáèåíèÿì àíàëèòè÷åñêè:

CCV =
1

C ℓ
L

∑
X ℓ⊔X k

1

k

L∑
i=1

[
xi ∈ X k

][
a(xi ;X

ℓ) ̸= yi
]
=

=
∑

X ℓ⊔X k

L∑
i=1

k∑
m=1

[
y
(m)
i ̸=yi

]
kC ℓ

L

[
x
(m)
i ∈X ℓ

][
xi , x

(1)
i , . . . , x

(m−1)
i ∈X k

]
=

=
k∑

m=1

L∑
i=1

[
y
(m)
i ̸=yi

]
kC ℓ

L

∑
X ℓ⊔X k

[
x
(m)
i ∈X ℓ

][
xi , x

(1)
i , . . . , x

(m−1)
i ∈X k

]
=

=
k∑

m=1

L∑
i=1

[
y
(m)
i ̸=yi

]
kC ℓ

L

C ℓ−1
L−1−m =

k∑
m=1

1

L

L∑
i=1

[
y
(m)
i ̸=yi

]
︸ ︷︷ ︸

Π(m)

C ℓ−1
L−1−m

C ℓ
L−1

.

■

Âîðîíöîâ Ê.Â. Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê îöåíêå êà÷åñòâà îáó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ. 2004
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîôèëÿ êîìïàêòíîñòè è îöåíêè CCV

R(m) =
C ℓ−1
L−1−m

C ℓ
L−1

→ 0 áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

R(m + 1)

R(m)
= 1− ℓ− 1

L− 1−m
<

k

L− 1
.

Ôîðìàëèçàöèÿ ãèïîòåçû êîìïàêòíîñòè:
CCV =

∑k
m=1Π(m)R(m) òåì ìåíüøå,

÷åì ÷àùå áëèçêèå îáúåêòû ëåæàò â îäíîì êëàññå.

Ïðè ìàëûõ k

k = 1 : CCV = Π(1) = LOO;

k = 2 : CCV = Π(1) ℓ
ℓ+1 +Π(2) 1

ℓ+1 ;

k = 3 : CCV = Π(1) ℓ
ℓ+2 +Π(2) 2ℓ

(ℓ+1)(ℓ+2) +Π(3) 2
(ℓ+1)(ℓ+2) .

CCV ñëàáî çàâèñèò îò äëèíû êîíòðîëÿ k
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîíîâ Ω ⊆ X L (prototype learning)

a(x ;X ℓ ∩ Ω) � êëàññèôèêàòîð 1NN, èñïîëüçóþùèé òîëüêî

îáúåêòû èç Ω â êà÷åñòâå áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ýòàëîíîâ Ω.

Îïðåäåëåíèå (ïðîôèëü êîìïàêòíîñòè îòíîñèòåëüíî Ω)

Π(m,Ω) =
1

L

L∑
i=1

[
y
(m|Ω)
i ̸= yi

]
; m = 1, . . . , |Ω|,

ãäå x
(m|Ω)
i � m-é ñîñåä îáúåêòà xi èç ìíîæåñòâà Ω

Òåîðåìà

CCV(Ω) =
1

L

L∑
i=1

k∑
m=1

[
y
(m|Ω)
i ̸= yi

]C ℓ−1
L−1−m

C ℓ
L−1︸ ︷︷ ︸

T (xi ,Ω) � âêëàä îáúåêòà xi â CCV

Âîðîíöîâ Ê.Â., Èâàíîâ Ì.Í. Îòáîð ýòàëîíîâ, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà ïîëíîãî ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. 2009
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Æàäíûé îòáîð ýòàëîíîâ Ω ïî êðèòåðèþ CCV(Ω) → min

Æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ óäàëåíèÿ íå-ýòàëîíîâ:

Ω := X L;

ïîâòîðÿòü
íàéòè x ∈ Ω: CCV(Ω\{x}) → min;
Ω := Ω\{x}; îáíîâèòü T (xi ,Ω) äëÿ âñåõ xi : x ∈ kNN(xi );

ïîêà CCV óìåíüøàåòñÿ èëè ïî÷òè íå óâåëè÷èâàåòñÿ;

Æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ äîáàâëåíèÿ ýòàëîíîâ:

Ω := {ïî îäíîìó îáúåêòó îò êàæäîãî êëàññà};
ïîâòîðÿòü

íàéòè x ∈ X L\Ω: CCV(Ω ∪ {x}) → min;
Ω := Ω ∪ {x}; îáíîâèòü T (xi ,Ω) äëÿ âñåõ xi : x ∈ kNN(xi );

ïîêà CCV óìåíüøàåòñÿ;

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 22 / 40



Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïðèìåð. Ýêñïåðèìåíò íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

7

8

9

10

11

12

13

Ñèíòåòè÷åñêàÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè:

2 êëàññà ïî 500 îáúåêòîâ, äîáàâëåíî 30 øóìîâûõ îáúåêòîâ
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîñëåäîâàòåëüíîå æàäíîå óäàëåíèå íå-ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

эталонные кл.1

шумовые кл.1

неинформативные кл.1

эталонные кл.2

шумовые кл.2

неинформативные кл.2

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

7

8

9

10

11

12

13
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîñëåäîâàòåëüíîå æàäíîå äîáàâëåíèå ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

эталонные кл.1

шумовые кл.1

неинформативные кл.1

эталонные кл.2

шумовые кл.2

неинформативные кл.2

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

7

8

9

10

11
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13

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû 25 / 40



Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

Îáîáù¼ííûé ìåòðè÷åñêèé êëàññèôèêàòîð
Îò áëèæàéøåãî ñîñåäà ê ïîòåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì
Çàäà÷à îòáîðà ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Ïîñëåäîâàòåëüíîå æàäíîå óäàëåíèå íå-ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Çàâèñèìîñòü CCV îò ÷èñëà óäàëåííûõ íåýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

функционал CCV на обучении частота ошибок на тесте

[0-60]

0 10 20 30 40 50

[980-1000]

980 990

0

0.05

0.10
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0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

Ïðè îòáîðå ýòàëîíîâ ïî êðèòåðèþ CCV ïåðåîáó÷åíèÿ íåò.

Âîðîíöîâ Ê.Â., Èâàíîâ Ì.Í. Îòáîð ýòàëîíîâ, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà ïîëíîãî ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. 2009
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Çàäà÷è ðåãðåññèè è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

X � îáúåêòû (÷àñòî Rn); Y � îòâåòû (÷àñòî R, ðåæå Rm);

X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

yi = y(xi ), y : X → Y � íåèçâåñòíàÿ çàâèñèìîñòü;

a(x) = f (x , θ) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòè,

θ ∈ Rp � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ):

Q(θ,X ℓ) =
ℓ∑

i=1

wi

(
f (xi , θ)− yi

)2 → min
θ
,

ãäå wi � âåñ, ñòåïåíü âàæíîñòè i-ãî îáúåêòà.

Íåäîñòàòîê:
íàäî èìåòü õîðîøóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü f (x , θ)
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, ôîðìóëà Íàäàðàÿ�Âàòñîíà

Ïðèáëèæåíèå êîíñòàíòîé f (x , θ) = θ â îêðåñòíîñòè x ∈ X :

Q(θ;X ℓ) =
ℓ∑

i=1

wi (x)
(
θ − yi

)2 → min
θ∈R

;

ãäå wi (x) = K
(
ρ(x ,xi )

h

)
� âåñà îáúåêòîâ xi îòíîñèòåëüíî x ;

K (r) � ÿäðî (kernel), íåâîçðàñòàþùåå, îãðàíè÷åííîå, ãëàäêîå;

h � øèðèíà îêíà ñãëàæèâàíèÿ (bandwidth).

Ôîðìóëà ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ) =

ℓ∑
i=1

yiwi (x)

ℓ∑
i=1

wi (x)

=

ℓ∑
i=1

yiK
(
ρ(x ,xi )

h

)
ℓ∑

i=1
K
(
ρ(x ,xi )

h

) .
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû Íàäàðàÿ�Âàòñîíà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)

Òåîðåìà

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) âûáîðêà X ℓ = (xi , yi )
ℓ
i=1 ïðîñòàÿ, èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x , y);

2) ÿäðî K (r) îãðàíè÷åíî:
∫∞
0 K (r) dr < ∞, lim

r→∞
rK (r) = 0;

3) çàâèñèìîñòü E(y |x) íå èìååò âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò:

E(y2|x) =
∫
Y y2p(y |x) dy < ∞ ïðè ëþáîì x ∈ X ;

4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hℓ óáûâàåò, íî íå ñëèøêîì áûñòðî:

lim
ℓ→∞

hℓ = 0, lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè:

ahℓ(x ;X
ℓ)

P→ E(y |x) â ëþáîé òî÷êå x ∈ X ,

â êîòîðîé E(y |x), p(x) è D(y |x) íåïðåðûâíû è p(x) > 0.
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

×àñòî èñïîëüçóåìûå ÿäðà K (r)

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

                         E

    Q

T

П

G

�(r) =
[
|r | ⩽ 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | ⩽ 1

]
� òðåóãîëüíîå

E (r) = (1− r2)
[
|r | ⩽ 1

]
� êâàäðàòè÷íîå (Åïàíå÷íèêîâà)

Q(r) = (1− r2)2
[
|r | ⩽ 1

]
� êâàðòè÷åñêîå

G (r) = exp
(
−2r2

)
� ãàóññîâñêîå
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
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2.5

Ãàóññîâñêîå ÿäðî ⇒ ãëàäêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Øèðèíà îêíà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, òðåóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
(
1− |r |

)[
|r | ⩽ 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

-2.0

-1.5
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-0.5
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1.5

2.0

2.5

Òðåóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Àïïðîêñèìàöèÿ íå îïðåäåëåíà, åñëè â îêíå íåò òî÷åê âûáîðêè
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

h ∈ {0.1, 1.0, 3.0}, ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî K (r) =
[
|r | ⩽ 1

]

-5.0 -4.5 -4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
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Ïðÿìîóãîëüíîå ÿäðî ⇒ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Âûáîð ÿäðà ñëàáî âëèÿåò íà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
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Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h

ßäðî K (r)
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ãëàäêîñòü ôóíêöèè ah(x),
� ñëàáî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.

Øèðèíà îêíà h
� ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè.

Ïåðåìåííàÿ øèðèíà îêíà ïî k áëèæàéøèì ñîñåäÿì:

wi (x) = K

(
ρ(x , xi )

h(x)

)
, h(x) = ρ(x , x (k+1))

ãäå x (k) � k-é ñîñåä îáúåêòà x .

Îïòèìèçàöèÿ øèðèíû îêíà ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ:

LOO(h,X ℓ) =
ℓ∑

i=1

(
ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
− yi

)2
→ min

h
.
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Ïðîáëåìà âûáðîñîâ (ýêñïåðèìåíò íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ)

ℓ = 100, h = 1.0, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)
Äâå èç 100 òî÷åê � âûáðîñû ñ îðäèíàòàìè yi = 40 è −40
Ñèíÿÿ êðèâàÿ � âûáðîñîâ íåò
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Ïðîáëåìà âûáðîñîâ è ëîêàëüíî âçâåøåííîå ñãëàæèâàíèå

Ïðîáëåìà âûáðîñîâ: òî÷êè ñ áîëüøèìè ñëó÷àéíûìè

îøèáêàìè yi ñèëüíî èñêàæàþò ôóíêöèþ ah(x)

Îñíîâíàÿ èäåÿ:
÷åì áîëüøå âåëè÷èíà îøèáêè εi =

∣∣ah(xi ;X ℓ\{xi}
)
− yi

∣∣,
òåì áîëüøå ïðåöåäåíò (xi , yi ) ïîõîæ íà âûáðîñ,

òåì ìåíüøå äîëæåí áûòü åãî âåñ wi (x).

Ýâðèñòèêà:
äîìíîæèòü âåñà wi (x) íà êîýôôèöèåíòû γi = K̃ (εi ),
ãäå K̃ � åù¼ îäíî ÿäðî, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íîå îò K (r).

Ðåêîìåíäàöèÿ:
êâàðòè÷åñêîå ÿäðî K̃ (ε) = KQ

(
ε

6med{εi}
)
,

ãäå med{εi} � ìåäèàíà âàðèàöèîííîãî ðÿäà îøèáîê.
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Àëãîðèòì LOWESS (LOcally WEighted Scatter plot Smoothing)

Âõîä: X ℓ � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà;

Âûõîä: êîýôôèöèåíòû γi , i = 1, . . . , ℓ;

èíèöèàëèçàöèÿ: γi := 1, i = 1, . . . , ℓ;
ïîâòîðÿòü

îöåíêè ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ â êàæäîì îáúåêòå:

ai := ah
(
xi ;X

ℓ\{xi}
)
=

ℓ∑
j=1, j ̸=i

yjγjK
(ρ(xi ,xj )

h(xi )

)
ℓ∑

j=1, j ̸=i

γjK
(ρ(xi ,xj )

h(xi )

) , i = 1, . . . , ℓ;

γi := K̃
(
|ai − yi |

)
, i = 1, . . . , ℓ;

ïîêà êîýôôèöèåíòû γi íå ñòàáèëèçèðóþòñÿ;

Gary W. Moran. Locally-Weighted-Regression Scatter-Plot Smoothing (LOWESS):
a graphical exploratory data analysis technique. 1984
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Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó îáúåêòàìè
Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

(Íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ðåãðåññèè

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå (kernel smoothing)
Âûáîð ÿäðà K è øèðèíû îêíà h
Çàäà÷à îòñåâà âûáðîñîâ

Ïðèìåð ðàáîòû LOWESS íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ

ℓ = 100, h = 1.0, ãàóññîâñêîå ÿäðî K (r) = exp
(
−2r2

)
Äâå èç 100 òî÷åê � âûáðîñû ñ îðäèíàòàìè yi = 40 è −40
Â äàííîì ñëó÷àå LOWESS ñõîäèòñÿ çà íåñêîëüêî èòåðàöèé:
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Ðåçþìå

Ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû � ïðîñòåéøèå â ìàøèííîì îáó÷åíèè,

îáó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê çàïîìèíàíèþ âûáîðêè (lazy learning)

Óñëîæíÿÿ ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, ìîæíî îáó÷àòü:

� ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé k èëè øèðèíó îêíà h
� âåñà (çíà÷èìîñòè, èíôîðìàòèâíîñòè) îáúåêòîâ

� íàáîð ýòàëîíîâ (prototype learning)

� ìåòðèêó (distance learning, similarity learning),

â ÷àñòíîñòè, âåñà ïðèçíàêîâ â ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî

Ìåòîä ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé = ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð

ðàññòîÿíèå äî îïîðíîãî îáúåêòà = íîâûé ïðèçíàê

Êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ çàâèñèò îò ìåòðèêè è øèðèíû îêíà,

ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà ñãëàæèâàíèÿ

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû îáõîäÿòñÿ áåç ìîäåëè?

Íåò, ìîäåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ çàêëàäûâàþòñÿ â ìåòðèêó

Îòñåâ âûáðîñîâ ïóò¼ì âçâåøèâàíèÿ îáúåêòîâ ïî îøèáêå

ïðèìåíèì êî ìíîãèì çàäà÷àì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ



Ðåçþìå

Âàæíûå â ML ïðèíöèïû, íà ïðèìåðå ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ

Ýâðèñòèêè � èçîáðåòàòåëüíûå ïðè¼ìû èëè ðåöåïòû,

óïðîùàþùèå ïîñòðîåíèå ìîäåëè è ðåøåíèå çàäà÷è,

íî íå ãàðàíòèðóþùèå êà÷åñòâî ðåøåíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè â ìàøèííîì îáó÷åíèè ñëóæàò äëÿ

� îáîñíîâàíèÿ ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ,

� â òîì ÷èñëå, âûÿâëåíèå óñëîâèé èõ ïðèìåíèìîñòè,

� ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ìîäåëåé è ìåòîäîâ,

� íà åãî îñíîâå, èçîáðåòåíèÿ áîëåå ñîâåðøåííûõ ýâðèñòèê

Óâû, ëåãêî äîêàçûâàåìûå îáîñíîâàíèÿ, ñâîéñòâà, îöåíêè,

êàê ïðàâèëî, íå ñëèøêîì ïîëåçíû íà ïðàêòèêå

Óâû, íàèáîëåå ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíûå ýâðèñòèêè,

êàê ïðàâèëî, íå óäà¼òñÿ îáîñíîâàòü äåñÿòèëåòèÿìè
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