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Èçó÷åíèå êîíöåíòðàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âîêðóã èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ (statistical learning theory). Çíàÿ, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äîñòàòî÷íîé âåðîÿòíîñòüþ ñîñðåäîòî÷åíà âîêðóã å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ, ìû ìîæåì ïåðåéòè îò èçó÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ê îöåíèâàíèþ å¼ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ÷òî çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ êóäà áîëåå ë¼ãêîé çàäà÷åé.

Äàííûé òåêñò ïîñâÿùåí îäíîìó èç ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ êîíöåíòðàöèè ìåðû, ÷àñòî ïðèìåíÿ-
åìîìó â ïîñëåäíåå âðåìÿ â òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Îñíîâíîé äâèæóùåé ñèëîé ýòîãî ïîäõîäà
ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà (M.Talagrand) [1].

Ïåðâûå äâà ðàçäåëà èìåþò îáçîðíûé õàðàêòåð. Ìû ïîïûòàåìñÿ íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü
ìåòîä Òàëàãðàíà íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè äëèíû ìàêñèìàëüíîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî êîíöåí-
òðàöèè ìåðû, ïîëó÷åííîå äëÿ ôóíêöèîíàëà ðàâíîìåðíîãî îòêëîíåíèÿ ÷àñòîò ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî
ìåòîäà.
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1 Íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà

Îñíîâíàÿ èäåÿ, íà êîòîðîé äåðæèòñÿ ðåçóëüòàò, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ðàçäåëå, çàêëþ÷àåòñÿ âî ââå-
äåíèè íîâîãî ñïîñîáà èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè x ∈ ΩN äî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ ΩN .

Ââåäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëåííûå ìíîæåñòâà:

UA(x) =
{
u ∈ {0, 1}N : ui = 0⇒ ∃y ∈ A : yi = xi

}
;

VA(x) = conv
(
UA(x)

)
⊆ RN .

Î÷åâèäíî, ÷òî 1 ∈ VA(x), à 0 ∈ VA(x)⇔ x ∈ A. Åñëè ìû ïîñ÷èòàåì åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 0
äî ìíîæåñòâà VA(x), òî ïîëó÷èì âûïóêëîå ðàññòîÿíèå Òàëàãðàíà:

Îïðåäåëåíèå 1.1 (âûïóêëîå ðàññòîÿíèå Òàëàãðàíà)

fc(A, x) = min
v∈VA(x)

‖v‖ = min
v∈VA(x)

√√√√ N∑
i=1

v2
i .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ([1], òåîðåìà 4.1.1) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ
äëÿ êîíöåíòðàöèè ìåðû ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç ΩN .

Òåîðåìà 1.1 (íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà) Ïóñòü A ⊆ ΩN , x âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàâ-

íîìåðíî èç ΩN . Òîãäà

P(x ∈ A)E
(

exp
1
4
f2
c (A, x)

)
6 1.
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Åñëè ââåñòè îïðåäåëåíèå t-ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà A:

Îïðåäåëåíèå 1.2 (t-ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà)

Act = {x ∈ ΩN : fc(A, x) 6 t},

òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû (1.1):

Ñëåäñòâèå 1.1

P
(
Act(A)

)
> 1− e−t

2/4

P(A)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

P
(
Act(A)

)
= P

(
fc(A, x) 6 t

)
= 1− P

(
fc(A, x) > t

)
=

= 1− P
(

exp
1
4
f2
c (A, x) > exp t2/4

) í-âî Ìàðêîâà
> 1−

E
(

exp 1
4f

2
c (A, x)

)
exp t2/4

Òåîðåìà (1.1)

> 1− exp−t2/4
P (A)

.

�

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ óñòðîéñòâà ìíîæåñòâà Act íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1.1 Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

x ∈ Act , òî åñòü fc(A, x) 6 t;

∀α ∈ RN∃y ∈ A :
N∑
i=1

[xi 6= yi]αi 6 t‖α‖.

2 Ïðèìåíåíèå: äëèíà ìàêñèìàëüíîé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè

Êàê ìû âèäèì, òåîðåìà (1.1) îïèñûâàåò ñâîéñòâà ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå, íî íèêàê íå çàòðà-
ãèâàåò ïîâåäåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåì íå ìåíåå, íà îñíîâå ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷àòü
ìîùíûå ðåçóëüòàòû î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ íàãëÿäíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ óòâåðæäåíèé î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Çàäà÷à: Ïóñòü Ω = [0, 1], x = (x1, . . . , xN ), xi ∈ Ω. Ïóñòü êîîðäèíàòû âåêòîðà x ðàñïðåäåëåíû
íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî íà Ω. Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó LN (x)�äëèíà ìàêñèìàëüíîé âîçðàñ-
òàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîîðäèíàò x. Áîëåå ñòðîãî,

LN (x) = max
{
p ∈ N; ∃{i1 < · · · < ip} ⊂ {1, . . . , N} : xi1 < xi2 < · · · < xip

}
.

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâà âèäà

P
(
LN (x) > M + t

)
6 η(t), (1)

ãäå M �ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû LN (x).

Ðåøåíèå: Íàì óæå èçâåñòíî ÷òî-òî î ìåðàõ ìíîæåñòâ Act (t-ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà A) è A. Ïî-
ïðîáóåì ñâÿçàòü ýòè ìíîæåñòâà ñî çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû LN (x). Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2.1 S(a) = {x ∈ ΩN : LN (x) 6 (a)},

è äîêàæåì óòâåðæäåíèå ([1], ëåììà 7.1.1):

Óòâåðæäåíèå 2.1 ∀x ∈ ΩN :

a > LN (x)− fc
(
S(a), x

)√
Ln(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü LN (x) = b. Ìû ìîæåì óêàçàòü I = {i1 < · · · < ib} ⊆ {1, . . . , N} òàêîå, ÷òî
xi1 < xi2 < · · · < xib . Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé (1.1) ñ âåêòîðîì α : αi = [i ∈ I], i = 1, . . . , N è
ìíîæåñòâîì A = S(a):

∃y ∈ S(a) :
N∑
i=1

[xi 6= yi][i ∈ I] 6 fc
(
S(a), x

)√√√√ N∑
i=1

α2
i = fc

(
S(a), x

)√
b.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {i ∈ I : xi 6= yi} = J . Òîãäà

|J | 6 fc
(
S(a), x

)√
b. (2)

Ïîñêîëüêó xi1 , xi2 , . . . , xib � âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî è yi, i ∈ I \ J , ÿâëÿåòñÿ âîç-
ðàñòàþùåé. Íî y ∈ S(a), à çíà÷èò LN (y) 6 a, òî åñòü

|I \ J | = |I| − |J | 6 a. (3)

Îáúåäèíÿÿ (2) è (3) ìû ïîëó÷àåì:

a > |I| − |J | > LN (x)− fc
(
S(a), x

)√
LN (x).

�

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èñêîìóþ ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû LN (x) è
ðàññòîÿíèåì fc

(
S(a), x

)
:

Ñëåäñòâèå 2.1

{x ∈ ΩN : LN (x) > a+ v} ⊆
{
x ∈ ΩN : fc

(
S(a), x

)
>

v√
a+ v

}
.

Ñëåäñòâèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ x−a√
x
âîçðàñòàåò ïðè x > a.

Òåïåðü ìû èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû ([1], òåîðåìà 7.1.2):

Òåîðåìà 2.1 ∀t > 0:

P
(
LN (x) > M + t

)
6 2e−

t2
4(M+t) ,

ãäå M �ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû LN (x).

Äîêàçàòåëüñòâî.

P
(
LN (x) > M + t

)Ñëåäñòâèå (2.1)
6 P

(
fc
(
S(M), x

)
>

t√
M + t

)
=

= 1− P
(
fc
(
S(M), x

)
6

t√
M + t

)Ñëåäñòâèå (1.1)

6
e−

t2
4(M+t)

P
(
S(M)

) = 2 e−
t2

4(M+t) .

�

3 Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû ôóíêöèîíàëà ðàâíîìåðíîãî óêëîíåíèÿ

÷àñòîò

Ïóñòü çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X = {x1, . . . , xL}, êîòîðîå ìû íàçûâàåì ãåíå-

ðàëüíîé âûáîðêîé. Ïðè ñëó÷àéíîé ðåàëèçàöèè ïåðåñòàíîâêè π, âûáðàííîé ðàâíîìåðíî èç ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû SL, ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà ðàçáèâàåòñÿ íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó X(π) äëèíîé ` è
êîíòðîëüíóþ âûáîðêó X̄(π) äëèíîé k = L− `:

X(π) = {xi : π(i) 6 `};
X̄(π) = {xi : π(i) > `}.

3



Ïåðåñòàíîâêà π åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâî X ïåðåñòàíîâêîé åãî ýëåìåíòîâ.
Âñåâîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè áóäåì îáîçíà÷àòü πX, π ∈ SL. Òàêèì
îáðàçîì â îáó÷àþùóþ âûáîðêó X(π) ïîïàäàþò ïåðâûå ` îáúåêòîâ óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà πX.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Z(π):

Z(π) = sup
a∈A

{1
k
n
(
a, X̄(π)

)
− 1
`
n
(
a,X(π)

)}
. (4)

Ýòî ôóíêöèîíàë ðàâíîìåðíîãî óêëîíåíèÿ ÷àñòîò íà êëàññå A. Â äàííîì ñëó÷àå A�êëàññ àëãîðèò-
ìîâ, êîòîðûå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ èõ áèíàðíûìè âåêòîðàìè îøèáîê: a ∈ A, a ≡ {I(a, xi)}Li=1,
ãäå

I(a, xi) =

{
1, åñëè àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ íà îáúåêòå xi;

0, èíà÷å.

Êàê è ðàíüøå, ìû õîòèì ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî âèäà (1).
Âñïîìíèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêó π ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðîì πi = π(i), i = 1, . . . , L. Òàêèì

îáðàçîì, SL ⊆ {1, . . . , L}L. Åñëè áû SL ñîâïàäàëî ñî âñåì ìíîæåñòâîì {1, . . . , L}L, òî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ èñêîìîãî ðåçóëüòàòà ìû ìîãëè áû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé (1.1). Îäíàêî, SL ÿâëÿåòñÿ ëèøü
ìàëîé ÷àñòüþ ìíîæåñòâà {1, . . . , L}L. Ê ñ÷àñòüþ, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ
òåîðåìå (1.1):

Òåîðåìà 3.1 (íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà äëÿ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê) Ïóñòü A ⊆ SL, π âû-

áèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàâíîìåðíî èç SL. Òîãäà

P(π ∈ A)E
(

exp
1
16
f2
c (A, π)

)
6 1.

Ñëåäñòâèå (1.1) òàêæå îñòà¼òñÿ â ñèëå ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû 1
4 â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû íà 1

16 .
Ïîïðîáóåì ïîâòîðèòü øàãè, ñäåëàííûå â ïðîøëîì ðàçäåëå. Ïóñòü Z(π) = b.

Ñâÿæåì çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z(π) ñ ðàññòîÿíèåì fc(S(c), π). Äëÿ ýòîãî ìû ñíîâà
âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé (1.1), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ RL íàéä¼òñÿ ïåðåñòàíîâêà
π′ ∈ S(c) = {τ ∈ SL : Z(τ) 6 c} òàêàÿ, ÷òî

L∑
i=1

[πi 6= π′i]αi 6 fc
(
S(c), π

)
‖α‖. (5)

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ëåììîé äëÿ α, ïîäîáðàííîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αi =

{
1, åñëè xi ∈ X̄(π);
0, èíà÷å.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (5) ïðèìåò âèäå:∑
i : xi∈X̄(π)

[πi 6= π′i] 6 fc
(
S(c), π

)√
k. (6)

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z(π) (4) çàâèñèò ëèøü îò ðàçáèåíèÿ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X
íà îáó÷àþùóþ X(π) è êîíòðîëüíóþ X̄(π) ïîäâûáîðêè è íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ â ïîäâû-

áîðêàõ X(π) è X̄(π). Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê SL ðàçáèâàåòñÿ íà C`L êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè,
â ïðåäåëàõ êîòîðûõ çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z(π) ïîñòîÿííî. Ýòî äà¼ò íàì âîçìîæíîñòü íàé-
òè ïåðåñòàíîâêó π′′ ∈ SL èç êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåñòàíîâêè π′, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì: {

Z(π′) = Z(π′′);∑L
i=1[πi 6= π′′i ] = |X(π) ∩ X̄(π′′)|+ |X̄(π) ∩X(π′′)|.

(7)
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Ïåðåñòàíîâêà π′′ òàêæå ëåæèò âî ìíîæåñòâå S(c) è

πi 6= π′′i ⇔

[
xi ∈ X(π) ∩ X̄(π′′);
xi ∈ X̄(π) ∩X(π′′).

(8)

Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ∣∣X(π) ∩ X̄(π′′)
∣∣ =

∣∣X̄(π) ∩X(π′′)
∣∣ .

Ñ ó÷åòîì (7) è (8), åñëè â íåðàâåíñòâå (6) ïåðåñòàíîâêó π′ çàìåíèòü íà π′′, îíî ïðèìåò ñëåäóþùèé
âèä: ∣∣X̄(π) ∩X(π′′)

∣∣ 6 fc
(
S(c), π

)√
k. (9)

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê τ, τ ′ ∈ SL âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Z(τ) 6 Z(τ ′) +
L

`k
sup
a∈A

{
n
(
a, X̄(τ) ∩X(τ ′)

)
− n

(
a,X(τ) ∩ X̄(τ ′)

)}
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì:

Z(π) 6 Z(π′′) +
L

`k
sup
a∈A

{
n
(
a, X̄(π) ∩X(π′′)

)
− n

(
a,X(π) ∩ X̄(π′′)

)}
6 (10)

6 c+
L

`k

∣∣X̄(π) ∩X(π′′)
∣∣ íåð-âî (9)

6 c+
L
√
k

`k
fc
(
S(c), π

)
. (11)

Ìû ïîëó÷èëè óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ (2.1):

Óòâåðæäåíèå 3.1 Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ SL:

Z(π) 6 c+
L
√
k

`k
fc
(
S(c), π

)
.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ:

Ñëåäñòâèå 3.1

{π ∈ SL : Z(π) > c+ v} ⊆
{
π ∈ SL : fc

(
S(c), π

)
>

v`k

L
√
k

}
.

Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Òàëàãðàíà äëÿ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê (3.1). Òåïåðü ìû ìîæåì
îöåíèòü âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z(π) îò å¼ ìåäèàíû M :

Òåîðåìà 3.2 ∀t > 0:

P
(
Z(π) > M + t

)
6 2 exp− t

2`2k

16L2
,

ãäå M �ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z(π).

Äîêàçàòåëüñòâî.

P
(
Z(π) > M + t

)Ñëåäñòâèå (3.1)
6 P

(
fc
(
S(M), π

)
>

t`k

L
√
k

)
=

= 1− P
(
fc
(
S(M), π

)
6

t`k

L
√
k

)Ñëåäñòâèå (1.1)

6
exp− t

2`2k
16L2

P
(
S(M)

) = 2 exp− t
2`2k

16L2
.

�

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå ìû äîïóñòèëè âåñüìà ãðóáóþ îöåíêó ïðè ïåðåîäå (10)�(11), îöå-
íèâ ñóïðåìóì ðàçíîñòè ìîùíîñòüþ ïåðâîãî ìíîæåñòâà. Áîëåå òîíêèé ïîäõîä ê ýòîìó ïåðåõîäó,
âîçìîæíî, äàñò ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó. Ïîäñêàçêà, âîçìîæíî, ëåæèò â [1], ãëàâà 6.
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