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Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè � çàäà÷à îáó÷åíèÿ áåç ó÷èòåëÿ

Äàíî: ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà X ℓ = {x1, . . . , xℓ} ∼ p(x).

Íàéòè ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

p(x) = ϕ(x ; θ),

ãäå θ � ïàðàìåòð, ϕ � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ.

Êðèòåðèé � ìàêñèìóì (ëîãàðè�ìà) ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè:

L(θ;X ℓ) = ln

ℓ∏

i=1

ϕ(xi ; θ) =

ℓ∑

i=1

lnϕ(xi ; θ) → max
θ

.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìóìà:

∂

∂θ
L(θ;X ℓ) =

ℓ∑

i=1

∂

∂θ
lnϕ(xi ; θ) = 0,

ãäå �óíêöèÿ ϕ(x ; θ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïî ïàðàìåòðó θ.
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Ïóñòü îáúåêòû x îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj(x) ∈ R

è âûáîðêà ïîðîæäåíà n-ìåðíîé ãàóññîâñêîé ïëîòíîñòüþ:

p(x) = N (x ;µ,Σ) =
exp

(
−1

2(x − µ)TΣ−1(x − µ)
)

√

(2π)n detΣ

µ ∈ R
n
� âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, µ = Ex

Σ ∈ R
n×n

� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, Σ = E(x − µ)(x − µ)T

(ñèììåòðè÷íàÿ, íåâûðîæäåííàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ)

Âûáîðî÷íûå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂

∂µ
ln L(µ,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ µ̂ =

1

ℓ

ℓ∑

i=1

xi

∂

∂Σ
ln L(µ,Σ;X ℓ) = 0 ⇒ Σ̂ =

1

ℓ

ℓ∑

i=1

(xi − µ̂)(xi − µ̂)T
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Íåêîòîðûå ïðè¼ìû ìàòðè÷íîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîé �óíêöèè f (A) ïî ìàòðèöå A = (aij):

∂

∂A
f (A) =

(
∂

∂aij
f (A)

)

diagA � äèàãîíàëü ìàòðèöû A, îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè

A � êâàäðàòíàÿ n × n-ìàòðèöà

u � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n

åñëè A ïðîèçâîëüíîãî âèäà:

∂
∂uu

TAu = ATu + Au

∂
∂A ln |A| = A−1T

∂
∂Au

TAu = uuT

åñëè A ñèììåòðè÷íàÿ:

∂
∂uu

TAu = 2Au
∂
∂A ln |A| = 2A−1 − diagA−1

∂
∂Au

TAu = 2uuT − diag uuT
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìíîãîìåðíîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè

Ýëëèïñîèä ðàññåÿíèÿ � îáëàêî òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé �îðìû:

Ïðè Σ = diag(σ2
1 , . . . , σ

2
n) îñè ýëëèïñîèäà ïàðàëëåëüíû îðòàì.

Â îáùåì ñëó÷àå: Σ = VSV T
� ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå,

V = (v1, . . . , vn) � îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû,

S = diag(λ1, . . . , λn) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Σ

(x−µ)TΣ−1(x−µ) = (x−µ)TVS−1V T(x−µ) = (x ′−µ′)TS−1(x ′−µ′).

x ′ = V Tx � äåêîððåëèðóþùåå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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Ïðîáëåìà ìóëèòèêîëëèíåàðíîñòè

Ïðîáëåìà: ïðè ℓ < n ìàòðèöà Σ̂ âûðîæäåíà, íî äàæå

ïðè ℓ > n îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé.

�åãóëÿðèçàöèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû Σ̂ + τ In óâåëè÷èâàåò

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà τ , ñîõðàíÿÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû

(ïàðàìåòð τ ìîæíî ïîäáèðàòü ïî ñêîëüçÿùåìó êîíòðîëþ)

Äèàãîíàëèçàöèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû � îöåíèâàíèå

n îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé ïðèçíàêîâ fj(x), j = 1, . . . , n:

p̂j(ξ) =
1√
2πσ̂j

exp
(

− (ξ−µ̂j )
2

2σ̂2
j

)

, j = 1, . . . , n

ãäå µ̂j è σ̂2
j � îöåíêè ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ïðèçíàêà j :

µ̂j =
1
ℓ

∑ℓ
i=1 fj(xi )

σ̂2
j = 1

ℓ

∑ℓ
i=1(fj(xi )− µ̂j)

2
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Çàäà÷à íåïàðàìåòðè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Çàäà÷à: ïî âûáîðêå X ℓ = (xi )
ℓ
i=1 îöåíèòü ïëîòíîñòü p̂(x),

áåç ââåäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè ïëîòíîñòè

Äèñêðåòíûé ñëó÷àé: xi ∈ D, |D| ≪ ℓ. �èñòîãðàììà ÷àñòîò:

p̂(x) = 1
ℓ

ℓ∑

i=1
[xi = x ]

Îäíîìåðíûé íåïðåðûâíûé ñëó÷àé: xi ∈ R. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïëîòíîñòè, åñëè P [a, b] � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îòðåçêà [a, b]:

p(x) = lim
h→0

1
2hP [x − h, x + h]

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h

(çàìåíÿåì âåðîÿòíîñòü íà äîëþ îáúåêòîâ âûáîðêè):

p̂h(x) =
1
2h

1
ℓ

ℓ∑

i=1

[
|x − xi | < h

]
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Ëîêàëüíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Ýìïèðè÷åñêàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑

i=1

1

2

[ |x − xi |
h

< 1

]

.

Îáîáùåíèå: îöåíêà Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà ïî îêíó øèðèíû h:

p̂h(x) =
1

ℓh

ℓ∑

i=1

K

(
x − xi

h

)

,

ãäå K (r) � ÿäðî, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì:

� ÷¼òíàÿ �óíêöèÿ;

� íîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿ:

∫
K (r) dr = 1;

� íåâîçðàñòàþùàÿ ïðè r > 0, íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè K (r) = 1
2

[
|r | < 1

]
èìååì ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó.
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Îáîñíîâàíèå îöåíêè Ïàðçåíà-�îçåíáëàòòà

Òåîðåìà (îäíîìåðíûé ñëó÷àé, xi ∈ R)

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) X ℓ
� ïðîñòàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x);

2) ÿäðî K (z) íåïðåðûâíî è îãðàíè÷åíî:

∫

X
K 2(z) dz < ∞;

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hℓ: lim
ℓ→∞

hℓ = 0 è lim
ℓ→∞

ℓhℓ = ∞.

Òîãäà:

1) p̂hℓ(x) → p(x) ïðè ℓ → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ;

2) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èìååò ïîðÿäîê O(ℓ−2/5).

À êàê áûòü â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà xi ∈ R
n
?
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Äâà âàðèàíòà îáîáùåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

1

Åñëè îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ n ïðèçíàêàìè fj : X → R:

p̂h1...hn(x) =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

n∏

j=1

1

hj
K

(
fj(x)− fj(xi)

hj

)

2

Åñëè íà X çàäàíà �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(x , x ′):

p̂h(x) =
1

ℓV (h)

ℓ∑

i=1

K

(
ρ(x , xi )

h

)

ãäå V (h) =
∫

X
K
(ρ(x ,xi )

h

)
dx � íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

Ñ�åðè÷åñêîå ãàóññîâñêîå ÿäðî � ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîèõ:

p̂h(x) =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

n∏

j=1

1√
2πh

exp

(

−(fj(x)− fj(xi ))
2

2h2

)
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Âûáîð ÿäðà

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

E     Q

T

П

G

E (r) = 3
4(1− r2)

[
|r | 6 1

]
� îïòèìàëüíîå (Åïàíå÷íèêîâà);

Q(r) = 15
16(1− r2)2

[
|r | 6 1

]
� êâàðòè÷åñêîå;

T (r) =
(
1− |r |

)[
|r | 6 1

]
� òðåóãîëüíîå;

G (r) = (2π)−1/2 exp(−1
2 r

2) � ãàóññîâñêîå;

Π(r) = 1
2

[
|r | 6 1

]
� ïðÿìîóãîëüíîå.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Âîññòàíîâëåíèå îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âîññòàíîâëåíèå ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Âûáîð ÿäðà ïî÷òè íå âëèÿåò íà êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè:

J(K ) =

∫ +∞

−∞
E
(
p̂h(x)− p(x)

)2
dx .

Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ J(K ∗)/J(K ) ïðè ℓ → ∞
íå çàâèñÿò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).

ÿäðî K (r) ñòåïåíü ãëàäêîñòè J(K ∗)/J(K )

Åïàíå÷íèêîâà K ∗(r) p̂′h ðàçðûâíà 1.000

Êâàðòè÷åñêîå p̂′′h ðàçðûâíà 0.995

Òðåóãîëüíîå p̂′h ðàçðûâíà 0.989

�àóññîâñêîå ∞ äè��åðåíöèðóåìà 0.961

Ïðÿìîóãîëüíîå p̂h ðàçðûâíà 0.943

Ê.Â. Âîðîíöîâ (voron�fore
sys.ru) Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè 13 / 27



Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Âîññòàíîâëåíèå îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âîññòàíîâëåíèå ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Çàâèñèìîñòü îöåíêè ïëîòíîñòè îò øèðèíû îêíà

Îöåíêà p̂h(x) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû îêíà h:

Êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò

îò øèðèíû îêíà h, íî ñëàáî çàâèñèò îò âèäà ÿäðà K

Ïðè íåîäíîðîäíîñòè ëîêàëüíûõ ñãóùåíèé ïëîòíîñòè

ìîæíî çàäàâàòü hk(x) = ρ
(
x , x(k+1)

)
, ãäå k � ÷èñëî ñîñåäåé
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Âîññòàíîâëåíèå îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âîññòàíîâëåíèå ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

Âûáîð øèðèíû îêíà

Ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü Leave One Out äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòè:

LOO(h) = −
ℓ∑

i=1

ln p̂h(xi ;X
ℓ\xi ) → min

h
,

Òèïè÷íûé âèä çàâèñèìîñòè LOO(h) èëè LOO(k):

LOO

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

h
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Âîññòàíîâëåíèå îäíîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âîññòàíîâëåíèå ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Âûáîð ÿäðà è øèðèíû îêíà

�åòðîñïåêòèâà: (íåïàðà)ìåòðè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà äàííûõ

Âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè. Ìåòîä Ïàðçåíà��îçåíáëàòòà:

p̂h(x ;X
ℓ) =

1

ℓV (h)

ℓ∑

i=1

K
(ρ(x , xi )

h

)

Êëàññè�èêàöèÿ. Ìåòîä ïàðçåíîâñêîãî îêíà:

ah(x ;X
ℓ,Y ℓ) = argmax

y∈Y

ℓ∑

i=1

[yi = y ]K
(ρ(x , xi )

h

)

�åãðåññèÿ. Ìåòîä ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ Íàäàðàÿ�Âàòñîíà:

ah(x ;X
ℓ,Y ℓ) =

ℓ∑

i=1
yiK

(ρ(x , xi )

h

)

ℓ∑

i=1

K
(ρ(x , xi )

h

)
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Ïîðîæäàþùàÿ ìîäåëü ñìåñè k ðàñïðåäåëåíèé:

p(x) =

k∑

j=1

wjϕ(x , θj ),

k∑

j=1

wj = 1, wj > 0,

ϕ(x , θj ) = p(x | j) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ j-é êîìïîíåíòû;

wj = P( j) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü j-é êîìïîíåíòû.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ëîãàðè�ìà ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(w , θ) = ln
ℓ∏

i=1

p(xi ) =
ℓ∑

i=1

ln
k∑

j=1

wjϕ(xi , θj ) → max
w ,θ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

k∑

j=1
wj = 1; wj > 0.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

EM-àëãîðèòì äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Òåîðåìà (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà)

Òî÷êà (wj , θj)
k
j=1 ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà L(w , θ)

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè wj , θj è âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ gij :

Å-øàã: gij =
wjϕ(xi , θj)

∑k
s=1 wsϕ(xi , θs)

, i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k ;

M-øàã: θj = argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ), j = 1, . . . , k ;

wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij , j = 1, . . . , k .

EM-àëãîðèòì � ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ øàãîâ ÅÌ-àëãîðèòìà

Å-øàã � ýòî �îðìóëà Áàéåñà:

gij = P( j |xi ) =
P( j)p(xi | j)

p(xi)
=

wjϕ(xi , θj)

p(xi )
=

wjϕ(xi , θj)
∑k

s=1 wsϕ(xi , θs)

Íîðìèðîâêà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé:

k∑

j=1
gij = 1

M-øàã � ýòî ìàêñèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî ïðàâäîïîäîáèÿ,

ñ âåñàìè îáúåêòîâ gij äëÿ j-é êîìïîíåíòû ñìåñè:

θj = argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ),

âåñ êîìïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíèé âåñ å¼ îáúåêòîâ:

wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ Êàðóøà�Êóíà�Òàêêåðà

Ëàãðàíæèàí îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è L(w , θ) → max:

L (w , θ) =

ℓ∑

i=1

ln

( k∑

j=1

wjϕ(xi , θj)

︸ ︷︷ ︸

p(xi )

)

− λ

( k∑

j=1

wj − 1

)

Ïðèðàâíèâàåì íóëþ ïðîèçâîäíûå:

∂L

∂wj

= 0 ⇒
ℓ∑

i=1

wjϕ(xi , θj )

p(xi)
︸ ︷︷ ︸

gij

= λwj ; λ = ℓ; wj =
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij

∂L

∂θj
=

ℓ∑

i=1

wjϕ(xi , θj)

p(xi)
︸ ︷︷ ︸

gij

∂
∂θj

ϕ(xi , θj)

ϕ(xi , θj )
=

∂

∂θj

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θj) = 0

�
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

ÅÌ-àëãîðèòì

âõîä: X ℓ = {x1, . . . , xℓ}, k ;

âûõîä: (wj , θj )
k
j=1 � ïàðàìåòðû ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé;

èíèöèàëèçèðîâàòü (θj)
k
j=1, wj :=

1
K
;

ïîâòîðÿòü

E-øàã (expe
tation): äëÿ âñåõ i = 1, . . . , ℓ, j = 1, . . . , k

gij :=
wjϕ(xi , θj)

∑k
s=1 wsϕ(xi , θs)

;

M-øàã (maximization): äëÿ âñåõ j = 1, . . . , k

θj := argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ); wj :=
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij ;

ïîêà wj , θj è/èëè gij íå ñîøëèñü;

âåðíóòü (wj , θj)
k
j=1;
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

Ïðèìåð

Äâå ãàóññîâñêèå êîìïîíåíòû k = 2 â ïðîñòðàíñòâå X = R
2
.

�àñïîëîæåíèå êîìïîíåíò â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà èòåðàöèè L:
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

GEM � îáîáù¼ííûé ÅÌ-àëãîðèòì

Èäåÿ:

Íå îáÿçàòåëüíî äîáèâàòüñÿ âûñîêîé òî÷íîñòè íà Ì-øàãå.

Äîñòàòî÷íî ëèøü ñìåñòèòüñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìóìà,

ñäåëàâ îäíó èëè íåñêîëüêî èòåðàöèé, è âåðíóòüñÿ íà E-øàã.

Ïðåèìóùåñòâà:

ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñëàáîé ëîêàëüíîé ñõîäèìîñòè

(â ñìûñëå óâåëè÷åíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íà êàæäîì øàãå)

ïîâûøàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè ñîïîñòàâèìîì

êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

SEM � ñòîõàñòè÷åñêèé ÅÌ-àëãîðèòì

Èäåÿ: íà M-øàãå âìåñòî ìàêñèìèçàöèè

θj := argmax
θ

ℓ∑

i=1

gij lnϕ(xi , θ)

ìàêñèìèçèðóåòñÿ îáû÷íîå, íåâçâåøåííîå, ïðàâäîïîäîáèå

θj := argmax
θ

∑

xi∈Xj

lnϕ(xi , θ),

âûáîðêè Xj ñòðîÿòñÿ ïóò¼ì ñýìïëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ èç X ℓ

ℓ ðàç ñ âîçâðàùåíèÿìè: i ∼ P(i | j) = P( j | xi )P(i)
P( j) =

gij
ℓwj

.

Ïðåèìóùåñòâà:

óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè, ïðåäîòâðàùåíèå çàöèêëèâàíèé.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

EM-àëãîðèòì ñ äîáàâëåíèåì è óäàëåíèåì êîìïîíåíò

Ïðîáëåìû áàçîâîãî âàðèàíòà ÅÌ-àëãîðèòìà:

Êàê âûáèðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå?

Êàê îïðåäåëÿòü ÷èñëî êîìïîíåíò?

Êàê óñêîðèòü ñõîäèìîñòü?

Äîáàâëåíèå è óäàëåíèå êîìïîíåíò â ÅÌ-àëãîðèòìå:

Åñëè ñëèøêîì ìíîãî îáúåêòîâ xi èìåþò ñëèøêîì íèçêèå

ïðàâäîïîäîáèÿ p(xi), òî ñîçäà¼ì íîâóþ k+1-þ êîìïîíåíòó,

ïî ýòèì îáúåêòàì ñòðîèì å¼ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Åñëè ó j-é êîìïîíåíòû ñëèøêîì íèçêèé wj , óäàëÿåì å¼.

�åãóëÿðèçàöèÿ L(w , θ)− τ
k∑

j=1

lnwj → max:

wj ∝
(
1

ℓ

ℓ∑

i=1

gij − τ

)

+
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

HEM � èåðàðõè÷åñêèé ÅÌ-àëãîðèòì

Èäåÿ:

¾Ïëîõî îïèñàííûå¿ êîìïîíåíòû ñ íèçêèì ïðàâäîïîäîáèåì

ðàñùåïëÿþòñÿ íà äâå èëè áîëåå äî÷åðíèõ êîìïîíåíò.

Ïðåèìóùåñòâî:

àâòîìàòè÷åñêè âûÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðíàÿ

ñòðóêòóðà âûáîðêè, ïîëåçíàÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ

(data understanding).
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå âîññòàíîâëåíèå ïëîòíîñòè

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

ÅÌ-àëãîðèòì

Îáîáùåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ÅÌ-àëãîðèòìà

�åçþìå: òðè ïîäõîäà ê îöåíèâàíèþ ïëîòíîñòåé

1

Ïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

ìîäåëü ïëîòíîñòè + ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ:

p̂(x) = ϕ(x , θ)

2

Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå ïëîòíîñòè

íàèáîëåå ïðîñò, ïðèâîäèò ê ìåòîäó ïàðçåíîâñêîãî îêíà:

p̂(x) =

ℓ∑

i=1

1

ℓV (h)
K

(
ρ(x , xi )

h

)

3

�àçäåëåíèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

â ñëó÷àå ñìåñè ãàóññèàí ïðèâîäèò ê ñåòè RBF:

p̂(x) =

k∑

j=1

wjϕ(x , θj ), k ≪ ℓ
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