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Òåìà II

Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (II)
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâèé ìåæäó íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè

Äëÿ ëþáûõ ñîîòâåòñòâèé ρ, α, β ⊆ A×B è σ ⊆ B × C è

ïîäìíîæåñòâ X, X1, X2 ⊆ A, Y ⊆ B ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ:

ρ(A) = Im ρ, ρ ](B) = Dom ρ;

X1 ⊆ X2 ⇒ ρ(X) ⊆ ρ(Y ); α ⊆ β ⇒ α(X) ⊆ β(X);

α ⊆ β ⇒
{

Domα ⊆ Domβ
Imα ⊆ Imβ

;

Dom ρ ] = Im ρ, Im ρ ] = Dom ρ;

ρ ⊆ ρρ ]ρ.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ:

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ A è b ∈ B èìååì

aρb = (aρb) N (bρ ]a) N (aρb) ⇒ a(ρρ ]ρ)b.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâèé ìåæäó íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè...

ρ(X1 ∪X2) = ρ(X1) ∪ ρ(X2), ρ(X1 ∩X2)⊆ρ(X) ∩ ρ(Y );

(α ∪ β)(X) = α(X) ∪ β(X), (α ∩ β)(X)⊆α(X) ∩ β(X);

(ρ � σ)(X) = σ(ρ(X));

Dom ρ ] = Im ρ, Im ρ ] = Dom ρ ;

ρ(X) = ρ(X ∩Dom ρ), ρ ](Y ) = ρ ](Y ∩ Im ρ);

X ⊆ Dom ρ ⇔ X ⊆ (ρρ ])(X), Y ⊆ Im ρ ⇔ Y ⊆ (ρ ]ρ)(Y );

X ∩ ρ ](Y ) = ∅ ⇔ Y ∩ ρ(X) = ∅;

Dom(ρσ) = ρ ](Domσ) , Im(ρσ) = σ(Im ρ) .

Äîêàæåì ïîñëåäíèå äâà ñâîéñòâà: î÷åâèäíî,
Domσ = σ ](C) è Im ρ = ρ(A).

è äàëåå: Dom(ρσ) = (ρσ) ](C) = (σ ]ρ ])(C) =
= ρ ](σ ](C)) = ρ ](Domσ) ⊆ Dom ρ;

Im(ρσ) = (ρσ)(A) = σ(ρ(A)) = σ(Im ρ) ⊆ Imσ.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. ×àñòü II: Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (II) 9 / 32

Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Ñîîòíîøåíèå Äåäåêèíäà. Âïîëíå ýôôåêòèâíûå ñîîòâåòñòâèÿ

Òåîðåìà (ñîîòíîøåíèå Äåäåêèíäà)

Åñëè A, B è C � òðè íåïóñòûõ ìíîæåñòâà è α ⊆ A×B,
β ⊆ B × C, γ ⊆ A× C, òî

αβ ∩ γ ⊆ (α ∩ γβ ])(β ∩ α ]γ) .

Ñîîòâåòñòâèå ρ ⊆ A×B íàçûâàþò âïîëíå ýôôåêòèâíûì, åñëè
Dom(ρ) = A è Im(ρ) = B.

Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà f(m,n) âïîëíå ýôôåêòèâíûõ

ñîîòâåòñòâèé ( |A| = m > 2, |B| = n > 0):

f(m,n) =

n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

) (
2i − 1

)m
.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Îñíîâíûå òèïû ñîîòâåòñòâèé

Îïðåäåëåíèå

Ñîîòâåòñòâèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ �

ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì èëè âñþäó îïðåäåë¼ííûì
ñîîòâåòñòâèåì, åñëè MA⊆ ρρ ]
(÷òî ýêâèâàëåíòíî Dom ρ = A).

÷àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì A â B , åñëè ρ ]ρ ⊆MB
(÷òî ýêâèâàëåíòíî aρb1 N aρb2 ⇒ b1 = b2 äëÿ a ∈ A).

ôóíêöèîíàëüíûì èëè îòîáðàæåíèåì A â B , åñëè

MA⊆ ρρ ] N ρ ]ρ ⊆MB
(÷òî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ äëÿ ëþáîãî a ∈ A
åäèíñòâåííîãî b ∈ B òàêîãî, ÷òî aρb).
Îòîáðàæåíèå ϕ èç A â B íàçûâàþò ôóíêöèåé èç A â B
èëè îïåðàöèåé íà A.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Îñíîâíûå òèïû ñîîòâåòñòâèé...

Îïðåäåëåíèå (ïðîäîëæåíèå)

äèôóíêöèîíàëüíûì èëè êâàçèîäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì,

åñëè ρρ ]ρ ⊆ ρ (èëè, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ρρ ]ρ = ρ).
Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B ñïðàâåäëèâî: åñëè

îáðàçû èëè ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå

íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ρ äèôóíêöèîíàëüíî;

ρ äèôóíêöèîíàëüíî, è îáðàçû, è ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ

ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Â êîíå÷íîì ñëó÷àå (0, 1)-ìàòðèöà áóäåò ìàòðèöåé
äèôóíêöèîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ åñëè è òîëüêî åñëè â

ïðÿìîóãîëüíèêå èç äâóõ ñòðîê è äâóõ ñòîëáöîâ ïðè òîì, ÷òî â

òð¼õ óãëàõ ñòîÿò 1, òî è â ÷åòâ¼ðòîì óãëó ñòîèò 1.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Òåîðåìà Ê�àëüìàð-ßêóáîâè÷

Òåîðåìà

Ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè ' íà ìíîæåñòâå A
ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìíîãîçíà÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ ϕ èç A íà ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ êëàññîâ
òîëåðàíòíîñòè êàê

x ' y ⇔ ϕ(x) ∩ ϕ(y) 6= ∅ .
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îòîáðàæåíèÿ: îáîçíà÷åíèÿ è áóëåâà àëãåáðà ôóíêöèé

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé:

ϕ : A→ B, A
ϕ→ B, ϕ(a) = b, a

ϕ7→ b,
aϕ = b è äàæå aϕ = b.

Ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé A→ B
áóäåì îáîçíà÷àòü Fun (A,B) èëè BA,

ïðè A = B � Fun (A).

Ïóñòü B = 〈A, t, u, ′, o, ι 〉 � áóëåâà àëãåáðà.

Ìíîæåñòâî Fun(An, A) âñåõ ôóíêöèé èç An â A îáðàçóåò

áóëåâó àëãåáðó 〈Fn(A), +, ·, −,0, 1 〉, ãäå îïåðàöèè è

âûäåëåííûå ýëåìåíòû çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(f + g)(a) = f(a) t g(a), (f · g)(a) = f(a) u g(a), f(a) = f ′(a),

0 = 0(a) ≡ o , 1 = 1(a) ≡ ι (âåçäå a = (a1, . . . , an) ∈ An).
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïðèìåíåíèå ê îòîáðàæåíèÿì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé

Óòâåðæäåíèå

Îáúåäèíåíèå [ ïåðåñå÷åíèå ] äâóõ îòîáðàæåíèé ϕ : A→ B è
ψ : A→ B ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, åñëè è òîëüêî åñëè ϕ = ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîñêîëüêó ϕ è ψ � îòîáðàæåíèÿ èç A â B, äëÿ êàæäîãî
a ∈ A ϕ è ψ ñîäåðæàò ëèøü ïî îäíîé ïàðå (a, b1) è (a, b2)
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå b1, b2 ∈ B.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî b1 6= b2, òî ϕ ∪ ψ ñîäåðæèò äâå, à
ϕ ∩ ψ � íå ñîäåðæèò íè îäíîé ïàðû ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì,
ðàâíûì a.

Îòðèöàíèå îòîáðàæåíèÿ, î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ê îòîáðàæåíèÿì îáû÷íûõ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèé èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò.
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé

Òåîðåìà

Åñëè ìíîæåñòâà A,B è C íåïóñòû, ϕ � îòîáðàæåíèå èç A â B,
à ψ � îòîáðàæåíèå èç B â C, òî ϕψ � îòîáðàæåíèå èç A â C.

Äîêàçàòåëüñòâî{
MA⊆ ϕϕ ], ϕ ]ϕ ⊆MB
MB⊆ ψψ ], ψ ]ψ ⊆MC

⇒ MA⊆ ϕϕ ] =

= ϕ MB ϕ ] ⊆ ϕ(ψψ ])ϕ ] = (ϕψ)(ψ ]ϕ ]) = (ϕψ)(ϕψ) ],

Âêëþ÷åíèå (ϕψ) ](ϕψ) ⊆MC ïîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé êàê îòîáðàæåíèé ïðèíÿòî çàïèñûâàòü

êàê èõ êîìïîçèöèþ ∗ : (ϕ ∗ ψ)(x)
def
= (ϕ � ψ)(x) = ψ(ϕ(x)).
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Âèäû îòîáðàæåíèé

Åäèíè÷íîå îòíîøåíèå MA, ðàññìàòðèâàåìîå êàê îòîáðàæåíèå
A íà ñåáÿ, íàçûâàþò òîæäåñòâåííûì. Äëÿ òîæäåñòâåííîãî

îòîáðàæåíèÿ áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà÷åíèå idA.

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ

âëîæåíèåì èëè èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A â B, åñëè

idA = ϕϕ ], ñèìâîëè÷åñêè A
ϕ
↪→ B; ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå

ýëåìåíòû A îòîáðàæàþòñÿ â ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû B.

Åñëè A ⊆ B, òî âëîæåíèå A
ϕ
↪→ B òàêîå, ÷òî ϕ(x) = x,

íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì ìíîæåñòâà A â

ìíîæåñòâî B .

Ñ èíúåêöèåé ñâÿçàí ïðèíöèï Äèðèõëå: íå ñóùåñòâóåò
èíúåêöèè ìíîæåñòâà ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ âî
ìíîæåñòâî ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Âèäû îòîáðàæåíèé...

Îïðåäåëåíèå (ïðîäîëæåíèå)

íàëîæåíèåì èëè ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì A â B,
ñþðúåêöèåé, åñëè ϕ ]ϕ = idB, ò.å. êàæäûé ýëåìåíò

ìíîæåñòâà B èìååò ñâîé ïðîîáðàç.

Îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ � ñþðúåêòèâíûå

îòîáðàæåíèÿ A1 × . . .×An
πi→ Ai, îïðåäåëÿåìûå êàê

(a1, . . . , ai, . . . , ak)
πi7→ ai, i = 1, n.

áèåêöèåé èëè âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì, åñëè
idA = ϕϕ ] N ϕ ]ϕ = idB, ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è

âëîæåíèåì, è íàëîæåíèåì.

Ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé èç A â B îáîçíà÷àåì

Bij (A,B), à â ñëó÷àå A = B � Bij (A).

ϕ ∈ Bij (A) � ïåðåñòàíîâêà A.
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Îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ è ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Ïñåâäîîáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ ϕ : A→ B ñîîòâåòñòâèå ϕ ],
ìîæåò è íå áûòü îòîáðàæåíèåì èç B â A.

Îòîáðàæåíèå ψ : B → A íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îòîáðàæåíèþ
ϕ : A→ B, åñëè (idA = ϕψ) N (ψϕ = idB).

ßñíî, ÷òî

åñëè ϕ � áèåêöèÿ, òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîå

ïñåâäîîáðàòíîå ê íåé îòíîøåíèå ϕ ] ÿâëÿåòñÿ

îòîáðàæåíèåì è, áîëåå òîãî, áèåêöèåé;

ýòèì ñëó÷àåì èñ÷åðïûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè îòîáðàæåíèÿ

èìåòü îáðàòíîå.

Äëÿ áèåêöèè, îáðàòíîé ê áèåêöèè ϕ åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå ϕ−1, à íå ϕ ].

SymmA = 〈Bij (A), ∗, −1, idA 〉 � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà
ìíîæåñòâà A.
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Áèåêöèÿ è ðàâíîìîùíîñòü

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâà íàçûâàþò ðàâíîìîùíûìè, åñëè
ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî çàìêíóòûé èíòåðâàë [ 0, 1 ]
ðàâíîìîùåí îòêðûòîìó (0, 1): ïîëîæèì

S = [ 0, 1 ] r { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . }
è òîãäà [ 0, 1 ] = { 0, 1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S,

( 0, 1 ) = { 1/2, 1/3, 1/4, . . . } ∪ S.

Îòîáðàæåíèå f : [ 0, 1 ]→ ( 0, 1 ), îïðåäåë¼ííîå êàê

f(x) =


1/2, åñëè x = 0 ,
1/(n+ 2), åñëè x = 1/n, n = 1, 2, . . . ,
x, åñëè x ∈ S ,

áóäåò áèåêöèåé.
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Òåîðåìà Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà

Òåîðåìà

Åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ A è B ðàâíîìîùíî ïîäìíîæåñòâó
äðóãîãî, òî A ðàâíîìîùíî B.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò áèåêöèè θ1 ìåæäó A è
ïîäìíîæåñòâîì B è θ2 ìåæäó B è ïîäìíîæåñòâîì A, òî
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó A è B.
Îáîçíà÷èì A0 = A è A1 = Im(θ2).
ßñíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

A0 ⊃ A1 è Im(θ1) ⊂ B,
A è B � áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà,

� èíà÷å òåîðåìà òðèâèàëüíî ñïðàâåäëèâà.
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Òåîðåìà Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Êîìïîçèöèÿ óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé äà¼ò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå θ = θ1 ∗ θ2 ìíîæåñòâà A0 íà ñâî¼ ïîäìíîæåñòâî
A2 è A1 ⊃ A2.
Îáîçíà÷èì θ(Ai) = Ai+2, i = 0, 1, 2 . . ..
Ïîëó÷èì öåïî÷êó ñòðîãî ñîäåðæàùèõñÿ äðóã â äðóãå
ïîäìíîæåñòâ A: A = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ . . ..

Îáîçíà÷èì Ci = Ai rAi+1, i = 0, 1, 2 . . . è C =
⋂
i>0

Ai.
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Òåîðåìà Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïî ïîñòðîåíèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè C0, C2, C4, . . .
ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå θ:

C2i+2 = θ(A2i) r θ(A2i+1) = θ(C2i).
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Òåîðåìà Êàíòîðà-Øð¼äåðà-Áåðíøòåéíà...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïîñòðîèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ : A0
1:1←→ A1 �

ϕ(x) =

{
θ(x), åñëè x ∈ C2i, i = 0, 1, . . .
x, èíà÷å

Òàêèì îáðàçîì, èìååì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ

A
ϕ→ A1

θ−1
2→ B è ϕ ∗ θ−12 � èñêîìàÿ áèåêöèÿ.
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Ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà (ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà)

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà óñëîâèÿ
ñþðúåêòèâíîñòè, èíúåêòèâíîñòè è áèåêòèâíîñòè ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ ϕ ∈ Fun (A), |A| = n ãðàô Γ =
−→
G(ϕ) èìååò n âåðøèí è n

äóã, ïðè÷¼ì èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò ðîâíî îäíà äóãà.

ϕ ñþðúåêòèâíî ⇒ â êàæäóþ âåðøèíó Γ âõîäèò äóãà ⇒
ϕ � èíúåêòèâíî;

â êàæäóþ âåðøèíó â êàæäóþ âåðøèíó Γ âõîäèò ðîâíî îäíà
äóãà ⇒ ñ êàæäîé âåðøèíîé Γ ñâÿçàíû ðîâíî ïî îäíîé
âõîäÿùåé è èñõîäÿùåé äóãè ⇒ ϕ � áèåêòèâíî;

áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ âëå÷¼ò
ñþðúåêòèâíîñòü.
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Êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

Åñëè ∼ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà A, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
π : A→ A/∼, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó

a ∈ A åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. π(a) = [a]∼.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì (êàíîíè÷åñêèì,
íàòóðàëüíûì); ñèìâîëè÷åñêè � nat(A, ∼) èëè nat(∼).

Ïðèìåð

Áûëî: åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè, è äëÿ

ç¼ðåí a è b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì ìåøêå,

òî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí,

ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå, à ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ �

ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

Òîãäà π(a) � ìåøîê, â êîòîðîì ëåæèò çåðíî a.
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ßäðî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B. Åãî ÿäðîì íàçûâàåòñÿ

îòíîøåíèå Kerϕ ∈ R(A), çàäàííîå êàê

a1(Kerϕ)a2 ⇔ ϕ(a1) = ϕ(a2).

ßäðî îòîáðàæåíèÿ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîíÿòèÿ ÿäðà

ñîîòâåòñòâèÿ è ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ:

Kerϕ = ϕϕ ].

Ñ ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ èç A ñâÿçàíî

ôàêòîðìíîæåñòâî A/Kerϕ è íàòóðàëüíîå îòîáðàæåíèå

nat(A, Kerϕ), äëÿ êîòîðîãî nat(A, Kerϕ)(x) = [x]Kerϕ.

Îòîáðàæåíèÿ ϕ : A→ B è nat(A, Kerϕ) èìåþò îáùóþ

ÿäåðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü, íî îòîáðàæàþò A â ðàçíûå

ìíîæåñòâà: ñîîòâåòñòâåííî â B è â A/Kerϕ.
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Êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû

Åñëè A, B, C, D � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà è

α : A→ B, β : B → C, γ : A→ C,
δ : B → D, ε : C → D,

òî äàííûå îòîáðàæåíèÿ íàãëÿäíî çàäàþò â âèäå äèàãðàìì:

A B A B

C C D

w
α

[
[
[[]γ

�
�
���

β

w
α

u
γ

u
δ

w
ε

Ãîâîðÿò, ÷òî ýòè äèàãðàììû êîììóòàòèâíû, åñëè γ = αβ è

αδ = γε ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîñòü è äëÿ áîëåå

ñëîæíûõ äèàãðàìì.

Áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü íà äèàãðàììàõ

äâóíàïðàâëåííûìè ñòðåëêàìè ↔.
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Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè îòîáðàæåíèé

Òåîðåìà

Åñëè A, B � íåïóñòûå è ϕ � îòîáðàæåíèå èç A â B, òî

ϕ = π ∗ ϕ ′ ∗ µ, (∗)
ãäå π = nat(Kerϕ), ϕ ′ � áèåêöèÿ ìåæäó A/Kerϕ, à Imϕ è
µ � âëîæåíèå Imϕ â B.

Äîêàçàòåëüñòâî

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñïðàâåäëèâî
â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû.
ßñíî, ÷òî Imϕ åñòü ïîäìíîæåñòâî B.
Â êà÷åñòâå µ âîçüì¼ì åñòåñòâåííîå

âëîæåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ Kerϕ îòîáðàæåíèå
ϕ ′ : A/Kerϕ→ Imϕ áèåêòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî ðàçëîæåíèå (∗)
áóäåò ñïðàâåäëèâûì, åñëè â êà÷åñòâå π âçÿòü nat(Kerϕ).
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Îñíîâíîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé

Òåîðåìà

Ïóñòü äàíû íåïóñòûå ìíîæåñòâà A, B è îòîáðàæåíèå
ϕ : A→ B. Òîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ψ : A/Kerϕ→ B ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì, è òàêîå, ÷òî
íèæåñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

A B

A/Kerϕ

w
ϕ

'
'')

nat (Kerϕ) [
[[]

ψ

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëîæèì ψ = ϕ ′ ∗ µ â (∗). Òîãäà ψ([a]Kerϕ) = ϕ(a) �
îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîå âëîæåíèå Kerϕ â B ⇒ ϕ = π ∗ ψ.

Î÷åâèäíî ψ ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ïðè ñþðúåêòèâíîñòè ϕ.
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Òåîðåìà î äðîáíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ

Òåîðåìà

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî A è ýêâèâàëåíòíîñòè α, β íà í¼ì
òàêèå, ÷òî β ⊆ α.
Òîãäà ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèå ϕ : A/β → A/α è áèåêöèÿ
ψ : (A/β)/(α/β)→ A/α òàêèå, ÷òî äèàãðàììà

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[
[[̂

nat β
'
'
'
'')

nat α

w
ϕ

'
'
'')

nat (α/β)

][
[
[[̂ ψ

êîììóòàòèâíà.
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Òåîðåìà î äðîáíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

A

A/β A/α

(A/β)/(α/β)

[
[
[
[[̂

nat β
'
'
'
'')

nat α

w
ϕ

'
'
'')

nat (α/β)

][
[
[[̂ ψ

Çàäàäèì ôóíêöèþ ϕ([a]β) = [a]α (çàäàíèå êîððåêòíî, ò.ê.
êàæäîìó êëàññó [a]β ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ [a]α) è
ïðèìåíèì òåîðåìó îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ îòîáðàæåíèé ê
íèæíåé ÷àñòè äèàãðàììû.
Ïîñêîëüêó ϕ åñòü íàêðûòèå, òî

ψ([[a]β]α/β) = ϕ([a]β) = [a]α � áèåêöèÿ.
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