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X è Y� ïðîñòðàíñòâà îáúåêòîâ è îòâåòîâ.Íà X × Y çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P.Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà {Xi ,Yi}`

i=1 �ïðîñòàÿ èç P.
A�ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ a : X → Y.Ôóíêöèÿ ïîòåðü r : Y × Y → R

+. (îãðàíè÷èì r ∈ [0, 1])Ìèíèìèçàöèÿ ðèñêà:
Pa

def
= Er

(

a(X ),Y
)

→ min
a∈A

.Ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:
P`a

def
=

1

`

∑̀

i=1

r
(

a(Xi),Yi

)

→ min
a∈A

. Ðåøåíèå� a
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def
= Pa − inff ∈A Pf .Íàñ èíòåðåñóåò E(a`)� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.Îñíîâíàÿ çàäà÷à:Ïîëó÷åíèå âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ âèäà

P⊗`{E(a`) > t} 6 η(A, `, t),

P⊗` � `-ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü P;
η �íåîòðèöàòåëüíàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò t.Íàì âàæåí ïîðÿäîê ìàëîñòè îöåíîê ïî `.Ïîëó÷åíèå âû÷èñëèìûõ ïî äàííûì îöåíîê η̂.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà
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√

`)Ðàâíîìåðíîå ïî êëàññó A îòêëîíåíèå P` îò P :
E(a`) = Pa

` − inf
a∈A

Pa = Pa
` − Pā =

= P`a
` − P`ā + (P − P`)(a

` − ā) 6

6 sup
a,f ∈A

|(P − P`)(f − a)| 6

6 2 sup
a∈A

|(P − P`)a| def
= 2‖P − P`‖A.Íåðàâåíñòâî Áóëÿ (â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî A):

P⊗`
{

sup
a∈A

|(P − P`)a| > t
}

6
∑

q

P⊗`
{

|(P − P`)aq| > t
}

.Íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà:
P⊗`{|Pa − P`a| > t} 6 2e−2`t2
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√

`)!Åñëè A èìååò êîíå÷íóþ VC-ðàçìåðíîñòü, òî
E(a`) = Pa

` − inf
a∈A

Pa = Pa
` − Pā =

= P`a
` − P`ā + (P − P`)(a

` − ā)6

6 sup
a,f∈A

|(P − P`)(f − a)| 6

6 2 sup
a∈A

|(P − P`)a| def
= 2‖P − P`‖A ∼ O(1/

√
`).Íåðàâåíñòâî Áóëÿ çàâûøåãî âñåãäà, êîãäà â êëàññå Aìíîãî ñõîæèõ àëãîðèòìîâ.Íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà ó÷èòûâàåò ëèøü îãðàíè÷åííîñòüñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è íå ó÷èòûâàåò èõ äèñïåðñèè.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà
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A(δ)

def
= {a ∈ A : E(a) 6 δ}� δ-ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî.

δ` def
= E(a`) = Pa

` − Pā =

= P`a
` − P`ā + (P − P`)(a

` − ā) 6 (P − P`)(a
` − ā),îòêóäà ñ ó÷åòîì E(ā) = 0 ïîëó÷àåì

δ`
6 sup

a,f∈A(δ`)

|(P − P`)(a − f )|.Ïóñòü äëÿ íåñëó÷àéíîé U`(δ) ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
supa,f∈A(δ) |(P − P`)(a − f )| 6 U`(δ) ðàâíîìåðíî ïî δ.Òîãäà ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ E(a`) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõóìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà δ 6 U`(δ).Êàê ñòðîèòü U`(δ)?È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà
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P⊗`

{

n

∣

∣

∣
‖Pn − P‖F − E⊗`‖P − Pn‖F

∣

∣

∣
> t

}

6

6 K exp
{

− 1

K

t

U
log
(

1 +
tU

V

)}

,ãäå V = E sup
f ∈F

n
∑

i=1

f 2(Zi ), à K > 0� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàM.Talagrand. (1996) New concentration inequalities in product spaces //Inventiones Mathematicae, V, 126, pp. 505�563.
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ϕ`(δ) = E⊗` sup
a,f∈A(δ)

|(P − P`)(a − f )|;

D
2(δ) = sup

a,f∈A(δ)
P(a − f )2;

U`(δ, t) = K

(

ϕ`(δ) + D(δ)

√

t

`
+

t

`

)

.Ôèêñèðóåì δ > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ t > 0 èç íåðàâåíñòâàÒàëàãðàíà [Bousquet02]:
P⊗`

{

sup
a,b∈A(δ)

|(P − P`)(a − b)| > U`(δ, t)

}

6 e
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(0)
` = 1. Òîãäà A

(

δ
(0)
`

)

= A.1 Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà, ïîëó÷àåì ñ áîëüøîéâåðîÿòíîñòüþ
E(a`) 6 sup

a,f∈A(δ
(0)
`

)

|(P−P`)(a−f )|6U`(δ
(0)
` , t)

def
= δ

(1)
` ∼ O(1/

√
`).2 Ñ ó÷åòîì ïðîøëîãî íåðàâåíñòâà:

E(a`) 6 sup
a,f∈A(δ

(1)
`

)

|(P − P`)(a − f )|6U`(δ
(1)
` , t)

def
= δ

(2)
` ,ãäå ìû ñíîâà ïðèìåíèëè íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà.È òàê äàëåå. . .È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà
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ϕ`(δ) = E⊗` sup

a,f∈A(δ)
|(P − P`)(a − f )|; D

2(δ) = sup
a,f ∈A(δ)

P(a − f )2;

U`(δ, t) = K

(

ϕ`(δ) + D(δ)

√

t

`
+

t

`

)

.Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ D2(δ) → 0, δ → 0:Çàäà÷à ðåãðåññèè ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîòåðÿìè.Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè Y = {±1} ñ áèíàðíûìè ïîòåðÿìè.Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðÿäà ñåìåéñòâ A (íàïðèìåð, VC-êëàññîâ):
U`(δ, t) ∼ o(1/

√
`), ` → ∞, δ → 0.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà



Îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ê ïåðåîáó÷åíèþ Èäåÿ ëîêàëèçàöèèÍåðàâåíñòâî ÒàëàãðàíàËîêàëèçàöèÿ îöåíîê èòåðàöèÿìèÎäíîâðåìåííûé ó÷åò ýôôåêòîâ ñâÿçíîñòè è ðàññëîåíèÿ AÌû ó÷ëè ðàññëîåíèå ñåìåéñòâà A ïî çíà÷åíèÿì ðèñêà,ïîñëåäîâàòåëüíî ñóæàÿ åãî ïîäìíîæåñòâà, ïî êîòîðûìáåðåòñÿ ñóïðåìóì.Ìû ó÷ëè ñõîæåñòü ìåæäó àëãîðèòìàìè ñåìåéñòâà Añ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè ðèñêà. Ñäåëàòü ýòî íàì ïîçâîëèëîíåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà, êîòîðîå ó÷èòûâàåò äèàìåòð ýòîãîïîäìíîæåñòâà.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìîäíîâðåìåííûé ó÷åò ýòèõ ýôôåêòîâ.
È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàK. V. Vorontsov. (2009) Splitting and similarity phenomena in the sets ofclassi�ers and their e�ect on the probability of over�tting // PRIA, V. 19,No. 3, pp. 412�420.
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L ðàçáèåíèé X = X ` ∪X k íà îáó÷àþùóþ X ` äëèíîé `è êîíòðîëüíóþ X k äëèíîé k âûáîðêè ðàâíîâåðîÿòíû,òî åñòü X ` âûòÿíóòà èç X áåç âîçâðàùåíèé.

a = (ai)
L
i=1 = r

(

a(Xi),Yi

)

, a ∈ A.Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðèñêà:
PLa

def
=

1

L

L
∑

i=1

ai =
1

L

L
∑

i=1

r
(

a(Xi ),Yi

)

→ min
a∈A

.

È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàÊ. Â. Âîðîíöîâ. (2011) Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ: ðåçóëüòàòû,ïðèëîæåíèÿ è îòêðûòûå ïðîáëåìû. // êîíô.ÌÌÐÎ-15, Ñ. 40�43.



Îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ê ïåðåîáó÷åíèþ Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïåðåîáó÷åíèþÍåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåÊîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïåðåîáó÷åíèþ: çàäà÷àÈíäåêñû I` =
{

i ∈ {1, . . . ,L} : Xi ∈ X `
} è Ik = {1, . . . ,L} \ I`.Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:

P` a
def
=

1

`

∑

i∈I`

ai =
1

`

∑

i∈I`

r
(

a(Xi),Yi

)

→ min
a∈A

. Ðåøåíèå� a
`.Èçáûòî÷íûé ðèñê E(a`) = PLa

` − infa∈A PLa.Çàäà÷à � ïîñòðîåíèå îöåíîê
P{E(a`) > t} 6 η(A, `, t), ãäå

P� ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ðàçáèåíèÿõ X = X ` ∪ X k .Ïðîáëåìà: íåðàâåíñòâî Òàëàãðàíà ðàññìàòðèâàåò âûáîðêóñ âîçâðàùåíèÿìè, à ó íàñ � áåç âîçâðàùåíèé.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà



Îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ê ïåðåîáó÷åíèþ Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïåðåîáó÷åíèþÍåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåÊîíöåíòðàöèîííîå íåðàâåíñòâî â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåÏóñòü σ2
A = sup

X=X `∪X k

k

L

(1

`
sup
a∈A

∑

i∈I`

(ai )
2 +

1

k
sup
a∈A

∑

j∈Ik

(aj)
2
)

.Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Z = sup
a∈A

|(PL − P`)a|è ñëó÷àé ñ÷åòíîãî êëàññà A.ÒåîðåìàÄëÿ ëþáûõ h > 0 ñïðàâåäëèâî:
P{|Z − EZ | > h} 6 2 exp

(

− `h2

16σ2
A

)

.

È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàS. Bobkov. (2004) Concentration of normalized sums and a central limittheorem for noncorrelated random variables // The Annals of Probability,V. 32, N. 4, pp. 2884�2907.



Îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ê ïåðåîáó÷åíèþ Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïåðåîáó÷åíèþÍåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåÊîíöåíòðàöèîííîå íåðàâåíñòâî â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåÍàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü supa,f∈A(δ) |(PL − P`)(a − f )| è âåëè÷èíà
σ2

A(δ) = sup
X=X `∪X k

k

L

(

sup
a,f∈A(δ)

∑

i∈I`

(ai − fi )
2

`
+ sup

a,f∈A(δ)

∑

j∈Ik

(ai − fi)
2

k

)

.Åñëè ôóíêöèÿ ïîòåðü áèíàðíàÿ è arg mina∈A PLa = ā, òî:
A(δ) =

{

a ∈ A ⊆ {0, 1}L :
∑L

i=1 ai 6 δ + PLā

}

.Â ñëó÷àå óíèêàëüíîãî ðåøåíèÿ PLa → mina∈A

σ2
A(δ) → 0, δ → 0.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà



Îöåíêè èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêàËîêàëèçàöèÿ â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäå ê ïåðåîáó÷åíèþ Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ïåðåîáó÷åíèþÍåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåÐåçóëüòàòû è îòêðûòûå âîïðîñûÏîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû:Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â êîìáèíàòîðíîì ïîäõîäåâîçìîæíî ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ìåòîäà ëîêàëèçàöèèîöåíîê.Ïîëó÷åíî ýêñïîíåíöèàëüíîå êîíöåíòðàöèîííîå íåðàâåíñòâîâ ñëó÷àå âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèé, ó÷èòûâàþùåå äèàìåòðêëàññà àëãîðèòìîâ A.Îòêðûòûå âîïðîñû:Ïîâòîðåíèå â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà îñòàâøèõñÿäëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñÿùèõ îò ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíîê øàãîâè ïîëó÷åíèå èõ âû÷èñëèìûõ ïî äàííûì àíàëîãîâ.Ýêñïåðèìåíòàëüíîå è àíàëèòè÷åñêîå ñðàâíåíèå îöåíîêðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè ñ ïîñëåäíèìè ðåçóëüòàòàìè SLT.È.Î.Òîëñòèõèí ÈÎÈ-2012 Ëîêàëèçàöèÿ îöåíîê èçáûòî÷íîãî ðèñêà
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