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Îïðåäåëåíèÿ

Çàäàíà êîíå÷íàÿ ãåíåðàëüíàÿ âûáîðêà îáúåêòîâ:

X = {x1, . . . , xL}.
Çàäàíî ìíîæåñòâî A(X) àëãîðèòìîâ (êëàññèôèêàòîðîâ),
ñîïîñòàâëÿþùèõ îáúåêòó åãî êëàññ.

Áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü I : A× X→ {0, 1}, ãäå
(I (a, x) = 1)↔ (a äîïóñêàåò îøèáêó íà îáúåêòå x).
Ìåòîä îáó÷åíèÿ µ : X → A, X ⊆ X.
Ðàçáèåíèå ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü

X = X t X̄ .
Îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

∀a, b ∈ A, (a ≤ b)↔ (I (a, x) ≤ I (b, x),∀x ∈ X), ïðè÷åì
(a < b)↔ (a 6= b, a ≤ b), (a ≺ b)↔ (a < b, ρ(a, b) = 1)
Ïåññèìèñòè÷íàÿ ìèíèìèçàöèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

µX = arg max
a∈A(X )

n(a, X̄ ), ãäå A(X ) = arg min
a∈A

n(a,X ).
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäïîëîæåíèå

Ïðåäïîëîæåíèå

Âñå ðàçáèåíèÿ X = X ∪ X̄ , |X | = `, |X̄ | = k ðàâíîâåðîÿòíû.

Öåëü

Äëÿ ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ è îáó÷àþùåé âûáîðêè X îöåíèòü

÷àñòîòó îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå ν(µX , X̄ ).

Ñóùåñòâóþùèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ

Qt(µ,X) = P
[
ν(µX , X̄ )− ν(µX ,X ) > t

]
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ñåìåéñòâå àëãîðèòìîâ

íà âñåé ãåíåðàëüíîé âûáîðêå.
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Âîçíèêàþùèå çàäà÷è

Öåëü

Ïîëó÷åíèå âåðõíèõ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè,

çàâèñÿùèõ òîëüêî îò íàáëþäàåìîé îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ

2F1
(
a, b, c , z) = 1 +

∞∑
k=1

[
k−1∏
l=0

(a + l)(b + l)

(1 + l)(c + l)

]
zk

ñ ïàðàìåòðàìè a, b, c , îïðåäåë¼ííàÿ â êðóãå |z | < 1, íàçûâàåòñÿ
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé.
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Îöåíêà îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü ` = k = L
2 è max

a∈A
m(a) ≤ L

2 , òîãäà

EOFmax(X) = E max
a∈A

(ν(a, X̄ )− ν(a,X )) ≤

min
λ>0

1

λ

(
ln(cosh(λ)) +

1

`
ln

(
l∑

s=0

∆sϕ(s, `, λ)

))
≤√

2 ln(|A(X)|)
`

,

ãäå ∆s � ÷èñëî àëãîðèòìîâ â s-îì ñëîå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ,

ϕ(s, `, λ) = 2F1
(
1−s
2 ,− s

2 ,
1
2 − `, (tanh(λ))2

)
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Ýíòðîïèÿ ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ

Ïóñòü π � íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà A(X).
Àëãîðèòì a0 � êîððåêòíûé íà X.

B(a, ε) � çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â àëãîðèòìå a è ðàäèóñîì ε
ïî ìåòðèêå

√
ρ(a, b).

Îïðåäåëåíèå

Ýíòðîïèÿ ñåìåéñòâà A(X)

1

3
ln

 2

min
a∈A∪a0

π
(
B(a, d2 )

)
+

4

3

∞∑
k=2

2−k ln

 2

min
a∈A∪a0

π
(
B(a, d

2k
)
)
 ,

ãäå d � äèàìåòð ñåìåéñòâà A(X) ∪ a0.
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Ýíòðîïèéíàÿ îöåíêà ïåðåîáó÷åííîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü ` = k = L
2 è max

a∈A
m(a) ≤ `

2 , òîãäà

EOFmax(X) ≤ 3

√
2Q(A(X))

`

Ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ îöåíêà íå õóæå, ÷åì ïðåäûäóùàÿ (ïðè

îïòèìàëüíîì âûáîðå ìåðû π).
Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ¼ìêîñòü ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ

êîíå÷íà, ýíòðîïèÿ çàâèñèò ëèøü îò ¼ìêîñòè.
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Êîìáèíàòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ

Äëÿ àëãîðèòìà a ââåäåì

Ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî

Xa =
{
x ∈ X

∣∣ ∃b ∈ A : a ≺ b, I (a, x) < I (b, x)
}
.

Çàïðåùàþùåå ìíîæåñòâî

X ′a =
{
x ∈ X

∣∣ ∃b ∈ A : b < a, I (b, x) < I (a, x)
}
.

Âåðõíÿÿ ñâÿçíîñòü u(a) = |Xa|.
Íåïîëíîöåííîñòü q(a) = |X ′a|.
Íèæíÿÿ ñâÿçíîñòü

d(a) = |
{
x ∈ X

∣∣ ∃b ∈ A : b ≺ a, I (b, x) < I (a, x)
}
|.

Ãðàôîì ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A
áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííûé ãðàô 〈A,E 〉 ñ ìíîæåñòâîì
ð¼áåð E =

{
(a, b) : a ≺ b

}
.
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Îöåíêà, ó÷èòûâàþùàÿ ìåòîä îáó÷åíèÿ

Òåîðåìà

Ïóñòü ìåòîä îáó÷åíèÿ µ � ÏÌÝÐ, ` = k = L
2 è max

a∈A
m(a) ≤ L

2

EOFµ(X) = E(ν(µX , X̄ )− ν(µX ,X )) ≤

min
λ>0

1

λ

ln(cosh(λ)) +
1

`
ln


∑
a∈A

ϕ(`,m, q, u, λ)

C `2`

 .

ϕ(`,m, q, u, λ) =

m−q∑
j=0

j∑
i=0

(−1)iC i
j C

`−q+i−j
2`−j−u−qC

j
m−q(1 + tanh(λ))q tanhj(λ).
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Ôàêòîðû çàâûøåííîñòè

Çàìå÷àíèå

Ïðåäûäóùàÿ îöåíêà íå ïðåâîñõîäèò

√
2 ln(|A(X)|)

`

Çàâûøåííîñòü ïðåäûäóùåé îöåíêè ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà

èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà

[µX = a] ≤ [Xa ⊂ X ][X ′a ⊂ X̄ ].

a000

a001 a010 a100

a011 a101 a110

a111

a00

a01 a10

a11

x1

YY EE

x2
EE YY

a0

a1

x1
OO

x1

__ OO ??

OO__ ??__
x2
OO ??

__OOx3 ??
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Êðèòåðèé â òåðìèíàõ ãðàôà ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü ` ≥ 2 max
a∈A
|Xa| è k ≥ 2 max

a∈A
|X ′a|, G � ãðaô

ðàññëîåíèÿ�ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A. Óñëîâèå

[µX = a] = [Xa ⊂ X ][X ′a ⊂ X̄ ].

âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 ãðàô G èìååò òîëüêî îäèí ñòîê è îäèí èñòîê,

2 åñëè a � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà G , x1, . . . , xn � îáúåêòû

X, ñîîòâåòñòâóþùèå âûõîäÿùèì èç íåå ðåáðàì, òî G
ñîäåðæèò íàïðàâëåííûé n-ìåðíûé êóá ñ íèæíåé âåðøèíîé

a, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ

x1, . . . , xn.
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Íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè â ðàâíîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà

Ïðè ` = k = L
2 äëÿ t > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P

(
max

a∈A(X)
(ν(a, X̄ )− ν(a,X )) ≥ EOFmax(X) + 8

√
πσ
` + t

)
≤ 2 exp

(
− t2`2

16σ2

)
, ãäå σ =

√
max

a∈A(X)
m(a) ≤

√
2`

Çàìå÷àíèå

EOFmax(X) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíàìè, íå

çàâèñÿùèìè îò íåíàáëþäàåìîé âûáîðêè.

Ëîêàëèçàöèÿ (óìåíüøåíèå max
a∈A(X)

m(a)) óëó÷øàåò îöåíêó.

Í.Ê.Æèâîòîâñêèé Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû â êîìáèíàòîðíûõ îöåíêàõ îáîùàþùåé ñïîñîáíîñòè



Ââåäåíèå
Îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè

Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû
Âûâîäû

Ðàâíîìåðíûé ñëó÷àé
Ñëó÷àé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Íåðàâåíñòâî êîíöåíòðàöèè ñ ìåòîäîì îáó÷åíèÿ.

Äëÿ ðàçáèåíèÿ X = X t X̄ è ìåòîäà îáó÷åíèÿ µ
ôóíêöèîíàë ïåðåîáó÷åííîñòè

δ(µ,X t X̄ ) = ν(µX , X̄ )− ν(µX ,X ).

Äëÿ ðàçáèåíèÿ X t X̄ ðàçáèåíèå X ′ t X̄ ′ ïîëó÷àåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç X ñ ýëåìåíòîì X̄ .

Äëÿ ÷¼òíûõ ` åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ EOFµ(X )

Îïðåäåëåíèå

ÏÌÝÐ µ âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì A(X) íàçûâàåòñÿ
(α, β)-óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ âñåõ ïàð {X t X̄ ,X ′ t X̄ ′}

∣∣δ(µ,X t X̄ )− δ(µ,X ′ t X̄ ′)
∣∣ ≤ 2β

`
,

EOFµ(X)− EOFµ(X ) ≤ α.
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Îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè

Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû
Âûâîäû

Ðàâíîìåðíûé ñëó÷àé
Ñëó÷àé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Îöåíêà íåíàáëþäàåìîé ÷àñòîòû îøèáîê.

Òåîðåìà

Ïóñòü ` = k = L
2 , µ � (α, β)-óñòîé÷èâûé ÏÌÝÐ, t > 0

P

(
ν(µX , X̄ )− ν(µX ,X ) ≥ EOFµ(X ) +α+ t

)
≤ exp

(
−(`+1)t2

4β2

)
.

Ñëåäñòâèå

Ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 1− δ

ν(µX , X̄ ) < ν(µX ,X ) + EOFµ(X ) + α + 2β

√
ln
(
1
δ

)
`+ 1

.

Çàìå÷àíèå

Îöåíêà âû÷èñëèìà òîëüêî ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå.
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Ââåäåíèå
Îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè

Êîíöåíòðàöèÿ ìåðû
Âûâîäû

Âûâîäû

Ïîëó÷åíû îöåíêè îæèäàåìîé ïåðåîáó÷åííîñòè ñ

íåëèíåéíûì âêëàäîì àëãîðèòìîâ.

Èññëåäîâàíû ñòåïåíè âêëàäîâ àëãîðèòìîâ â ýòè îöåíêè.

Ïîëó÷åí êðèòåðèé òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê

îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè.

Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå äëÿ êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà

íåðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ìåðû.

Ïîëó÷åíà îöåíêà íåíàáëþäàåìîé ÷àñòîòû îøèáîê â

ðàâíîìåðíîì ïî ñåìåéñòâó àëãîðèòìîâ ñëó÷àå.

Ïîëó÷åíà îöåíêà íåíàáëþäàåìîé ÷àñòîòû îøèáîê äëÿ

óñòîé÷èâîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.
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